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Resumo

Este trabalho propoe o estudo dos espacos coerentes do ponto de vista da
teoria dos topos, ou seja, consiste em uma andalise, em termos de topos, das prin-
cipais categorias de espacos coerentes. Os espacos coerentes constituem um tipo
de dominio que apresenta algumas particularidades que o distinguem dos demais,
por exemplo, considera admissiveis no conjunto de fungdes somente aquelas que,
além de continuas no sentido de Scott - preservam supremos de conjuntos dirigi-
dos, também sao estdveis e lineares. Um topos é uma categoria Cartesiana fechada
com classificador de subobjetos. Isso faz com que todo topos se comporte como
Set (conjuntos como objetos e fun¢des como morfismos), ou seja, uma categoria na
qual as interpretacoes de suas construcoes bésicas seguem a Teoria dos Conjuntos.
Entre as categorias de Espagos Coerentes, tem-se a categoria STAB, cujos objetos
sao os espacos coerentes e os morfismos sao fungoes estaveis entre esses espacos,
que é uma categoria cartesiana fechada. Isto significa que STAB é uma categoria
especial no sentido computacional: além de possuir o produto binario para todos os
seus objetos, STAB apresenta objeto exponencial e morfismo de avaliagdo, garan-
tindo significado para processos computacionais. A subcategoria LIN da categoria
STAB, cujos morfismos sao as fungoes lineares, nao é uma categoria cartesiana fe-
chada. Entretanto, LIN é uma categoria monoidal simétrica que é fechada. Esta
condigao é suficiente para que em LIN também se tenha a garantia de se obter
significado para processos computacionais. Apresenta-se entdo, uma interpretacgao
computacional da estrutura destas categorias e uma andlise das mesmas do ponto
de vista de topos, isto é, da existéncia ou nao de classificador de subobjetos.

Palavras-Chave: Espacos Coerentes, Topos e Teoria das Categorias.



TITLE: “A STUDY OF COHERENT SPACES FROM THE POINT OF VIEW
OF THE THEORY OF TOPOS”

Abstract

This work proposes the study of coherent spaces from the point of view of the
Topos Theory, that is, it consists of an analysis of the main categories of coherent
spaces in terms of topos. The coherent spaces make up a kind of domain which
presents some peculiarities that separate it from the rest, for example, in the complex
whole of the functions it only considers permissible those which, apart from being
continuous in the sense of Scott - preserving supremo of directed sets, it is also
stable and linear. A topos is a Cartesian closed with subobject classifier. This
makes topos behaves like Set (sets as objects and functions as morphisms), that is,
a category in which the interpretations of its basic constructions follow the Theory
of Sets. Among the categories of Coherent Spaces, there is the STAB category,
a closed Cartesian category, the objects of which are the coherent spaces, having
morphisms as stable functions among these spaces. This means that STAB is a
special category in the computational sense: apart from having a binary product for
all its objects, STAB presents an exponential object and a morphism of evaluation,
ensuring meaning for computational processes. The subcategory LIN of the STAB
category, the morphisms of which are linear functions, is not a closed Cartesian
category. However, LIN is a symmetrical monoidal category which is closed. This
condition is sufficient to also have in LIN the guarantee of obtaining meaning for
computational processes. Thus, a computational interpretation of the structure of
these categories will be presented, as well as an analysis of them from the point of
view of the Topos Theory, that is, if subobject classifier exists or not.

Keywords: Coherence Space, Topos Theory and Category Theory.



1 Introducao

1.1 A Teoria dos Dominios

A Teoria dos Dominios é atualmente a area da Matematica da Computacao
consolidada como uma das mais empregada pela Informdtica Tedrica [STO 94]. Um
dominio é uma estrutura que modela a nocao de aproximacao e sobre a qual se
podem definir modelos apropriados de computagao. A idéia bésica é representar ti-
pos de dados por certos conjuntos parcialmente ordenados, denominados dominios,
e computagoes por certas fungoes de um dominio em outro, denominadas fungées
continuas. Uma funcdo continua é aquela que preserva a ordem de informacao
(quanto maior a informacao dos dados de entrada, maior serd a informagao dos da-
dos de saida) e os limites de computagdes infinitas no dominio (a informagao total
disponivel como saida de uma seqiiéncia infinita de elementos de entrada com in-
formacao refinada é o somatoério total de toda a informagcao obtida de cada elemento
de entrada).

Procurando maior precisao técnica, pode-se definir um dominio como uma es-
trutura onde é definida uma relacao binaria C, uma ordem parcial denominada de
ordem de informagdo, com o significado que x C y se e somente se x é uma apro-
ximacgao de y ou y contém pelo menos a informacao de z. Também é necessario que
um dominio possua um menor elemento |, modelando a auséncia de informacao.
A presenca deste menor elemento nao seria necessaria, mas é 1til na determinagao
da existéncia de pontos fixos. Ainda, para modelar computacoes infinitas, exige-se
que um dominio seja completo no sentido em que cada seqiiéncia crescente de apro-
ximagoes seja representada por um elemento no dominio, ou seja, deve possuir um
supremo. Estes requisitos sao suficientes para a obtencao de pontos fixos de fungoes
continuas e também para a construgao de espagos funcionais. Obtém-se assim os
dominios denominados de ordens parciais completas (cpo’s).

Uma computacao é executada sobre objetos concretos, por exemplo, uma com-
putacao sobre os nimeros reais ou intervalos reais consiste de computagoes sobre
aproximacoes concretas dos niimeros reais ou, respectivamente, intervalos de reais,
dadas com freqiiéncia pelos niimeros racionais ou cadeias de intervalos racionais
encaixados. O resultado da computacao também é dado por uma seqiiéncia de ele-
mentos concretos. Entao, para modelar computagoes, é necessario abstrair a nocao
de ‘ser um elemento concreto’. Esta abstracdo é denominada de elemento finito
ou compacto. Assim, exige-se que cada elemento de um dominio seja representado
por todas as suas aproximacoes finitas ou compactas, ou seja, que cada elemento
do dominio seja o supremo do conjunto dirigido de suas aproximagoes compactas.
Quando isto ocorre, tem-se os chamados cpo’s algébricos.

A classe dos cpo’s algébricos parece possuir as propriedades de computabili-
dade desejadas. Entretanto, observa-se a nao existéncia de uma propriedade impor-
tante para a ciéncia da computacao e também para partes da teoria da computabili-
dade: esta classe nao é fechada para a construcdo do espaco funcional. Entao, uma
subclasse de cpo’s algébricos é freqiientemente considerada, a dos que sdo consisten-



temente completos, ou seja, quando todo subconjunto consistente do dominio possui
um supremo. Estas estruturas, ou seja, os cpo’s consistentemente completos sao fi-
nalmente denominadas de Dominios de Scott, ou simplesmente dominios algébricos.
Os espagos coerentes, estrutura que se quer abordar neste trabalho, constituem um
tipo especial de dominio algébrico.

1.2 Os Espacos Coerentes

Girard introduziu o estudo de espacos coerentes, que é um tipo especial de
dominio de Scott, onde os objetos sao conjuntos construidos segundo uma relagao
reflexiva e simétrica, denominada de relacao de coeréncia, e a ordem de informacao
é a relacao de inclusao entre conjuntos.

A idéia principal da Teoria dos Espacos Coerentes, também chamados de
dominios de Girard, é interpretar um tipo de dado de um calculo formal tipado
através de um espaco coerente, e um termo do calculo que tenha esse tipo por um
ponto deste espaco, isto é, um subconjunto coerente do espaco ou um estado de uma
computacao. Por outro lado, as computacoes sao representadas por funcoes entre
espacos coerentes que devem possuir propriedades interessantes como a estabilidade
e linearidade.

Portanto, a Teoria dos Espagos Coerentes [GIR 89] [TRO 92] considera ad-
missiveis no conjunto de fungoes somente aquelas que, além de continuas no sentido
de Scott (preservam supremos de conjuntos dirigidos), também sdo estaveis e linea-
res. A propriedade da estabilidade caracteriza-se pela preservacao dos pullbacks, isto
é, dos infimos de conjuntos consistentes. A propriedade da linearidade caracteriza-se
pela preservacao de unides arbitrarias de conjuntos finitamente consistentes, pelas
funcoes estaveis.

Conforme [DIM 96], os Espagos Coerentes surgem como uma alternativa no
sentido de se obter uma fundamentacdo computacional simples e intuitiva para
a Matemadtica Intervalar e Computacao Cientifica, tendo em vista outras teorias,
por exemplo, a Teoria dos Dominios Continuos ([ESC 93], [EDA 97], [ACI 91],
[DIM 91]).

1.3 A Teoria dos Topos

A Teoria dos Topos tem sua origem em duas linhas distintas do desenvolvi-
mento matematico: Geometria Algébrica e Teoria das Categorias. Topos surgiu
inicialmente com Grothendieck nos anos 1960’s. O conceito de topos elementar foi
formulado por F. Lawvere’s e M. Tierney, a partir do estudo de categorias com
um tipo especial de morfismo, chamado ‘classificador de subobjetos’. Lawvere foi
a primeira pessoa a considerar topos como um universo de conjuntos construtivo e
a explorar isto [PHO 94]. Mas topos pode ser visto de diversas maneiras distintas.
Dependendo da circunstancia, um topos pode ser considerado:

e um modelo da teoria dos conjuntos construtiva;



e uma (forma especial de) teoria de primeira ordem;
e um espago topolégico (generalizado);
e uma categoria de espagos generalizados.

A abordagem aqui considerada serd a primeira interpretacao: topos como um
universo de conjuntos. Nesse sentido, um topos é uma categoria de estrutura e com-
portamento semelhante a Set, que possui conjuntos como objetos e funcoes como
morfismos. Ou seja, é um tipo especial de categoria definida por axiomas, os quais
especificam que algumas construcoes realizadas para conjuntos, também podem ser
realizadas para essa categoria.

Conforme [MEN 2000] existem diversas caracteristicas da Teoria das Catego-
rias que motivam seu uso em Ciéncia da Computacao. Essa teoria pode ser conside-
rada uma formalizacao adequada para tratar propriedades abstratas independentes
de estruturas. Ou seja, permite tratar propriedades independentemente de imple-
mentacao. A nocao categorial de dualidade divide o trabalho pela metade, tanto em
termos de construcoes como de resultados. Além disso, permite a heranca de resul-
tados e comparacao de expressividade de formalismos, ou seja, é possivel construir
categorias a partir de categorias existentes, bem como passar de um tipo de estru-
tura matematica para outra. A notagao grafica, ou seja, a expressao de equacgoes
na forma de diagramas (semelhantes as linguagens graficas comuns em Ciéncia da
Computagao), facilita a identificagao e a compreensao de suas componentes e de seus
relacionamentos. Outra grande vantagem é a expressividade das suas construcoes
as quais, freqiientemente nao possuem paralelo na Teoria dos Conjuntos. Esta ex-
pressividade propicia um novo ou melhor entendimento das questoes relacionadas
com a Ciéncia da Computacao.

Diz-se que um topos apresenta uma estrutura semelhante a Set porque as
condicoes necessarias para que uma categoria seja um topos recupera muitos concei-
tos fundamentais da Teoria dos Conjuntos. Um topos [BAR 85] [GOL 84| [JOH 77]
é uma categoria Cartesiana fechada com classificador de subobjetos. Intuitivamente,
uma interpretagao para estas condicoes é a seguinte:

e Em uma categoria cartesiana fechada (categoria finitamente completa com
exponencia¢ao) em que se nomeiam elementos (através do objeto terminal), é
possivel determinar a acao de cada morfismo sobre cada elemento de qualquer
objeto, seguindo assim a estrutura de Set, pois uma funcao é definida para
cada elemento de seu dominio;

e (Classificador de Subobjetos é um morfismo especial que, intuitivamente, per-
mite a prova de proposicoes logicas na categoria. Em Set, o conjunto 2 =
{0,1} juntamente com a funcdo true : 1 <— 2 permite que para cada inclusao
de conjuntos seja possivel determinar a sua funcao caracteristica. Recipro-
camente, possibilita determinar qual é o subconjunto representado por uma
funcao caracteristica qualquer. De maneira andloga, em um topos, especificam-
se subobjetos por propriedades de seus elementos, representadas através de
diagramas envolvendo esses subobjetos.



Com a Teoria das Categorias, através do estudo de topos, foi possivel axio-
matizar a Teoria dos Conjuntos, resultando numa fundamentagao categorial da ma-
tematica. A noc¢ao de topos tem um importante poder de unificacao. Ela encerra
Set como uma categoria sheaf de Grothendieck e relaciona os dominios da Teoria
dos Conjuntos com a Geometria Algébrica. Uma ramificacao para outra area seria a
Légica, podendo dizer-se que cada topos contém seu proprio calculo 1égico, sabendo-
se que os principios légicos em um topos sao os da légica intuicionista e nao os da
l6gica cléssica.

1.4 O Problema Proposto

1.4.1 Motivacao

Em [TRO 92|, sdo apresentadas as principais categorias de Espagos Coeren-
tes. A categoria STAB, cujos objetos sdo os espagos coerentes e os morfismos sao
fungoes estaveis entre esses espagos é uma categoria cartesiana fechada. Isto signi-
fica que STAB é uma categoria especial no sentido computacional: além de possuir
o produto bindrio para todos os seus objetos, STAB apresenta objeto exponencial
e morfismo de avaliacao, garantindo significado para processos computacionais. A
subcategoria LIN da categoria STAB, cujos morfismos sao as fungoes lineares, nao
é uma categoria cartesiana fechada. Entretanto, LIN é uma categoria monoidal
simétrica que é fechada. Esta condigao é suficiente para que em LIN também se
tenha a garantia de se poder obter significado para processos computacionais, con-
forme mostrado inicialmente em [DIM 96] e explicitado mais detalhadamente no
presente trabalho.

Por outro lado, nao se conhece uma andlise em termos de topos, das cate-
gorias de espagos coerentes. FEssa analise possibilitaria refinar uma interpretacao
computacional da estrutura destas categorias (pela inclusdo da nogao de operacao
computavel sobre subobjetos), e possibilitaria futuramente, a extracdo da légica
interna dos espacos coerentes e sua comparagao com a Ldgica Linear.

1.4.2 Objetivos

O objetivo geral do trabalho consiste em uma andlise, em termos de topos,
das principais categorias de espagos coerentes. Como objetivos especificos podem
ser destacados:

e Estudar as monadas e as categorias monoidais simétricas, detalhando uma
interpretacao computacional para as mesmas e relacionando essa interpretacao
com a interpretacao correspondente para as categorias cartesianas fechadas;

e Explicitar as principais construcoes monoidais nas categorias de espagos coe-
rentes;

e Reconhecer e analisar estruturas de topos ou similares nas categorias dos
espacos coerentes.
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1.4.3 Trabalhos Relacionados

Os Espagos Coerentes foram introduzidos por Girard ([GIR 89], [TRO 92])
para dar semantica & Ldgica Linear ([GIR 87|, [GIR 89]). Zhang, ([ZHA 89]) na sua
tese de doutorado relaciona categorias de espagos coerentes com outras categorias de
dominios. Bethke ([BET 91]) mostra que os espagos coerentes, com exce¢ao dos pla-
nos, nao podem ser equipados com uma topologia, tal que as nogoes de estabilidade
e continuidade coincidam. Dimuro em ([DIM 96]) apresenta uma construgao dos
Reais computdaveis utilizando espacos coerentes de intervalos. Phoa em [PHO 94]
construiu, através da teoria dos topos, uma categoria de dominios a partir de um
modelo particular de computacao.

Zhang em [ZHA 96] mostra que a categoria de dI-dominios é a maior categoria
Cartesiana fechada de dominios estaveis e ainda em [ZHA 93] introduz o produto
tensorial, o espaco de fungoes lineares e o exponencial como novas construgoes em
dominios estaveis e estruturas de evento, e apresenta a categoria monoidal fechada
de dI-dominios. A introducao de um dI-dominio efetivo, através da teoria dos topos,
encontra-se em [GRU 96].

Métodos categoriais sao de usual interesse para a descri¢ao e analise de sistemas
de computacao. Em particular, categoria Cartesiana fechada é estudada como um
sistema de computacdo, em [LAM 86] e [TAY 2000] apresenta sua correspondéncia
com o Célculo Lambda.

O estudo das monadas tem sido aplicado em seméantica de linguagens de pro-
gramacao ([MUR 98]). Moggi ([MOG 91]) com célculo-) e ménadas prové uma base
correta para provar a equivaléncia de programas, independente de qualquer modelo
computacional especifico. As moénadas também tém sido extensivamente utilizadas
para estruturar a programagao funcional, conforme [PEY 93], [KIN 92], [WAD 92],
[WAD 92a), [WAD 92b], [WAD 93|.

A Teoria dos Topos tem sido bastante referenciada como a melhor ligagao en-
tre teoria das categorias e intuicionismo. Lambek em [LAM 86] apresenta topos do
ponto de vista da légica intuicionista de alta ordem. Rosolini em [ROS 86| afirma
que no tratamento de fungoes parciais e convergéncia de computacoes, é conveniente
ter um pensamento intuicionista e portanto modela computacoes aplicando métodos
topos-theoréticos.

McLarty em [MCL 92] apresenta o Topos Efetivo, descrito originalmente por
Hyland (usando sugestoes de Dana Scott). Topos efetivo ([PHO 92]) é considerado
o universo categorial da matemadtica recursiva. Este topos [ROS 87| é um desenvol-
vimento categorial que possui a efetividade como uma caracteristica interna de todo
universo. Para isso, consideram-se conjuntos em um universo intuicionista onde a
propriedade (entre outras): ‘todas fungoes sobre o conjunto dos nimeros naturais
sao recursivas (Tese de Church)’ , deve ser valida. Vickers em [VIC 2000] apresenta
a nog¢ao intuitiva de topos como espago generalizado e a relaciona com a nocao de
universo de conjuntos generalizado.



1.4.4 Organizacao do Texto

No capitulo 2 sao abordados alguns conceitos categoriais fundamentais - fun-
tores, transformacoes naturais e adjuncoes - com o objetivo de fornecer um em-
basamento teérico para o estudo das categorias monoidais e dos demais topicos
abordados neste trabalho. No capitulo 3 apresentam-se as categorias Cartesianas
fechadas e monoidais fechadas, atribuindo a elas uma interpretagao do ponto de
vista computacional. No capitulo 4 descreve-se uma introducao ao estudo de to-
pos e a seguir, no capitulo 5 sao apresentados os espacos coerentes, ou dominios
de Girard, buscando-se ressaltar uma interpretacdo computacional e categorial de
alguns conceitos fundamentais para a compreensao do estudo proposto. No capitulo
6 sdao estudadas as categorias que tém como objetos espagos coerentes: categoria
COSP (cujos morfismos sao as fungdes continuas), categoria STAB (cujos mor-
fismos sdo as fungoes estdveis) e categoria LIN (cujos morfismos sdo as fungoes
lineares), juntamente com as principais construgoes da estrutura destas categorias.
Finalmente, no capitulo 7 sao descritas algumas tentativas de encontrar o classifica-
dor para categoria STAB e para categoria LIN. No Anexo A, s3o introduzidos os
principais conceitos e os resultados basicos da Teoria das Categorias, com o objetivo
de permitir uma rapida consulta e uma normalizagao da nomenclatura utilizada.



2 Tépicos Basicos em Categorias

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos categoriais fundamentais -
funtores, transformacoes naturais e adjuncoes - com o objetivo de fornecer um em-
basamento tedrico para o estudo das categorias monoidais e dos demais tépicos
abordados neste trabalho. As principais construcées sao exemplificadas dentro de
um contexto da Ciéncia da Computacdo. No Anexo A, sdo introduzidos os prin-
cipais conceitos e os resultados basicos da Teoria das Categorias, com o objetivo
de permitir uma rapida consulta e uma normalizacao da nomenclatura utilizada.
O presente capitulo tem como principais referéncias [ASP 91] [BAR 95] [GOL 84]
[MEN 2000] [RYD 88].

2.1 Introducao

Funtores sao mapeamentos entre categorias que preservam a estrutura catego-
rial. Transformacoes naturais sao mapeamentos entre funtores, podendo considera-
las como a passagem de uma construgao (realizada a partir de um funtor) em outra.
Uma adjungao, constituida de um par de funtores e uma transformacao natural, é
um poderoso mecanismo descritivo, pois é uma ferramenta simples que permite a
especificagdo da maioria dos conceitos categoriais universais. Uma das principais
aplicacoes de Teoria das Categorias é a unificacdo de estruturas matematicas. Fun-
tores, transformacoes naturais e adjuncoes sao de fundamental importancia para
descrever a passagem de uma estrutura matematica para outra. Outra vantagem, é
a heranca de propriedades que pode ser obtida a partir do uso destas construcoes.

2.2 Funtores

Se uma transformacao F' entre duas categorias C' e D deve mapear a estrutura
categorial de C' em D, ela deve levar objetos e morfismos de C para objetos e morfis-
mos de D e, além disso, deve preservar origens, destinos, identidades e composi¢oes.
Tal transformacao F' : C' — D é denominada funtor.

Definig¢ao 2.2.1 (Funtor)
Um funtor covariante ou simplesmente funtor F' : C — D de uma categoria C
para uma categoria D é um par de operagies

F = <FobaFmor>

onde Fy, : Obg — Obp e F,pr : Morg — Morp sdo tais que para todos os morfismos
f:a—beg:b— cde Moreg, tem-se:

1. Foor(f) : Fop(a) = Fop(b);

2. Fmor(g o f) = FmOT(g) © Fmor(f);

3. me‘(za) = 1F,(a)-



Entao, funtores sdio mapeamentos entre categorias que preservam dominios,
contra-dominios, identidades e composigoes.

Funtor Identidade: Seja C' uma categoria. O funtor identidade ide : C' — C' é
tal que, para todo C-objeto a e todo C-morfismo h, tem-se que:

idc(a) =ace ch(h) = h.

Funtor Inclusao: Sejam C' e S categorias. O funtor inclusao inc : S — C é tal
que, para todo S-objeto a e todo S-morfismo h, tem-se que:

inc(a) = a e inc(h) = h.

Funtor Esquecimento: Este é um funtor especial e de grande importancia o qual
‘esquece’ determinada estrutura dos objetos de uma categoria. Além disso, a
eventual preservacao destas estruturas pelos morfismos da categoria origem,
também deve ser esquecida.

Seja a categoria C' = Mon. O funtor esquecimento u : Mon — Set esquece
a estrutura monoidal, ou seja, o elemento neutro e a operacao. Portanto,
para todo C-objeto (a, @, e) e todo C-morfismo (homomorfismo de monéides)
h:{a,®a,eq) — (b, By, €p), tem-se que:

u({a,®,e)) =aeuh)=h:a—b.

Funtor Diagonal: Seja C' uma categoria e seja o produto de categorias C' x C.
O funtor diagonal A : C — C x C é tal que, para todo C-objeto a e todo
C-morfismo h : a — b, tem-se que:

A(a) = (a,a) e A(h) = (h, h) : (a,a) = (b, b).
Exemplo: Construcdo de Listas

Dado um conjunto A, é possivel fomar o conjunto Lista(A) de listas finitas com
elementos de A. Ou seja, considera-se Lista : Set — Set como um funtor da catego-
ria dos conjuntos para ela mesma. Por exemplo, Lista pega o conjunto de inteiros e
retorna o conjunto de listas de inteiros. Como funtor, Lista atua nao somente sobre
conjuntos mas também sobre fungoes, logo dada uma funcao f: A — A’ é formada
uma nova funcao Lista(f) : Lista(A) — Lista(A"). Observa-se que a a¢ao de Lista
sobre funcoes é uma funcao de alta ordem, ou seja, uma funcao que toma fungoes
como argumentos. Tomando-se a funcao quadrado : Inteiros — Inteiros, definida
por, quadrado(x) = z? entdo, Lista(quadrado) : Lista(Inteiros) — Lista(Inteiros)
mapeia cada lista de inteiros para a lista dos quadrados dos seus elementos. Por
exemplo, Lista(quadrado)([1, -2, —3]) = [1,4,9].

Definigao 2.2.2 (Categorias Isomorfas)Duas categorias C e D sio isomorfas
se, e somente se, existem funtores F': C — D e G : D — C tais que:

GoF=1ceFoG=1p.



Definicao 2.2.3 (Funtor Contravariante)Um funtor contravariante F : C' — D
de uma categoria C' para uma categoria D é um par de operacoes

F= <Foba Fmo'r>

onde Fy, : Obe — Obp e Fior : More — Morp sdo tais que para todos os morfismos
f:a—beg:b— cde Morc, tem-se:

1. Foor(f) 1 Fop(b) = Fop(a);
2. Fmor(gof) mor(f)oFmor(g);
3. Fror ('La) = 1F,4(a)-

2.3 Transformacao Natural

Dados dois funtores F' : C — D, G : C' — D e considerando-os como ma-
peamentos de um diagrama de C' em D, intuitivamente transformacao natural é o
‘deslizamento’ da figura definida por F' sobre a figura definida por G. Para cada
C-objeto a e cada seta f : a — b, define-se uma seta 7, da F-imagem de a e f para
a G-imagem de a e f. Para garantir que a estrutura da F-imagem seja preservada
por esta transformacao, deve-se solicitar que para cada seta f : a — b em C , as
transformacoes 7, e 7, mapeiem os pontos finais da F-imagem de f nos pontos finais
da G-imagem de f.

Definigao 2.3.1 (Transformagao Natural)Sejam duas categorias C e D e dois
funtores F,G : C'— D. Entdo, T ¢ uma transformacdo natural de F' para G se, e
somente se:

1. para qualquer objeto a de C, 1, serd um morfismo em D, com origem em F(a)
e destino em G(a);

2. para qualquer seta f : a — b € Morc com origem em a e destino em b, o
diagrama ilustrado abaizo comuta, isto é, T, 0 F(f) = G(f) o 7,.

’()\‘F(a)—’ G(a)
F(f) G(f)

F(b) —

FIGURA 2.1: Transformacao Natural



Exemplo: Inversao de Listas

Seja inv a fungao que inverte listas, isto é, invy : Lista(A) — Lista(A) mapeia
qualquer lista de elementos de A para sua inversa. Por exemplo, invy[1,2,3] =
[3,2,1]. Este é um exemplo de fun¢do polimérfica, ou seja, opera exatamente da
mesma maneira, nao importando os elementos da lista fornecida como argumento
da fun¢ao. Entao, ao substituir os elementos da lista fornecida por outros distintos,
inuy retorna uma nova lista com os substitutos, na mesma configuracao anterior.
Por exemplo, invy[7,8,9] = [9,8,7].

Definicao 2.3.2 (Isomorfismo Natural)Sejam F,G : C — D funtores e : F —
G uma transformacao natural de F' para G. Considerando que para cada a € Obg,
T, € [F(a),G(a)] seja um isomorfismo, entdo T € um isomorfismo natural.

Definigao 2.3.3 (Categoria de Funtores)A categoria dos funtores de C para D €
aquela cujos objetos sao funtores da categoria C para a categoria D e os morfismos
sao transformacoes naturais entre tais funtores.

Definicao 2.3.4 (Funtores Equivalentes) Dois funtores sdo equivalentes (isomorficos
naturalmente), se e somente se, eles sdo isomdrficos como objetos da categoria de
funtores.

Defini¢ao 2.3.5 (Composig¢ao Vertical)Sejam F,G,H : C — D funtores de C
para D e sejam as transformacdes naturais o : FF — G e f: G — H. A composicio
vertical Boa : F — H ¢ definida por:

(/Boa)azﬁaoaa

FIGURA 2.2: Composicao Vertical

A prova que de fato, a composicio de duas transformacoes naturais € uma
transformacdo natural estd em [BAR9S, p.91].

Proposigao 2.3.1 (Transformagdes Naturais Derivadas)Sejam H : A — B,
F:B—->C,G:B—C, K:C — D funtores, e seja 7 : FF — G uma trans-
formacao natural de F' para G, como ilustrado na figura 2.3. Entdo, T induz duas
transformacoes naturats Kt : KF — KG e TH : FH — GH, respectivamente
definidas por:

(K7)y = K(m) : KF(b) - KG(b)



(TH)q = Th(a) : FH(a) = GH(a)

F
H —_—
A—>» B ‘T C—» D
— >
G

FIGURA 2.3: Transformagoes Naturais Derivadas

Prova: De fato, para todo f € B[b,b'] e todo g € Ala,d’], a naturalidade de K7 e
TH sao dadas por:

Tp Kty
b F(b) — G(b) KF(b) ——» KG(b)
| l (i >l leu ) K >l lKeu )
b Fo)— "y o) KF(b) — Uy KG(b)
(emB) (emC) (emD)
a H(a) FH(a) ﬂ» GH(a)
g l H(g)l FH(Q)l lGH(g)
@ H(@") FH(a") — 1@  GH(a")

FIGURA 2.4: Naturalidade das Transformacoes Naturais Derivadas K7 e 7H

(i) (K7)y o KF(f) = K(1y) o K(F(f)) = K(ry 0 F(f)) = K(G(f)om) = KG(f)o
K1, = KG(f) o (K7)p.

(ii) (TH)a o FH(g9) = @) o F(H(g)) = G(H(g)) o Th@ = GH(g) o (TH)a.

Definigao 2.3.6 (Composicao Horizontal) Sejam os funtores e as transformagoes
naturais representados no diagrama da figura 2.5:

F H
B‘TC¢UD
G K

FIGURA 2.5: Composicao Horizontal



Entao, pela naturalidade de o com respeito a seta 1,, o sequinte diagrama
comuta para todo b € Obg.

H(tb)
HF(b) ——— HG(b)

OF() l \ loG(b)

Krp) — (W) ke(b)

(emD)

FIGURA 2.6: Naturalidade de o com Relacao a 7

A composicao horizontal de 7 e o € a transformacgdo natural ot : HF — KG
definida por:

oty = ogwp) o H(n) = K(1) 0 0pp),V b € B.

De fato, para todo f € B[b, V], a naturalidade de oT é dada por:

OTp
b HF(b) —— KG(b)
fi HF(f)l lKG( f)
b’ HF() — %% o KG(Db)
(emB) (emD)

FIGURA 2.7: Naturalidade de o7

oty o HF(f) = ogw) o H(rw) o HF(f) por definicio de o
= 0ogG@) © H(my o F(f))
=ogw 0o H(G(f)om)  pela naturalidade de T
= K(G(f)om)oopp  pelo diagrama da defini¢io de o
= KG(f) o K(m) 0 0pp)

= KG(f)oon por defini¢do de oT.



2.4 Adjuncoes

A nocao de adjungao, segundo Mac Lane, é um dos grandes triunfos da Teoria
das Categorias. Adjuncao é considerada por Rydeheard como uma ferramenta des-
critiva de grande generalidade, por ocorrer amplamente tanto na matemaéatica quanto
na programagcado. Tal ferramenta, formalizada por Daniel Kan em 1958, constituida
de dois funtores e uma transrformacgao natural, descreve de uma maneira simples
muitas construgoes categoriais universais.

Definigao 2.4.1 (Adjungao)Sejam F : C — D e G : D — C funtores. Entdo uma
adjungio de C para D € uma tripla < F,G,0 > tal que § : DIF_,_| = C[_,G_],
¢ um isomorfismo natural. F ¢ chamado adjunto esquerdo de G e G ¢ chamado
adjunto direito de F'.

Dado um C-objeto a e um D-objeto b obtém-se G(b) em C e F(a) em D.
A adjungao ocorre quando existe uma correspondéncia exata de setas entre esses
objetos nas dire¢oes indicadas pela figura 2.8.

(emC) (emD)

FIGURA 2.8: Adjuncao

Ou seja, qualquer passagem de a para G(b) em C corresponde unicamente com
uma passagem de F'(a) para b em D, representado pelo esquema:

a — G(b)
F(a) = b

Em outras palavras, para cada C-objeto a e D-objeto b existe uma bijecao,
Oap - D[F (a),b] = C[a, G(b)]

entre o conjunto dos D-morfismos da forma F(a) — b e os C-morfismos da forma
a — G(b). Além disso, a designagao de bijegoes 6, é natural em a e b, ou seja, pre-
serva a estrutura categorial com a variagao de a e b. Assim, cada par < a,b > define
um componente f,, da transformagao natural € entre os dois seguintes funtores:

Fy : C? x D — Set, tal que, Fi(< a,b >) = D[F(a),b];
Fy : C? x D — Set, tal que, Fy(< a,b >) = Cla, G(b)].

A naturalidade do isomorfismo 6 é mostrada a seguir. Para qualquer f €
D[F(a),b], k € D[b,b'], h € Cld',a] e g € Cla, G(b)] tem-se:



(1) Hab’(k o f) = G(k) o Hab(f)

Qa0
<a, b> D[F(a),o] ——— C[a,G(b)]
<la k>l Ko_l l G(k)o_
<a bi> DIF@.b] — %% o clac)]
(em C *xD) (em Set)

FIGURA 2.9: Naturalidade de # com Respeito a k

(11) Ha:b(f e} F(h)) = Gab(f) oh

B
<a, b> D[F(&),b] —— C[a,G(b)]
<h°p,|b>l _OF(h)l l_Oh
<d, b> DIF@)b] — % cla,cb)
(em C®xD) (em Set)

FIGURA 2.10: Naturalidade de # com Respeito a h??

Agora, seja a um particular C-objeto, considerando b = F'(a) em (i) tem-se:

(1,) eab(LF(a) © f) = G(f) © eaF(a)(LF(a))

<a, F@>  D[F(a),F(a)] ﬂ» ClaG(F(@)]

<la P fO - l G(,) °-
<a b> DIF@E — 22 o claG(h)]
(em CxD) (em Set)

FIGURA 2.11: Naturalidade de # com Respeito a f

Aplicando 0,5 (,) a seta identidade de F'(a) é obtida a C-seta 0,5 () (tr(a)) = Na,
que sera chamada unidade de a. Ou seja, o diagrama acima é correspondente ao
diagrama:
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(i”) bav(tr(a) © f) = G(f) © bar(a) (tr(a) € Bun(f) = G(f) 0 M4

<a F@>  D[F(a)F@)] ﬂ' Cla.G(F(a)]

<la, P G(po_
gab(fo_ )

<a,b> ClaG(b)]

(em C*xD) (em Set)

FIGURA 2.12: Diagrama Equivalente da Naturalidade de # com Respeito a f

Logo, usando a naturalidade de # em a e b, é observado que 7, apresenta uma
propriedade universal, isto é, para cada C-objeto a e C-morfismo g : a — G(b)
existe exatamente um D-morfismo f : F(a) — b tal que o diagrama da figura 2.13
comuta.

F@) a—2 G(F(@))
i e
- Bab() =g v
v G(b)

b
(emD) (emC)

FIGURA 2.13: Propriedade Co-Universal da Adjuncao

A naturalidade de # também implica que o diagrama da figura 2.14 comuta
para toda C-seta h. Portanto, os 7,’s formam os componentes da transformacao
natural 7 : 1¢ — (G o F'), chamada de unidade da adjuncao.

a2, G(F(@))
h l lG(F(h))
Na

a——» G(F(@)

(emC)

FIGURA 2.14: Unidade da Adjuncao

Uma adjuncao é usualmente representada pela tripla < F,G,n >, onde F' :
C—DeG:D — C sao funtores e n: 1¢ = (G o F) é a unidade da adjungao.



Dualmente, seja b um particular D-objeto, considerando a = G(b) e g, =
ea(lb)b(bg(b)), entao é observado que ¢, (co-unidade de b) apresenta uma propriedade
co-universal. Isto é, para cada D-objeto b e D-morfismo f : F(a) — b existe
exatamente um C-morfismo ¢ : @ — G(b) tal que o diagrama da figura 2.15 comuta.

G(b) F(G(b) ——» 1,
A A

g Fg) i /
! : f
a Fa)

(emC) (emD)

FIGURA 2.15: Propriedade Universal da Adjuncao

A naturalidade de # também implica que o diagrama da figura 2.16 comuta
para toda D-seta k. Portanto, os €,’s formam os componentes da transformacao
natural ¢ : 1p — (F o G), chamada de co-unidade da adjuncao.

b L» F(G(b))

K l l F(G(K))

b—=  » F(G(b))

(emD)

FIGURA 2.16: Co-Unidade da Adjuncgao

Exemplo: Tamanho de Listas

A definicdo da fun¢ao tamanho de listas é induzida por uma situagdo de ad-
juncdo. Seja Lista : Set — Mon o funtor que associa cada conjunto A ao mondide
(Lista(A),o,[ ]) e Esquece : Mon — Set o funtor que esquece a estrutura mo-
noidal. A adjuncao de Set para Mon é definida por < Lista, Esquece,n >, com
N : lgee — FEsquece o Lista. O diagrama particular nessa adjunc¢do, determinado
pelo mondide (N, +,0) e representado pelas figuras 2.17 e 2.18, induz a defini¢ao da
funcado tamanho.



A Lista )
— (Ligta(A),0,[])
i E tamanho
\ v
IN m (IN, +, 0)
(Set) (Mon)

FIGURA 2.17: Tamanho de Listas Representado pela Adjuncao

A funcao tam : Lista(A) — N, que indica o tamanho de cada lista de elementos
A, é o suporte do morfismo tamanho : (Lista(A),o,[ ]) — (N,+,0), que é um
homomorfismo de mondides, para o qual valem:

(i) tamanho([ ]) = 0;

(ii) tamanho(L o L") = tamanho L + tamanho L'.

Além disso, pela situagao de adjuncao tem-se que o diagrama 2.18 comuta.

(Lista(A), 0, 1) A — » Esquece((Lista(A), 0,[1) = Lista(A)
i tamanho LN i Esguece(tamanho) = tam
v \j
(IN, +,0) Esquece(IN, +,0) =IN
(Mon) (Set)

FIGURA 2.18: Tamanho de Listas Representado pela Propriedade Co-Universal da
Adjuncao

A transformagao natural 7 é a familia de fun¢bes unidadey : A — Lista(A),
que mapeia cada elemento z de A para a lista unitdria [z]. A fun¢do um : A —
Esquece(N, +,0) mapeia cada elemento de A no natural 1. Pela comutatividade do
diagrama pode-se afirmar que:

(iii) tamanho(unidade(x)) = 1.
completando a definicao recursiva de tam, a qual é definida como:

tam = Esquece(tamanho).



3 Categorias Cartesianas Fechadas e Categorias
Monoidais (Simétricas) Fechadas

Neste capitulo apresentam-se as categorias Cartesianas fechadas e monoidais
fechadas, atribuindo a elas uma interpretacao do ponto de vista computacional. Ca-
tegorias Cartesianas fechadas é uma das mais referenciadas conexoes entre Teoria das
Categorias e Ciéncia da Computagao devido a sua relagdo com modelos semanticos
de linguagens de programagio e, em especial com o Célculo-A Tipado [GUN 93].
Categorias monoidais fechadas sao categorias com propriedades tipicas de mondides
e consideradas como uma generalizacao das Cartesianas fechadas.

3.1 Categorias Cartesianas Fechadas

Categorias Cartesianas fechadas s3o categorias onde objetos representando
produtos a X b estdao definidos (por ser Cartesiana) com uma propriedade adicio-
nal de fechamento, a qual fornece a nocao de morfismos que apresentam morfismos
como argumentos. Assim, uma relagdo entre Teoria das Categorias e Ciéncia da
Computagao surge como ‘teoria de fungoes de alta ordem’; aspecto fundamental
quando se tem o interesse em computacoes com procedimentos como argumentos.
O fechamento é caracterizado pela existéncia de um objeto exponencial b* que ge-
nericamente representa o conjunto de morfismos de a para b e prové uma inter-
pretacao para uma constru¢ao comum em programacao, a interpretacao de tipos
como cxa—bec— (a—b).

Definig¢ao 3.1.1 (Exponencial) Sejam C uma categoria e a, b € Obe. Um expo-
nencial €é:

a)um C-objeto b® (objeto exponencial)
b)juntamente com um C-morfismo ev : b* X a — b (chamado seta de avaliagdo)

tais que para qualquer C-objeto ¢ e C-morfismo g : ¢ X a — b, existe uma unica
seta Curry(g) : ¢ = b* fazendo o diagrama da figura 3.1 comutar, isto é, um dnico
Curry(g) tal que ev o (Curry(g) X 1) = g.

b* x a ev
A
Curry(g) X 1) b

cxa 9

FIGURA 3.1: Exponencial

Duas setas (g e Curry(g)) que se correspondem sob esta ‘bijecdo’ sdo ditas
adjuntas exponenciais. A existéncia da seta unica que satisfaz as propriedades espe-
cificadas ¢ freqiientemente referida como a Propriedade Universal da Exponenciagao.



Uma Interpretacdo Computacional

A importancia de se garantir a existéncia do objeto exponencial em uma ca-
tegoria estd relacionada com a idéia do que consiste uma computacao. Observando
novamente o diagrama do objeto exponencial dado pela figura 3.1 pode-se enten-
der intuitivamente o objeto exponencial como o conjunto de fun¢oes que aplicado a
uma entrada de dados a resulta em uma saida de dados b. Sendo o objeto ¢ uma
linguagem de programagao qualquer, o objeto a a colecao de dados de entrada e a
seta ¢ uma maquina qualquer, pelo diagrama segue-se que: a maquina ¢ interpreta
um programa de ¢ para uma entrada de a e resulta em uma saida de b. Portanto,
a funcdo Curry(g) nada mais é do que a seméntica denotacional, isto é, mapeia
cada programa de ¢ em uma unica funcdo e o morfismo g representa a semantica
operacional, ou seja, é a semantica da linguagem descrita em termos da operacao de
uma maquina. Em outras palavras, o diagrama da figura 3.2 comuta.

Funcdes x Valores de ev
A entrada
Semantica x | Dados de saida /
Denotacional i Valores de saida
I
Linguagemde x Dados de Méquina / Semantica
Programacéo Entrada Operacional

FIGURA 3.2: Interpretagao Computacional do Exponencial

Ou seja, para cada programa ou algoritmo, e para cada modo de interpretar
esse programa (isto é, para cada modo de executar esse programa sobre os dados
de entrada) a fungao seméntica (que também é um morfismo da categoria) associa
este programa ao seu significado matematico, como elemento do objeto exponencial,
interpretado como uma funcao, que é aplicada através da acdo do morfismo eval, ao
valor semantico do dado de entrada para obter o valor seméntico do dado de saida.

Definigao 3.1.2 (Categoria com Exponenciagao)Uma categoria C é dita com
exponenciacdo se possui produtos bindrios e, para quaisquer C-objetos a e b existe
um objeto b* e uma seta ev : b* X a — b, que satisfaz a Propriedade Universal da
Ezxponenciacdio.

A designagao de Curry(g) em g estabelece uma ‘bijecao’ (pois Morc(c X a, b)
e Morc(c,b*) podem nao ser conjuntos):

Cle X a,b] =2 Cec, b°]

entre a colecao de setas de ¢ X a para b, e a colecao de setas de ¢ para b®. Se
Curry(g) = Curry(h), entdo ev o (Curry(g) X ta) = ev o (Curry(h) X t4), isto é,
g = h e assim tem-se a ‘injecao’. Para verificar a ‘sobrejecao’, considere h : ¢ — b®
e defina g = ev o (h X ¢,). Pela unicidade de Curry(g) deve-se ter h = Curry(g).

Proposigao 3.1.1 (Categoria com Exponenciagao) Uma categoria C' possui ex-
ponencia¢do, se e somente se, o funtor — X a tem um adjunto direito para cada
C-objeto a.



Sejam a, b e ¢ objetos da categoria. Se C tem exponenciagdo, entdao existe
uma bijecao

Cle x a,b] =2 Cle, b°]

indicando a presenca da adjunc¢do. A situacao de adjuncao é a seguinte:

c—b*
cxa—b
Representada pela figura 3.3:
_xa
c —_—
Curry(Q) E
Y
b -
0
(em C) (em C)

FIGURA 3.3: Adjunto Direito ( )®

Agora representa-se a co-unidade da adjuncao. Isto é, para cada C-objeto ¢ e
C-morfismo ¢ : ¢ X a — b existe exatamente um C-morfismo Curry(g) : ¢ — b* tal
que o diagrama 3.4 comuta.

€= &V
b® bex g b

A

Curry(g) x 1,! /
! g
cXa

(em C) (emC)

Curry(g)

O

FIGURA 3.4: Categoria com Exponencia¢ao

Definigao 3.1.3 (Categoria Cartesiana Fechada) Uma categoria C é chamada
Cartesiana fechada (Cartesian closed category - CCC) se satisfaz as sequintes con-
sideracoes:

a) Possui um Objeto Terminal 1;
b) Possui todos os produtos bindrios (ou seja, possui todos os produtos finitos);

¢) C é uma categoria com exponenciagdio;



Uma, Interpretacdo Computacional

Uma interpretacao para as Categorias Cartesianas Fechadas é descrita a seguir.

Seja B4 a colecao de morfismos de uma categoria com origem em um objeto
A e destino em um objeto B e seja ev a aplicacdo de um morfismo de B4 ao objeto
origem, obtendo-se o0 seu objeto destino. Em uma categoria com objeto terminal,
cada morfismo a partir do objeto terminal nomeia elementos de um objeto. Assim,
o morfismo 1— B# nomeia uma seta de A para B, o morfismo 1 — A nomeia
cada elemento do objeto A e o0 morfismo 1— B nomeia cada elemento do objeto B.
Entéo, se o diagrama abaixo comuta, tem-se que f(a) = b.

1

A

BA x A——» B
ev

FIGURA 3.5: Categoria Cartesiana Fechada

Isto é, se a categoria é cartesiana fechada é possivel determinar a acdo de cada
morfismo sobre cada elemento de cada objeto.

Do ponto de vista computacional esta é uma propriedade fundamental, pois
ela permite determinar o significado da a¢do de cada maquina sobre cada programa
de cada linguagem e cada dado de entrada.

3.2 Monadas

Um monoide pode ser descrito como um conjunto suporte juntamente com um
par de funcbes, uma representa a operagao interna do mondide enquanto a outra
seleciona o elemento neutro. A associatividade da operacao e as propriedades da
identidade podem ser representadas por diagramas comutativos.

Uma monada é uma generalizacao desta especificagao abstrata de mondides,
ou melhor, uma moénada sobre uma categoria C' é uma tripla onde endofuntores sao
considerados como suporte ao invés de conjuntos e transformacoes naturais forne-
cem a operacao interna e a unidade.

Ménadas sdo utilizadas como modelos para computagdo [MOG 91]. A in-
tuicdo geralmente leva a considerar tipos de dados como objetos e morfismos como
fungoes ou programas. Mas, para uma melhor representacao dos aspectos inten-
sionais da computacao é necessario uma unificacao entre os conceitos de valores e
computacoes. Neste sentido, programas podem ser vistos como transformacgoes de
valores (ou programas) para programas, ao invés de transformagoes de valores para
valores. Através das monadas programas sao considerados como ‘fungoes de valores
para computagoes’. A abordagem considerada ainda fornece uma visao denotacional
da semantica de programas, sugerindo uma alternativa para preencher o gap exis-



tente entre a semantica intensional (operacional) e a semantica extensional (deno-
tacional) de linguagens de programacao. Monadas enfatiza a eficiéncia e a natureza
intensional das computacoes, sem perder a elegancia e a clareza da aproximacgao
extensional. Ou melhor, preserva a unidade conceitual de uma visao matematica
(através de categorias e estruturas relacionadas), sem perder a taxonomia e detalhes
da descricao operacional.

3.2.1 Especificagcao Abstrata de Monodides

Seja um mondide < A, @, e > onde A é o conjunto suporte, @ : A x A — A
é uma operacao bindria total associativa e e € A é o elemento neutro especificado
para a operacao.

O mondide pode ser descrito como o conjunto A juntamente com o par de
funcoes:

- AXA— A
-n:1— A, onde 1 é o conjunto unitério (terminal em Set).

A funcdo p representa a operagdo interna @ enquanto 7 seleciona a identi-
dade em A. A associatividade da operacao e as propriedades da identidade sdo
representadas pelos seguintes diagramas comutativos:

Associatividade

- id x -
A°=AXAXxA ——» A“=AxA

uxidl lu

AZ=AxA ——  m A
u

FIGURA 3.6: Associatividade em Mondide

Sejam ay, as e az elementos do conjunto suporte A, pelo diagrama tem-se:

po (id x pi) (a1, az, az) = p(id X p(as, as, az)) = p(id(a1), plas, az)) = p(ar, az @
as) = a1 @ (az ® as).

po (uxid)(ar, az,a3) = p(p x id(ay, az, a3)) = p(pu(ar, a2), id(az)) = plar ®
as, az) = (a1 @ a) O as.

Assim, como o diagrama comuta:
a1 @ (a2 ® a3) = (a1 @ az) © as,

representando a associatividade da operagao do mondide.

Propriedades da Identidade




. "
1xA_ N0 p2oncp 90 Axg

=

150 iso

FIGURA 3.7: Identidade em Mondide
De forma andloga a associatividade, como o diagrama comuta segue-se que
ebDa=a=adDe

representando a propriedade fundamental da identidade, onde e = n(1).

3.2.2 Generalizacao da Especificacao Abstrata de Mondides

Generalizando esta especificagao abstrata de mondides, endofuntores sao con-
siderados como suporte, ao invés de conjuntos e a composicao de funtores substitui o
produto de conjuntos. Recorda-se que cada endofuntor 7' : C' — C tem composi¢ao
definida por 7" =T"oT :C — C, com T° = 1.

Assim, o mondide é descrito como o endofuntor 7' : C' — C juntamente com o
par de transformacoes naturais:

-p:ToT =T,
-n:1l¢c — T, onde 1¢ é o funtor identidade.

Agora, os produtos de funcgoes sao as transformagoes naturais derivadas. Ou
seja, se p : T? — T é uma transformacdo natural cujos componentes sao fi, :
T?(c) — T(c) para todo ¢ € Obg, entdao Ty : T?> — T? e uT : T?> — T? sao as
transformacoes naturais derivadas obtidas pela composi¢ao horizontal. Seus com-
ponentes sdo (Tp). = T(pe) : T3(c) — T?(c) e (uT)e = pr(e : T?(c) — T?(c),
respectivamente.

T2
T - T
C—» C *H C——» C
—>
T

FIGURA 3.8: Transformagao Natural Derivada p

Analogamente se 1 : 1o — T é uma transformagao natural cujos componentes
sdo 7. : 1g(c) — T(c) para todo ¢ € Obg, entdo Ty : T — T? e nT : T — T?
sao as transformacoes naturais derivadas obtidas pela composi¢ao horizontal. Seus
componentes sao (In). = T(n.) : T(c) = T*(c) e (nT)e = nr(ey = T(c) — T?(c),
respectivamente.



1c
—

T T
C—» C ‘n C—» C
—

-

FIGURA 3.9: Transformagao Natural Derivada n

Definigao 3.2.1 (Ménada) Uma méonada em uma categoria C é uma tripla (T, p,n),
onde T : C — C é um funtor, p:1T? =T en:1c — T, sio transformagoes natu-
rais, e 08 diagramas representados a sequir comutam.

Como nos mondides, i e i fornecem a operacgao interna e a identidade respecti-
vamente. Os diagramas descrevem a associatividade e a propriedade da identidade.

[T
T3=ToToT LG ToT T T2= ToT « T

o RO

—~ -

u

N
FIGURA 3.10: Associatividade e Propriedade da Identidade em uma Monada

Uma Interpretacao Computacional

O trabalho de Moggi [MOG 91] a respeito de moénadas considera o endofuntor
T como uma aplicagdo de todos objetos Obs da categoria C', os quais sao vistos
como valores do tipo 7, para o correspondente conjunto de objetos 7 (Ob¢) que sdo
interpretados como o conjunto de computacgoes do tipo 7.

A transformacao natural 1 pode ser interpretada como um operador que in-
clui valores dentro de uma computacao; a transformacao natural pu é a operacao
denominada achatamento, a qual especifica como a aplicagao de duas computacoes
sucessivas é instanciada em uma tdnica computacao.

3.3 Adjuncoes e Mobnadas

Cada adjuncao define uma monada e reciprocamente, cada monada define uma
adjungao a qual induz a referida moénada [ASP 91].

3.4 Categorias Monoidais (Simétricas) Fechadas

Categorias monoidais sao uma formalizacao explicita das propriedades implicitas
em uma monada, incluindo o comportamento do objeto terminal como uma unidade
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esquerda e direita, para permitir nestas categorias a definicdo de mondides e nogoes
derivadas.

Similarmente a construgao de categorias Cartesianas fechadas a partir de ca-

tegorias Cartesianas, pode-se estender uma aproximagao abstrata ou ‘equacional’
para categorias monoidais e obter a nogao de categorias monoidais fechadas, sendo
necessario para isso a propriedade adicional da simetria.

Definigao 3.4.1 (Categoria Monoidal) Uma categoria monoidal é uma séxtupla
<C,®,e,a,\, p> constituida por:

uma categoria C;

um bifuntor ® : C x C — C, chamado produto tensorial (escreve-se a @ b para a
imagem por @ do par (a,b));

um objeto e € C, chamado de identidade (unidade);

um tsomorfismo ‘associatividade’, para cada tripla a,b,c de objetos:
Qgpe 1 (6 RD)®c—a® (b®c);
um somorfismo ‘identidade esquerda’, para cada objeto a:
Aa€Qa—a;
um somorfismo ‘identidade direita’, para cada objeto a:
Po 0@ e—ay

Além disso, agpe, Aa, € Pa SGO iSOMOTfismMos naturais e 0s diagramas da fig 3.11

comutam:

(a®h) )@d  —2"C o (2 gp) & (c 1)

Qape ® ll

(a® (b ®C))ed

O abdc,d l
\/

a®((b ®c)@d) ——» a® (b ®(c ®d))
1a® Oped

Uab,c ed

@®e)®b — %= o 5o ob)

Pa X l\‘ ,/IX)\b
a@b

FIGURA 3.11: Categoria Monoidal



Definicao 3.4.2 (Categoria Monoidal Simétrica) Uma categoria monoidal simétrica
¢ uma categoria monoidal tal que para cada par de objetos a,b existe um isomorfismo
natural v, 1 a ® b — b ® a e os diagramas da figura 3.12 comutam:

= Yba © Yab = lab;
“ Py =0 Ve : b® e — b;

- a = , .
(L &® %Y c) O Qpgc © (’Yab ® L) Cpeg © Ya,bxe © Aabe

a®b_—' o aeb bee__ P o p

m\‘ be® a/(yba \b‘ e® b/)\b

Yao® 1
@®bhec — p» (b® a)® C

aabcl lam

a® (b® ) be (a® 0

ya,bOCl ll®yﬁ3

beco®wa _— w b®(Cc® 3
Upca

FIGURA 3.12: Categoria Monoidal Simétrica

Definicao 3.4.3 (Categoria Monoidal Fechada)Seja C uma categoria monoidal
simétrica, com respeito ao bifuntor ®. Entdo C' € monoidal fechada se existe um
bifuntor =: C x C — C tal que, para cada objeto b existe um isomorfismo A :
Cla®b,c] = Cla,b= c| que é natural em a e c.

Definigao 3.4.4 (Fecho em uma Categoria Monoidal Fechada) Seja C' uma
categoria monoidal fechada. O fecho, relativamente a ®, € o objeto b = ¢ da catego-
ria, que juntamente com o morfismo eval : (b = ¢) ® b — ¢, faz o diagrama abaizo
comutar.

b=>c® b ev
+ \
Curry(g) ®1p} /C
aé b 9

FIGURA 3.13: Fecho em uma Categoria Monoidal



Ou seja, para qualquer objeto b e morfismo ¢ : a ® b — ¢, existe uma unica seta
Curry(g) : a = (b = c¢) tal que evo (Curry(g) ® 1) = ¢g. Em resumo, a obtencao do
fecho b = ¢ em C, relativamente a ®, garante que para cada objeto b e para cada
morfismo g : a ® b — ¢, existe uma tnica seta Curry(g) : a — b = ¢, e vice-versa,
0 que caracteriza a existéncia de um isomorfismo A : Cla ® b, ¢| = Cla,b = ¢| que é
natural em a e c.

Uma Interpretacao Computacional

A importancia intuitiva do fecho é andloga a do objeto exponencial. A existéncia
do fecho, com relagao a ®, em uma categoria fornece um significado mateméatico para
processos computacionais. Observando novamente o diagrama do fecho dado pela
figura 3.13, pode-se entender intuitivamente que para cada programa a e para cada
morfismo g : @ ® b — ¢, que representa a execu¢ao deste programa a partir de
dados de entrada b, obtendo resultados em ¢, existe uma tnica fun¢dao semantica
Curry(g) : @ — (b = ¢) que associa este programa ao seu significado matematico,
no fecho b = ¢, que é aplicado através do morfismo eval, a um argumento em b para
obter um valor em c.

Proposicao 3.4.1 (Categoria com Fecho)Uma categoria C possui fecho, se e
somente se, o funtor — ® b possui um adjunto direito para cada C-objeto b.

O isomorfismo entre conjuntos de morfismos A : Cla ® b,c¢] = Cla,b = ¢| é uma
transformacao natural em a e ¢, que sendo uma bijecao para todo a e ¢ preserva
a estrutura enquanto seus argumentos a e c¢ variam. Isto caracteriza a seguinte
adjuncao
a— (b= c¢)
a®b—c
Representada por

~®b
a — /aw®b
Curry(g) ! ig
b v - '
g b> ¢
(emC) (emC)

FIGURA 3.14: Adjunto Direito b = —

Agora representa-se a co-unidade da adjuncao. Isto é, para cada C-objeto a e
C-morfismo g : a®b — c existe exatamente um C-morfismo Curry(g) : a — (b = ¢),
tal que o diagrama a seguir comuta.



= ev
b;cgbsb—> c

b=c
f A
Curry(g) : Curry(g) ® lbi /
| | ’
a a®hb
@m0 (emC)

FIGURA 3.15: Categoria com Fecho




4 Topos

Este capitulo apresenta uma introducao ao estudo de topos. Inicialmente sao
apresentados alguns itens fundamentais: completeza, subobjeto e classificador de su-
bobjetos, para posterior definicao de um topos. Procurou-se dar uma interpretacdo
computacional para os topicos abordados assim como exemplificar as principais cons-
trucoes.

4.1 Introducao

A Teoria dos Topos [BAR 85] [BEL 88] [MCL 92], tem sua origem em duas
linhas distintas do desenvolvimento matematico: Geometria Algébrica e Teoria das
Categorias. A primeira iniciou com A. Grothendieck e sua escola de Geometria
Algébrica na busca de um tratamento axiomdtico para a teoria dos feixes (sheaf
theory). Neste caso, topos é considerado uma abstragao das propriedades das cate-
gorias de feixes de conjuntos sobre espagos topologicos. O ponto de partida da se-
gunda linha é atribuido a F. Lawvere’s, em 1964, ao publicar um artigo com respeito
a teoria elementar da categoria dos conjuntos, onde buscou uma maneira natural de
fundamentar a matematica através de nogoes basicas de morfismos e composicoes de
morfismos. Ele considerou conjuntos e fun¢oes como os conceitos primitivos da Teo-
ria dos Conjuntos e a operacao basica de composicao como a relagdo fundamental.
O conceito de topos elementar foi formulado por F. Lawvere’s e M. Tierney, a partir
do estudo de categorias com um tipo especial de morfismo, chamado ‘classificador
de subobjetos’. Eles desenvolveram a idéia de que uma teoria no sentido da légica
matematica pode ser considerada como um topos, possivelmente apds um processo
de reconstrugao.

Um dos universos mais gerais dos estudos matematicos correntes é a categoria
conhecida como Set, que possui conjuntos como objetos e funcées como morfismos.
Nessa categoria é dada uma descrigao formal para os conceitos matematicos funda-
mentais (nimero, funcdo, relacdo) e sdo especificados axiomas legislando a respeito
das propriedades de conjuntos.

Um topos é uma categoria de estrutura e comportamento semelhante a Set.
Ou seja, é um tipo especial de categoria definida por axiomas, os quais especificam
que algumas construcoes realizadas para conjuntos, também podem ser realizadas
para essa categoria. Um topos ndo é simplesmente uma generalizacao da teoria dos
conjuntos, mas suas construgoes elementares sao melhor compreendidas, pelo menos
em um primeiro momento, quando verificando o que elas significam em Set.

Alguns conceitos fundamentais da Teoria dos Conjuntos sao recuperados ca-
tegorialmente:

e A nogao de elemento é recuperada em categorias como um morfismo a partir
do objeto terminal;

e Subobjeto recupera a nogao de subconjunto embora, categorialmente seja de-
finido como um monomorfismo. Intuitivamente, um subobjeto é uma parte de



um objeto;

Diz-se que um topos apresenta uma estrutura semelhante a Set porque as
condicOes necessarias para que uma categoria seja um topos recupera muitos concei-
tos fundamentais da Teoria dos Conjuntos. Um topos é uma categoria Cartesiana
fechada com classificador de subobjetos. Intuitivamente, uma interpretagao para
estas condicoes é a seguinte:

e Em uma categoria cartesiana fechada (categoria finitamente completa com
exponenciagao) em que se nomeiam elementos, é possivel determinar a a¢ao de
cada morfismo sobre cada elemento de qualquer objeto (item 3.1.3), seguindo
assim a estrutura de Set, pois uma funcao é definida para cada elemento de
seu dominio;

e Classificador de Subobjetos é um morfismo especial que, intuitivamente, per-
mite a prova de proposicoes logicas na categoria. Em Set, o conjunto 2 =
{0,1} juntamente com a fung¢ao true : 1 — 2 permite que para cada inclusao
de conjuntos seja possivel determinar a sua fungao caracteristica. Recipro-
camente, possibilita determinar qual é o subconjunto representado por uma
funcao caracteristica qualquer. De maneira andloga, em um topos, especificam-
se subobjetos por propriedades de seus elementos, representadas através de
diagramas envolvendo esses subobjetos.

Com a Teoria das Categorias [GOL 84], através do estudo de topos, foi possivel
axiomatizar a Teoria dos Conjuntos, resultando numa fundamentacao categorial da
matematica. A nocao de topos tem um importante poder de unificagao. Ela encerra
Set como uma categoria sheaf de Grothendieck e relaciona os dominios da Teoria
dos Conjuntos com a Geometria Algébrica. Uma ramificacao para outra area seria a
Légica, podendo dizer-se que cada topos contém seu préprio calculo l6gico, sabendo
que os principios l6gicos em um topos sao os da légica intuicionista e nao os da
l6gica cléssica.

A Teoria dos Topos [JOH 77] prevé a rejeicio da idéia da existéncia de um
universo fixo de conjuntos constantes no qual a matematica pode e deve ser desen-
volvida, e o reconhecimento de que uma ‘estrutura variavel’ pode ser mais conve-
nientemente considerada, dentro de um universo de conjuntos variantes (variando
continuamente), do que aquela do método tradicional. Segundo Johnstone, a ge-
neralizacao da idéia de conjuntos constantes para variantes constitui o ‘coracao’ da
teoria dos topos.

4.2 Completeza

A seguir sdo apresentados os conceitos de categoria completa (categoria co-
completa por dualidade) e categoria finitamente completa.

Definigao 4.2.1 (Categoria Completa, Co-completa e Bi-completa) Uma
categoria C' € completa se todo diagrama D em C' tem um limite. Por dualidade,
C € co-completa quando cada diagrama de C tem um co-limite. Uma categoria
completa e co-completa € dita bi-completa.



Definicao 4.2.2 (Categoria Finitamente Completa) Uma categoria é finita-
mente completa se possui um limite para cada diagrama finito.

Exemplo 1:

A categoria 1 (com somente um objeto e um morfismo) e a categoria 2 (com
dois objetos e trés morfismos) sdo bi-completas. Enquanto a categoria 1+ 1 (com
dois objetos e dois morfismos), nao é completa nem co-completa.

Teorema 4.2.1 (Categoria Finitamente Completa)Se C' possui um objeto ter-
minal, e um produto fibrado para cada par de setas com contra-dominio comum,
entdo C' € finitamente completa.

Exemplo 2:

Set e Poset sao finitamente completas, ja que possuem objeto terminal e pro-
duto fibrado para cada par de setas com contra-dominio comum.

Exemplo 3:

FinSet ¢ finitamente (co-)completa mas nao é (co-)completa (por exemplo, o
coproduto de infinitos conjuntos finitos nao pertence a categoria).

Defini¢do 4.2.3 (Categoria Cartesiana Fechada)Uma categoria finitamente
completa com exponenciacdo é Cartesiana fechada.

4.3 Subobjeto

Em categorias, a nogao de subobjeto é a generalizacao de subconjunto da Teo-
ria dos Conjuntos. A idéia principal é considerar um subobjeto A de um objeto
dado B como um monomorfismo f : C' — B (intuitivamente, um monomorfismo f

tal que f(C) = A).

Ora, se A é subconjunto de B, entao a funcao de inclusao A — B é injetora
(mono). Por outro lado, qualquer fun¢ao mono f : C ~— B determina um subcon-
junto de B pois, Im(f) = {f(z)|z € C}. Assim, f induz uma bijecao entre C e
Im(f), ou seja, C = Im(f). Pode-se dizer que o dominio de uma fungdo mono
¢ isomérfico a um subconjunto do contra-dominio, ou ainda, que o dominio é um
subconjunto do contra-dominio a menos de isomorfismo.

Defini¢ao 4.3.1 (Subobjeto (definigao prelimiar)) Um subobjeto de um objeto
d € uma seta mono f :a — d com contra-dominio em d.

Uma Interpretacao Computacional

De maneira intuitiva, um subobjeto pode ser visto como uma parte de um
objeto.
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Considerando o conjunto parcialmente ordenado (P(D), C) como uma catego-
ria, onde P(D) é o conjunto das partes do conjunto D e C é a relacao de inclusao,

a seta A > B ocorre na categoria, se e somente se, A C B, com A, B € P(D). E,
quando existe esse morfismo, o diagrama 4.1 comuta.

2
L~

FIGURA 4.1: Inclusao em Set

Seguindo a mesma idéia define-se a relacdo de inclusdao entre subobjetos.

Definicao 4.3.2 (Inclusao entre Subobjetos (definigao preliminar))Dados
dois subobjetos f :a — d e g : b — d do objeto d, diz-se que f C g, f € fatorado

através de g ( ou que g fatora f), se e somente se existe uma seta h : a — b (inica)
tal que o diagrama 4.2 comute, ou seja, f = go h.

N
hz/;d

FIGURA 4.2: Inclusao entre Subobjetos

Como f é mono h também deve ser mono, pois se hok = ho k' (com

kk':c—a)=gohok=gohok' = fok=fokl=k=F.

A relagdo de inclusao em subobjetos é reflexiva, f C f, ja que f = f o,.

a
a

FIGURA 4.3: Reflexividade na Inclusao entre Subobjetos

d

~
-7

E também transitiva, pois se f C ge g C k entdo f C k, j4 que, se f =goh
eg=koientdo f =ko (ioh).



FIGURA 4.4: Transitividade na Inclusao entre Subobjetos

Definigao 4.3.3 (Subobjetos Isomoérficos)Sejam f:a — d e g : b — d mono-
morfismos em uma categoria. Quando f C g (g fatora f) e g C f (f fatora g),
eles possuem dominios isomorficos, e sdo chamados subobjetos isomorficos, isto €,
f~y.

Proposigao 4.3.1 (Relagao de Equivaléncia entre Subobjetos Isomdérficos) Sejam
f:ra—deg:b— dmonomorfismos em uma categoria e seja f ~ g. Entdo os fato-
res resultantes da definicdo de >~ sao unicos e sdo isomorfismos inversos. Além disso,
a relagao € uma relacdo de equivaléncia na colegcao de setas com contra-dominio d.

Prova:

Se f CgegC f, por definicao, existem as setas h: a — be i : b — a tais que
f=goheg=foi.

T,
hu./fvd

a

FIGURA 4.5: Equivaléncia entre Subobjetos Isomoérficos

As setas h e ¢ sao tnicas porque f e ¢ sao monomorfismos. Além disso,
foioh=goh=f= foui,. Jadque féum monomorfismo, conclui-se que i0h = ,.
Similarmente, h o i = .

A relacao ~ é uma relacao de equivaléncia:
(1) reflexiva; f ~ f pois, f C f.
(ii ) transitiva; se f ~ g e g ~ h, entdo f ~ h, ji que,

ese f~gentao f CgegC f;
e se g~ hentao g C hehCg;



e como a relagao de inclusao entre subobjetos é transitiva, segue-se que f C h
e h C f, logo, f ~h.

(iii ) simétrica; se f ~ g entdo g ~ f pois, se f ~ g entdo f C g e g C f, logo,
g~ f.

Observagcao:

Esta relagao de inclusao nao é anti-simétrica pois, para isso, quando f ~ g¢
deveria resultar em f = g, 0 que nem sempre ocorre porque, geralmente, a # b.

Agora, cada monomorfismo f : ¢« — d determina uma classe de equivaléncia:

[f]1 ={9lf ~ g}.

E, as classes de equivaléncia desta relacao de equivaléncia sao os subobjetos
de d.

Sub(d) = {[f]|f é mono com cod f = d}.

Definigdo 4.3.4 (Subobjeto/ Subobjeto Préprio)Seja d um objeto de uma
categoria C. Um subobjeto [f] de d é uma classe de equivaléncia do monomorfismo
f ra»—d, com respeito a relagao de equivaléncia ~ definida na proposi¢cio acima.
O subobjeto € um subobjeto proprio se ele nao contém iq.

Definigao 4.3.5 (Inclusao entre Subobjetos)A inclusio entre estas classes é
dada por:

[f1C gl sse fCg.
Observacao:
No texto que segue diz-se subobjeto f para subobjeto [f] e f C g para[f] C [g].

Proposicao 4.3.2 (Inclusao das Classes de Equivaléncia é Independente da
Escolha dos Representantes da Classe)Se [f] = [f'] e [g] = [¢] entdo, f C g
sse f' Cg'.

Prova:

Supondo que f C g, pela hipétese f' ~ f (isto é, f' C fe f C f') e, como a
relacdo de inclusao é transitiva entdo f’ C ¢g. Da mesma forma, pela hipdtese g ~ ¢,
logo, f' C ¢'. A volta é similar.

Desta forma, a relacdo de inclusdo é anti-simétrica. Quando [f] C [g] e
[9] € [f], por definigdo, f C ge g C f, assim f = g e portanto, [f] = [g]. Logo, os

subobjetos de d como foram definidos formam um Poset(Sub(d), C).

Exemplo: Em Set, Sub(D) = P(D).
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Por defini¢ao, Sub(D) = {[f]|f é mono com cod f = D}. Seja F : Sub(D) —
P(D), a fungao que associa cada monomorfismo f a sua imagem Imf.

F € mono - Supondo I'mf = I'mg onde f: A~ D e g: B — D sao monos.
Pela hipotese A 2 Imf e B = Img, entao, A = B. Portanto, existe h : A — B
isomorfismo, tal que o diagrama 4.6 comuta.

N
e

FIGURA 4.6: Inclusao entre Subobjetos em Set
Assim, f C g e g C f e portanto, f ~ g.

F é epi - Seja B C D. Considera-se i : B < D (mono), com cod i = D. Entao
i € Sub(D) e F(i) = B.

Logo, como F' é mono e epi em Set, Sub(D) = P(D).

4.4 Elemento

Em Teoria dos Conjuntos, um elemento x de A (z € A) pode ser identificado
como o subconjunto unitdrio {z} de A; e portanto como a seta z <— A do objeto
terminal {z} para A. Uma fun¢ao f:1 — A em Set determina um elemento de A.
Ou seja, fixado um objeto terminal é recuperada a nocao de elemento.

Defini¢ao 4.4.1 (Elemento)Seja C uma categoria com objeto terminal 1. Entdo
um elemento do objeto a € Obg € definido como um morfismo r : 1 — a.

Uma Interpretacdo Computacional

A partir do objeto terminal partem morfismos que selecionam cada elemento
de cada objeto.

4.5 Classificador de Subobjetos

O classificador de subobjetos ilustra uma maneira de escolher qualquer ele-
mento ou figura d em D e determinar se este elemento ou figura selecionado também
estd incluido em uma parte A de D (A < D), pela comutativdidade do diagrama
ilustrado na figura 4.7.
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FIGURA 4.7: Classificador de Subobjetos

A injetividade de inc : A — D implica que deve existir no maximo um mor-
fismo f que prove que d é uma parte de A. A seta x4 : D — 2 é o morfismo
caracteristico da parte A desde que y4 caracteriza os pontos de D que estao na
parte A. Ou seja, a propriedade fundamental do morfismo caracteristico x4 é que
para qualquer figura d : T — D, d esta incluido em uma parte A de D, se e somente
se, xaod = true oo f. Além disso, para cada figura d : T'— D de D o morfismo
xad : T — € indicard ‘o grau de verdade’ de que d estd incluido em uma parte A
de D.

Agora, se D é um conjunto e A — D é qualquer subconjunto de D, existe
exatamente uma funcdo x4 : D — 2 = {0,1} tal que:

V d, d estd incluido em A se e somente se xa(d) =1

FIGURA 4.8: Classificador de Subobjetos em Set

Ou seja, em Set existe uma bijecao entre os subconjuntos de um conjunto D
(isto é, o conjunto das partes P(D) de um conjunto D) e a colecao de todas as



fung¢des com dominio em D e contra-dominio em 2 = {0, 1}.

O isomorfismo de P(D) para 2P, P(D) = 2P é estabelecido da seguinte
maneira: para qualquer subconjunto A C D, é definida uma funcao x4 : P(D) —
2P chamada funcao caracteristica de A, pela regra:

(z) = lsex e A
Xa\®) = 0sex ¢ A.

Se x4 = xp entao A = B, caracterizando a injecao. Agora, para qualquer
f € 2P entao f = xay, onde,

Ay ={zlz € De f(z) =1}

sendo estabelecida assim a sobrejecao.

Observe que A; é a imagem inversa de f sobre o subconjunto {1} de 2 , ou
seja,

Ap = (1)),

Esse isomorfismo entre subconjunto e fun¢ao caracteristica pode ser represen-
tado categorialmente pelo diagrama 4.9 (onde 1 = {0} e a funcdo de inclusdo de 1
em 2 é a funcao true tal que true(0) = 1).

FIGURA 4.9: Isomorfismo entre Subconjunto e Funcao Caracteristica

Esse é um diagrama de produto fibrado pois, supondo qualquer outro cone
< B,!, g > existe uma seta unica k : B — A;. Ora, se b € B, f(g(b)) = true(!(b)),
entdo g(b) € Ay. Portanto, k : B — Ay pode ser definido pela regra k(b) = g(b).
Claramente, este k é a tunica seta que faz o diagrama comutar. Assim, se A C D,
entao o diagrama 4.10 é um produto fibrado.



FIGURA 4.10: Produto Fibrado do Isomorfismo entre Subconjunto e Funcao Ca-
racteristica

Além disso, x4 pode ser identificada como a tinica funcao de D para 2 que faz
do diagrama 4.10 um produto fibrado. Se, para algum f, o quadrado interno é um
produto fibrado, entdo, para x € A, f(z) =1, logo x € A;. Assim A C A;. Mas
o quadrado exterior também comuta - na verdade é um produto fibrado como visto
acima - portanto existe um inico k com incok = j. Desde que inc e j sao inclusoes,
k também deve ser. Entao, Ay C Ae Ay = A. Mas, f ¢é a fungao caracteristica de
Ay, assim, f = xa.

Entao em Set, o conjunto 2 juntamente com a funcao true : 1 — 2 permite
que para cada inclusdo de um conjunto D seja possivel determinar a sua funcao
caracteristica. Reciprocamente, para cada seta f : D — 2 com dominio em D e
contra-dominio em 2 é possivel determinar qual é o subconjunto de D representado
por essa fungao caracteristica.

Em outras palavras, considerando o morfismo p : D — 2, é possivel determinar
os elementos de um conjunto A C D por compreensao, ou seja, os elementos de A
serao aqueles para os quais p(a) vale, isto é, A = {a|p(a) = 1,V a € D} (representado
no diagrama 4.11).

FIGURA 4.11: Elementos de um Conjunto por Compreensao

Defini¢ao 4.5.1 (Classificador de Subobjetos) Se C' € uma categoria com 0b-
jeto terminal 1, entao um classificador de subobjetos para C € um objeto €2 junto
com uma seta true : 1 — Q que satisfaz o sequinte axioma:

Q-axioma: Para cada monomorfismo f : a — d existe uma tnica seta Xy :
d — Q tal que o diagrama 4.12 represente um produto fibrado.



FIGURA 4.12: Q)-Axioma

Uma Interpretacao Computacional

Intuitivamente, se uma categoria possui classificador de subobjetos entao é
possivel representar proposi¢oes na categoria. Além disso, para cada proposicao x
é possivel determinar qual parte do objeto d que satisfaz esta proposicao.

A seta x; é chamada de seta caracteristica, ou caracter, do monomorfismo f
(subobjeto de d).

Um classificador de subobjetos, quando existe em uma categoria, é Unico a
menos de isomorfismo.

Exemplo: Classificador de Subobjetos na Categoria dos Grafos (Gr)

Seja um subgrafo S de um grafo G.
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FIGURA 4.13: Subgrafo S de G

Define-se um grafo €2, juntamente com um ponto especifico true : 1 —
que satisfaz a seguinte propriedade: ‘os morfismos de qualquer grafo G para 2
correspondem-se com as partes de G’.

S —G
G —Q

Ou seja, para qualquer figura g : T'— G de G, xs o g=trueo! o f,see
somente se, g é uma parte de S.

E, para cada figura g : T — G o morfismo xsg : T — €2 indicard o ‘grau de
verdade’ de que g estd incluido em uma parte S de G.

O classificador de subobjetos na categoria Gr é representado por true : 1 — {2:
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FIGURA 4.14: Classificador de Subobjetos em Gr

As cinco setas e os dois nodos de €2 representam os varios graus de verdade
de que uma figura g : T — G estd incluida em uma parte S de G. Isto é, os
sete elementos representam as possiveis relagdes nas quais um elemento de G (seta
ou nodo) pode apresentar com respeito a um dado subgrafo de G (existem cinco
possibilidades para setas e duas para nodos). Sao elas:

Para Setas

1. A seta estd incluida no subgrafo.

2. A seta nao estd incluida no subgrafo mas sua origem e destino estao
incluidos.

3. A seta nao estd incluida no subgrafo nem sua origem, mas seu destino
esta incluido.

4. A seta nao estd incluida no subgrafo nem seu destino, mas sua origem
esta incluida.

5. A seta nao estd incluida no subgrafo (nem sua origem e destino).
Para Nodos

1. O nodo estd no subgrafo.

2. O nodo nao estd no subgrafo.

Para S e GG especificos, conforme diagrama 4.15, a fungao caracteristica iden-
tifica a relacao dos elementos de G com o subgrafo S:

xs(a) = xs(b) = p, isto é, a e b estdao no subgrafo;

xs(c) = xs(d) = ¢, isto é, ¢ e d nao estao no subgrafo;

Xxs(z) = t, isto é, o morfismo z estd no subgrafo;

xs(y) = f, isto é, o morfismo y nao estd no subgrafo mas sua origem e seu destino

estao no subgrafo;

Xxs(r) = h, isto é, o morfismo r nado estd no subgrafo mas seu destino estd no
subgrafo;



Xxs(v) = j, isto é, o morfismo v ndo estd no subgrafo mas sua origem estd no

subgrafo;

Xxs(8) = g, isto é, o morfismo s néo estd no subgrafo;
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FIGURA 4.15: Exemplo de Classificador em Gr

Teorema 4.5.1 (Subobjetos Isomdrficos tém o mesmo Morfismo Carac-

teristico)
Para f :a>—d e g:b— d monomorfismos, f ~ g se e somente se x5 = Xg-

Prova:

Supondo que Xy = X4, considera-se o diagrama 4.16.



FIGURA 4.16: Morfismo Caracteristico para Subobjetos Isomorficos

Desde que, x5 = X4, 0 quadrado externo comuta (na verdade é um produto
fibrado) e portanto o quadrado interno representa um produto fibrado, assim, g C f.
Trocando f e g no diagrama, resulta que f C g e portanto, f ~ g.

Reciprocamente, se f ~ ¢, entao a seta k no diagrama acima existe e é iso
com inversa k' : a = b. Através disso, pode-se mostrar que o quadrado externo
representa um produto fibrado, o qual, s6 pode ser se x; é o tnico caracter de g,

logo, Xt = Xg-

Ou seja, cada subobjeto (classe de equivaléncia) identifica um tinico morfismo
caracteristico.

Como conseqiiéncia imediata deste teorema, a designacao de x; para f esta-
belece uma ‘bijecao’:

Sub(d) = Morc(d, Q).

4.6 Topos

A seguir é introduzido o conceito de topos elementar e sao apresentadas algu-
mas categorias que sao um topos.

Definicao 4.6.1 (Topos Elementar)Um topos elementar é uma categoria & tal
que,

- & € finitamente completa,

- & € finitamente co-completa,

- & tem exponenciacado,

- & possui um classificador de subobjetos.

Como a sequnda condi¢do é uma conseqiiéncia das demais (Juul Mikkelsen),
pode-se dizer que um topos é uma categoria Cartesiana fechada com classificador de
subobjetos.



Uma Interpretacdo Computacional

Um topos é uma categoria que funciona como Set (possui elementos para cada
objeto, é possivel considerar partes de objetos e também se verificam propriedades
para estas partes). Ou seja, em um topos é possivel saber as a¢oes de cada morfismo
para cada elemento de cada objeto (por ser uma CCC) e é possivel determinar su-
bobjetos por propriedades (funcoes caracteristicas) de seus elementos.

Exemplo 1:

Set é um topos. FinSet é um topos, com limites, exponenciais, e true : 1 — €2
conforme Set.

Exemplo 2:

Set?, a categoria dos pares de conjuntos é um topos. Todas construcdes sao
obtidas ‘duplicando’ as correspondentes construcoes em Set. Por exemplo, o classi-
ficador de subobjetos é < true,true >:< 0,0 >—< 2,2 >.

Exemplo 3:

Set™ (ou a categoria das setas, idge; | idse;) € um topos. Set™ é a categoria
que possui fungoes f : A — B como objetos e pares de funcoes como setas. Um
morfismo em Set™ de um objeto f : A — B para um objeto g : C — D é um par de
fungoes < h, k > tal que o diagrama da figura 4.17 comute, isto é, goh = ko f. Para
a composicao tem-se: < j,l > o < h,k >=< joh,lok >. O morfismo identidade
para o objeto f: A — B é o par de funcoes < id4,idg >.

>
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O

FIGURA 4.17: Morfismo em Set™
Observacao:

Uma observacao importante é que, se & e & sao quaisquer topoi, entao o
produto &; X & é um topos (ou seja, a categoria dos topos é fechada para o produto).



I
5 Espacgos Coerentes

Neste capitulo sao apresentados os espacos coerentes, ou dominios de Gi-
rard, buscando-se ressaltar uma interpretagao computacional e categorial de alguns
conceitos fundamentais para a compreensdo do estudo proposto. Girard [GIR 87]
[GIR 89] introduziu os espacos coerentes, que é um tipo especial de dominio de
Scott, a fim de dar semantica para a légica linear.

5.1 Introducao

Um espago coerente [TRO 92] [GIR 89] pode ser considerado como um tipo
especial de dominio de Scott, onde os objetos sao conjuntos construidos segundo
uma relagao reflexiva e simétrica, denominada de relacao de coeréncia, e a ordem
de informacao é a relagao de inclusao entre conjuntos.

O principal objetivo da teoria dos espacos coerentes é interpretar tipos de
dados através de um espago coerente, e as computagoes por funcoes entre espacos
coerentes, que serao definidas de modo 1nico por suas aproximagoes e portanto
continuas. Neste sentido a monotonicidade caracteriza-se por preservar aproximacoes,
enquanto a continuidade por preservar limites. Quando o resultado de uma com-
putacao é modelado como o supremo de conjuntos dirigidos, é natural que a con-
tinuidade seja compativel com a formacao de tais supremos. Assim, a teoria dos
espacos coerentes caracteriza-se pela preservagao de supremos dirigidos.

Contudo, as funcées entre espacos coerentes além de serem continuas no sen-
tido de Scott - preservam supremos de conjuntos dirigidos - sdo estdveis e lineares.
A estabilidade é a propriedade que se caracteriza pela preservacao dos pullbacks, ou
seja, garante a existéncia de uma menor aproximacao para o argumento que deter-
mina uma dada imagem da funcao. Enquanto a linearidade é a propriedade que se
caracteriza pela preservacao de unioes arbitrarias de conjuntos finitamente consis-
tentes pelas fungoes estaveis, o que implica a existéncia de uma menor aproximacao
do argumento, dada por um elemento finito e atomico do espaco.

5.2 Conceitos Basicos

Definigdo 5.2.1 (Teia) Uma teia A = (A,~4) é um par formado por um con-
gunto A sobre o qual é definido uma relacdo refleriva e simétrica, denotada por =4,
denominada relacdo de coeréncia em A.

Defini¢ao 5.2.2 (Conjunto Coerente) Um subconjunto x de uma teia A € coe-
rente se e somente se para todo o, 3 € x,a =4 5. O conjunto de todos os subcon-
juntos coerentes de A € denotado por Coh(A). Assim tem-se:

Coh(A) = Coh(A,~4) ={x C ANV a, € z,a =4 [}.

O conjunto dos subconjuntos coerentes finitos de A é denotado FinCoh(A).



Definicao 5.2.3 (Espaco Coerente) Um espago coerente A = (Coh(A,~4),C) €
a colegao de subconjuntos coerentes da teia A parcialmente ordenados pela inclusao.

Interpretagdo Computacional [TRO92]

Os elementos de uma teia sao denominados de unidades ou tokens. Os tokens
de uma teia representam bits de informacao sobre entidades de um universo, nao
especificado. Coeréncia entre tokens significa que estas unidades podem ser vistas
como pedagos de informacao com relacdo 4 mesma entidade. Assim, um conjunto
coerente é uma quantidade coerente de informacao sobre uma mesma entidade. A
ordem de informagao é dada pela relacao de inclusao: = C y significa que y representa
no minimo tanta informacao quanto zx.

Proposigao 5.2.1 (Principais Propriedades de um Espago Coerente) Para
qualquer espago coerente A:

(i) A contém todos os conjuntos unitdrios {a} C A;

(ii)a€ AbCa=be A (propriedade do fecho inferior, que garante que qualquer
subconjunto de um conjunto coerente é também um conjunto coerente);

(i) BC AVedeB (cUd)e A= UBe A (completeza bindria, onde para
qualquer subfamilia de conjuntos coerentes, se todo conjunto formado por dois
conjuntos coerentes quaisquer, tem como supremo um conjunto coerente, entdo
o supremo de toda subfamilia é também um conjunto coerente) ;

(i) 0 e A (isto € os espagos coerentes ndo sio vazios);

(v ) A € fechado em relagdo a unides dirigidas (isto €, dirigida com relag¢do a C),
ou seja:

a; € A= U a;li e I} € A;

ou se X € dirigido com relagdo a C em A, entdo UX € A;

(vi ) A € fechado em relagdo as intersegdes arbitrdrias, isto €, para todo i € I, T
arbitrdrio,

a; EA:>H{CL1'|Z'€I} e A

Proposigao 5.2.2 (Conjuntos Coerentes)Se X C P(A) e satisfaz as condi¢des
de (i) a (i) de 5.2.1, entio existe uma relagdo reflexiva e simétrica =~ sobre A
tal que X = Coh(A,=).

Observagoes:

e Conforme [GIR89], para mostrar que A é um espago coerente, é suficiente
mostrar que A é uma cole¢do de conjuntos que satisfaz as condicoes (ii), (iii)
e (iv) da proposigao 5.2.1;

e A partir de um espago coerente A é possivel recuperar sua teia por,



A = |A| = UA ={al{a} € A}.
A relagao de coeréncia ~| 4 entre tokens é definida por,
amy o & {oad} €A,
que é uma relacao reflexiva e simétrica. Entao, a teia de A é dada por,
A = (A, =4)-
Reciprocamente, da teia pode-se recuperar o espaco coerente por,
a€ASaC |AAY o, € a,01 Ry Qz.
Exemplo 1:

Os dominios planos, A = ({#}U{{a}|a € A}, C) sdo espagos coerentes. Entao,
os numeros inteiros e os booleanos sao espacos coerentes.

o {-13{0} {1} - {:  {F}

N/ \@/

%]

FIGURA 5.1: Espacos Coerentes Planos

Exemplo 2:

Sao também espacos coerentes:

{0,1} {02 {o b o ...1}

{13 {00 {& ...{_{}\{0}/\{1}

A VI /
%}

FIGURA 5.2: Exemplos de Espacos Coerentes

O segundo é o espaco coerente das partes dos Inteiros, ou seja, P(Z) =

({0, {0}, {1}, {-1},...,{0,1},{0, —1},...}, ©).

Exemplo 3: Nao sao espagos coerentes:



{0, 1, 2}

{0,1} {1,2} {0, 2} {0,1} {0, 2}
{3 {& {& {1 {0
\ |/ \ |
@ %}

FIGURA 5.3: Exemplos de Espacos Nao Coerentes

O primeiro nao cumpre a propriedade da completeza binaria enquanto o se-
gundo nao cumpre a propriedade do fecho inferior.

Definig¢ao 5.2.4 (Objeto Total) Um ponto ou objeto total x de um espago coerente
A = (Coh(A,~4),C) é um objeto mazimal de A, ou seja, © é um subconjunto
coerente da teia A, tal que sempre que existe f € A com [ ~4 «, para todo o € z,
entio § € x. A familia dos objetos totais de A é denotado por tot(A).

Entao, se x é um objeto total, quaisquer dois elementos de x estao relacionados
por &~ e nao existe nenhum outro elemento de A que se relacione com todos os
elementos de x e que nao pertenca a .

Definigao 5.2.5 (Objeto Parcial) Um ponto ou objeto parcial x de um espago
coerente A = (Coh(A,=4), C) € qualquer subconjunto coerente da teia A. Os objetos
totais sdo casos particulares dos objetos parciais. O conjunto dos objetos finitos €
denotado por Agpy,.

Defini¢ao 5.2.6 (Produto Direto)Sejam A = (Coh(A,~4),C) e B= (Coh(B,~g
), C) espacos coerentes. O produto direto de A e B, denotado por A[[B, é o espago
coerente A[[ B = (Coh(AlH B, =), C), onde:

AlYB := ({0} x A)U ({1} x B),

(0,) =~ (0,a') se e somente se o x4 o,
(1,8) =~ (1,8'") se e somente se 8 ~p [,
(0,) = (1, 8) se e somente se « € A, € B.

Duas fungoes projecoes, m : A[[B — A e m : A[[B — B, sio associadas ao
produto direto, definidas respectivamente por:

z — {al(0,a) € =},

z = {B|(1,5) € z}.



Observagao:

O produto cartesiano de espagos coerentes nao constitui um espago coerente.
Entretanto, a familia dos conjuntos coerentes do produto direto de A e B, Coh(A]] B),
e o produto cartesiano da familia dos conjuntos coerentes de A , Coh(.A), pela familia
dos conjuntos coerentes de B ,Coh(B), sdo isomorfos, ou seja,

Coh(AT] B) = Coh(A) x Coh(B).

Assim, qualquer x € Coh(A]]B) pode ser unicamente decomposto como
({0} x a) U ({1} x b), e representado simplesmente pelo par (a,b), com a € Coh(A)
e b € Coh(B).

Definigao 5.2.7 (Produto Tensorial) O produto tensorial de A e B é o espago
coerente A ® B = (Coh(A x B,=),C), onde X é o produto cartesiano e (ay, 1) ~
(g, Ba), se e somente se, oy g g € 1 ~p Po.

Definigao 5.2.8 (Exponencial)O exponencial de A € o espago coerente \A =
(Coh(FinCoh(A),=),C), onde a = b se e somente se a Ub € FinCoh(A), sendo
FinCoh(A) a familia dos subconjuntos coerentes finitos da teia A = (A, =2,).

Uma Interpretagio Computacional [SEL 96]

Intuitivamente, dado um espaco coerente A, os objetos do espago coerente ! A
sao conjuntos que representam os ‘passos de computacao’ para computar os objetos
de A. Ou melhor, considerando !4 como uma estrutura com a inclusdo como ordem,
é possivel interpretd-la como o conjunto constituido com todas as estratégias de
computacao de A.

5.3 Funcoes em Espacos Coerentes

Sejam A = (Coh(A,24),C) e B = (Coh(B,~p),C) espagos coerentes. Uma
funcao entre espagos coerentes é uma funcao entre os conjuntos coerentes das res-
pectivas teias.

Defini¢ao 5.3.1 (Fungao Monotoénica) Uma fun¢io F : A — B é monotinica,
se e somente se, para todo a,a’ € A tem-se que

aCa = F(a) C F(d).

Interpretacao Computacional

Uma funcao monotonica é aquela que preserva a relacao de aproximacao, ou
seja, se é fornecida mais informacdo de entrada em um processo que calcula F' (a’
ao invés de a) entdo se obtém maior retorno final.

Interpretacao Categorial

Considerando os conjuntos parcialmente ordenados A e B como categorias,
cujos morfismos sao inclusoes, entao a monotonicidade estabelece que a funcao F
constitui um funtor.



Defini¢ao 5.3.2 (Fungao Continua)Uma fun¢io F' : A — B € continua, se e
somente se, para todo subconjunto dirigido com relac¢do a inclusio X de A , entdo
F(X) é dirigido e,

FUX)=U{F(b)|b € X}, isto é, F(UX) = UF(X).

De maneira andloga, diz-se que uma fungdo é continua se preserva as unides
dirigidas com relacao a inclusdo, ou seja,

F(U;rel(ai)) = UzTeIF(ai)-
Ou ainda, F' € continua, se e somente se,
F(a) = U{F(ag)|ao C a, agfinito}.

Interpretacao Computacional

Uma funcao continua é aquela que preserva o supremo de conjuntos dirigidos.
Todo conjunto coerente a é a unido de suas aproximacoes finitas e o conjunto das
aproximagoes de a é dirigido. Uma funcao continua é aquela que preserva unioes
dirigidas de partes finitas de objetos.

Interpretacao Categorial

Considerando os conjuntos parcialmente ordenados A e B como categorias, cu-
jos morfismos sao inclusoes, entao a continuidade estabelece que a funcao F' preserva
colimites dirigidos.

Definigao 5.3.3 (Fungao Estavel) Uma funcao F : A — B € estdvel, se e somente
se, € continua e satisfaz a condicdo da estabilidade, ou seja,

Val,ageA,mUagEAiF(alﬂag):F(al)ﬂF(ag)

Interpretacao Computacional

Uma funcao estavel é aquela que preserva a transformacao das partes que sao
comuns a objetos coerentes entre si, frente a transformacao dos préprios objetos.

Interpretacao Categorial

Considerando os conjuntos parcialmente ordenados A e B como categorias, cu-
jos morfismos sao inclusoes, entao a estabilidade estabelece que a fungao F' preserva
‘pullbacks’.

Definigao 5.3.4 (Fungao Linear)Uma funcio F : A — B € linear, se e somente
se, € estdvel e satisfaz a condicdo da linearidade, ou seja,

se XCA, eVbce X =bUce A, entdo F(UX) =U{F(b)|be X}



Interpretacao Computacional

Uma funcao linear é aquela que comuta com unides arbitrarias. Isto é, uma
transformacao de objetos é linear se pode ser realizada como uma transformagao de
partes de objetos.

Interpretacao Categorial

Considerando os conjuntos parcialmente ordenados A e B como categorias,
cujos morfismos sao inclusoes, entao a linearidade estabelece que a fungao F' preserva
colimites arbitrarios.

Observagao:

e Se F': A — B éuma funcao continua, estavel ou linear, entdo F' é monotonica;

e Continuidade e estabilidade, individualmente, implicam em monotonicidade.
Estabilidade nao implica em continuidade e linearidade nao implica em esta-
bilidade, embora toda funcao estavel seja continua e toda funcao linear seja
estavel, por definicao.

Proposicao 5.3.1Uma funcio F: A — B é:

(i ) Continua, se e somente se, sempre que B € F(a) existe um subconjunto finito
ap C a tal que B € F(ap);

(i ) Estdvel, se e somente se, sempre que € F(a) existe um menor subconjunto
finito ag € a tal que B € F(ap);

( iii ) Linear, se e somente se, sempre que [ € F(a) existe um « € a, tal que

p e F({a});

Interpretacao Computacional

Em uma transformacao continua de um objeto, todo atomo do resultado pode
ser obtido pela transformacao de uma parte finita do objeto.

Em uma transformagao estavel de um objeto, todo atomo do resultado pode
ser obtido pela transformagao de uma parte finita minimal (ou seja, menor que todas
as outras possiveis) do objeto.

Em uma transformagao linear de um objeto, todo dtomo do resultado pode
ser obtido pela transformacdo de um atomo do objeto.

5.4 O Espaco de Funcoes

A familia das fungdes estaveis, A — B, de um espaco coerente A para B assim
como a familia das funcoes lineares ndo constituem um espago coerente [TRO 92].
Entao, buscou-se uma representacao particular onde o conjunto de funcoes estaveis
(respecivamente lineares) é representado pelo conjunto dos tracos destas funcgoes
(respectivamente pelo conjunto dos tragos lineares de fungdes lineares), a qual constitue-
se em um espago coerente.



5.4.1 O Espaco de Fungoes Continuas

Sejam A e B espacos coerentes e F': A — B uma funcao continua.

Definicao 5.4.1 (Grafo de uma Fungao Continua)O grafo de uma func¢do
continua F : A — B € um subconjunto de Ay, % |B| dado por

gr(F) :={(a,B)la € AN € F(a)}.

Proposigao 5.4.1 (Propriedades dos Elementos do Grafo)Seja gr(F) o grafo
de F': A — B. Entao:

(i) (a,B) € gr(F),aCd = (d,B) € gr(F);
(”) (a7 B)a (a, B,) € gT(F) = ﬂ ~ B’emB.

Proposigao 5.4.2 (Fungao Continua Determinada por um Conjunto)
Todo conjunto X C Ag;y, x |B| tal que valem,

(i) (@B eX,aCa = (dB)€X;
(i) (a,B),(a,B) € X = B~ BemB.
determina uma funcdo continua Fx : A — B por
Fx(a) := {8 |3 a0 C a, (ao, B) € X}.

Corolério 5.4.1 (Fungao Continua Determinada pelo Grafo)O grafo gr(F)
determina unicamente uma fun¢do continua Fy, : A — B dada por

Fgr(a) = {5 |E| Qg g a, (aOaB) € g'f'(F)}
5.4.2 O Espaco de Funcoes Estaveis
Sejam A e B espacos coerentes e F' : A — B uma funcao estdvel.

Definig¢ao 5.4.2 (Trago de uma Funcgao Estavel) O traco de uma fun¢ao estdvel
F: A— B é um subconjunto de Ay % |B| dado por

tr(F) := {(a, B)|a € A € 0o menor conjunto coerente tal que € F(a)}.
Ou seja, a é o ponto minimal para F assumir o valor 3.

Proposigao 5.4.3 (Propriedades dos Elementos do Trago) Seja tr(F) o traco
de F': A — B. Entao:

(i) (a1, B1),(az,B2) € tr(F),a1Uay € A= 1 = By em B;
(ZZ) (al,ﬂl),(az,ﬁg) Etr(F),a1Ua2 E.A/\a1 #agiﬂl 75,32 emB;

Proposigao 5.4.4 (Fungao Estdvel Determinada por um Conjunto)
Todo conjunto X C Ayin, x |B| tal que valem,

(i) (a1,01), (az, B2) € X,a1 Uas € A= [ = B em B;



(i) (a1, 51), (a2, B2) € X,a1Uay € AN ay # ay = 1 # B2 em B;

determina uma funcdo estdvel Foy(X) : A — B por Fu(X)(a) = {f | T ap C
a, (GOaﬁ) € X}

Corolario 5.4.2 (Fungao Estdvel Determinada pelo Traco)O traco tr(F)
determina unicamente uma fungao estdvel Fy : A — B dada por

Fa(a) :={B |3 a0 C a,(ag, p) € tr(F)}.

Proposicao 5.4.5 (Tragos das Fungbes Estiveis como Espago Coerente)
Seja Ayin, 0 conjunto dos pontos finitos de A . Seja S o espago coerente cuja teia é
formada pelos dtomos de |S| = Ay X |B|, com a relagdo de coeréncia g, definida
por (a1, B1) ~st (a9, B2) se e somente se:

(i)aUay € A= py = By em B;

(ii)a1Ua2€A/\a17éa2:>517éﬁgemB;

Entdo S € o espaco coerente dos tragos das funcdes estdveis de A para B, ordenados
pela inclusio, denotado por [A —* B), isto é,

[A = B] = ((Coh(Afin X |Bl), %), ©)-
Prova: [GIR89, p.64]

Proposicao 5.4.6 (Bijecao entre Fungoes Estaveis e Trago)A fun¢do que
associa cada fungdo estdvel ao seu traco, F +— tr(F), € bijetiva.

Defini¢ao 5.4.3 (Ordem de Berry)Sejam F' e G fungdes estdveis de A em B.
Entdo a ordem de Berry <g ¢é dada por, F <g G, se e somente se,

Vd,ae Ajd Ca= F(d)=F(a) NG(d).

Definigao 5.4.4 (Espago de Fungées Estaveis) O espaco de fungdes estdveis de
A em B, denotado por (A —*t B), é constituido pelo conjunto das fungies estdveis
de A em B, ordenado pela ordem de Berry, isto é€,

(A= B)=({F: A— B|F ¢ estdvel },<p).

Proposicao 5.4.7 (Correspondéncia entre a Ordem de Inclusao e a Ordem
de Berry)

A Ordem de Inclusiao em [A —°* B] corresponde a Ordem de Berry em (A —*
B), isto é, F <p G, se e somente se, tr(F) C tr(QG).

Prova: [GIR89, p.65]

Corolério 5.4.3 (O Espago dos Tragos das Fungoes Estdveis representa o
Espacgo de Fungoes Estdveis)

O conjunto {F : A — B|F ¢ estavel } das fungoes estdveis de A para B, é
ordem-isomorfo ao conjunto {tr(F)|F : A — B ¢ estdvel }, ou seja,

(A =% B) = [A —* B].



5.4.3 O Espaco de Funcgoes Lineares

Sejam A e B espagos coerentes e F' : A — B uma funcao linear.

Definigao 5.4.5 (Trago Linear de uma Fungao Linear)O traco linear de uma
funcao linear F : A — B é um subconjunto de |A| x |B| dado por

ltr(F) == {(a, 8)|8 € F({a})}.

Proposicgao 5.4.8 (Propriedades dos Elementos do Trago Linear) Seja ltr(F)
o trago de F : A — B. Entdo:

(i) (a, Br), (g, Be) € ltr(F), o1 = g = 1 = B em B;
(“) (alaﬂ): (aQaﬂ) € ltT(F)aal "y = 1 = Q.

Proposicao 5.4.9 (Funcao Linear Determinada por um Conjunto) Todo
conjunto X C |A| x |B| tal que valem,

(i) (aq,p1), (g, fs) € X,a1 & ag = 1 = [y em B;
(i) (oq,PB), (a2, B) € X,01 & ay = a1 = qs.

determina uma func¢do linear F;,(X) : A — B por Fij,(X)(a) = {8 | T3 a € a tal
que (o, B) € X}.

Corolario 5.4.4 (Fungao Linear Determinada pelo Trago Linear)O traco
ltr(F) determina unicamente uma funcao linear Finxy: A — B dada por

Finxy(a) :== {8 3 a € a tal que (o, B) € ltr(F)}.

Proposi¢ao 5.4.10 (Conjunto dos Tragos Lineares das Funcgoes Lineares é
um Espago Coerente) Seja L o espago coerente cuja teia € formada pelos dtomos
de |L| = |A| x |B|, com a relagdo de coeréncia 2y, definida por (v, B1) ~uin (a2, B2)
se e somente se:

(i) (a1, pB1), (g, fa) € X4 = g = 1 = By em B;

(i) (a1, 8), (a2,8) € X, a1 & g = a1 = Qg

Entdo L é o espaco coerente dos tragos lineares das funcées lineares de A para B,
ordenados pela inclusdo, denotado por [A —"" B, isto €,

[A =" B] = ((Coh(|A| x |B), #in), ©).

Proposigao 5.4.11 (Bijecao entre FungGes Lineares e Tragos Lineares)A
fungdo que associa cada fungdo linear ao seu trago linear, F' — ltr(F), € bijetiva.

Definigao 5.4.6 (Espago de Fungées Lineares) O espaco de fungoes lineares de
A em B, denotado por (A —'" B), é constituido pelo conjunto das funcoes lineares
de A em B, ordenado pela ordem de Berry, restrita ds fungoes lineares, isto é,

(A=Y B) = ({F : A— B|F ¢ linear}, <p).
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Proposi¢ao 5.4.12 (Correspondéncia entre a Ordem de Inclusdo e a Ordem
de Berry)A Ordem de Inclusio em [A —"" B] corresponde a Ordem de Berry em
(A —=lm B) isto é, F <p G, se e somente se, ltr(F) C ltr(Q).

Corolério 5.4.5 (O Espago Coerente dos Tragos das Fungoes Lineares re-
presenta o Espaco de Fungoes Lineares)

O conjunto {F : A — B| F € linear } das funcdes lineares de A para B, €
ordem-isomorfo ao conjunto {ltr(F)|F : A — B € linear } dos tragos lineares de
tais funcoes, ou seja,

(A —lin B) = [A —lin B],



6 Principais Construcoes nas Categorias de Espacos
Coerentes

Neste capitulo sao apresentadas categorias que tém como objetos espagos
coerentes: categoria COSP (cujos morfismos sio as fung¢des continuas), categoria
STAB (cujos morfismos sdo as fungoes estaveis) e categoria LIN (cujos morfismos
sao as funcoes lineares). Estas categorias sao estudadas detalhadamente no que con-
cerne a suas estruturas serem, ou nao, Cartesianas fechadas ou monoidal simétrica
fechada.

6.1 Introducao

Entre as categorias de espacos coerentes com fungoes continuas, COSP nao é
Cartesiana fechada [TRO 92]. Entretanto, a categoria STAB é especial no sentido
computacional por ser Cartesiana fechada. Isto é, em STAB para cada execucao
de um programa a partir de dados de entrada existe uma funcao semantica que
o associa ao seu significado matemadtico (seméntica denotacional) e, além disso, é
possivel saber a agao de cada programa sobre cada dado de entrada (items 3.1.1 e
3.1.3). A subcategoria LIN de STAB nao é Cartesiana fechada, mas LIN é mo-
noidal (simétrica) fechada garantindo da mesma maneira significado para processos
computacionais (item 3.4.4).

6.2 Categorias COSP, STAB e LIN

Lema 6.2.1 (Fungdes Continuas) Sejam A = (Coh(A,~4),C), B = (Coh(B,~p
),C) e C = (Coh(C,=~¢),C) espagos coerentes. Entio:

(i ) Toda fun¢ao constante de A para B é continua;
(i ) A fungdo identidade id : A — A dada por id(z) = x é continua;

(iii ) Se f: A— B, e g: B— C sdo continuas, entdo a composta go f: A—C é
continua.

Definigao 6.2.1 (Categoria COSP)

1. Obcosp € a colecao de todos os espacos coerentes.
2. Morcosp € a colecdo de todas as funcoes continuas entre espagos coerentes.

3. 0y,01 : Morcosp — Obcosp sdo tais que para qualquer morfismo f : A — B,
tem-se que Op(f) = A e O1(f) = B.

4. o: (Morcosp)? = Morcosp € a operagio parcial de composicdo de setas que
¢ definida como seque. Sejam f: A — B e g: B — C continuas, entdo tem-se
gof: A—C, continua pelo lema 6.2.1. Além disso, sabe-se que a composi¢ao
de fungoes € associativa, isto €, para quaisquer f : A — B,g : B = C ¢
h:C — D continuas tem-se:



ho(gof)=(hog)of

5. 1 : Obcosp — Morcosp € tal que cada objeto A € associado ao morfismo
identidade idy : A — A. Pelo lema 6.2.1 id4 é um morfismo da categoria.
A propriedade da identidade € satisfeita, pois para qualquer funcao continua

f: A— A tem-se:
foidgy=f=1dyo0f.

Lema 6.2.2 (Fungoes Estaveis) Sejam A = (Coh(A,~4), C),B = (Coh(B,~p
),C) e C = (Coh(C,~¢),C) espagos coerentes. Entao:

(i) Toda fungdo constante de A para B € estdvel;
(i ) A funcdo identidade id : A — A dada por id(z) = x € estdvel;

(iii ) Se f: A— B, eg: B — C sio estdveis, entdo a composta go f: A—C €
estdvel.

Definig¢ao 6.2.2 (Categoria STAB)

1. Obsyap € a colecdo de todos os espagos coerentes.
2. Morsrap € a colecao de todas as fungies estdaveis entre espacos coerentes.

3. 09,01 : Morsrap — Obsrap sdo tais que para qualquer morfismo f: A — B,
tem-se que Oo(f) = A e O1(f) = B.

4. o:(Morsrap)? — Morsrap € a operagdo parcial de composigdo de setas que
¢ definida como seque. Sejam f: A — B e g: B — C estdveis, entdo tem-se
gof: A— C, estdvel pelo lema 6.2.2. Além disso, sabe-se que a composi¢do de
funcgdes € associativa, isto €, para quaisquer f : A— B,g: B—Ceh:C —D
estdveis tem-se:

ho(gof)=(hog)of

5. 1 : Obgrap — Morgsrap € tal que cada objeto A € associado ao morfismo
identidade idy : A — A. Pelo lema 6.2.2 id4 é um morfismo da categoria.
A propriedade da identidade € satisfeita, pois para qualquer funcdo estdvel

f:A— A tem-se:
foidg=f=idsof.

Lema 6.2.3 (Funcgoes Lineares) Sejam A = (Coh(A,~,4), C),B = (Coh(B,~p
),C) e C = (Coh(C,~¢),C) espagos coerentes. Entdo:

(i) Toda fungao constante de A para B € linear;

(i ) A fungao identidade id : A — A dada por id(x) = x ¢é linear;



(iii ) Se f: A— B, eg:B— C sdo lineares, entdo a composta go f: A—C é
linear.

Definicdo 6.2.3 (Categoria LIN)

1. Obpin € a colecdo de todos os espacos coerentes.
2. Morpin € a colecio de todas as funcoes lineares entre espacos coerentes.

3. 09,01 : Morpiy — Obrrn sdo tais que para qualquer morfismo f : A — B,
tem-se que Op(f) = A e O1(f) = B.

4. 0o: (Morpin)? — Morpin € a operacdo parcial de composicdo de setas que é
definida como seque. Sejam f : A — B e g : B — C lineares, entdo tem-se
gof: A—C, linear pelo lema 6.2.3. Além disso, sabe-se que a composicdo de
funcdes é associativa, isto €, para quaisquer f : A —B,g: B—Ceh:C —D
lineares tem-se:

ho(gof)=(hog)of

5. 1:0brin — Morpiy € tal que cada objeto A € associado ao morfismo identi-
dade idy : A — A. Pelo lema 6.2.8 id4 é um morfismo da categoria. A pro-
priedade da identidade € satisfeita, pois para qualquer funcao linear f : A — A
tem-se:

fOidA:f:idAOf.

6.3 Objeto Terminal em COSP, STAB e LIN
O objeto terminal em COSP, STAB e LIN ¢é 0 = § = (Coh(0,=),C), ou

seja, é o espaco coerente sem atomos ), com relagio a coeréncia trivial ‘=". A familia
dos conjuntos coerentes de 0 é dada por Coh(0) = {0}, logo, () é o tinico objeto em
0. De fato, 0 é objeto terminal da categoria pois, para todo espaco coerente A existe
um tnico morfismo de A para 0. Ou melhor, para todo espaco coerente A existe
uma tnica fungio de Coh(A) para Coh(0) = {0}, a qual mapeia todo conjunto
coerente de A para o unico conjunto coerente de 0. E, além disso, essa é a tnica
fun¢ao continua de A para 0. E também a tinica funcao estavel e linear.

Interpretacao Computacional

Intuitivamente, o objeto terminal é capaz de representar a informacao que é
contida em todos os demais objetos.

6.4 Produto Categorial em COSP, STAB e LIN

Teorema 6.4.1 (Projegoes Associadas ao Produto Direto)r : A[[B — A e
7 A[[ B — B sao continuas, estdveis e lineares.



Prova: [DIM 96].

Teorema 6.4.2 (Composicdo Miltipla de Fungdes Continuas (Estaveis,
Lineares))Seja g : Do [[ D1 — £ uma fun¢io continua (estdvel, linear). Se hy :
F — Dy e hy : F — Dy, sdo continuas (estdveis, lineares), entdo a funcdo f : F —
&, definida por f(x) = g(({0} X ho(z)) U ({1} x hi(x))), € continua (estdvel, linear).

Prova: [DIM 96].

Teorema 6.4.3 (Unicidade da Fungao Produto)Sejam A = (Coh(A,~4),C)
e B = (Coh(B,=p),C) espacos coerentes e A[[| B = (Coh(AlH B, =), C) o produto
direto de A e B, com projecoes, my : A[[B — A em : A[[B — B, definidas
respectivamente por

z +— {af(0,a) € z}
z — {B|(1,8) € x}

Sejam f :C - A e g:C — B fungoes continuas (estdveis, lineares). Entdo
eriste uma unica fungdo continua (estdvel, linear), < f,g >: C — A[] B, tal que o
diagrama a sequir comuta, isto é, tal que myo < f,g>=fem o< f,g>=g.

FIGURA 6.1: Unicidade da Funcao Produto

Prova: De fato, se a € C, entao existe a funcao de pareamento < —, — >: C —
A, definida por

< f,9>(a) ={(0,0)[a € f(a)} U{(1,B)[5 € g(a)}.

Como < f, g > é completamente definida por f e g, entao é inica. Além disso,
o diagrama comuta, pois

(mo 0 < f,9>)(a) =m(< f,9 > (a))
=m{(0,a)|a € f(a)} U{(1, B)IB € g(a)}
={al(0,a) € (< f,9 > (a))}
= {ala € f(a)}
= f(a).



(m o< f,9>)(a) =m(< f,9 > (a))
=m{(0, ) € f(a)} U{(1,8)|8 € g(a)}
={81(0,8) € (< f,9> (a))}
= {88 € 9(a)}

= g(a).

Além disso, pelo teorema anterior, < f,g >: C — A[] B é continua (estavel, linear).

Coroldrio 6.4.1 (Produto Categorial)O produto direto de A e B, dado por
AJ[B = (Coh(AlH B,=),C), é o produto categorial de A e B nas categorias
COSP, STAB ¢ LIN com projecoes my : A[[B = A em : A[[B — B, de-

finidas respectivamente por
z—{ca|(0,a) € z}
z = {B|(1,8) € z}.

Interpretacao Computacional

Intuitivamente, o produto possui a informacao minima necessaria para conter
através de seus morfismos, as informacoes contidas nos dois objetos dados. Além
disso, qualquer outro que contenha, através de morfismos, informagoes sobre esses
dois objetos, esta contido, através de morfismos, no objeto produto.

6.5 STAB é Categoria Cartesiana Fechada

A categoria STAB é Cartesiana fechada pois é uma categoria Cartesiana com
exponenciacao. Esta propriedade permite que seja descrita a nocdo de computacao
sobre elementos, como serd detalhado a seguir.

6.5.1 Categoria Cartesiana
STAB é uma categoria Cartesiana pois possui objeto terminal e todos os
produtos bindrios.

6.5.2 Categoria com Exponenciagao

STAB é uma categoria com exponenciagao pois possui produtos bindrios (des-
crito no item anterior) e, para quaisquer par de objetos A e B, existe um objeto
exponencial, uma seta de aplicacdo (eval) e uma seta de denotacao (Curry), que
satisfazem a Propriedade Universal da Exponenciacao, detalhados a seguir.

Observacao: Espaco de Funcoes Estaveis e Lineares

Como para espacos coerentes a familia das funcoes estaveis assim como a
familia das funcoes lineares nao constituem um espago coerente, entao o conjunto dos



morfismos em STAB (LIN) é representado pelo conjunto dos tracos destas fungoes

estaveis (lineares), que constituem um espaco coerente, conforme os corolarios 5.4.3
e 5.4.5.

Definicao 6.5.1 (Espago Funcional, Seta de Aplicacdo)O espago funcional de
A para B, denotado por B2, é o espaco coerente [A —** B] dos tracos das funcies
estdveis de A para B introduzido no coroldrio 5.4.5, ou seja,

BA=[A— D8]

A seta de aplicagao (fungdo de avaliagdo) associada eval : BAH.A — B é
definida por
eval(X, a) = Fyx)(a), com Fyx) definida em 5.4.4.

Observacao:
A ordem de Berry diz que a aplicagao preserva o pullback da figura abaixo,

para a C a’ em (A =% B) [[ A. Portanto, a ordem de Berry é exatamente a relagao
de ordem que é necessaria em (A —*' B) para tornar a seta de aplicagao estdvel.

/GI‘I a\
Gl_l‘a’\ FlMa

FMa

FIGURA 6.2: Pullback Preservado pela Ordem de Berry

Teorema 6.5.1 (A Seta de Aplicagio é Estavel)A funcio eval : BAT[ A — B
¢ estdvel.

Prova:

De fato, como eval : BAT[A — B é definida por eval(X,a) = s x)(a), e
como X € [A =% B], entdo X = Tr(F), para F € (A4 —° B), portanto, pelas
proposigoes 5.4.3 e 5.4.4, Fyyx) é uma fungao estdvel.

Teorema 6.5.2 (STAB é Categoria Cartesiana Fechada) O objeto exponencial
B4 da categoria STAB ¢ o espaco coerente [A —*t B dos tragos das funcdes estdveis
de A para B introduzido na proposicio 5.4.5, ou seja,

BA=[A—* D).

A seta de avaliacdo (funcdo de avaliagdo) associada eval : BAT[ A — B € definida
por:
eval(X, a) = Fyx)(a),

com Fyyxy definida em 5.4.4. Além disso, para toda fungdo estavel F':C]] A — B,
a seta de denotagao Curry(F) é definida por:

Curry(F)(c) = {(a,7)la € ANy € F(c[]a)}



Prova:

Sejam A, B e C espagos coerentes e seja F': C[[ A — B uma fungao estavel.
Entdo, existe uma tnica funcio estdvel Curry(F) : C — B tal que o diagrama a
seguir comuta.

BA

Curry(F) M1 4

FIGURA 6.3: Exponenciacao em STAB
A seta de denotacio Curry(F) : C — B4 é bem definida pois, para todo
c € C, Curry(F)(c) = {(a,y)la € ANy € F(c][]a)}. E ainda, se ¢; # ¢ € C

entdo F(ci[[a) # F(ca[] a), jd que F é bem definida, e portanto, Curry(F)(c;) =

{(a,7)|la € ANy € F(e1[[a)} # Curry(F)(co) = {(a,v)|a € ANy € F(c2[]a)}.
Além disso, Currry(F) é inica porque é completamente definida por F.

Curry(F) é uma fungao estdvel. De fato, sejam ¢;,co € C tal que ¢; Ucy € C.
Segue-se que:

Curry(F)(c1Neo) ={(a,7)[a€e ANy € F((e1Ner)[[a)}
={(a,7)la€e ANy€e€ F(e1][][a)NF(ca[]a)} (ja que F é estavel)
={(a,7)lae ANye Fle,[]a)}n{(a,7)la€e ANy € F(cz][]a)}

= Curry(F)(c1) N Curry(F)(ca).

Finalmente, o diagrama comuta. Tem-se que:

eval o (Curry(F) [T ea)(c[]a) = eval(Curry(F) []ea)(c [ a))
= eval(Curry(F)(c) [T vala))
= eval({(a,7)|a € ANy € F(c[]a)} ] a)
= Fax)(a), onde X = {(a,7)|la € ANy € F(c[]a)}
= {83 a0 € a, (a0, B) € X}
= {7y € Flc[la)}
= F(c[]a).

Logo, STAB é uma categoria Cartesiana fechada.



6.6 LIN Nao é Categoria Cartesiana Fechada

A categoria LIN nao é Cartesiana fechada pois apesar de ser Cartesiana nao
é uma categoria com exponenciagao.

6.6.1 Categoria Cartesiana

LIN é uma categoria Cartesiana pois possui objeto terminal e todos os pro-
dutos bindrios.

6.6.2 LIN Nao é Categoria Cartesiana Fechada

Definigao 6.6.1 (Espago Funcional, Seta de Aplicagdao)O espaco funcional
linear de A para B, denotado por B*, é o espaco coerente [A —"" B] dos tracos
lineares das funcoes lineares de A para B introduzido em 5.4.10, ou seja,

BA = [A —'n B].

A seta de aplicagao (fungao de avaliagdo) associada eval : BAH.A — B é
definida por

eval(X,a) = Finx)(a), com Fiun(x) definida em 5.4.9.

Teorema 6.6.1 (A Seta de Aplicacdo é Linear)A funcdo eval : BAT[A— B ¢
linear.

Prova:

De fato, como eval : BAT[.A — B ¢ definida por eval(X,a) = Fyn(x)(a), e
como X € [A —!" B, entdo X = ltr(F), para F € (A —'" B), portanto, por 5.4.8
e 5.4.9, Fjin(x) € uma funcao linear.

Teorema 6.6.2 (LIN Nao é uma Categoria Cartesiana Fechada [TRO 92]) Sejam
A, B e C espagos coerentes e seja F : C[[. A — B uma funcdo linear. Entdo, ndo
eziste uma tnica funcdo linear Curry(F) : C — B4 tal que o diagrama a seguir
comuta.

BA

Curry(F) M1 4

FIGURA 6.4: Exponenciagao em LIN

6.7 LIN é Categoria Monoidal (Simétrica) Fechada

A categoria LIN nao é Cartesiana fechada, mas é Monoidal (Simétrica) Fe-
chada. Esta propriedade também permite que seja descrita a no¢ao de computagao
sobre elementos, como serd detalhado a seguir.



6.7.1 Categoria Monoidal Simétrica

LIN é uma Categoria Monoidal Simétrica com relagao ao produto tensorial ®
definido em 5.2.7. De fato, o produto tensorial é associativo e simétrico uma vez que
é definido a partir do produto cartesiano. Além disso, existe o elemento identidade
a direita e a esquerda para ®, dado pelo espaco coerente 1 = (Coh({1},=), Q).

6.7.2 Fecho

O fecho da categoria LIN relativamente a ®, é o espago coerente [A —'" B]
dos tragos das fungoes lineares de A para B introduzido em 5.4.10, onde a seta de
aplicagdo (fungio de avaliacdo) associada eval : [A —'" Bl ® A — B é tal que

B € eval(t,a), se e somente se, ((o, 3),a) € (t,a) para algum (¢,a) € [A —t"
Bl ® A.

E, para toda a funcao linear F' : C®.A — B, o traco linear da seta de denotagao
Curry(F) : C — [A =" B] é dado por

(v, (o, B)) € ltr(Curry(F)), se e somente se, ((v, ), 8) € ltr(F).

6.7.3 Categoria com Fechamento

LIN é uma Categoria Monoidal Simétrica com Fechamento, pois possui fecho
com relacao ao produto tensorial (item 5.2.7) uma seta de aplicagao (eval) e uma seta
de denotagao (Curry), que satisfazem a Propriedade de Fechamento. Veja teorema
a seguir.

Teorema 6.7.1 (LIN é Monoidal Fechada) Em LIN o espaco coerente [— —!"
—] dos tragos das funcées lineares é realmente um fecho para a categoria LIN,
relativamente ao produto tensorial ®, isto é, (— ® A,—) é adjunto esquerdo de
[A =" —]. Ou entdo, para todo espaco coerente C e para toda funcio linear F :
C®A — B, existe uma tnica funcao linear Curry(F) : C — [A —"" B] tal que para
um eval 4 fizo, o diagrama abaizo comuta, isto é, eval o (Curry(F)® 14) = F.

[A—>"B]®A e
A
|
Curry(F) ® 1 | B

/

C®A F

FIGURA 6.5: Fecho em LIN

Prova:
Para uma funcao linear F': C ® A — B qualquer, o traco linear de F' consiste
em triplas ((v, @), §) e é relacionada ao traco linear de Curry(F') por:

((v, @), B) € ltr(F), se e somente se, (7, (o, 8)) € ltr(Curry(F)).



o

E, evalap : [A =" Bl ® A — B é tal que:

B € eval(t,a), se e somente se, ((o, B),a) € (t,a) para algum (¢,a) € [A =t
Bl ® A.

Entao, ltrepas = {(((o, B), ), B)|la € Ae 5 € B}.
Agora, para g € [B =" C] e para h € [C =" D] tem-se:
(B,0) € ltrpeq, se e somente se, 3y € C tal que, (5,7) € ltrg e (v,0) € ltry.

ASSima ((’Ya a)aﬁ) € lt’revo(Curry(F)@LA)a se e somente se, 3((0&,ﬁ),0&) € (ta CL)
para algum (¢,a) € [A =" B] ® A, tal que:

((/Ya CM),((CV, ﬁ)aa)) € ltr(C’urry(F)@L)a ou Sejaa se (7) (O‘:ﬁ)) € ltTCurry(F) €,

(e, B), @), B) € ltrey.

Condigao que é verificada ja que os tracos lineares sao iguais. Portanto,
ev o (Curry(F) ® 1) = F, como se queria demonstrar.

Logo, existe um bifuntor [— —!" —] : LIN x LIN — LIN tal que, para cada
objeto A existe um isomorfismo A : LIN[C ® A, B] = LIN[C,[A —"" B]] que é

natural em C e B.

Observagao:

Para mostrar que A é um isomorfismo, basta verificar que a fun¢ao Curry(F)
é bijetiva. De fato, sejam F,G : C ® A — B fungoes lineares tais que, Curry(F) =
Curry(QG), entdo F = ev o (Curry(F) ® t4) = ev o (Curry(G) ® t4) = G, isto
é, ' = G e assim tem-se a injetividade de Curry(F'). Para verificar a sobrejecao,
considere H : C — [A = B] e defina F = ev o (H ® t4). Pela unicidade de
Curry(F) deve-se ter H = Curry(F'). Portanto, Curry(F') é bijetiva.

Isto caracteriza a seguinte adjuncao

C — [A =t B
C®A—B
Representada pela figura 6.6:
_®A
C —» CO®A
INUR i
\ v
A—>"B]e—— B
A= "_]

FIGURA 6.6: Adjunto Direito [A —!" —]



O funtor FF = (— ® A) : LIN — LIN, que mapeia cada objeto C para
C ® A e cada morfismo g : C — D, no morfismo F(g) : C® A - D ® A, tal
que F(g) = g ® id4 (representado na figura 6.7), é o adjunto a esquerda do funtor
G = [A =Y —] : LIN — LIN que associa cada objeto B para [A —!" B] e cada
morfismo h : B — D, no morfismo G(h) : [A = B] — [A =Y D], tal que
G(h)(X) = ltr(h o Funx)), para X € [A —'" B] (representado na figura 6.7).

CcC® A

C
F
9 —_— g xid,
D D® A
[A%"nB]

B
G .
h l Em— l ltr(ho F Iin(X))y Xem[ A 9“”8]
D

[A %"nD]

FIGURA 6.7: Adjuntos F = (- ® A) e G = [A =" ]

Agora representa-se a co-unidade da adjungao. Isto é, para cada objeto C e
morfismo f : C®A — B existe exatamente um morfismo Curry(f) : C — [A =" B,
tal que o diagrama 6.8 comuta.

li . €= &V
A—>"B] [p—>'"gxp——»8

f |
Curfy(f) i Curry(f) x |dA: /
c CRA

(emLIN) (emLIN)

FIGURA 6.8: Co-Unidade da Adjunc¢ao em LIN



7 Classificador de Subobjetos nas Categorias STAB
e LIN

Neste capitulo sao descritas algumas tentativas de encontrar o classificador
para categoria STAB e a justificativa de que nao é possivel defini-lo. Portanto, a
categoria STAB embora sendo Cartesiana fechada, nao é um topos. A seguir é feita
uma analise com respeito a um classificador para categoria LIN, mesmo sabendo
que a categoria nao é um topos (pois nao é Cartesiana fechada).

7.1 Introducao

A primeira tentativa de classificar os elementos de espagos coerentes, para cada
monomorfismo F' : A — D, seria o espago coerente que caracteriza os conjuntos
coerentes de D que estdo na parte A considerada, conforme acontece em Set. A
segunda alternativa foi procurar uma analogia com a categoria dos grafos, uma vez
que espacos coerentes sao construidos a partir de teias e que toda teia é um grafo
reflexivo. A seguir, considerou-se o classificador como o conjunto das partes dos
Inteiros (P(Z)). Ainda buscou-se a possibilidade de classificar os espagos coerentes
que formassem uma topologia, mas falhou pela propriedade da estabilidade. E
finalmente, apresenta-se a justificativa de que STAB nao é um topos. Na ultima
secao, é feita uma andlise de um classificador para a categoria LIN.

7.2 Consideracoes Iniciais

Algumas defini¢oes e teoremas, utilizados neste capitulo, sdo apresentados a
seguir.

Definigdo 7.2.1 (Subteia)Seja A = (A, =~4) uma teia, ou seja, um par formado
por um conjunto A sobre o qual é definido uma relacao reflexiva e simétrica, deno-
tada por =4, denominada relagao de coeréncia em A. Uma subleia B = (B,~p)
da teta A € formada pelo subconjunto B C A tal que a relacdo de coeréncia € pre-
servada em B. Isto é, =p ¢ a relacdo reflexiva e simétrica sobre A, restrita aos
elementos de B.

Definigao 7.2.2 (Subespago Coerente) Um subespaco coerente B C A = (Coh(A, =4
), C) € o espago coerente B = (Coh(B,~p),C) tal que B = (B,=p) € uma subteia
de A = (A, =,).

Teorema 7.2.1 (Monomorfismo em STAB) Todo monomorfismo em STAB ¢é
uma funcgao estdvel, tal que a funcao entre conjuntos coerentes € injetora.

Prova:
(=) Seja F : A — B uma funcio estdvel, tal que F' : Coh(A,~,) — Coh(B,~p) é
injetora. Suponha G, H : X — A, funcdes estaveis quaisquer. Entao:

Ve X,FoG(zx)=FoH(z)=



Vze X, F(G(z)) =F(H(z)) = pela defini¢do de fungdo injetora
VzeX,G(r)=H(z) =

G=H

Assim, F é um monomorfismo em STAB.

(<) Seja F : A — B um monomorfismo em STAB. Seja 0 = (Coh(),=), C),
0 espaco coerente sem &tomos (), com relagdo a coeréncia trivial '=". Entdo:

Va,a € A,Jcg,ce :0— A= pela defini¢do de monomorfismo
se Floc, = F ocy, entao ¢, = ¢y =

a=d.

Assim, F : Coh(A,~4) — Coh(B,~g) é uma fun¢ao injetora.

Logo, todo monomorfismo em STAB é uma funcao estdvel, tal que a funcao
entre conjuntos coerentes € injetora. Desde entdo, um monomorfismo em STAB
serd denominado func¢do injetora estével.

Teorema 7.2.2 (Monomorfismo em LIN) Todo monomorfismo em LIN é uma
funcdo linear, tal que a funcdo entre conjuntos coerentes € injetora.

Prova: Analoga ao teorema 7.2.1.

De forma similar, um monomorfismo em LIN serd denominado funcao injetora
linear.

7.3 Classificador Andalogo ao Classificador de Set

A primeira intuicao de classificador para STAB tentado neste trabalho, para
cada monomorfismo F' : A — D, foi considerar {2 o espaco coerente que caracteriza
os conjuntos coerentes de D que estao na parte A considerada. Ou seja, conforme
Set, o classificador seria a funcao true : 0 — 2, tal que 0 é o objeto terminal da
categoria e os nimeros booleanos constituem o espago coerente plano €2, definida
por true(f) = {T}, onde T representa o valor verdadeiro.

true

/] » {T} {F}

\@/

FIGURA 7.1: Tentativa de Classificador para STAB
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Entao para cada monomorfismo F : A — D em STAB deveria existir uma
tunica seta xr : D — 2 estdvel, que satisfizesse o Q2-axioma (definigao 4.5.1).

F
——

D
true

— Q

o @ >

FIGURA 7.2: Diagrama do Classificador de Subobjetos em STAB

O objeto terminal na categoria é o espago coerente 0 = (Coh(0, =), C) por-
tanto, a funcao true mapeia o conjunto coerente () para um tinico conjunto coerente.
Ora, se true(§) = {T}, para que o diagrama 7.2 comute, yr deveria mapear a
imagem de F' em {T'}. Assim, com o objetivo de classificar os conjuntos coerentes
d € D, xr poderia ser definido por:

{T} sed=F(a),a e A
xr(d) = { (F} sed ¢ Im(F).

Entretanto, ao considerar o classificador de subobjetos descrito, a propriedade
da monotonicidade e da estabilidade ndo sdo sempre preservadas por xp.

Contra-Exemplo:

Seja F' : A — D, representada no diagrama 7.3, mono e estavel definida por:

F({0}) ={0,1}
F({1}) ={0,2}
F(@) =0



{0,1} {0,2
A NN
{0} {1} F {1 {0 {2
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@ @
true
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FIGURA 7.3: Contra-Exemplo de Classificador em STAB conforme Set

Segue-se que:

(1)0e F(A) = xr(0) = {T}. Além disso, ) C z,V z € D = (pela monotonici-
dade de xr) xr(0) C xr(z) = {T} C xr(z),Vz € D= {T} C{F}.

(2 ){{O]i C {0,1} = (pela monotonicidade de xr) x»({0}) C xr({0,1}) = {F} C
T}.

De (1) e (2), conclui-se que {T} = {F}, contrariando a hip6tese. Portanto,
os numeros booleanos nao sao um objeto classificador para STAB.

Logo, nenhum classificador para STAB com apenas dois valores verdade (ou
seja, somente indicando se um conjunto coerente estd ou ndo estd na parte) é um
classificador para STAB porque, neste caso, a propriedade da monotonicidade nao
serda sempre satisfeita por yp.

Verificou-se também, a possibilidade de restringir a classificacdo para todas as
setas mono, F': A — B, tal que A seja um subespaco coerente (defini¢do 7.2.2) de
B.

Contra-Exemplo:

Seja F' : A — D, representada no diagrama 7.4, mono e estavel definida por:

F({0,1}) = {0,1}
F({0}) = {0}
F({1}) = {1}



{0, 1} {0,1} {0, 2}
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FIGURA 7.4: Classificador em STAB conforme Set Restrita a Subespaco Coerente

De maneira similar ao exemplo anterior, a monotonicidade exigida pela funcao
caracterisitica leva a um absurdo:

0 C {2} = (pela monotonicidade de xr) xr(0) C xr({2}) = {T} C {F}.
Ainda foi observado que no caso da inclusdo, mesmo considerando true : 0 — €2
definida por true(f)) = () para que a monotonicidade seja verificada, a estabilidade

pode nao ser preservada pela funcao caracteristica.

Contra-Exemplo:

Seja F' : A — D, representada no diagrama 7.5, mono e estavel definida por:

F({0,1}) = {0,1}

(
F({0}) = {0}
F({1}) = {1}
F)=0
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FIGURA 7.5: Classificador em STAB conforme Set Restrita a Subespaco Coerente

A estabilidade exigida pela fun¢ao caracterisitica leva a um absurdo:

xr({2} N {3}) = xr({2}) N xr({3}) = xr(0) = {F} N{F} = 0 = {F}.

7.4 Classificador de Subobjetos para Categoria das Teias

Uma teia é um par formado por um conjunto e uma relacao reflexiva e simétrica
portanto, é um grafo reflexivo. Uma vez que toda teia define um espago coerente,
buscou-se um classificador de subobjetos para categoria das Teias, subcategoria de
RGr - onde objetos sdo grafos reflexivos e morfismos sdo homomorfismo de grafos
reflexivos - para a seguir analisar o classificador nas categorias de espagos coerentes.

O classificador de subobjetos de Teias seria andlogo ao do exemplo de grafos
da secao 4.5. Ou seja, serd o grafo reflexivo da figura 7.6, onde as quatro setas e os
dois nodos representam os varios graus de verdade nos quais um elemento da teia
(seta ou nodo) pode apresentar com respeito a uma dada subteia descritos a seguir.

Para Setas

1. A seta estd incluida na subteia.

2. A seta nao estd incluida na subteia nem sua origem, mas seu destino estd
incluido.

3. A seta nao estd incluida na subteia nem seu destino, mas sua origem esta
incluida.

4. A seta ndo estd incluida na subteia (nem sua origem e destino).

Para Nodos



(o]0

1. O nodo esta na subteia.

2. O nodo ndo estd na subteia.

TI

4

FIGURA 7.6: Objeto Classificador em Teias

Observa-se que para Teias nado existe a possibilidade de uma seta nao estar
na subteia mas sua origem e destino estarem. Neste caso, a parte considerada nao
seria uma teia.

Exemplo:
Para teias especificas conforme diagrama 7.7, a funcdo caracteristica identifica a
relacao dos elementos da teia com a subteia considerada:

xs(0) = xs(1) = p, isto é, 0 e 1 estdo na subteia,;

Xs(2) = xs(3) = g, isto é, 2 e 3 ndo estdo na subteia;

Xxs(u) = t, isto é, o morfismo u estd na subteia;

Xs(z) = h, isto é, 0o morfismo x ndo estd na subteia mas seu destino estd na subteia;
Xs(y) = 7, isto é, o morfismo y ndo estd na subteia mas sua origem esta na subteia;
Xs(s) = g, isto é, o morfismo s nao estd na subteia;
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FIGURA 7.7: Exemplo de Classificador em Teias

Porém, ao considerar os espacos coerentes determinados pelas respectivas teias
(figura 7.8), chega-se que a estabilidade ndo é preservada pelo morfismo carac-
teristico.

Tem-se, de acordo com a categoria das teias que:
true(0) = {T}
xi(0) = x:({0}) = xa({1}) = xi({0,1}) = {T'}
xi({2}) = x:({3}) = {F}
Xi({oa 2}) = Xi({Q’ 3}) = {T’ F}

Entao segue-se que,

xi({0,230{2,3}) = xa({2}) = {F} # xa({0, 2})"x: ({2, 3}) = {1, F}{T, F} = {T, F'}

ou seja, conforme afirmado, a estabilidade nao foi preservada por y;.
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FIGURA 7.8: Exemplo de Classificador em STAB a partir de Teias

7.5 P(Z) como Classificador em STAB

Com a finalidade de preservar a estabilidade, restringe-se a classificacao aos
monomorfismos em STAB que especificam um subespaco coerente e considera-se o
objeto classificador como o conjunto das partes dos Inteiros.

Sejam A = (Coh(A,~4),C) e D= (Coh(D,~p),C) espagos coerentes.

Definigao 7.5.1 (Subespagos Determinados por um Monomorfismo)Um
monomorfismo F : A ~— D determina um subespago coerente S(D) no contra-

dominio, quando a imagem de F' aplicada ao espaco coerente A é um subespaco de
D, isto é, F(A) C D.

Seja F' : A — D um monomorfismo que especifica um subespaco F(A) de um
espagco coerente D, isto é, tal que F(A) C D. Define-se um espago coerente €2, junto
com um ponto especifico true : 0 — €2, que satisfaz a seguinte propriedade:

‘os morfismos de qualquer espago coerente D para {2 correspondem-se com 0s
monomorfismos que especificam um subespaco em D’.

A—=D
D —Q

Ou seja, para qualquer ‘figura (espago)’ d : B — D de D, xad = trues , se e
somente se, d é uma parte de A.



FIGURA 7.9: Classificador em STAB Restrito a Monomorfismos que Especificam
Subespacos

Para cada figura d : B — D o morfismo x4d : B — €2 vai indicar o ‘grau de
verdade’ com que d estd incluido em uma parte A de D.

O classificador de subobjetos para STAB, restrito aos monomorfismos que
especificam um subespaco, consiste em:

- um objeto Q = (P(Z), C), isto é, o espago coerente

pz) = ({0,{0},{1},{-1},...{0,1},{0, -1}, ..}, ©)

representado no diagrama 7.10.

- juntamente com uma fungdo true : 0 — Q, onde 0 = (Coh(P,=),C), tal que,

true(P) = 0.

{(.).,. -1} {0, 1}
VA NVAN
= {1 {0 {1}

N/

)

FIGURA 7.10: Objeto Classificador P(Z)

Satisfazendo o Q-axioma, isto é, para cada monomorfismo F : A — D, com
F(A) C D, existe uma tnica seta xp : D — Q tal que o diagrama 7.11 represente
um produto fibrado.
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FIGURA 7.11: Q2-Axioma em STAB

Os conjuntos de P(Z) representam os vérios graus de verdade com que uma
informacdo d : B — D estd incluida em uma parte A de D. Isto é, os conjuntos
representam as possiveis relacoes nas quais um elemento de B pode apresentar com
respeito a um dado subespago A de D (existem infinitas possibilidades). Seguem
algumas possibilidades:

1. Um conjunto coerente de B (isto é, uma quantidade coerente de informagéo
com respeito a uma mesma entidade) estd na parte considerada A de D.

2. Um conjunto coerente de B nao estd na parte A de D, mas bits de informacao
deste conjunto estao na parte considerada.

3. Um conjunto coerente de B nao estd na parte considerada A de D.

A cardinalidade do conjunto de €2 no qual o conjunto coerente foi mapeado
d4 uma medida intuitiva da relacao da inclusao do conjunto coerente na parte A de
D. Ou seja, ao considerar um conjunto coerente e ao questionar se o mesmo esta
contido na parte A de D, a resposta pode ser: possui uma cardinalidade y de bits
que estao em A, e uma cardinalidade x de bits que nao estao nesta parte.

O isomorfismo de §(D) para QP, S(D) = QPF, é estabelecido da seguinte ma-
neira: para qualquer subespago F'(A) C D, é definida uma funcgio x4 : S(D) — QF,
chamada funcao caracteristica de A, pela regra a seguir.

Seja j uma funcao parcial injetora, j : Coh(D) — P(Z), definida apenas para
conjuntos unitarios, tal que, associa cada unitario v € D a um conjunto unitario
distinto de P(Z) da seguinte maneira:

j(u) = {-n}, se u={n} ¢ F(A)
j(u) = {n}, se u € F(A).
Define-se a funcio caracteristica por:
xa(z) =0 se z € F(A)
xa(®) = Uy j(u;), ¥ s, s, o, un C 7, se 7 ¢ F(A)

onde uq, uo, ..., U, SA0 conjuntos unitarios.



Se x4 = x5 entao A = B, caracterizando a ‘injecao’. Agora, para qualquer
f €QP, em STAB, entdo f = x4y, onde

A; = ({ala € D e f(a) = 0},C)
sendo estabelecida assim a ‘sobrejecao’.

Observa-se que Ay é a imagem inversa de f sobre o subconjunto @) de Q , ou
seja,

Ar=(f7(0),9).

Esse isomorfismo entre subespaco e funcao caracteristica pode ser representado
categorialmente pelo diagrama 7.12.

g
B N
\\\k
b\ inc
Af—>' D
!
l! lf
Q true 0

FIGURA 7.12: Isomorfismo entre Subespaco e Funcao Caracteristica em STAB

Esse é um diagrama de produto fibrado pois, supondo qualquer outro cone
< B,!, g > existe uma seta tnica k : B — A;. Ora, se b € B, f(g(b)) = true(!(b)),
entdo g(b) € Ay;. Portanto, k : B — Ay pode ser definido pela regra k(b) = g(b).
Claramente, este k ¢é a tnica seta que faz o diagrama comutar. Assim, se F'(A) C D,
entao o diagrama 7.13 é um produto fibrado.

FIGURA 7.13: Produto Fibrado Exigido pelo {2-Axioma em STAB

Além disso, xr pode ser identificada como a tnica funcao estivel de D para
Q) que faz do diagrama acima um produto fibrado. Se, para algum f (funcdo ca-
racteristica de Ay), o quadrado interno é um produto fibrado, entdo, para z € A,



f(z) =0, logo z € As. Assim A C Ayf. Mas o quadrado exterior também comuta
- na verdade é um produto fibrado como visto acima - portanto existe um tunico
k com inco k = j. Desde que inc e j sao inclusoes, k& também deve ser. Entao,
A C Ae Ay = A Mas, f é a fungao caracteristica de Ay, assim, f = x4.

Entdo em STAB, o espa¢o P(Z) = Q2 juntamente com a funcao true : 0 — €,
true(P) = 0, permite que para cada subespaco determinado por uma seta F' em
um espaco D seja possivel determinar a sua funcao caracteristica. Reciprocamente,
para cada seta F' : D — ) com dominio em D e contra-dominio em {2 é possivel
determinar qual é o subespacgo de D representado por essa funcao caracteristica.

Exemplo:

Seja F': A — B, representada no diagrama 7.14, injetora estavel definida por:

F({0,1}) = {0,1}
F({0}) = {0}
F({1}) = {1}
F@) =0

{0, 1} {0,1} {0,2}{23}
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FIGURA 7.14: P(Z) como Classificador em STAB

Tem-se que:
j({0}) = {0}
i({1}) = {1}



i({2}) ={-2}
i({3}) = {-3}
E, portanto, xr é definida por:
xr(0) = xr({0}) = xr({1}) = xr({0,1}) = 0
xr({2}) =j({2}) = {-2}
xr({3}) =7({3}) = {-3}
xr({0,2}) = j({0o}) uj({2}) = {0, -2}
xr({2,3}) =({2H) vi({3}) = {-2,-3}

Entretanto, P(Z) nao é um classificador de subobjetos para STAB porque
quando o monomorfismo nao define um subespaco, nem sempre a monotonicidade
e/ou a estabilidade da funcdo caracteristica pode ser preservada (ver exemplo a se-

guir).

Contra-Exemplo:

Seja F' : A — D, representada no diagrama 7.15, mono e estavel definida por:

F({0,1})={0,1,2,3}
F{0}) = {1,2}
F({l}) {0,3}
F) =

Claramente a funcao caracteristica associada a F', conforme definida, nao é
uma fun¢ao monotdénica nem estével.
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FIGURA 7.15: Contra-Exemplo de P(Z) como Classificador em STAB

Observagao:

Embora toda funcao injetora estavel que determina um subespaco no contra-
dominio seja linear, P(Z) ndo é um classificador em STAB para funcdes lineares
(a fungdo F do contra-exemplo anterior representada no diagrama 7.15 é também
linear).

Proposicao 7.5.17Toda funcdo injetora estdvel que determina um subespag¢o no
contra-dominio € linear.

Prova:

Sejam A = (Coh(A,~4),C) e B = (Coh(B,~p),C) espacos coerentes e seja
F : A — B uma fun¢do injetora estiavel que determina um subespago no contra-
dominio, ou seja, tal que F'(A) C B.

O subespaco de B determinado por F' apresenta uma teia formada por um
subconjunto B’ de B, isto é, B’ C B e a relacao de coeréncia em B = (B,~p) é a
mesma de A = (A, ~4) restrita aos elementos de B'.



Assim, para todo 8 € F(a), sendo a um conjunto coerente de A e § um token
de B, tem-se que {$} é imagem de F.

Supoe-se que F(a) = {B}, sendo @ um conjunto formado por mais de um
token. Pela monotonicidade, segue-se que:

Va eAld #0), tal que ' Ca = F(a') C F(a).
Portanto, tem-se duas hipdteses:

1. F(d') = (), mas nesse caso F () = () (também pela monotonicidade). Entao,
como F ¢ injetora a' = () (contrariando a hipGtese);

2. F(d') = {B}, mas F(a) = {8} pela hipdtese. Entdo, pela injetividade de F,
@ = da'. (absurdo).

Portanto, @ é um conjunto unitério tal que F(a) = {#}. Além disso, @ C a
pois B € F(a) e pela monotonicidade F'(a) C F(a).

Logo, sempre que 3 € F(a) existe um « € a tal que § € F({a}), isto é, F' é
linear.

7.6 Uma Visao Topoldgica

A categoria [GOL 84] Top(I) de feixes (sheaves) sobre I é um topos, co-
nhecido como topos espacial. Um feixe sobre I é um par formado por um espaco
topolégico com um homeomorfismo local (aplicagdo continua). Entdo, procurou-se
uma maneira de classificar uma subcategoria de STAB tal que os espagos coerentes
formassem uma topologia.

Entretanto, conforme a nota de Inge Bethke ([BET 91]), tem-se que a es-
tabilidade ndo é uma propriedade topoldgica, isto é, que os espacos coerentes -
excetuando-se os planos - ndo podem ser equipados com uma topologia tal que as
nogoes de continuidade e estabilidade coincidam. Logo, a idéia de classificar espacos
coerentes equipados com uma topologia, mais uma vez falharia na propriedade da
estabilidade.

7.7 Nao Existe um Classificador para STAB

Nao é possivel definir um classificador em STAB [STR 2000] porque nesta
categoria, todo endomorfismo possui um ponto fixo. E em um topos nao existe o
ponto fixo da negagao.

Definigao 7.7.1 (W-CPO) Uma estrutura D = (D;C, L) é um w-cpo se D é um
conjunto e = € uma ordem parcial sob D com um menor elemento L, tal que cada
w-cadeta em D tem um supremo em D.

Teorema 7.7.1 (Ponto Fixo em W-CPO)Seja D = (D;C, 1) um w-cpo e seja
F: D — D w-continua. Entao F' tem um menor ponto fixo em D, isto €, existe um
x € D tal que F(x) =z, e tal que se F(y) =y entdo x C y.



Prova: [STO 94].

Definigao 7.7.2 (Conjunto Dirigido)Seja D = (D; C) um conjunto parcialmente
ordenado. Um conjunto A C D € dirigido se A # 0 e quando z,y € A entdo eriste
umz € Atal quex C z ey 2.

Definigao 7.7.3 (CPO - Ordem Parcial Completa)Seja D = (D;C, 1) um
conjunto parcialmente ordenado com um menor elemento L. Entao D € uma ordem
parcial completa (CPO) se quando A C D € dirigido entao o supremo de A existe
em D.

Os espagos coerentes sao cpo’s. Num cpo todo conjunto dirigido tem supremo.
Em particular, toda w-cadeia é um conjunto dirigido e, portanto, tem supremo em
um cpo. Logo, todo cpo é também um w-cpo; o inverso nao é verdade. Assim sendo,
o teorema vale para espagos coerentes. Toda funcao continua em um espacgo coerente
tem um ponto fixo. Como toda funcao estavel é continua, toda funcao estavel tem
ponto fixo. O mesmo vale para as lineares.

Assim como a dlgebra Booleana modela a légica classica proposicional, existe
uma classe de reticulados, a algebra Heyting, que modela a légica construtiva pro-
posicional. Em certo sentido, a teoria dos topos generaliza isto para fornecer uma
interpretacao para a légica construtiva de alta ordem. Em um topos, cada classe de
subobjetos é uma algebra Heyting; assim, pensando em subobjetos de um objeto X
como predicados sobre X, é possivel apresentar uma interpretacao da légica cons-
trutiva proposicional. Ou seja, todo topos tem uma algebra de Heyting (completa)
como algebra dos subobjetos do objeto classificador €2, ou do terminal 1. Em um
algebra Heyting, a negagio (—) ndo possui ponto fixo. Portanto, como STAB possui
ponto fixo para todos os endomorfismos ndo ha chance de ter algo semelhante a um
classificador de subobjeto.

7.8 Classificador na Categoria LIN

Como toda funcgao linear é estavel por definicao, entao o classificador analogo
ao classificador de Set e o classificador construido a partir da categoria das teias, nao
servem para a categoria LIN (nos contra-exemplos das se¢oes 7.3 e 7.4 as fungoes
sdo também lineares).

P(Z) conforme definido em 7.5, nao classifica os elementos de LIN porque,
nesse caso, a seta caracteristica pode nao ser linear.

Contra-Exemplo:

Seja F : A — B, representada no diagrama 7.16, injetora linear definida por:

F({0,1}) = {0,1}
F({0}) = {0}
F({1}) = {1}
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FIGURA 7.16: P(Z) como Classificador em LIN

Tem-se que:
7({0}) = {0}
g({1}) = {1}
7({2}) = {2}

E, portanto, xr é definida por:
xr(0) = xr({0}) = xr({1}) = xr({0,1}) =0
xr({2}) =j({2}) = {-2}
xr({0,2}) = j({o}) uj({2}) = {0, -2}

Observa-se que 0 € xr({0,2}) = {0,—2}, mas ndo existe um g € B tal que 0 €
F(pB). Logo, xr nao é linear.
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8 Conclusoes

Os espacos coerentes analisados do ponto de vista da teoria dos topos forne-
ceram um significado computacional para as categorias STAB (espagos coerentes e
fungoes estaveis) e LIN (espagos coerentes e fungdes lineares).

Na primeira parte deste trabalho, capitulo 2, foram introduzidos alguns concei-
tos categoriais fundamentais: funtores, transformagoes naturais e adjungoes, que sao
importantes na descricao da passagem de uma estrutura matemaéatica para outra e
na heranca de propriedades. Para um melhor entendimento, procurou-se relacionar
estes conceitos com construgoes comuns em computacao, abordando: construcoes
de listas, inversao de listas e o cdlculo do tamanho de listas. As defini¢oes basicas
omitidas podem ser encontradas no Anexo A.

No Capitulo 3, foram detalhadas as categorias Cartesianas fechadas e as ca-
tegorias monoidais (simétricas) fechadas, associando a elas uma interpreta¢do do
ponto de vista computacional. A importancia de se garantir a existéncia do ob-
jeto exponencial em uma categoria esta relacionada com a idéia do que consiste
uma computacao. Ou seja, para cada programa ou algoritmo, e para cada execucao
deste programa a partir de dados de entrada, obtendo dados de saida (semantica
operacional), existe uma tinica fung¢ao (seméntica denotacional) que associa este pro-
grama ao seu significado matemadtico. Do ponto de vista computacional, em uma
categoria Cartesiana fechada é possivel determinar a acao de cada maquina sobre
cada programa de cada linguagem e cada dado de entrada. Monadas é a genera-
lizagao de uma especificacao abstrata de mondides e sao utilizadas como modelos de
computacao, onde programas sao considerados como funcoes de valores para com-
putacoes. Categorias monoidais sao uma formalizacdo das propriedades implicitas
em uma monada. A construcao de categorias monoidais fechadas é feita a partir de
categorias monoidais, e atribui-se ao fecho uma interpretagao computacional andloga
a do objeto exponencial.

No capitulo 4 foi apresentada a estrutura de um topos (categoria Cartesiana
fechada com classificador de subobjetos) e sua interpretagio. Na verdade, como
visto pelas propriedades da defini¢cao, todo topos apresenta um comportamento se-
melhante a categoria Set. Nessa estrutura, é possivel considerar partes de obje-
tos e também se verificam propriedades para estas partes. Em um topos, no qual
nomeiam-se elementos, sabem-se as a¢oes de cada morfismo para cada elemento de
cada objeto (por ser uma categoria Cartesiana fechada) e especificam-se subobjetos
por propriedades de seus elementos. O classificador de subobjetos indica o grau de
verdade em que uma ‘figura’ estd incluida em uma parte de um objeto.

A seguir, no capitulo 5, apresentaram-se os espacos coerentes, buscando sempre
relacionar os principais conceitos com interpretagoes computacionais e categoriais.
As defini¢oes e construcoes fundamentais deste dominio necessarias para a continui-
dade da dissertagao sao descritas neste capitulo.

No capitulo 6 foram estudadas as categorias STAB e LIN de espacos coeren-



tes com suas principais construgoes e interpretagoes, garantindo a elas significados
para processos computacionais, uma vez que STAB é uma categoria Cartesiana
fechada e LIN é uma categoria monoidal fechada.

Finalmente, no capitulo 7 foram descritas algumas tentativas de encontrar o
classificador para categoria STAB e a justificativa de que nao é possivel defini-lo.
Portanto, a categoria STAB embora sendo Cartesiana fechada, nao é um topos.
Entretanto, restringindo-se a classificacdo aos monomorfismos em STAB que espe-
cificam um subespaco coerente, é possivel definir o classificador como o conjunto das
partes dos Inteiros. Entédo, neste caso (ou seja, quando o resultado da execucdo de
um programa a um conjunto de dados de entrada resultar numa quantidade coerente
de informagéo no conjunto de saida), é possivel descrever a nocdo de computacio
para subobjetos. Por tltimo, foi feita uma andalise com respeito a um classificador
para categoria LIN, mesmo sabendo que a categoria nao é um topos (pois nao é
Cartesiana fechada).

8.1 Trabalhos Futuros

A partir de entao, sao destacados os seguintes trabalhos futuros:

- Procurar as categorias (subcategorias) de espagos coerentes que constituem um
topos (ou uma estrutura préxima de um topos) e fazer uma anélise de tal
resultado, especificando a nogao de computacao para estas estruturas;

- Apresentar uma anélise categorial da 16gica das categorias (ou subcategorias) de-
terminadas, onde os principios l6gicos sao os da légica intuicionista e nao os da
légica classica. Se £ é um topos e X é um objeto da categoria, entdo Sub(X)
é uma algebra Heyting e portanto, ao pensar nos subobjetos de X como pre-
dicados sobre X, permite fornecer uma interpretacao da légica proposicional
intuicionista [GOL 84] [LAM 86] [MCL 92] [PHO 92];

- Com as categorias (subcategorias) determinadas de espagos coerentes que apre-
sentam a nogao de computagio, detalhar um isomorfismo (se possivel) com o
topos efetivo de McLarty (onde a caracteristica da efetividade assume como
base a Teoria das Fungdes Recursivas de Kleene) [MCL 92] [PHO 92] [ROS 87]
[ROS 86].



Anexo 1 Conceitos Categoriais Fundamentais

Este anexo introduz os principais conceitos e os resultados basicos da Teoria
das Categorias, com o objetivo de permitir uma rapida consulta e uma norma-
lizacdo das nomenclaturas utilizadas. Portanto, nao sao apresentadas introducgoes
e explicacoes didaticas e, nas demonstracoes das proposicoes, somente sdo indica-
das as referéncias e as correspondentes pdginas. Uma interpretacdo computacional
é apresentada para algumas definicoes, método também utilizado na descricao de
todo trabalho.

A.1 Categoria

Defini¢ao A.1.1 (Categoria) Uma categoria C' é uma quintupla C =< Obc, Morg,
0y, 01, L, 0 >, constituida por:

Uma cole¢do Obe de objetos;

Uma cole¢ao Morc de morfismos (setas);

Duas operagdes 0y, 01 designando para cada morfismo f um objeto 0y(f), seu
dominio ou origem e um objeto 01 (f), seu contra-dominio ou destino. Um
morfismo f tal que Oy(f) = a e 01(f) = b € usualmente denotado por f : a — b;

- Uma operagio ¢ designando para cada objeto a um morfismo 1, (identidade de a)
tal que Oo(ta) = 01(ta) = a. A operacao identidade deve satisfazer a proprie-
dade da identidade onde, para qualquer morfismo f :a — b em Morec, tem-se
que: foig=uwo f=Ff;

- Uma operagdo parcial o denominada composicio tal que para cada par f,q de
morfismos com 0y(9) = 01(f) € associado um morfismo g o f com Oy(g o
f) =00(f) edi(go f) = 01(g9)- A operagdo de composicio deve satisfazer a
propriedade associativa onde, para quaisquer morfismos f:a —b,g:b—c e
h:c—dem Morg, tem-se que: (hog)o f="ho(go f).

Observacao:

A colecao de todos os morfismos da categoria C' com origem no objeto a e
destino no objeto b é denotada por Morc(a,b).

Exemplos de categorias:

A tabela lista algumas categorias comuns, especificando seus objetos e setas.
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| Categoria | Objetos | Morfismos
FinOrd ordinais finitos funcoes finitas
FinSet conjuntos finitos funcoes finitas
Gr grafos homomorfismos de grafos
Grp grupos homomorfismos de grupos
Mon monoides homomorfismos de
monoides
Ord nimeros ordinais inclusoes
Pin conjuntos funcoes parciais
Poset conjuntos parcialmente ordenados | fungoes monotonicas
RGr grafos reflexivos homomorfismos de
grafos reflexivos
Set conjuntos funcoes

A.2 Diagrama

Definigao A.2.1 (Diagrama)Informalmente, um diagrama em uma categoria C €
uma colecdo de objetos e morfismos onde todo o morfismo f : a — b € representado
como uma seta de a para b etiquetada por f.

Definigao A.2.2 (Diagrama Finito)Um diagrama em C € finito se possui um
numero finito de objetos e um niumero finito de setas entre 0os mesmos.

Definicao A.2.3 (Diagrama Comutativo) Um diagrama em uma categoria C €
comutativo se, para quaisquer pares de objetos x e y, os diversos caminhos alter-
nativos de um objeto para o outro resultam em igualdade, no sentido de que cada
caminho no diagrama determina um morfismo e estes morfismos sao iguais em C.
Por exemplo, dizer que o diagrama A.1 comuta € exatamente o mesmo que dizer que

fog =gof

FIGURA A.1: Diagrama Comutativo

A.3 Subcategoria

Definicao A.3.1 (Subcategoria) Uma categoria S é uma subcategoria de uma
categoria C, se:

a) cada objeto de S é um objeto de C (Obs C Obc);
b) para todo a,b em Obg, Morg(a,b) C Morc(a,b);
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¢) as operagdes de origem, destino, composi¢io e identidade em S coincidem com
as em C, restritas aos objetos e morfismos de S.

Definigdo A.3.2 (Subcategoria Plena/Cheia e Larga/Ampla) Uma subcate-
goria S de C € dita uma subcategoria plena ou cheia de C se, para quaisquer objetos
a e b em Obg, tem-se que Mors(a,b) = Morc(a,b); uma subcategoria S de C € dita
uma subcategoria larga ou ampla de C se Obg = Obc.

A.4 Categoria Dual

Definicao A.4.1 (Categoria Dual)A categoria dual C? de uma categoria C' pos-
sui 0s mesmos objetos de C' e os morfismos opostos dos morfismos em C, isto é,
se f:a — b é um morfismo de C entio f : b — a é um morfismo de CP. As
identidades sio as mesmas e se, em C tem-se que h = go f, entao em CP tem-se
que h= fog.

Observacao:

Em Teoria das Categorias, as principais idéias ocorrem aos pares, analoga-
mente a nocao de categoria dual. Ou seja, cada construcao que a partir de agora
serd definida possui sua correspondente construcao dual, definida a partir da inversao
das setas na construc¢do (mas na mesma categoria).

A.5 Morfismos Especiais

Definicao A.5.1 (Monomorfismo) Um morfismo f : b — ¢ em uma categoria C
¢ um mononomorfismo (ou simplesmente mono) se, para cada objeto a e para cada
par de C-setas g:a — b e h:a—b, aigualdade fog= foh implica que g = h.
Ou seja, se o diagrama A.2 comuta, entdo g = h.

9 f
—® p—»cC

FIGURA A.2: Monomorfismo

Utiliza-se a notagao f : b > ¢ para dizer que f é um monomorfismo. O con-
ceito dual de monomorfismo é epimorfismo.

Uma Interpretacao Computacional

Intuitivamente, uma funcao f é mono quando ao realizar duas computacoes
consecutivas, g seguida de f e h seguida de f, a partir de dados de entrada a,
resultar nos mesmos dados de saida c, isso implica que a computacido g coincide com
a computacao h.
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Proposicao A.5.1Uma funcdo € injetora se e somente se é um monomorfismo em
Set.

Prova: [BAR 95, p. 44].

Defini¢ao A.5.2 (Epimorfismo)Um morfismo f : a — b em uma categoria C €
um epimorfismo (ou simplesmente epi) se, para cada par de C-setas g : b — c e
h:b—c, aigualdade go f = ho f implica que g = h. Ou seja, se o diagrama A.3
comuta, entdo g = h.

g
f — >
a—» b c
h

FIGURA A.3: Epimorfismo

Utiliza-se a notagao f : b — ¢ para dizer que f é um epimorfismo.

Proposicao A.5.2Uma funcgdo € sobrejetora se e somente se é um epimorfismo em

Set.
Prova: [BAR 95, p. 49].

Definicao A.5.3 (Isomorfismo)Uma seta f : a — b é um isomorfismo (ou sim-
plesmente iso) se eziste uma seta f~' : b — a, chamada inversa de f, tal que

flof=14efofl=u,.
Utiliza-se a notacao f : b <> ¢ para dizer que f é um isomorfismo.

Observagao:

E importante destacar que nem todo morfismo mono e epi é iso, embora o
inverso seja verdadeiro, ou seja, todo isomorfismo é mono e epi.

Proposicao A.5.3Uma funcgdo € bijetora se e somente se é um isomorfismo em
Set.

Prova: [BAR 95, p. 39].

Definicao A.5.4 (Endomorfismo/Automorfismo) Um morfismo f:a — a em
uma categoria com mesmo objeto origem e destino é chamado de endomorfismo. Se
esta seta possui inversa € dita automorfismo.

Definigao A.5.5 (Objetos Isomorfos) Os objetos a,b € Obe sdo objetos isomorfos
em uma categoria C' se existe um isomorfismo f :a < b.
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A.6 Objeto Inicial, Terminal e Zero

Definigao A.6.1 (Objeto Inicial) Um objeto 0 € Obc é chamado um objeto inicial
de uma categoria C se, para qualquer objeto a em C, existe um unico morfismo de
0 para a, denotado porly: 0 — a.

O conceito dual de objeto inicial é objeto terminal.
Observagao:
A notacao de morfismo ! usada, objetiva destacar a unicidade da seta.

Uma Interpretacao Computacional

A partir do objeto inicial chega-se a cada um dos outros objetos de forma
unica. Intuitivamente, o objeto inicial é aquele que contém uma informacao que
também é contida, através de morfismos, em todos os demais objetos.

Definigdo A.6.2 (Objeto Terminal) Um objeto 1 € Obg € chamado um objeto
terminal de uma categoria C se, para qualquer objeto a em C, existe um uUnico
morfismo de a para 1, denotado por !y : a — 1.

Uma Interpretacdo Computacional

Intuitivamente, o objeto terminal é aquele cuja informacao contém, através
dos morfismos, todas as informacoes contidas nos demais objetos.

Defini¢ao A.6.3 (Objeto Zero) Um objeto zero em C € um objeto que é simulta-
neamente inicial e terminal em C.

Uma Interpretacdo Computacional

Em uma categoria com objeto zero, todos os objetos contém, através dos
morfismos, as informagoes contidas em todos os demais.

Proposicao A.6.1Seja C' uma categoria. Entdo:
a) se 0 e 0 sio objetos iniciais em C, entdo eles sdo objetos isomorfos;

b) se 1 e 1" sdo objetos terminais em C, entdo eles sdo objetos isomorfos.

Prova: [ASP 91, p. 10].

A.7 Produtos e Coprodutos

Definigao A.7.1 (Produto) Um produto em uma categoria C de dois objetos a e
b é um C-objeto a X b juntamente com um par de C-morfismos pro : a X b — a e
pry - a X b — b tais que para todo C-objeto ¢ e para todos os C-morfismos f:c— a
e g:c— b existe um unico morfismo < f,g >: ¢ — a X b tal que o diagrama A.4
comuta.
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FIGURA A .4: Produto

Isto é, pro < f,g>= fepryo < f,g>=g9. E< f,g > € a seta univocamente
induzida pelo produto de f e g com respeito as projecoes prq, pry.

Uma Interpretacao Computacional

O produto de dois objetos é o objeto com a informacdao minima necessaria
para conter, através de seus morfismos, as informacoes contidas nos dois objetos
dados. Além disso, qualquer outro que contenha esses objetos, esta contido, através
de morfismos, no objeto produto (objeto terminal entre os pré-produtos).

Proposicao A.7.1Em uma categoria, o produto, se existe, € unico a menos de
isomorfismos.

Prova: [ASP 91, p. 13]

Definicao A.7.2 (Categoria com Todos os Produtos Bindrios) Uma categoria
C € dita uma categoria com todos os produtos bindrios se existe um produto para
quaisquer dois objetos.

Definigao A.7.3 (Coproduto) O conceito dual de produto é o coproduto ou soma,
de objetos, o qual por dualidade é definido como seque. Um coproduto em uma
categoria C de dois objetos a e b é um C-objeto a + b juntamente com um par de
C-morfismos q, : @ — a+b e g, : b — a+b tais que para todo C'-objeto ¢ e para todos
os C-morfismos f :a — ¢ e g : b — c existe um unico morfismo [f,g] :a+b— ¢
tal que o diagrama A.5 comuta.

C
N
1[f.g]

a——p a+h @—— D
Ga 5

FIGURA A.5: Coproduto

Isto €, [f,gloqu=f elf,9loa =g. E|[f,g] é a seta univocamente induzida
pelo coproduto de f e g com respeito as injecoes qq, Qp.

Uma Interpretacdo Computacional
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O coproduto de dois objetos é o objeto que contém, através de morfismos, a
informacao contida nesses dois objetos e tal que, qualquer outro objeto que tenha tal
informagao, contém também, através de morfismos, esse objeto coproduto (objeto
inicial entre os pré-coprodutos).

Por dualidade, em uma categoria o coproduto, se existe, é inico a menos de
isomorifismos.

Definigao A.7.4 (Produto/ Coproduto Finito)Sejam C' uma categoria, I um
conjunto finito de indices e {a;|i € 1} um conjunto finito e indexzado de objetos (ndo
necessariamente distintos). Um produto de {a;|i € I} é um objeto denotado por
Xicra; juntamente com um conjunto finito e indezado de morfismos {pry, : Xicra; —
aglk € I}, tal que, para todo objeto ¢ e para todo conjunto finito e indezado de
morfismos { fi : ¢ = axg|k € I} existe um dnico morfismo h : ¢ — X;ca; que comuta
o diagrama A.6.

C
f« |
I'h
\j
& —— Xjj | g
pry

FIGURA A.6: Produto Finito
Coproduto finito € o conceito dual.

Definigao A.7.5 (Categoria Cartesiana)Uma categoria C é Cartesiana (C €
CC) ou categoria com todos os produtos finitos se qualquer conjunto indezado de
objetos {a;|i € I}, sendo I um congunto finito de indices, possui um produto finito.

Proposicao A.7.2Uma categoria € Cartesiana se e somente se possui todos os
produtos bindrios e possui objeto terminal.

A.8 Limites e Colimites

Definigdo A.8.1 (Cone/Cocone)Seja C uma categoria e D um diagrama em C.
Um cone do diagrama D é um objeto c, juntamente com uma cole¢do de morfismos
¢ - ¢ — a;, para todo objeto a; de D; tais que, para todos os objetos a, € a, e todos
0s morfismos d : a, — a, do diagrama D, tem-se que o diagrama A.7 comuta.

FIGURA A.7: Cone
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Cocone € o conceito dual de cone.
Utiliza-se a notagao < ¢, {¢; : ¢ — a;]i € I} > para cones.
Definicdo A.8.2 (Limite/ Colimite) Um limite para um diagrama D é um cone

< p,{pi : p = a;|i € I} > onde, para qualquer outro cone < ¢,{c; : ¢ = a;|i € I} >
de D existe um unico morfismo h : ¢ — p tal que o diagrama A.8 comuta.

FIGURA A.8: Limite
Colimite € o conceito dual de limite.

Uma Interpretacao Computacional

O limite de um diagrama é o objeto capaz de conter, através de morfismos,
a informacao contida em cada objeto do diagrama, e tal que qualquer outro objeto
que contenha a informacao do diagrama estd contido, através de morfismos, neste
objeto limite (objeto terminal entre os pré-limites).

O colimite é o objeto que contém, através de morfismos, a informagao de cada
objeto do diagrama, e tal que qualquer outro que tenha tal informacdo contém a
informagéo do objeto coproduto (objeto inicial entre os pré-colimites).

Objeto Terminal como Limite

O objeto terminal é o limite para um diagrama vazio, pois um cone para um
diagrama D vazio é qualquer par ordenado < c¢,{) >, ou seja, um objeto ¢ sem
qualquer morfismo associado. Um limite < p,{) > do diagrama D é um objeto
terminal. De fato, para qualquer outro cone < ¢,{) > existe um tnico morfismo
h : ¢ — p tal que o diagrama A.9 comuta.

FIGURA A.9: Objeto Terminal como Limite

Por dualidade, o objeto inicial é o colimite para um diagrama vazio.
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Definicao A.8.3 (Equalizador)Um objeto x e um morfismo e : © — a é um
equalizador de um diagrama D, constituido por um par de setas paralelas f, g : a — b,
em uma categoria C' se:

a) foe=goe

b) para qualquer outro morfismo €' : x' — a tal que foe = goé€, eriste uma seta
unica h: x' — x, tal que, eo h = ¢€'.

o f
X e a b
A —
i g
hi/
"

FIGURA A.10: Equalizador

Ou seja, um equalizador do diagrama D é um cone < x,e:x — a > o qual é
um limite.

Proposicao A.8.1Todo equalizador é um monomorfismo.

Prova:[BAR 95, p. 229]

Definigdo A.8.4 (Co-Equalizador)Um objeto x e um morfismo q : b — x €
um co-equalizador de um diagrama D, constituido por um par de setas paralelas
f,9:a—b, em uma categoria C se:

a)gof=gqog;

b)para qualquer outro morfismo ¢' : b — 2’ tal que ¢' o f = ¢'og, existe uma seta
unica h: x — x', tal que, hoq=¢'.

FIGURA A.11: Co-Equalizador

Ou seja, um coequalizador do diagrama D é um cocone < z,q : b — x > o
qual é um colimite.

Proposicao A.8.2Todo co-equalizador é um epimorfismo.
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Defini¢ao A.8.5 (Produto Fibrado - Pullback)Seja C uma categoria e D um
diagrama em C' constituido por um par de morfismos f : a - ce g : b — ¢
com um mesmo objeto destino. Um produto fibrado do diagrama D é um cone de
D :<ax:bp:ax.b—a,q:axX.b—b> o qual é um limite.

af/4c‘\gb
%

ax.b
u A v

h

1
1
I
w

FIGURA A.12: Produto Fibrado

Portanto, para qualquer outro cone < w,u : w — a,v : w — b > de D existe
um unico morfismo h : w — a X, b tal que o diagrama A.12 comuta.

Definicao A.8.6 (Soma Amalgamada - Pushout)Soma amalgamada é o con-
ceito dual de produto fibrado. Seja C uma categoria e D um diagrama em C cons-
tituido por um par de morfismos f : a — b e g : a — ¢ com um mesmo objeto
origem. Uma soma amalgamada do diagrama D € um cocone de D: < b+, c¢,p :
b—b+sc,q:c—b+,c> o qual é um colimite.

VAN
N A

b+|ac
'h

v
w

u

FIGURA A.13: Soma Amalgamada

Portanto, para qualquer outro cocone < w,u :b — w,v:c— w > de D existe
um unico morfismo h : b+, c — w, tal que o diagrama A.13 comuta.
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