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RESUMO

Este trabalho trata sobre a simulagdo do comportamento a flexdo de se¢Bes transversais em
concreto armado sem e com reforco através do uso de um programa criado pelo autor no
Desmos, que é uma calculadora grafica online, e serd a ferramenta utilizada para a
implementacdo computacional dos calculos e resultados. Serdo explicadas, de forma detalhada,
todas as equacgdes necessarias para a construcdo da curva Momento Fletor — Curvatura, que
demonstra o comportamento do momento fletor resistente da se¢do analisada a medida que a
curvatura cresce, até a falha. Dentre as equacOes necessarias, estdo: as de deformacédo
especifica, as que impde a deformacdo maxima dos materiais (definidas com o que é indicado
pela NBR 6118 (2014, p. 26, 27 e 122)), as de tensdo (também indicadas pela NBR 6118 (2014,
p. 26, 27 e 29)), as de forca, as de momento fletor e as relacionadas ao método iterativo utilizado
para encontrar raiz de funcdo, que é o método de Newton-Raphson. A principio, todas as
equac0es que dependem da profundidade da linha neutra x e da curvatura 8 apresentadas neste
trabalho poderiam ter sido definidas como fun¢bes (x,0) no Desmos, mas, por causa das
limitacGes do software, e dado a exigéncia computacional dos calculos, algumas dificuldades
surgiram e alguns recursos matematicos e de nivel avancado da ferramenta tiveram de ser
utilizados para reduzir o custo computacional e, assim, viabilizar a elaboracdo da curva
Momento Fletor — Curvatura, como o uso da Regra de Integracdo de Leibniz e a adogéo de listas
para limitar a quantidade de pontos que o software deverad calcular, sendo estas questfes
também explicadas neste trabalho. Ainda, ao final, sdo apresentados exemplos de aplicacdo
com a analise dos resultados e comentarios com comparac¢fes que o autor julgou pertinente.
Espera-se que, com o contetdo apresentado, o leitor consiga realizar os calculos para elaborar
a curva Momento Fletor — Curvatura por conta prépria, ou, se desejar, utilizar o programa criado

pelo autor, cujo link e modo de uso estardo no apéndice.

Palavras-chave: Curva Momento Fletor — Curvatura. NBR 6118. Secdo Transversal.
Estrutura. Concreto Armado. Flexdo Simples. Reforco. Fibra de Carbono. Ferramenta
Didatica. Desmos. Calculadora Gréfica Online.
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valor de x (cm™)

6. (x) — funcdo que retorna o valor da curvatura Gltima 6y,- da segcdo com reforgo para um dado

valor de x (cm™)
6 — valor da curvatura Gltima da se¢do quando 6, (x) ¢ aplicada em x, (cm™)
8¢, — valor da curvatura Gltima da se¢do quando 6,,-(x) € aplicada em x,,,. (cm™)

x, — valor da profundidade da linha neutra da se¢do sem reforco imediatamente antes da falha,

obtido através da regressdo ndo-linear do Desmos (cm)

Xy — MESMO que 0 anterior, mas para a se¢cdo com reforco (cm)

C20 — classe de resisténcia do concreto, sendo este para f., = 20 MPa
C50 — mesmo que o anterior, mas este para f, = 50 MPa

C55 — mesmo que o anterior, mas este para f, = 55 MPa

C90 — mesmo que 0 anterior, mas este para f, = 90 MPa

o.c(x,0,z) — funcdo da tensdo gerada pelo concreto para resistir a compressdo ao longo da

profundidade z, para um 6 qualquer com o seu x correspondente (MPa)

f.q —resisténcia a compressao de projeto do concreto, obtida a partir da resisténcia a compressao
caracteristica do concreto apés 28 dias (f.) minorada pelo coeficiente de ponderacédo y., que

usualmente é adotado como 1.4, sendo este o caso deste trabalho (MPa)

. — coeficiente de ponderacdo que tem a funcdo de minorar a resisténcia do concreto



€., — deformacéo especifica que o concreto possui no momento de transicao da parabola para

o retangulo na funcéo a..(x, 8, z)

N — coeficiente de poténcia da parte parabdlica da funcdo a..(x, 6, z), que é reduzido quando
foc > 50 MPaetendea 1.4 em f, = 90 MPa

o.(x,0,z) — funcdo da tensdo gerada pelo concreto em flexdo para resistir aos esforcos de
tracdo (MPa)

E; — estimativa do modulo tangente inicial do concreto (MPa)
ag — um coeficiente que depende do agregado e influencia no mddulo de elasticidade

f..q — resisténcia de projeto a tracdo do concreto, obtido a partir do valor caracteristico inferior

da resisténcia a tracdo do concreto e minorado pelo coeficiente de ponderacao y. (MPa)
fewk ine — Valor caracteristico inferior da resisténcia a tragdo do concreto (MPa)
f.em — valor caracteristico médio da resisténcia a tragéo do concreto (MPa)

A — coeficiente angular da segunda reta da funcéo de tenséo de tragdo do concreto, que € a reta

que liga os pontos da plastificacdo e da fissuracdo do concreto em tragdo (MPa)
B — é o coeficiente linear da segunda reta da funcdo de tensdo de tracdo do concreto (MPa)

o.(x,0,z) — funcdo que une as funcbes de tensdo de compressdo e de tracdo do concreto em

uma s6 (MPa)

tu.(x,8) — menor valor entre a distdncia desde a posicdo da linha neutra até a fibra de
alongamento &., = 0.15%o e a distancia desde a posi¢do da linha neutra até a fibra mais

alongada da secdo (cm)
o.(x, 0) —tensdo produzida pela armadura superior
E; —modulo de elasticidade do ago (GPa)

fyq —tensdo de escoamento de projeto do ago (MPa)

fyx — tensdo de escoamento caracteristica do ago (MPa)



ys — coeficiente de ponderagdo da resisténcia do ago

o, (x, 8) —tensdo produzida pela armadura inferior (MPa)

k. (x, 8) — redutor do desconto “—a.(x, 8,d)”

¢ — didametro das barras da armadura inferior (cm)

d, — altura Gtil da primeira camada da armadura inferior (cm)

d, —mesmo que o anterior, mas para a segunda camada (cm)

k¢, — redutor do desconto “—a.(x, 8,d)” para a primeira camada
k¢, —mesmo que o anterior, mas para a segunda camada
o,(x,0) — tensdo produzida pelo reforgo (MPa)

F — forca genérica resultante de uma distribuicdo de tensdo genérica o em uma area genérica A
(kN)

o — distribuicdo de tensdo genérica em uma area genérica A (MPa)

A — &rea genérica (cm?)

R.(x, 8) —forca resultante das tensGes geradas pelo concreto para resistir a flexdo da secéo (kN)
A, - &rea da sec¢do transversal do concreto (cm?)

dA. — diferencial de area da se¢éo transversal do concreto (cm?)

b(z) — funcéo da largura da secdo ao longo da profundidade, que pode ou ndo ser constante

(cm)
dz — diferencial da variavel profundidade z (cm)
z, — limite inferior da integracdo em relacdo a profundidade z (cm)

z, — limite inferior da integracdo em relacdo a profundidade z (cm)



R..(x, 8) —forca resultante da tensdo de compressao gerada pelo concreto para resistir a flexdo
da secdo (kN)

R.:(x, 8) — forca resultante da tensdo de tracdo gerada pelo concreto para resistir a flexdo da
secdo (kN)

R:(x,0) — forca resultante da tensdo gerada pela armadura superior para resistir a flexdo da
secdo (kN)

A — area de aco de todas as barras que representam a armadura superior (cm2)

R¢(x,0) — forca resultante da tensdo gerada pela armadura inferior para resistir a flexdo da
secdo (kN)

A — érea de aco de todas as barras que representam a armadura inferior (cm?)

R, (x, 0) —forca resultante da tensdo de tracao gerada pelo reforco para resistir a flexdo da secao
(kN)

A, — area de reforco que produziré a tenséo o,-(x, 8) (cm?2)

f(x, 8) —funcdo que representa o somatorio das funcdes de forca presentes na se¢ao transversal

sem reforco (kN)

fr(x, 8) —funcdo que representa o0 somatorio das fungdes de forga presentes na secéo transversal

com o reforco (KN)
f(x,0,(x)) — fungdo f(x,8) com 6 aplicada em 6, (x) (kN)
£ (x, 8-(x)) — funcio £ (x,8) com @ aplicada em 6, (x) (kN)

Ny (x,0) — funcdo do método iterativo de Newton-Raphson para encontrar a raiz da funcéo

f(x,0) (cm)
D(x, ) — derivada da fungéo f (x, 8) em relacdo a variavel x (kN/cm)

t,(x, 8) — disténcia desde a linha neutra até a plastificagdo a tracdo (cm)



Ng,(x,8) — funcdo do método iterativo de Newton-Raphson para encontrar a raiz da funcéo

fr(x,8) (kN)

D,.(x,0) — derivada da funcéo f,-(x, 8) em relagdo a variavel x (kN/cm)

F(x, 0, z) — funcdo genérica para demonstrar o uso da Regra de Integracéo de Leibniz
X, (x) — mesmo que a anterior

X, (x) — mesmo que a anterior

X, — resultado da regressao ndo-linear para o x Gltimo (x.,) e estimativa inicial utilizada no

método de Newton-Raphson (cm)

f(x0,04(x0)) ~ 0 — notaco utilizada no Desmos para descobrir o valor do x dltimo da secdo

sem reforcgo

£ (xor, Bur(x0r)) ~ 0 — notagéo utilizada no Desmos para descobrir o valor do x Gltimo da

secdo com reforgo

A — espacamento entre 0s pontos, ou curvaturas, da secdo sem reforco no grafico Momento

Fletor — Curvatura (cm™)

A, — mesmo gue anterior, mas para a se¢do com reforco (cm™)

6; — limite inferior para o dominio da curvatura 6 da curva Momento Fletor — Curvatura (cm™)
6;, — mesmo que anterior, mas para o dominio da secdo com reforgo (cm™)

0,, — lista de calculo do dominio da variavel 8, que servird para atribuir 0s seus resultados

numéricos a lista 6,, (cm™)
0,,,- — mesmo que a anterior, mas para a lista 8,,,- (cm™)
dF,. — diferencial de forca devido a tensédo de compresséo do concreto (kN)

dM.. — diferencial de momento fletor calculado em relagdo a fibra mais encurtada da secéo
(kN.m)



M.. — momento fletor resistente em relacéo a fibra mais encurtada da secdo devido a tenséo de

compressdo do concreto para a se¢cdo sem reforgo (kN.m)

M., — momento fletor resistente em relacéo a fibra mais encurtada da secéo devido a tenséo de
tracdo do concreto para a se¢do sem reforgo (KN.m)

M¢ — momento fletor resistente em relacdo a fibra mais encurtada da se¢do devido a tenséo

produzida pela armadura superior para a se¢do sem refor¢o (KN.m)

Mg — momento fletor resistente em relacdo a fibra mais encurtada da se¢do devido a tenséo

produzida pela armadura inferior para a se¢do sem reforco (kN.m)

M., — momento fletor resistente gerado pela tensdo de compressdo do concreto para a secao

com reforco (KN.m)

M., — momento fletor resistente gerado pela tensdo de tracdo do concreto para a se¢cdo com

reforco (KN.m)

M¢, — momento fletor resistente gerado pela tensdo da armadura superior para a se¢cdo com

reforco (KN.m)

M, — momento fletor resistente gerado pela tensdo da armadura inferior para a se¢do com

reforgo (kN.m)
M,. — momento fletor resistente gerado pela tenséo do reforgo tracionado (kN.m)

Mgy — Soma de todos os momentos fletores resistentes gerados pela sec¢do transversal sem

reforgo para resistir a solicitacdo de flexdo causada pelos carregamentos externos (kN.m)

Mgq- — SOma de todos os momentos fletores resistentes gerados pela se¢éo transversal com

reforco para resistir a solicitacdo de flexdo causada pelos carregamentos externos (KN.m)

Mg,; — momento solicitante de projeto (kN.m)
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO E OBJETIVOS

No passado, o conhecimento se baseava em testes empiricos: 0s que geravam bons resultados
eram reproduzidos e considerados como corretos e 0s que levavam a resultados insatisfatorios
ndo eram mais reproduzidos e acabavam sendo considerados incorretos. O produto dessas
avaliacOes de resultados desenvolvia a técnica, mas muitas vezes sem existir o questionamento

do porqué ela funcionava ou dos principios fisicos que estavam por tras dela.

Com o crescimento populacional e a urbanizac¢do acentuada dos ultimos anos, a demanda por
edificacOes e obras de infraestrutura se tornou cada vez maior. Para construir essas obras, foi
necessario o desenvolvimento de técnicas mais solidas baseadas em principios fisicos bem
dominados pela comunidade cientifica e pelos profissionais de Engenharia. Por isso, passou a
ser necessario 0 melhor entendimento dos fendmenos fisicos a fim de prever o comportamento

dessas estruturas cada vez mais complexas.

Como a necessidade de elaboracdo de projetos estruturais para a construcdo de obras seguras

tem se tornado cada vez mais importante por causa:

a) da necessidade econémica de se construir estruturas mais esbeltas,
b) das maiores cargas as quais estdo sujeitas essas estruturas e
c) da maior complexidade com que sao distribuidas essas cargas,

existiu uma grande necessidade de avanco nos conhecimentos da area de Estruturas das

Construgdes nas Ultimas décadas.

Para isso, 0 entendimento do comportamento dos materiais estruturais e das estruturas que
fazem deles uso se torna fundamental. No caso do material compoésito concreto armado,
majoritario nas estruturas executadas no Brasil, é fundamental entender o seu comportamento

ndo linear em compressdo, com baixas tensées em tracdo e com escoamento do aco tanto para

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
através do software Desmos
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viabilizar a concepc¢éo e o projeto de novas estruturas, como para a avaliacdo e recuperacao de

estruturas ja existentes.

Mas, se esse estudo é muito importante, também é importante obter algumas constatagdes que,
muitas vezes, ndo ha tempo habil de serem mencionadas ou até de serem demonstradas na

graduacédo, como por exemplo:

1) "Seré que considerar as equagdes convencionais de tensdo do concreto, ou seja,
a tensdo de compressdo como um retangulo-equivalente e desconsiderar a tensao
de tracdo gera bons resultados?";

2) "Como fazer para analisar o comportamento do concreto armado sob flexao
simples em estados de servigo?";

3) "Por que adotar a armadura minima € tdo importante?";
4) "Como implementar um reforco em uma estrutura ja deformada?".

Para responder estas e outras perguntas, 0 objetivo deste trabalho é realizar a implementacéo
de uma ferramenta didatica, a calculadora gréfica online Desmos, para 0 equacionamento do
problema de flexdo simples em sec¢Ges de concreto armado a fim de simular o comportamento
Momento Fletor — Curvatura delas. Com isso, foi possivel demonstrar problemas comuns de
verificacdo e de dimensionamento de se¢des de concreto armado em flex&o, tanto para o Estado
Limite Ultimo (ELU), quanto para estados de servico.

Foi, também, abordado o tema do reforco estrutural, em especial a simulacdo de situacdes em
que o reforco é executado em estruturas que ndo estejam totalmente descarregadas, estando com

a sec¢do transversal original ja tensionada.

A fim de atingir estes objetivos, foi realizado o equacionamento dos fendmenos fisicos no item
2 com base na bibliografia indicada no item 2.1. Apds isso, foi explicado como foi feita a
implementacdo computacional no item 3 através do Desmos e, com os resultados obtidos, foram
discutidos diversos exemplos de aplicacdo do equacionamento no item 0. No item 5 de
consideracOes finais, foram recapituladas todas as conclusdes obtidas ao longo do
desenvolvimento da formulacéo e dos resultados, com algumas sugest6es para trabalhos futuros
comentadas no item 5.2. Ao final do documento, pode ser encontrado um apéndice com uma
breve explicacdo do modo de uso do programa criado no Desmos utilizado para alcancar os
objetivos deste trabalho.

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022
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2 EMBASAMENTO TEORICO E EQUACIONAMENTO

2.1 BIBLIOGRAFIA BASICA

A formulacdo apresentada a seguir se baseia nos conceitos basicos de flexdo de Resisténcia dos
Materiais (HIBBELER, 2004), na formulacfo indicada pela NBR 6118 (ASSOCIACAO
BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS, 2014) para o comportamento mecanico dos
materiais constituintes do concreto armado (concreto e aco) e para o dimensionamento a flexdo
e na formulacdo apresentada por Anne Biehl (2015), cujo trabalho de concluséo de curso trata

também sobre o mesmo tema.

2.2 CONVENCAO DA SOLICITACAO POSITIVA DE MOMENTO FLETOR

O objetivo final deste trabalho € obter a relagio Momento Fletor — Curvatura em secGes de
concreto armado, com armadura simples, dupla e com reforco, e, por isso, é importante adotar
uma convencao para a solicitacao positiva de momento fletor, que sera a que traciona as fibras
inferiores e comprime as fibras superiores. Para um elemento qualquer de comprimento dx, por

exemplo, a convencdo tem o sentido indicado na Figura 1.

Figura 1 — Convencéo da solicitacéo positiva de momento fletor

-

M @ M+dM

dx

(fonte: elaborada pelo autor)

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
através do software Desmos
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2.3 DEFORMACAO ESPECIFICA ¢ AO LONGO DA ALTURA DA SECAO

Dada uma estrutura carregada que servira para resistir majoritariamente a solicitacdes de flexéo
(Figura 2), é possivel analisar uma porcdo de comprimento ds tratando-o como um arco
infinitesimal de circunferéncia. Este tratamento implica que se esta seguindo a hipdtese de

secdes planas e ortogonais a linha neutra apds a deformacao de Navier-Bernoulli.

Figura 2 — Estrutura submetida a carregamentos que causardo a sua flexao

Q,
Qn

Q
a1

Linha neutra

gjlff 7L/I/7

(fonte: elaborada pelo autor)

Figura 3 — Deslocamento vertical exagerado de uma linha neutra hipotética

(fonte: elaborada pelo autor)

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022



27

A reta tangente a linha neutra na sec¢éo S; possui um angulo ¢, em relacdo ao eixo x e a reta
tangente a linha neutra na se¢do S, possui um angulo ¢, em relacdo ao mesmo eixo, sendo ¢ a
inclinacdo média representativa do comprimento ds. A variacdo de angulo de inclinacdo dessas
duas retas tangentes, portanto, (de S; para S,) € exatamente igual ao angulo de abertura d¢ do
arco infinitesimal de circunferéncia, ou seja, d¢ = ¢, — ¢;. Com isso, pode-se separar 0
comprimento ds para analisar a deformacéo especifica € ao longo de sua altura (Figura 4).

Figura 4 — Analise de um elemento flexionado ds através de um arco de
circunferéncia infinitesimal de &ngulo d¢p com um raio de curvatura r

C

> | <

MOS0 S MM
: y

— % —
‘ ds + Ads \
\J

(fonte: elaborada pelo autor)

Conforme citado acima, considera-se a hipotese de se¢Bes planas de Navier-Bernoulli, na qual
as sec¢des transversais originalmente planas e ortogonais ao eixo longitudinal na configuracdo
indeformada permanecem planas e ortogonais ao eixo longitudinal encurvado decorrente da
flex&o, girando umas em relacéo as outras em torno do eixo de flex&o (que esta na profundidade
da linha neutra). A fibra da linha neutra, marcada em vermelho na Figura 4, possui 0 mesmo

comprimento antes e depois da flexao.

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
através do software Desmos
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Com o elemento separado, pode-se aplicar a definicdo de deformacdo especifica, ja que se sabe
que o arco de circunferéncia infinitesimal possui angulo de abertura d¢ e raio de curvatura r

para descobrir a deformacéo especifica em uma profundidade y definida a partir da linha neutra:

As
=—, 1
e= M
PSS @
Si

onde:

¢ é a deformacéo especifica, adimensional;
As € a variacdo do comprimento;

sy € 0 comprimento final;

s; € o comprimento inicial.

No elemento infinitesimal da Figura 4, tem-se que o comprimento final € o comprimento inicial

somado a uma variacdo que acontece pelo giro relativo das secGes transversais, ou seja, sy =

ds + Ads, e o comprimento inicial, antes da flexao, é o proprio ds, ou seja, s; = ds.

(ds + Ads) — ds
E =

T (3)

onde:

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022
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ds &, antes da flexdo, o comprimento infinitesimal de qualquer fibra longitudinal em qualquer
profundidade do elemento analisado e, apés a flexdo, o comprimento infinitesimal da fibra na

profundidade da linha neutra apenas;

Ads é a variacdo que aconteceu no comprimento da fibra da profundidade y ap6s a flex&o do

elemento infinitesimal.

Como o elemento € representado como um arco de circunferéncia, € possivel expressar 0s
comprimentos ds e (ds + Ads) em termos do raio de curvatura r, do angulo de abertura do
arco d¢ e da distancia em relacdo a linha neutra y pela definicdo de arco de circunferéncia s =
r¢, onde s € o comprimento do arco, r é o raio da circunferéncia e ¢ € o angulo de abertura do

arco. Pela Figura 4, tem-se que, para 0 comprimento ds:

ds =rd¢p (4)

onde:

ds é o comprimento infinitesimal do arco de circunferéncia;
r € 0 raio de curvatura da circunferéncia;

d¢ € o angulo de abertura do arco.

Para o comprimento ds + Ads:

ds+ Ads = (r+y) do (5)

onde:

y € 0 eixo que se inicia na linha neutra e se desenvolve em direcdo e sentido a fibra mais

alongada.

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
através do software Desmos
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Substituindo-se as expressdes de ds e de (ds + Ads) na equagdo da deformacéo especifica &,

tem-se:

_(r+y)dp-—rdp (r+y—r)do
&= rdg - rdé

(6)

NI

(7)

Conclui-se, entdo, que a deformacdo especifica € € inversamente proporcional ao raio de

curvatura r e diretamente proporcional a profundidade ou distancia y.

Como ds = r d¢, pode-se escrever que

1 do¢
=T 8
r ds ®)
e, portanto, a deformacédo especifica também pode ser definida como:
d¢
= y— 9
£=y (9)

Pode-se observar que as Equacdes (7), (8) e (9) confirmam o que se pode concluir
intuitivamente a respeito da relagdo entre o raio de curvatura r e a curvatura em si do elemento
analisado: quando o raio de curvatura r da circunferéncia € muito grande, a curvatura se torna
tdo pequena que o elemento se aproxima de uma reta. Por outro lado, quando o raio de curvatura

€ muito pequeno, a curvatura do arco se torna bastante expressiva.

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022
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d , - . . , ~
O termo d—f, que é justamente o inverso do raio de curvatura r serd, entdo, chamado de

“curvatura” e sera representado pela letra 6:

d¢o (10)
ds 0

onde:

. - . ~ 1 . .
6 é a curvatura do elemento analisado, de dimens&o Teano, € representa a taxa de giro relativo

de secOes transversais adjacentes por unidade de comprimento. Em termos praticos, a curvatura
pode ser pensada como analoga a deformacéo especifica para quando ha giro, ou seja, assim
como o esforco axial gera deformacao especifica, de forma analoga, a solicitagdo de flexdo gera

curvatura. Sera tratado como cm™! neste trabalho.

Pode-se escrever, entdo, que:

=0 (11)

N |-

Substituindo a Equacdo (11) na Equacéo (7), tem-se que a deformacdo especifica £ & maior
quanto maior for a distdncia em relagdo a linha neutra y e quanto maior for a curvatura 8 do

elemento analisado:

e=y6 (12)

Com isso, é possivel equacionar a deformacéo especifica e em qualquer ponto ao longo da

altura da secéo. Para a fibra mais encurtada da secdo transversal, por exemplo:
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M
a
Il

x60 (13)

sendo que:

€. € a deformacdo especifica da fibra mais comprimida da secéo transversal, e corresponde a

maxima deformacéo de encurtamento do concreto na regido de compressao;

x € a distancia desde a fibra mais comprimida da secdo até a linha neutra, é chamada de

“profundidade da linha neutra” e sera tratada em cm neste trabalho;

6 é a curvatura, de dimensao m (cm™1) e representa o coeficiente angular da secéo

deformada, conforme mostra a Figura 5.

Figura 5 — Esquema de deformacdo especifica de fibras longitudinais na dire¢éo do
eixo da peca ao longo da altura da se¢do com as distancias importantes para uma
secdo de concreto armado com reforco

-
SRS

S

|

&r

(fonte: elaborada pelo autor)

Para 0 ponto onde estara a armadura superior (de indice s'):
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ee=(x—-d")e (14)

onde:

& € a deformacdo especifica na armadura superior (ela é pensada de forma a servir para resistir

as tensdes de compressdo, mas existem casos em que ela pode estar tracionada);

d’ é a distancia desde a fibra mais comprimida até o centro geométrico da armadura superior,

em cm.

Para o ponto onde estard a armadura inferior (de indice s):

g = (d—x)6 (15)

onde:

& € a deformacdo especifica na armadura inferior (ela é pensada de forma a resistir as tensoes
de tracdo, mas podem existir casos em que ela estd comprimida, sendo estes ndo tratados neste
trabalho);

d ¢ a distdncia desde a fibra mais encurtada até o centro geométrico da armadura inferior e é

chamada de altura util da secdo, em cm.

2.4 CONVENCAO DE NOTACAO PARA AS LISTASDE A E x

Como se pode observar, é necessario, para o calculo de qualquer deformac&o especifica, ter em
méaos valores que, em um primeiro momento, sdo desconhecidos, que sdo a curvatura 6 e a

posicao da linha neutra x da secdo transversal.

A principio, 6 e x sdo variaveis independentes, gerando configuracfes de flexo-tracdo ou de

flexo-compressdo. Como este trabalho, entretanto, tratara sobre o caso em que existe apenas a
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solicitacdo M de flexdo na secéo transversal (sem forca normal), para cada 8, existe apenas uma

Unica solucdo de x.

Como, também, ndo é possivel encontrar uma equacéo explicita que resolve x em funcgéo de 6,
é mais interessante utilizar a abordagem de tratar as equacgdes que dependem de x e de & como
funcdes (x,0). O motivo disso é que o uso dessa abordagem se beneficiara dos recursos
disponiveis pela ferramenta utilizada para a implementacdo computacional. Também serdo
apresentadas algumas funcoes (x, 8, z), em que z € 0 eixo paralelo a altura da sec¢do, iniciando-
se na fibra mais encurtada. Estas funcdes (x, 6, z) serdo Uteis para a integracdo das tensfes ao

longo da profundidade z da secao.

Esta abordagem permitira: impor valores de 6, que estardo armazenados em uma lista de n
elementos (6,,), e descobrir os seus respectivos valores de profundidade da linha neutra (x;,)
através de somatdrio de forcas na direcdo do eixo longitudinal igualado a zero (pois a forca
normal Fy = 0) para atingir o objetivo final deste trabalho, que é estudar o comportamento
Momento Fletor — Curvatura em se¢6es de concreto armado, com um dominio de 6 que respeite
as leis constitutivas dos materiais. Para realizar o somatorio de forcgas, entretanto, € necessario
obter as funcdes de deformacdo, de tensdo e de forca dos materiais, sendo que todas elas

dependem de x e de 6.

O dominio da variavel 8 serd expresso pelos elementos contidos na lista 6,,, que conterd n

elementos, e a notacdo utilizada para denotar estes valores sera, por exemplo:

1) ao invés de 6, sera utilizado 6,,[1], que é o primeiro elemento da lista de 6,,,
2) ao invés de 6,,, sera utlizado 6, [n], que é o Gltimo elemento da lista de 8,, e
3) ao invés de 6;, sera utilizado 6,,[i], que é o i-ésimo elemento da lista de 6,,.

O motivo da notacdo adotada ser esta é porque ela é a mesma do software Desmos, que foi a
calculadora grafica online utilizada para realizar a implementagdo computacional deste
trabalho.

As letras 6 e x, portanto, estardo reservadas para tratar das varidveis 6 e x utilizadas nas
funcbes, enquanto estas mesmas letras com o subindice n (6,, e x,) se referirdo as listas
contendo todos os n valores que as compdem. Ainda, os simbolos 6,,, e x,,,- se referirdo as listas

de 8 e de x do Diagrama Momento Fletor — Curvatura para a se¢cdo com presenca de reforco.
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Havera diferenciacdo destas duas listas, pois ha o interesse de apresentar os dois graficos (com

e sem reforgo) até a falha de forma simultanea para comparagéo.

2.5 EQUACIONAMENTO DAS FUNCOES DE DEFORMACAO
ESPECIFICA

Para a obtencdo das forcas resultantes das tensfes no item 2.9, é til equacionar uma funcéo
que descreve a deformacdo especifica (x, 6,z) na profundidade z para ser utilizada na

integracdo das tensdes do concreto ao longo da profundidade da secéo:

e(x,0,2) = (z—x)6 (16)

sendo que:

e(x,0,z) é a funcdo deformacdo especifica de um ponto a uma profundidade z para uma

curvatura 6 e o seu respectivo valor de x;

z é a profundidade, cujo eixo é paralelo a altura e se inicia no ponto mais encurtado da secéo.
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Figura 6 — Esquema de deformacéo especifica para uma deformacéo £(x, 6, z)

qualquer
Ec *
d |
85' x
B
z e(x, 0,2)
d h hr
1
0
Es
A A

(fonte: elaborada pelo autor)

Esta funcdo, inclusive, ja corrige o sinal da deformacéo, sendo negativa para encurtamento e
positiva para alongamento, com o eixo de referéncia iniciando na fibra longitudinal mais
encurtada (comprimida) da secdo e crescendo em direcdo a fibra longitudinal mais alongada

(tracionada).

Neste trabalho, sera considerado que os fendmenos relacionados a compressao sempre
possuirdo valores negativos para as grandezas fisicas de deformacdo, tensdo e forca, pois a
compressao gera encurtamento (diminuicdo de comprimento), ja os fendmenos relacionados a
tracdo sempre possuirdo valores positivos para deformacao, tensdo e forca, pois a tracdo gera

alongamento (aumento de comprimento).

Aplicando a funcdo da Equacdo (16) para as profundidades d’ e d, profundidades do centro
geométrico das armaduras, que serdo denominadas “armadura superior” e “armadura inferior”,

respectivamente, chega-se ao mesmo resultado das Equacdes (14) e (15):

Para a armadura superior:
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ee(x,0) =e(x,0,d) =(d —x)0 (17)

Para a armadura inferior

&(x,0) =¢e(x,0,d) =(d—x)8 (18)

Por ltimo, deve-se atentar ao equacionamento da deformacdo especifica de um possivel
reforco a ser adicionado na borda inferior (na fibra mais alongada da secéo) da viga ou da laje.
A aderéncia entre o reforco e a secdo sera considerada perfeita para respeitar a hipétese de
compatibilidade de deformacdes entre os materiais da secao.

Quando o reforco é adicionado com a estrutura completamente descarregada, a deformacéo
especifica do reforco &,., na profundidade h,., coincide com o prolongamento da deformacéo
especifica e da secdo até a profundidade h,., conforme é observado na Figura 7. Com o aumento
do carregamento, percebe-se que a deformacéo do refor¢co acompanha o prolongamento da reta
laranja que define a deformacdo especifica da secdo. Considera-se, portanto, que a hip6tese de
secOes planas de Navier-Bernoulli engloba a matriz de concreto, as armaduras e o refor¢co como
um unico material composito equivalente, fazendo com que a deformacdo do material do
reforco seja solidaria a do concreto sem deslizamento relativo do reforco em relacdo ao

substrato ao qual ele é aplicado.
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Figura 7 — Deformagdo especifica da secdo e do reforgo quando este é adicionado
com a estrutura completamente descarregada

b
X2

X
! v

hr h

\ \
&1 =& € = &
(fonte: elaborada pelo autor)

Quando o reforco € adicionado com a estrutura ja carregada, entretanto, a deformacéo especifica
do reforgo &, deixa de ser igual ao prolongamento da reta laranja. No momento de instalacédo
do reforco (momento 1), a segdo fica como mostra a Figura 8, ou seja, &, = 0 # &;:

Figura 8 — Deformagdo especifica da secdo e do reforgo quando este € adicionado
em uma estrutura carregada (momento 1)

X1

\
&r1 = 0 &

NN

&

(fonte: elaborada pelo autor)
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Quando € acrescentado carregamento na estrutura, de forma a provocar uma solicitacdo de
flexdo maior e, consequentemente, uma curvatura maior, o reforco passa a ser exigido para
resistir aos esforcos de flexdo, conforme mostra a Figura 9:

Figura 9 — Deformacdo especifica da se¢do e do reforco em um segundo momento,

com a se¢do sob uma solicitacéo de flexdo maior do que no momento 1 (momento 1
a esquerda e momento 2 a direita)

Y
x1 V XZ
1
1 0,
0,
. | \
e =0 € & &
& &

(fonte: elaborada pelo autor)

No momento 2, a deformacdo especifica do reforco passa a ser a variacdo da deformacéo

especifica do momento 2 em relagdo ao momento 1, ou seja:

Erp =&y — & (19)

onde:
€, € a deformacéo especifica do reforco no momento 2;

&, € adeformacdo especifica do prolongamento da reta laranja na profundidade h,- no momento
2;
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&, € adeformacéo especifica do prolongamento da reta laranja na profundidade h,. no momento

de adi¢do do reforco (momento 1).

Se for acrescentado ainda mais carregamento de forma a aumentar a solicitacdo de flex&o na
secdo, a deformacdo especifica do reforgo se torna ainda maior:
Figura 10 — Deformagdo especifica da secdo e do reforgo em um terceiro momento,

com a se¢do sob uma solicitacdo de flexdo ainda maior do que no momento 2
(momento 3 a direita)

Y 1
X
H | K o
1 1
1 0, 03
0,
. L \ -
ern =20 € €y & ér3 &
& & &

(fonte: elaborada pelo autor)

No momento 3, a deformacéo especifica do reforco continua distanciada ; do prolongamento

da reta laranja na profundidade h,.:

&3 = &3 — & (20)

Entdo, pode-se concluir que, para um momento i qualquer, a deformagé&o especifica do refor¢o
& sera a deformacdo do prolongamento & no momento i subtraida da deformacdo do

prolongamento &; no momento 1, que é o momento de adi¢do do reforco:
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Ei =& — & (21)

Nem sempre, entretanto, 0 momento de adi¢cdo do reforco € o momento 1, pois também é
interessante analisar a estrutura em carregamentos pré-adi¢do do refor¢o. Por isso, 0 momento

de adi¢do do reforco serd chamado de momento i, e, assim, o “1” da nota¢ao ¢ substituido por

ey 9.
i

(22)

Transformando a notacdo de subscrito acima para a nota¢do que sera utilizada neste trabalho:

&r[i] = eli] — eliy]. (23)

onde:
&, [i] é a deformacéo especifica do reforco em um momento i;

e[i] é a deformacdo especifica do prolongamento da reta laranja, que define a deformacéo da

secdo com reforco ao longo da profundidade, na profundidade h, e no momento i;

e[i,] é a deformacdo especifica do prolongamento da reta laranja, que define a deformacdo da
sec¢do ao longo da profundidade, na profundidade h,- e no momento i, de adi¢do do reforco. A
deformacéo «[i,.] para a secdo com e sem reforco sdo iguais, pois, neste momento i, o reforco

ainda ndo foi deformado e, portanto, ndo gerou tenséo.

Na Equacgéo acima, 0s termos sdo tratados como listas para um momento i qualquer (o uso de
colchetes sempre implica que o termo é uma lista de valores), mas, como mencionado

anteriormente, existe o interesse em transformar as equacgdes em funcdo. O termo &[], entdo,
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pode ser escrito como a funcdo de deformacéo especifica aplicada em z = h,. para um par de x

e 6 qualquer, ou seja, ¢[i] = €(x, 8, h,.).

O termo €[i,] € o prolongamento da deformacdo na profundidade h,., no momento de adicdo

do reforco i,., paraum par de 6,,[i,] e x,,[i,,] do momento i, ou seja, €[i,.] = €(x,, 6,,, hy)[ir].

Com isso, o termo &,[i] se transforma apenas em ¢,.(x, ), ja que a varidvel z foi aplicada em
h,:

Er (x' 6) = g(x, o, hr) - g(xn' Hn: hr) [ir]- (24)

E interessante notar que o segundo termo apds a igualdade j& esta aplicado nos valores x,,[i,]
6,,[i,], porque ele é sempre o prolongamento da deformacdo no momento i, de adicdo do
reforco, ou seja, os valores aplicados em x e 8 deste segundo termo sdo sempre 0S i,.-€Simos
valores das listas de x,, e 6,,. Lembrando que 6,, € a lista que compBe o dominio valido da
curvatura 6 para o Diagrama Momento Fletor — Curvatura da secdo sem reforco, e x,, € a lista
das respectivas profundidades da linha neutra também para a secéo sem reforco, ou seja, cada
elemento da lista de 6,,[i] possui um Unico correspondente x,[i] para qualquer i. Por exemplo:
a curvatura 6,,[1] possui um Gnico valor de x correspondente, que é 0 x,[1], ja a curvatura

6,,[15] possui um Unico valor de x correspondente, que é o x,,[15], e assim por diante.

Abrindo os termos da Equacéo anterior:

Sr(x: 0) = (hr —x)0— (hr - xn[ir]) ) gn[ir]' (25)

e isso implica que, para descobrir o valor da deformagdo especifica do reforco que foi
adicionado com a estrutura ja carregada, é necessario ndo so encontrar a profundidade da linha
neutra da secdo com reforco no momento i a ser analisado (x,-[i]), como também ja ter
calculado a profundidade da linha neutra da secdo sem reforco no momento i,- de adi¢do do

reforco (x,[i,]).
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A Equacdo 25, entretanto, precisa ser corrigida, pois, da maneira que esta escrita, implica que
o reforco contribuira para resistir a flexdo em curvaturas menores que 6,,[i,-], ou seja, implica
que o reforco sofre encurtamento e gera tensdo de compressao que se opGe ao giro da secédo
para carregamentos inferiores aos que geraram a curvatura 6,,[i,.] no momento i, de adi¢do do
reforgo na estrutura. Este comportamento, porém, ndo é interessante de ser equacionado e o

porqué sera explicado abaixo. Considere os seguintes fatores:

1) Apobs instalado o reforco na estrutura, ela volta a ser carregada e dificilmente retorna
a estar sob carregamentos menores do que 0s carregamentos que existiam sobre ela
no momento de adi¢cdo do reforco o que, consequentemente, faz com que a

solicitagdo de flexdo dificilmente se torne menor apds a adi¢éo do reforgo.

2) A adicdo do reforco € adotada com o intuito de ser eficiente para possibilitar que a
estrutura resista a carregamentos maiores do que anteriormente era capaz de
suportar e, por isso, pensa-se em fazé-la funcionar em tracdo, e ndo em compressao.
Quanto mais descarregada a estrutura for, inclusive, maior é a eficiéncia do reforco

em aumentar a sua resisténcia a flexao.

Por estes dois fatores, ndo é comum, na pratica, observar uma estrutura reforcada em que o
reforco, originalmente colocado em uma regido tracionada, esteja trabalhando sob compresséo.
Por isso, deve-se adicionar a condicdo de que até a curvatura do momento i, (6,[i,.]) a
deformacéo do reforco é &, = 0 e, a partir desta curvatura, a deformagdo seguird conforme
prevista pela Equacdo acima:

0, 0 < 0,[i,]

gr(x, 9) - {(hr - X) 0 — (hr - xn[ir]) ’ en[ir])' 6 > Hn[l'r]. (26)

Desta forma, a curva Momento Fletor — Curvatura para a estrutura com reforco so sera diferente
da curva para a estrutura sem reforco a partir da curvatura 6,[i,], ou seja, as curvas se
diferenciardo apenas para curvaturas ou momentos fletores superiores aos de aplicacdo do

reforgo.
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2.6 IMPOSICAO DAS MAXIMAS DEFORMACOES ESPECIFICAS
ACEITAVEIS DOS MATERIAIS

Para definir um dominio véalido da varidvel curvatura 8 (dominio composto pelas listas 6,, e
0,.,-), € necessario impor os limites méximos aceitaveis das deformacdes especificas de cada
material que estard sujeito a tensbes de tracdo e de compressdo, definindo desta forma o critério
de falha.

Por causa do comportamento do material compdsito chamado concreto armado, a hipotese da
compatibilidade de deformac6es entre o concreto e 0 aco serd considerada como valida até o
aco atingir a deformacdo especifica de &5, = 10%o0 (sempre em modulo, se ndo for
especificado), conforme indica a norma NBR 6118 (2014, p. 122). Essa, entdo, sera a maxima
deformacéo especifica aceita para o alongamento e encurtamento do aco, e a partir de 10%o é
considerado que a interacdo entre o concreto e 0 ago perde a capacidade de manter o
acoplamento entre a matriz de concreto e as armaduras. Quando a armadura supera deformagéo

especifica de 10%o, portanto, é caracterizada a falha por alongamento maximo do aco (&g,)-

Os materiais utilizados no reforco, por sua vez, possuem, em geral, deformacéo especifica na
falha maior do que 10%o, mas, para seguir a mesma hipdtese de compatibilidade de
deformacdes entre 0 aco e o concreto, serd adotado o mesmo limite de 10%o do ago para o
reforco a fim de garantir que a unido entre o concreto e o reforco nao tenha perdido aderéncia
e, consequentemente, a sua capacidade portante. Quando o reforco supera deformacdo

especifica de 10%o, portanto, é caracterizada a falha por alongamento méximo do reforco (&,.,).

Para o concreto em si, o limite maximo aceitdvel da deformacdo especifica sera e, para
encurtamento e €., = 0.15%0 para alongamento. Quando a fibra mais comprimida do concreto
supera a deformacéo ¢, é considerado que o concreto rompe por esmagamento €, assim, é

caracterizada a falha da se¢éo por esmagamento do concreto (&)

Se a deformagéo do concreto em tracdo ultrapassar .., = 0.15%o, N0 entanto, considera-se
que a hipotese de compatibilidade de deformac@es entre 0 aco e o concreto continua valida e o
conjunto ago-concreto permanece funcionando como um material Gnico em termos de
deformac0es até a deformacdo de &5, = 10%o do ago ou &,, = 10%o do reforco. Toda regido

de concreto em tracdo com deformagéo acima de 0.15%o, portanto, apenas deixa de servir para
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resistir as tensdes de tracdo, ou seja, deformacao acima de 0.15% em tracdo do concreto nao

caracteriza falha na secéo.

Abaixo, estéo as equacdes e os simbolos atribuidos ao limite maximo da deformacéo especifica
de cada material, sendo o subindice “u” fazendo referéncia ao estado “ultimo”, “c” a “concreto”,
“t” a “tragdo”, “s” a “aco” (“steel”, do inglés) e “r” a “refor¢o”. Lembrando que, quando o sinal

9

da deformacdo especifica ndo for indicado, considera-se em modulo. Para o concreto em

compressao:
3.5%0, fuq <50MPa
4
€cu = 12.6 + 35 (%Tofck) (27)
1000 , fck>50 MPa;
onde:

£.u & a deformacdo especifica tltima do concreto em compressao;

f. € a resisténcia caracteristica a compressdo do concreto apds 28 dias, conforme mostra a
Figura 11,
Figura 11 — Em teste de corpos de prova em compressdo, o f . é a resisténcia a
compressdo apos 28 dias que 95% dos corpos de prova superam

i Freq.
Relativa

fck n= fcj fe
(fonte: elaborada pelo autor)
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Para o concreto em tragdo:
ety = 0.15%0 (28)
Para 0 aco em tragdo e em compressao:
£su = 10%0 (29)

Para o reforco em tracéo de fibras em geral:

frd) (30)

&y = Min <1O%O,E_r

onde:

frq = Ik ¢ 3 tenstio de ruptura de projeto do reforco;

Yr

f € a tensdo de ruptura caracteristica do reforco;
¥, € 0 coeficiente de ponderacdo do refor¢o, adotado como y, = 1.5 neste trabalho;
E, é¢ o modulo de elasticidade do material do reforco;

Para o reforco em tracdo de material metalico em geral:

£ = 10%0 (31
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2.7 RELACAO ENTRE CURVATURA 6 E PROFUNDIDADE DA LINHA
NEUTRA x A PARTIR DA IMPOSICAO DE DEFORMACAO
ESPECIFICA MAXIMA

A partir da imposicdo das deformac6es especificas maximas, é possivel relaciona-las com a
curvatura 6 e com a posi¢do da linha neutra x para descobrir o valor maximo de 6 e entdo

definir o dominio da variavel 6. Da Equacéo (12):

e=y0 (12)

Para forca normal Fy = 0, existe um Unico par de valores 6., e x., Que provoca uma
deformacéo especifica €., no ponto mais encurtado do concreto e que respeita a condi¢do de

que a forca normal na secdo seja nula (Fy = 0). Substituindo y por x., € 8 por 8., tem-se &.,:

Ecu = Xcubeu (32)

onde:

6., € o valor maximo da curvatura 6 que a secdo pode atingir logo antes da falha pelo

esmagamento do concreto;
Xy € a profundidade da linha neutra que a se¢do possui quando a curvatura € 6.,,.

A principio, ndo séo conhecidos os valores do par 6., € x.,, entdo, para descobrir qual é o valor
de x, e, consequentemente, o valor de 6., a Equacdo (32) sera transformada em uma funcéo

de x e resolvida para 6., (x):
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<<‘:‘.Cu

Beu() = = (33)

Com isso, no somatorio de forgas da se¢do, que depende de x e de 6, poder-se-a substituir a
funcdo 6.,(x) no lugar da variavel 8 para que o somatdrio fique apenas em termos de x e,

assim, seja possivel encontrar o valor de x que zera 0 somatério de forgas para o caso especifico

em que a varidvel 6 é igual a 807“ Este valor de x que é encontrado € o x., €, desse modo, é

possivel calcular o valor de 6., através da Equacdo (33) para definir o dominio da variavel 6

da secéo sem reforco. Note, portanto, que o x, de interesse ndo é um valor qualquer, mas sim

At 5 x~ Ecu
0 valor que zera o0 somatorio de forgas da se¢do quando 8 assume a expressao —

A funcéo 6.,(x), no entanto, descreve apenas um dos possiveis valores maximos do dominio
da varidvel curvatura 6, limitado, nesse caso, pela deformacdo méxima a compressao &, do

concreto.

H4, também, a possibilidade de a se¢do chegar a falha ndo pela deformacéo méaxima do concreto
(&cw), mas pela deformacdo maxima do ago (&g,). Para forca normal Fy = 0, existe um Unico

par de valores 6, € xg,, portanto, que provoca uma deformacéo especifica &g, no ago:

Esu = (d - xcu)esu (34)

onde:

O, € 0 valor maximo da curvatura 6 que a secdo pode atingir logo antes da falha pelo

encurtamento ou alongamento maior que 10%o, em modulo, do aco;
Xsy € a profundidade da linha neutra que a se¢éo possui quando a curvatura é 6.

Resolvendo para 6, e transformando-a em uma fungdo de x, seguindo o mesmo raciocinio

anterior:
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00 () = (35)

d

Esta é uma outra funcdo que também descreve um possivel valor méaximo para o dominio de 6,

sendo limitado, nesse caso, pela deformacdo maxima &g, do aco.

Para uma secdo sem reforco, bastam estas duas limitacdes para definir o dominio da variavel 6.
Com o reforgo, porém, € necessario adicionar a possibilidade de a se¢do falhar quando o reforco
atinge a deformacéo ¢,.,. Para isso acontecer, se Fy = 0, existe um Unico par de valores 6,., €

X,y que provoca uma deformacéo especifica &,., no reforgo:
ery = (hy — Xp0) Ory — €(xp, O, B[] (36)
Resolvendo para 6,,, e transformando-o em funcéo, sequindo 0 mesmo raciocinio acima:

ST'U + S(xn’ 971' hr)[lr]
h, —x

Hru(x) = (37)

O valor méximo de 6 para uma secao sem reforco € o menor valor entre 6., (x) e 65, (x), porque

se uma curvatura menor ja provoca falha da secdo, curvaturas maiores também provocarao:

Ou(x) = min(ecu(x)’esu(x)) (38)

onde:

6, (x) é a funcdo que descreve o valor maximo de 6 para cada x da secdo sem reforco.
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Ja para uma secdo com refor¢o, o valor maximo de 6 € o menor valor entre 6., B, € O,-,:

Our(x) = min(ecu(x)' Osu(x), Qru(x)) (39)

onde:
6, (x) é a funcdo que descreve o valor maximo de 6 para cada x da se¢ao reforcada.

Estas equacOes serdo essenciais para definir o limite madximo do dominio da curva Momento
Fletor — Curvatura, pois, aplicando 6, (x) em 8 na fungdo f(x, 8), que é a fungdo do somatorio
de forcas da secéo sem reforco, pode-se descobrir qual o valor de x que zera f(x, ) no caso
particular em que 8 = 6,(x), ou, em outras palavras, pode-se descobrir o valor de x que zera a

funcéo f(x, Hu(x)). De forma analoga, pode-se descobrir qual o valor de x que zera

JACHNEY))

2.8 TENSOES

Para equacionar o somatério de forcas da secdo sem reforco que possibilitard o célculo da
profundidade ultima da linha neutra x,, correspondente ao 6y = 6,,(x,) = 6,[n], e de cada
profundidade da linha neutra da lista x,,, em que cada x,[i] possui um Unico correspondente

0,,[i], é necessario equacionar as tensdes e transforma-las em funcéo (x, 6).

De forma analoga, para a se¢do com reforco, o equacionamento das tensdes possibilitara o
calculo do x,, correspondente ao 6f, = 6,,-(xy,) = On,[n] € de cada elemento da lista x,,

através do somatorio de forgas resistentes na se¢éo transversal com reforco.

N&o h& uma uniformidade das diversas equacdes da NBR 6118 (2014, p. 23, 24, 25 e 26) para
expressar a diferenca de formulacgdo indicada para os concretos de resisténcia usual (Grupo 1) e
0s concretos de alta resisténcia (Grupo I1). Em alguns casos, a diferenciacéo é indicada como
“fox < 50 MPa e f, > 50 MPa”; em outros, da forma “... até C50; de C55 a C90”, etc, com

uma lacuna entre f; de 50 a 55 MPa. Considerando, entéo:
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1) que o f. é obtido somente depois de a maioria das reacfes de hidratacdo do
cimento terem ocorrido,

2) que o valor do f pode assumir qualquer nimero real,

3) que o tratamento em termos de classes de C20 a C90, de 5 em 5 MPa, é mais Util
no caso da especificacdo do concreto em nivel de projeto (situacéo na qual ainda
ndo se conhece o valor efetivamente alcancado),

4) que em situacOes de reforgo utiliza-se a resisténcia verificada na estrutura, e néo
o valor da classe

5) e que é extremamente importante para a formulacdo empregada haver
continuidade ao longo de todo o dominio de resisténcias abrangido por f,, de 20
a 90 MPa (sem uma lacuna para 50 MPa < f. < 55 MPa),

a divisdo de dominios utilizada neste trabalho serd de 20 MPa < f., < 50 MPa para o Grupo |,
e de 50 MPa < f; < 90 MPa para o Grupo Il, independentemente da forma como essa divisdo

é expressa pela NBR 6118 (2014, p. 26) em cada expressao.

A funcdo tensdo-deformacdo adotada para o concreto em compressdo serd a da parabola-
retdngulo indicada pela NBR 6118 (2014, p. 26), que, pela norma, deve ser empregada apenas
para o Estado Limite Ultimo (ELU), mas sera estendida para os estados anteriores ao ELU neste
trabalho.

Pode-se notar que, na funcdo abaixo, os limites inferior e superior da tensdo em relacdo a
variavel £(x, 6, z) estdo abertos. A equacdo pode ser mantida dessa forma sem gerar problemas
para os célculos, ja que os limites de integracdo das tensdes, no topico das forgas, se

encarregardo de utilizar a regido correta do dominio das tensoes.
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Figura 12 — Gréfico tensdo-deformac&o para o concreto em compressao

Gcc A

fck

0.85f 4| — — —, R

o
SCZ Ecu S(X, 9, Z)
(fonte: elaborada pelo autor)

085 (1 (11802l " (x,0,2)| <
O-CC(x’ 9’2) __ . cd ECZ ’ |£ X, 0,2 | €c2 (40)
0.85f.q, le(x,0,2)| = e,

onde:
o..(x,0,z) é afuncdo da tensdo gerada pelo concreto para resistir a compressao;

0.85 é o coeficiente que representa o produto de dois fatores: 1) o0 comportamento de reducao
da tensdo de ruptura do concreto para cargas de longa duracdo (Efeito Riisch) e 2) o ganho de
resisténcia do concreto causado pelas reacdes de hidratacdo do cimento, que ndo cessam apos
28 dias;

fox o A < . . : ca
f.q = =X é a resisténcia a compressdo de projeto do concreto, obtida a partir da resisténcia a

Yc

compressdo caracteristica do concreto apdés 28 dias (f.x) minorada pelo coeficiente de

ponderagdo y., que usualmente € adotado como 1.4, sendo este o caso deste trabalho;

e(x,0,z) é a funcdo deformacdo especifica ao longo da profundidade da secdo, conforme

explicado anteriormente;

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022



53

., & a deformagéo especifica que o concreto possui (2%o para concretos de 20 MPa < f <
50 MPa) no momento de transicdo da parabola para o retangulo na funcédo o..(x, 8, z). O valor
a ser inserido no lugar do simbolo €., deve estar em modulo, assim como é definido na NBR
6118 (2014, p. 26). A equacdo indicada pela norma estéa abaixo, com o f., a ser inserido em
MPa;

B { 2%o0, 20 MPa < fy < 50 MPa
c2 —

2%o + 0.085%o(f — 50)°53, 50 MPa < f. < 90 MPa (41)

N é o coeficiente de poténcia da parabola, que € reduzido para f., > 50 MPa e tende a 1.4 a
medida que se aproxima de f., = 90 MPa. A equagéo indicada pela NBR 6118 (2014, p. 26)

esta abaixo, com o f a ser inserido em MPa.

2,  20MPa < fy < 50 MPa

N = 90 — f\* (42)
1.4+23.4( 00 ) 50 MPa < f, < 90 MPa

A funcdo tensdo-deformacdo adotada para o concreto em tracdo serd a que é composta por duas
retas (tracdo bilinear), indicada pela NBR 6118 (2014, p. 27) para o concreto ndo fissurado:
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Figura 13 — Gréafico tensdo-deformacéo para o concreto em tracéo

Oct A

fctk

0.9f.

]
e(x, 0,z)
(fonte: elaborada pelo autor)

0.9f.1q

E.e(x,0,2), 0<e(x0,2)<
O-Ct(xl G,Z) = 0.9f td “ (43)
Ae(x,0,z) + B, < e(x,0,2) < &gty = 0.15%0

Cl

onde:

o.(x,0,2) é afuncdo da tensdo gerada pelo concreto em flexdo para resistir aos esforcos de

tracdo;

E.; é a estimativa do modulo tangente inicial do concreto, em MPa. A equacgéo indicada pela
NBR 6118 (2014, p. 24) esta abaixo, com o f., a ser inserido em MPa;
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560005+/f, 20 MPa < f., < 50 MPa
1

E, = (44)

f 3
2150005 (1%‘ + 1.25) , 50 MPa < f < 90 MPa

onde:

ag € um coeficiente que depende do agregado e influencia no médulo de elasticidade. Sera

adotado ag = 1.

f.q € 0 valor da resisténcia de projeto a tracdo do concreto, obtido a partir do valor caracteristico
inferior da resisténcia a tracdo do concreto e minorado pelo coeficiente de ponderagdo y.. As
equac0es indicadas pela NBR 6118 (2014, p. 23, 34) estdo abaixo;

for s
fctd — ctk,inf (45)
Ye
I:ctk,inf = 0.7 fct,m (46)
2
fopm = 0.3f3,  20MPa < fy < 50 MPa (47)

212 In(1+0.11fy),  50MPa < fy <90 MPa

onde:
fouk inf € O Valor caracteristico inferior da resisténcia a tragéo do concreto;

f.em € 0 valor caracteristico médio da resisténcia a tracéo do concreto, em MPa, com o f . a ser

inserido em MPa.
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A é o coeficiente angular da segunda reta, a que liga os pontos da plastificacdo e da fissuragdo

do concreto em tracdo. A equacdo indicada pela NBR 6118 (2014, p. 27) esta abaixo;

B é o coeficiente linear da segunda reta. A equacéo indicada pela NBR 6118 (2014, p. 27) esta
abaixo.

_ 0.fug
- 0.9f.cq (48)
Ectu — E—Cl
B = foq — Aécry (49)

E interessante juntar as func@es de tragcdo e compressdo em uma Unica fungdo para poder

descontar de maneira facil a tensdo do concreto nas regides onde estdo as armaduras:

o.c(x,0,2), 0<z<x (50)
o.(x,0,2) =< 0.(x,0,z), x<z<x+ty(x0)
0, z>x+t,(x,0)

onde:

t.(x,0) é a distancia desde a posicdo da linha neutra até o ponto correspondente ao
alongamento méaximo em tragdo do concreto &.,, = 0.15%o, Sendo que esta distancia ndo pode

assumir valores maiores do que h — x enquanto ainda ndo houver ruptura por tracdo do concreto

~ . o . 0.15% .
(a tensdo deve estar contida dentro da se¢do), nem valores maiores do que g% = T"" apos o

inicio da ruptura das fibras inferiores do concreto por tragéo.
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t,(x,0) = min (Sg“ h—x) 51)

Com isso, pode-se escrever corretamente a fungdo da tensdo nas armaduras, que serd baseada

no diagrama tensdo-deformacéo elastoplastico-perfeito indicado pela NBR 6118 (2014, p. 29).

E importante mencionar que a tensdo obtida ap6s o desconto é utilizada para fins de calculo,
sendo que a tensdo real produzida pelas armaduras é a que seré apresentada nos resultados dos

exemplos de aplicacéo.

Figura 14 - Gréfico tensdo-deformacéao para 0 aco em compressdo e em tragdo

Os§

£ ‘
] |
a | |
| |
| |
i | |
| |
1 | |

| | .

£,q esu gs(x, 0)

(fonte: elaborada pelo autor)

Para a armadura superior:

os(x,0) = sign(eé(x, 0)) . min(Esleg(x, 9)I,fyd) —o.(x,6,d") (52)
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onde:
g, (x, 0) é a tensdo produzida pela armadura superior;

E¢ é 0 modulo de elasticidade do aco, adotado como E; = 210 GPa, conforme indicado pela
NBR 6118 (2014, p. 29);

) « . . f .
fyq € a tensdo de escoamento de projeto do aco, calculada através de f,q = X onde fox €a
Vs

tensdo de escoamento caracteristica do aco e ys é o coeficiente de ponderacéo, sendo ys = 1.15,
conforme indica a NBR 6118 (2014, p. 71) para combinagbes normais, especiais ou de

construgéo

sign(ei(x, 8)) serve para capturar o sinal da deformagéo especifica da armadura superior,

sendo negativo para encurtamento e positivo para alongamento;

min(Eslsg(x, 0)|, fyd) retorna o menor entre os valores de Eg|eg(x, 8)] e fy4, sendo o primeiro

guando o aco ainda esta no regime elastico e o segundo quando esta no patamar plastico-

perfeito.

o.(x,6,d") é atensdo do concreto na profundidade z = d’, onde esta a armadura superior. O
desconto “—a.(x,6,d')” ¢é utilizado para compensar o fato de que a area ocupada pela
armadura ndo é descontada do dominio de integracdo na avaliacdo da resultante de forca de

compressédo do concreto.

Para a armadura inferior:
os(x,0) = sign(es(x, 9)) . min(Esles(x, H)I,fyd) —ky(x,0)0.(x,0,d) (53)

onde:
os(x, 0) é atensdo produzida pela armadura inferior;

sign(ss (x, 9)) serve para capturar o sinal da deformacéo especifica da armadura inferior, sendo

negativo para encurtamento e positivo para alongamento;
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min(E;|es(x, 0), f,q) retorna o menor entre os valores de Es|es(x, 6)| € fyq;

o.(x, 8, d) é atensdo gerada no concreto na profundidade z = d, onde esta a armadura inferior.
O desconto “—ao.(x,6,d)” é utilizado para compensar o fato de que a area ocupada pela
armadura ndo é descontada do dominio de integracdo na avaliacdo da resultante de forca de

tracdo do concreto;

k<(x,0) é um redutor do desconto “o.(x, 8, d)”. A medida que a curvatura 6 cresce, a regido
da tensdo de tracdo, que € produzida pelo concreto, diminui de tamanho e o seu ponto de maior
tenséo de tragéo tende a se aproximar da linha neutra. Se esta constante ndo for considerada, o
desconto deixa de ser aplicado de forma abrupta assim gque o ponto de maior tracao do concreto
possuir uma profundidade menor que z =d. Para se aproximar um pouco mais do

comportamento real, esta constante é aplicada para reduzir linearmente o desconto desde a

distanciaz = d + % atéz =d — %, onde ¢ é o diametro da armadura inferior. Sabe-se que é

comum existir mais de uma camada de armadura, entdo, para isso, pode-se considerar mais de
um d para cada camada (d,, d,, etc) e seu respectivo fator de reducéo kg (ksq, ks, €tc). E
interessante notar que esse fator s6 gera alguma diferenca de célculo no inicio da curva
Momento Fletor — Curvatura, onde a tensao de tracdo ainda é relevante e possui 0 comprimento
t, (x,8) proximo de (d — x). Se o interesse ndo for analisar o inicio da curva, portanto, pode-

se relevar o redutor k.

bs
x + ty(x,0) — (d _ 7) " .
ko(x,0) = bs ) d—7Sx+tu(x,9)Sd+? 54
L x+tu(x'9)>d+%

Para o reforco, se for um material el&stico linear até a ruptura, como as fibras em geral:

or(x,8) = Er&;(x,0) (55)
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onde:
o, (x, 0) é atensdo produzida pelo reforgo;
E, ¢ o modulo de elasticidade do material do reforco;
&,-(x, 8) é a deformacéo especifica do reforco;

Se o reforco for um material metalico, como uma chapa de aco colada ou uma armadura,

possuira um comportamento semelhante ao das armaduras:

o,(x,0) = min(Eser (x,0), fyd) (56)

2.9 FORCAS

As forgas na secdo transversal serdo apresentadas na mesma ordem que as tensdes foram. Pela
definicdo de forca, que é F = [ o dA, a forca resultante causada pelas tensdes do concreto na

secdo transversal é:

R.(x,0) = f o.(x,0,z) dA. (57)
Ac

onde:

R.(x, 0) é a forca resultante das tensdes geradas pelo concreto para resistir a flexdo da se¢éo;
A, é a &rea da secdo transversal do concreto;

dA. é o diferencial de area da secao.

Como, conforme a Figura 15,
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dA. = b(z) - dz, (58)

onde:
b(z) é a funcdo da largura da secéo ao longo da profundidade z;

dz é o diferencial da variavel profundidade z,

Figura 15 — Diferencial de area e referencial do eixo z

Zg <\ dz

dAc

dA.=b(z)-dz

A.=[dA. = [b(z) dz

b(z)

(fonte: elaborada pelo autor)

Se a secéo for “T” e ndo retangular, pode-se utilizar a funcéo b(z) a seguir no lugar da constante
b:

i (B 0SZShy
(Z)_{bw, z> hy (59)

onde:
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by € a largura da mesa;

b,, é a largura da alma;

h € a espessura da alma;

h continua sendo a altura total da secéo.

A equacdo da resultante de forca das tensdes geradas pelo concreto fica:

Z2

R.(x,0) = f o.(x,6,z) - b(z) dz, (60)
onde:
7, e z, sdo as profundidades que delimitam a integracéo,

e, como o dominio da funcéo o..(x, 8,z) em z vai de 0 até o valor x, que € a profundidade da

linha neutra (onde a tenséo € nula), o intervalo da integral definida fica:

X

R..(x,0) = j Occ(x,0,2) - b(z) dz (61)
0
onde:

R..(x, ) é aforca resultante da tensdo de compressao gerada pelo concreto para resistir a flexao

da secdo.

Para a tensdo de tracdo do concreto, o dominio da funcédo o, (x, 6, z) na profundidade z vai de

x até o valor x + t,,(x, 0).
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x+ty,(x,0)

R.(x,0) = f o.(x,0,2) b(z) dz, (62)
onde:

R.:(x, 0) é a forca resultante da tensdo de tracdo gerada pelo concreto para resistir a flexdo da

secao.

Para 0 aco, utiliza-se a mesma definicdo de forca, mas como a area do aco € uma constante e a
tensdo € considerada constante ao longo da secdo transversal da armadura, a integral é

simplificada para uma simples multiplicacdo de tensdo por area. Para a armadura superior:
Rg(x,0) = 05(x,0) - A (63)

onde:

R{(x,8) é a forca resultante da tensdo gerada pela armadura superior para resistir a flexao da

secdo;
A é a &rea de aco de todas as barras que representam a armadura superior.

Para a armadura inferior:
R,(x,0) = 04(x,0) - Ag (64)

onde:

R.(x, 0) € a forca resultante da tensdo gerada pela armadura inferior para resistir a flexao da

secdo;
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A, é a &rea de aco de todas as barras que representam a armadura inferior.

Para o reforco tracionado:

R,.(x,0) = g,.(x,0) - A, (65)

onde:

R, (x,0) é a forca resultante da tensdo de tracdo gerada pelo reforco para resistir a flexdo da

secéo;

A, é a area de reforco que produzira a tenséo o, (x, 9).

2.10 SOMATORIO DE FORCAS DA SECAO TRANSVERSAL

2.10.1Profundidade da linha neutra x correspondente ao @ Gltimo

Com o equacionamento de todas as funcGes de forca presentes na secdo transversal, é possivel
realizar o somatorio de forcas da se¢do na dire¢do longitudinal da peca e iguala-lo a zero, ja que
se considera que a forca normal é nula (Fy = 0) para se¢des sob flexdo simples, e que a se¢édo
deve permanecer estatica (pois se considera que a secao perde estaticidade apos a falha). Este
somatorio de forcas é a ferramenta pela qual sera possivel encontrar a profundidade da linha

neutra x para uma dada curvatura 6.

O somatorio das fungdes de forga sera tratado como uma funcdo f(x, 8), o que serd til para
aplica-la a um método iterativo que encontra a raiz de uma fungdo, o método de Newton-
Raphson, e, dessa forma, encontrar o valor de x para um dado 8 que zera a funcéo, ou seja, 0
valor de x que torna o somatorio de forgas na segéo igual a zero para respeitar as duas condigdes

citadas acima (forca normal nula e se¢do estatica). Para a secdo sem reforgo:
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f(x,0) = Rec(x,0) + Ri(x,0) + Re(x,0) + Rs(x,0) (66)

onde:

f(x,0) é a funcdo que representa o somatério das funcdes de forca presentes na secdo

transversal sem reforco.

Para a secdo com reforco:

fr(x,0) = R.c(x,0) + Rs(x,60) + Ret(x,0) + Ry(x,0) + R,-(x,60) (67)

ou, j& que a soma dos primeiros quatro termos da Equagdo acima é a propria f (x, 0):

fr(x,0) = f(x,60) + R, (x,6) (68)

onde:

fr(x,0) é a fungdo que representa o somatorio das funcbes de forga presentes na secdo

transversal com reforgo.

Para cada somatdrio de forcas, sera imposto uma curvatura 6. O primeiro somatorio a ser
realizado, e 0 mais importante, pois definira o dominio da varidvel curvatura 6, é o que 8

assume o seu valor maximo. Conforme foi equacionado no item 2.7, sabe-se que o valor

maximo da curvatura 6, para a se¢do sem reforco, € o menor entre .,(x) = % e Oy, (x) =

Esu X .
— Da Equagéo (38):
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64 (x) = min(Bcy (x), 65, (x)). (38)

Apesar de ainda ndo se conhecer o valor de x que zera o somatorio de forgas da se¢do sem
reforgo para a sua curvatura ultima, sabe-se que, independentemente de qual seja ele, a relacdo
da Equacdo (38) deve ser respeitada. Por isso, se a funcdo 6, (x) da Equacdo (38) for aplicada
em 6 na funcéo do somatério de forgas f(x, 8) da Equacédo (66), impBe-se que o valor de x que
zera a funcéo f(x, Hu(x)) é obrigatoriamente o que corresponde a curvatura Gltima da se¢éo

sem reforco. Aplicando 8, (x) na variavel 8 em f(x, 0):

f(x, Hu(x)) = RCC(x, 0, (x)) + R (x, Hu(x)) + Rct(x, Hu(x)) + R, (x, 0, (x)). (69)

Percebe-se que, na Equacdo acima, a funcdo do somatdrio de forcas da secdo sem reforco fica
apenas em termos da variavel x. Encontrando qual o valor de x zera a fungéo f(x, Ou(x)), ou
seja, encontrando a raiz x, de f(x,8,(x)), é possivel descobrir qual é o valor maximo da

curvatura 6 (6; = 6,(x,) = 6,[n]) para a se¢io sem reforco.

De forma analoga para a secdo com reforc¢o, aplicando 6,,-(x) na variavel 6 em f,.(x, 8):

fr(x, Hu(x)) = f(x, Hu(x)) + Rr(x, Hu(x)). (70)

Encontrando o x que zera a fungéo fr(x, Hu(x)), ou seja, encontrando a raiz x,, da funcéo
fr(x,6,(x)), é possivel descobrir qual é o valor méximo da curvatura 6 (6;, = 6y, (xy,) =

6, [n]) para a secdo com reforco.

E interessante relembrar que, para o célculo de x,,, € necessario ter em maos o valor do par

Xnlir] € 6,[i,-], em que i, € 0 momento de adi¢do do reforgo. Isso implica que, para resolver o
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somatorio de forcas f;(x, 8,(x)) = 0 para x, é necessario, antes, ter resolvido o somatério de

forcas f(x, 8, [i,]) = 0 para x da se¢do sem reforco quando 6 = 6,[i,].

2.10.2Profundidade da linha neutra x correspondente a cada € imposto

Conhecendo os valores ultimos da curvatura 8 para as se¢oes sem e com refor¢o, pode-se impor

os valores de 6, ja que se sabe que o seu dominio € 0 < 6 < 6, para a secdo sem reforcoe 0 <

0 < 6, para a segao com reforgo.

Para calcular a profundidade da linha neutra x correspondente a cada € imposto, com excecéo
do ultimo, que ja foi explicado acima, serd realizado, para cada 6, um somatério de forcas cuja
raiz serd encontrada através do método de Newton-Raphson, conforme explicado

anteriormente.

Para isso, é necessario criar 0s pontos que compordao o dominio da curva Momento Fletor —
Curvatura (realizado no item 3.3). Estes pontos serdo registrados em listas de n elementos: lista
6,, para a secdo sem reforco e lista 6,,,- para a secdo com refor¢o. Os valores das listas 9,, € 6,
serdo os 6 impostos para o calculo de cada x de cada somatério de forgcas, compondo assim a

lista x,, através dos elementos de 6,, e a lista x,,,- através dos elementos de 9,,,..

2.11 MOMENTOS FLETORES

Com a definicdo da profundidade da linha neutra x para cada 6 imposto, tem-se a correta
descricdo das deformacdes especificas de todas as fibras longitudinais posicionadas em
qualquer ponto da secdo, permitindo a correta obtencdo das tensdes produzidas por cada
material em qualquer profundidade z e, consequentemente, das resultantes de forca e de
momento que resistirdo as solicitaces de esforgo normal (que € nulo, no caso deste trabalho) e

de flexdo atuantes na secéo.

Até aqui, todas as equacOes foram definidas como fungdes, mas, como x,,, X, 6,, € 6,,,- foram
definidos como listas para poupar recurso computacional, os momentos fletores também serdo

listas, pois séo calculados através dessas listas.
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O célculo de todos os momentos fletores sera realizado em relacdo a fibra longitudinal mais

encurtada da secéo, ou seja, em relagdo a z = 0.

Para 0 momento fletor resistente do concreto devido a compresséao, considera-se um diferencial
de profundidade dz. A forga infinitesimal dF.. produzida pela tensdo de compressdao do

concreto na &rea deste comprimento dz é:

Figura 16 — Diferencial de area dA. sob a tensdo o..(x, 6, z), que, aplicada nas listas
Xy € 0y, se torna o..(xy, 6, 2)

ZL
dz

dAc

b(z)

(fonte: elaborada pelo autor)

dF,. = O-cc(xnr On, z) dA. (71)

onde:
dF.. € o diferencial de forca devido a tensdo de compresséo do concreto.

Pela Equacéo (58):
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dA. = b(z) -dz (58)
Portanto, o diferencial de forca dF, é:
dF.. = b(2) " 0.:(x,,0,,2) -dz (72)

Se este diferencial de forca dF,. for multiplicado por um brago de alavanca qualquer z, que € a
distancia desde z = 0 até a posicdo do diferencial de forca, ele se transformard em um

diferencial de momento fletor d M., relativo a fibra mais encurtada da secéo:
dM.. = b(2) - 0.c(xp,0,,2) " z-dz (73)

onde:
dM_. é o diferencial de momento fletor calculado em relacéo a fibra mais encurtada da secéo.

Quando integrado desde a fibra mais encurtada da secdo até a profundidade da linha neutra,
tem-se 0 momento fletor resistente em relacdo a fibra mais encurtada da secdo devido a

compressao:
Xn
M. = f b(z) 0..(xp,0,,2) 2z dz (74)
0

onde:

M, é a lista contendo os momentos fletores resistentes em relacdo a fibra mais encurtada da

secdo devido a tensdo de compressdo do concreto para a se¢do sem reforgo.
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Se o raciocinio for seguido para a tensdo de tracdo do concreto, é necessario apenas modificar

o intervalo definido da integracgéo e substituir a funcédo da tenséo de compresséo pela de tracao:

Xn+ty(n,6n)
f b(z) 0.(xp,0,,2) z dz (75)
onde:

M, € a lista contendo os momentos fletores resistentes em relacdo a fibra mais encurtada da

secdo devido a tensdo de tracdo do concreto para a secdo sem reforgo.

Para a armadura superior, 0 momento e dado pela sua resultante de forga multiplicada pela

distancia d’:
Ms, = Ré(xn; 011) -d’ (76)

onde:

M ¢ a lista contendo os momentos fletores resistentes em relacédo a fibra mais encurtada da

secdo devido a tensdo produzida pela armadura superior para a se¢do sem reforco.

Para a armadura inferior, 0 momento é dado pela sua resultante de forca multiplicada pela altura

util da secdo d:
M = Rs(xn: en) d (77)

onde:

M, é a lista contendo os momentos fletores resistentes em relagdo a fibra mais encurtada da

secdo devido a tensdo produzida pela armadura inferior para a segdo sem reforgo.
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Para a secdo com reforco, o calculo dos momentos é analogo, apenas adicionando um subindice

“r” onde for necessario. Para a compressao do concreto:

M. = foxnrb(z) * Occ(Xpy Opyr 2) - 2 dz (78)

Para a tracdo do concreto:

Xnr+tu(nr.Onr)

Mo = | i b(2) * 0ceCln, B 2) - 2 d2 (79)

Para a armadura superior:
Mg = Rs(xny, Ony) - d’ (80)

Para a armadura inferior:
Mgy = Rs(xny, Ony) - d (81)

Para o reforco tracionado:
M, = R(xXur, Onr) * hy (82)

onde:
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M., é a lista contendo os momentos fletores resistentes gerado pela tensdo de compressdo do

concreto para a secdo com reforco;

M., € a lista contendo os momentos fletores resistentes gerado pela tensdo de tracdo do

concreto para a se¢do com reforco;

My, é alista contendo os momentos fletores resistentes gerado pela tensdo da armadura superior

para a secao com reforgo;

M, é a lista contendo os momentos fletores resistentes gerado pela tensdo da armadura inferior

para a secao com reforgo;

M, € a lista contendo os momentos fletores resistentes gerado pela tensédo do reforco tracionado.

2.12 SOMATORIO DE MOMENTOS FLETORES DA SECAO
TRANSVERSAL

Todos os momentos fletores foram calculados em relacdo ao ponto mais encurtado da secéo,

ou seja, em relacdo a z = 0. Para a se¢do sem reforgo:

Mpg = Mce + Mo + Mg + Mg (83)

onde:

Mg, € a lista em que cada elemento i representa a soma dos momentos fletores resistentes
gerados pela secdo transversal sem reforgco para resistir a solicitacdo de flexdo causada pelos

carregamentos externos para um par de valores x,[i] e 6,,[i].

De forma analoga, para a se¢do com reforgo:

Mgpar = Mcer + Mooy + Mg, + Mér + M, (84)

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022



73

onde:

Mpg4r € a lista em que cada elemento i representa a soma dos momentos fletores resistentes
gerados pela secdo transversal com reforco para resistir a solicitacdo de flexdo causada pelos

carregamentos externos para um par de valores x,,,-[i] € 6,,,-[i].

Como o esforgo normal atuante na secdo € nulo, ou seja, a soma das forcas resistentes geradas
pelos materiais (através da tensao de compresséo e tracao do concreto, da tensao das armaduras
superior e inferior e da tracdo do reforco) é zero, a soma dos momentos resistentes é a mesma
em relacdo a qualquer profundidade da secdo. O momento Ultimo Mg,[n], portanto, é o
momento fletor resistente a solicitacdo de flexdo atuante na secdo sem reforco ou, de forma
mais compacta, sera chamado de “momento fletor resistente da se¢do”. De forma analoga,

Mgar[n] € 0 momento fletor resistente da secédo reforcada.
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3 IMPLEMENTACAO DO EQUACIONAMENTO NO SOFTWARE
DESMOS

O software escolhido para a implementacdo computacional dos calculos foi 0 Desmos. Este foi
criado com a intencdo de ser o mais didatico e de facil interacdo possivel para alunos,
professores e profissionais que interagem com disciplinas relacionadas a Matematica. 1sso
produz vantagens e desvantagens a respeito do seu uso como ferramenta computacional para
resolver problemas de Engenharia, que podem possuir variados niveis de complexidade. Estes

prés e contras serdo discutidos abaixo.

As linguagens de programacdo podem ser divididas em duas categorias: de baixo e alto nivel.
As de baixo nivel sdo caracterizadas por serem mais préximas da linguagem de maquina, que
é a linguagem na qual o computador executa suas operacdes. Estas linguagens, embora sejam
mais eficientes em termos de custo computacional, tendem a possuir um tempo de
aprendizagem mais longo e tortuoso, o que dificulta a implementagdo computacional. Por outro
lado, as linguagens de alto nivel, embora menos eficientes, sdo mais proximas da linguagem

falada pelos seres humanos.

A escolha da linguagem de programacdo, portanto, é muito importante, pois impacta tanto na
dificuldade de o usuério transformar as suas intencGes de céalculo em um algoritmo valido

quanto na eficiéncia do uso de recursos computacionais.

No caso do Desmos, a escrita do codigo ¢ realizada em uma “linguagem matematica” na qual a
ordem dos dados de entrada ndo importa, o que pode ser considerado como uma linguagem de
nivel bastante alto. Esta “linguagem matematica”, por sua vez, ¢ uma linguagem a qual o aluno
de Engenharia, por exemplo, esta bastante habituado. Isto permite que, com o0 Desmos, ele possa
desenvolver programas a fim de entender, verificar e analisar fenbmenos fisicos e conceitos
matematicos aplicados a estes passando por uma curva de aprendizagem consideravelmente
menos longa e tortuosa, mas com maior perda de eficiéncia em relagdo a linguagens de mais

baixo nivel.
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De forma mais precisa, a escrita do codigo no Desmos é feita por um sistema de preparacédo de
documentos chamado LaTeX, ou seja, se 0 usuério inserir todas as equacgdes que foram definidas
neste trabalho, com apenas algumas poucas modificacGes, a sintaxe do software as reconhecera
como validas. Como é uma linguagem de nivel bastante alto, entretanto, executar derivadas,
integrais, integrais de derivadas e, especialmente, derivadas de integrais é bastante custoso
computacionalmente, o que quase tornou a construcao da curva Momento Fletor — Curvatura
invidvel pelo Desmos e, assim, exigiu algumas mudancas como: transformar funcées em listas
de n elementos e encontrar equivaléncias matematicas menos custosas para algumas expressoes
(como o uso da Regra de Integracao de Leibniz para substituir a derivada de uma integral pela

integral de uma derivada somada a alguns termos, que, em alguns casos, podem ser zero).

Pode-se considerar, portanto, que a formulacdo apresentada neste trabalho seja de um nivel
bastante alto de complexidade para a capacidade de operacdo do Desmos, ou seja, a exigéncia
de recursos para a construcdo da curva Momento Fletor — Curvatura esta no limiar entre o
software conseguir executar os calculos ou ndo. Ele estd em constante desenvolvimento e, com

0 tempo, ja recebeu vérias melhorias, mas, no momento, este é o seu estado atual de capacidade.

Notou-se que a maior exigéncia do software esta principalmente no célculo de derivadas de

. . . ~ . d ~
integrais, como é o caso da funcdo D(x, 6), que aplica —-em duas fungdes que possuem x nos

limites de integragdo ((R.c(x, 8) e Ret(x, 0)). Este calculo fez o Desmos parar de funcionar e,
por isso, foram necessarias as equivaléncias matematicas. Integrais de derivadas também sao

custosas, mas funcbes que s6 derivam ou s6 integram estdo mais otimizadas.

Também, se ndo fossem adotadas listas para o célculo das raizes pelo método de Newton
Raphson, e fosse mantida a notagdo de funcéo até o final (até o calculo das listas Mz, € Mgg4,),
0 Desmos se encarregaria de calcular os pontos para que a curva Momento Fletor — Curvatura
fosse praticamente continua, sem o controle do usuério para a quantidade de pontos. Esta
abordagem de tratar todas as equag¢Ges como fungéo, sem as listas, foi a abordagem adotada no
inicio da producdo do programa, mas provocava uma lentidao tdo grande que tornava inviavel

0 uso do software.

Apesar destas dificuldades, que raramente acontecem no uso do software para problemas mais

comuns de Engenharia e, em geral, menos complexos, como os estudados na graduacéo,
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conseguiu-se, com as modifica¢Bes citadas acima, construir um programa que gera a curva
Momento Fletor — Curvatura e faz a anélise de deformacdes, tensdes e forcas da se¢do com uma
boa usabilidade, sem uma lentiddo que afete a experiéncia do usuério de forma relevantemente

negativa.

Abaixo, estdo os métodos e recursos (tanto matematicos quanto os disponibilizados pelo préprio
Desmos) utilizados para o célculo das raizes dos somatorios de forga igualados a zero. Esta,
também, a explicacdo a respeito da composicdo do dominio valido de 6. Apds isso, €
apresentada a forma de realizar a implementacdo gréafica no software para gerar a curva

Momento Fletor — Curvatura.

3.1 METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA ENCONTRAR RAIZ DE
FUNCAO

Conforme mencionado no item 2.10, 0 método utilizado para encontrar a raiz de cada somatorio

de forgas para cada 6 imposto, com excegdo da raiz para os 6 Ultimos (6 e 8y,), sera 0 método

iterativo de Newton-Raphson. Como de praxe, seré definida uma funcéo Ny (x, 8):

f(x, 0)
D(x,0)

Ni(x,0) = x — (85)

onde:

N (x,0) é a funcdo do método iterativo de Newton-Raphson para encontrar a raiz da funcéo

f(x,6);
x é a profundidade da linha neutra e é a variavel em relacéo a qual se esté& aplicando o método;

d¢ , ~
0= d—f é a curvatura da sec&o;

f(x,8) e afuncdo do somatorio de forgas da se¢do sem reforco;
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D(x,0) =:—xf(x,9) é a derivada da funcdo f(x,0) em relacdo a variavel x, que é a

profundidade da linha neutra.

3.1.1 Equivaléncias matematicas das tensdes do concreto para a segdo

retangular

Por problemas de limitacdo do software, para que o Desmos consiga calcular as iterages das

varias raizes que serdo calculadas através da funcdo da Equacéo (85) pelas Equacbes (120) e

(121), é necessério reescrever o termo %Rcc(x, 0) da funcdo D (x, 8) como:

d
——Rec(x,0) = b-0(x,6,0) (86)

Esta igualdade é verdadeira quando a largura da secdo b é constante ao longo da profundidade

. . A . d ’ . ~ 7
Z, 0U seja, a equivaléncia — R..(x,0) = b-a(x,0,0) é verdadeira quando a secdo € retangular.

O problema gerado no Desmos € que, como a funcdo de forca R..(x, 6) é uma integral da tensdo
de compressdo ao longo da profundidade z que possui a variavel x nos limites de integracao, e
a funcdo D (x, 8) é uma derivada em relacdo a mesma variavel x, o custo computacional é tdo
grande para o software que o calculo das Equacdes (120) e (121) ndo é executado. Note que as
Equacdes (120) e (121) geram listas, cada uma com n elementos, entdo o software teria de
calcular a derivada da integral n vezes para cada iteracdo de cada lista, ou seja, para cinco
iteracGes de uma lista seriam 5n calculos, 0 que é extremamente custoso dado que cada célculo

é a derivada de uma integral.

Do mesmo modo, reescreve-se o0 termo R..(x, 8), que é a integral da tens&o de tracdo bilinear

como:
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Ri(x,0)=b (tZ(x' 0) - Gct(X,ZH,x +t,(x,0)) N
+0.9fctd(tu(x, 0) — t,(x, 9)) + @7

(act(x, 0,x + t,(x, 6)) — act(x, 0,x + t,(x, 0))) (tu(x, 0) — t,(x, 9))
+
2

onde:

0.9fctd) (89)

t,(x,0) = min (h — X, oL,

sendo que:

t,(x,8) é o menor valor entre: a distancia da linha neutra até a fibra mais alongada da secéo e

a distancia da linha neutra até a fibra onde ocorre a plastificacdo a tracdo do concreto.

Infelizmente, perde-se elegancia para possibilitar que o software funcione e a curva Momento
Fletor — Curvatura seja elaborada. A funcdo D(x, 8) fica, entdo, para a se¢do retangular sem

reforco, definida como:

D(x,0) =b-0(x,6,0) + % (Ret(x,0) + Rs(x,0) + Ri(x,0)) (89)

Para a se¢éo retangular com reforco:
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fr(x,6)

N =x -
Rr (x; 9) X Dr (x’ 0)

(90)
onde:

Ng,(x,8) é a funcdo do método iterativo de Newton-Raphson para encontrar a raiz da fungao

fr(x,0);

fr(x, 0) é afuncdo do somatorio de forcas da se¢do com reforco;

D, (x,0) = %fr(x, 0) é a derivada da funcéo f,(x, ) em relacdo a variavel x.

Apos a alteracdo dos termos :—x R..(x,0) e :—x R.:(x,0), afuncdo D, (x, 8) fica definida como:

D,(x,0) =b-0(x,6,0) + ;—x (Ret(x, ) + Rs(x,0) + Ri(x,0) + R.(x,0)) (91)

3.1.2 Equivaléncias matematicas das tensdes do concreto para a se¢ao “T”

Jé& para curva Momento Fletor — Curvatura da segdo “T”, encontrou-se uma forma de reescrever

a fungdo D (x, 8) que possibilite o software executar o calculo das Equagdes (120) e (121).

O operador da derivada total :—x no método de Newton-Raphson funciona, na verdade, como
uma derivada parcial aa_x e, utilizando a Regra de Integracdo de Leibniz, consegue-se encontrar,

d . A = . . . .
para o caso da — R..(x, 8), uma equivaléncia entre derivar a integral e integrar a derivada de
dx

uma mesma fungao F, sendo a segunda — de integrar a derivada — a menos computacionalmente
custosa, permitindo, assim, 0 Desmos de executar o clculo das Equagdes (120) e (121). Pela
Regra de Integragéo de Leibniz, entéo, para uma derivada parcial de uma integral cujos limites

dependem da variavel em relacdo a qual se esta derivando:
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aj::z)F(x, 0,z)dz = Liz)g—idz + F(x, H,Xz(x)) % — F(x, H,Xl(x)) % (92)
Para o caso da derivada da resultante de compressao:
F(x,0,z) = b(z) 0..(x,0,z) (93)
X,(x) =x (94)
X, (x)=0 (95)
Com isso, a derivada da integral abaixo:
iRcc(x, 0) = iJ‘xb(z) Occ(x,0,2)dz (96)
dx ox J,
Ficaigual a:
— f b9 1 b) o, 0, 3) 2 — B(0)on(x, 6,0 - 0 97)
o 0x ox

O terceiro termo estd multiplicado por zero, e o segundo possui “o..(x, 8, x)”, que € zero, pois

na profundidade da linha neutra a tenséo de compresséo do concreto sempre € zero, entdo sobra:
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dR(e)—afxb() (H)d—fxab() x,6,7) dz (98
I cc(x, _axo Z) 0cc(x,0,z Z_Oax Z) 0cc(x,0,z) dz (98)

. . ~ d .
Ou seja, para o termo da derivada da resultante de compressdo (E R..(x, 9)), conclui-se que a
derivada da integral € igual a integral da derivada. Para 0 Desmos, € menos custoso calcular a
integral da derivada do que a derivada da integral, entdo, se elas sdo iguais, € mais eficiente

utilizar a primeira.

Para o termo que deriva a resultante de tracdo em relacdo a x, entretanto, o resultado néo é téo

simples quanto foi para o termo referente & compressao, pois 0 termo F(x, 0,X, (x))% da
Equacdo (92) ndo zera. Repetindo a Equacéo (92):
o X)l(::)F(x, 0,z)dz = jX i:)adz + F(x,0,X,(x)) % — F(x,0,X, (x))% (92)
F(x,0,2z) = b(z) 0,:(x,0,z) (99)
X,(x,0) =x+t,(x,0) (100)
X,(x)=x (101)

Com isso, 0 termo abaixo:
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d x+ty(x,0)
RO =5 [ b ol 0,2) dz (102)

®

Fica igual a:
x+ty(x,0) obo . o
= .f ath dz + b(x + tu(x, 9)) O'ct(x. 0, x + t,(x, 9)) ( al;( )) +
x (103)

dx
—b(x) g.(x,6,x) EP

Sabe-se que o (x, 6, x) resulta em zero, pois a tensdo de tracao na profundidade da linha neutra

sempre € nula, entdo o terceiro termo é zero, e sobram os dois primeiros termos, portanto:

x+ty(x,0) x+ty(x,0)

b(z) o.(x,0,z)dz = j EP (b(z) o.(x, 0, z)) dz +

0
dx
x (104)

X

+b(x + t,(x, 9)) Uct(x, 0,x + t,(x, 9)) aa_x (x + t,(x, 9))

Com isso, ao invés de definir a derivada da integral da tensdo de tracdo, que torna o calculo das
Equacdes (120) e (121) inexecutavel pelo Desmos, define-se a integral da derivada da tenséo

de tracdo somada a um termo, que é o que esta definido na Equacéo (104).

Pode-se notar que, pela Regra de Integracdo de Leibniz, a Equagdo (92) dita que o limite
superior de integracdo deve depender apenas da variavel em relacdo a qual se esta derivado a
integral, que, nesse caso, é a variavel x. Pela Equacédo (100), porém, observa-se que X, tem de
ficar em funcéo de (x, 8), pois t, € uma funcdo de (x, 8). Realizando testes no préprio Desmos,
pode-se verificar que, mesmo X, ndo sendo uma funcao apenas de x, para este caso, a igualdade

da Equacéo (104) é verdadeira.
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3.1.3 Modo de uso do método de Newton-Raphson

Para utilizar o método de Newton-Raphson, basta aplicar a fungdo N (x, 8) em um valor de x
(x0), que sera a estimativa inicial para a primeira iteracdo, e em um valor de 8 para o qual se

queira calcular a raiz correspondente. Para o caso do & dltimo (), por exemplo, o calculo de

x, ficaria dessa forma:

f(xO' gu (xo))

NR(xO' 6'u(xo)) =Xo— m (105)
Este seria o resultado da primeira iteracdo, ou seja:
X, = xo — f(xo' Hu(xo)) (106)
D(XO: Bu(xo))
Para a segunda iteracdo, bastaria aplicar x; na funcdo Ny (x 0, (x)):
Ne (1, 8,(61)) = x; — % (107)
Este seria o resultado da segunda iteracdo, ou seja:
Xy = X1 — M (108)

D (x1; gu (xl))

onde:
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X, € a estimativa inicial utilizada no método de Newton-Raphson;
X1, X, etc sdo os valores de profundidade da linha neutra de cada iteracdo 1, 2, etc.
E assim sucessivamente até a convergéncia.

Este serd o método utilizado para descobrir todas as raizes de cada 6 imposto, com excecdo da
primeira raiz a ser calculada: a do 6 ultimo. O calculo da raiz correspondente ao 6 ultimo foi
utilizado no exemplo acima para demonstrar como é realizado o célculo do método e que é

necessario inserir uma estimativa inicial x, para o célculo de cada valor de x das listas de x,, e

Xnr-

Para poupar o usuério de inserir um dado de entrada a mais, que seria o valor da estimativa
inicial, esta etapa sera automatizada através do uso de outro método que permite encontrar raiz

de fun¢do chamada de “regressdo nao-linear”, disponibilizada pelo Desmos.

3.2 REGRESSAO NAO-LINEAR PARA O CALCULO DO 6 ULTIMO
ATRAVES DO DESMOS

Optou-se por utilizar uma regressdo nado-linear pelo método de minimos quadrados

disponibilizado pelo Desmos apenas para o calculo das raizes x, e x,, dos 6 Ultimos
(Hf = 6y(xy) = Hn[n] € Hfr = Oy (xyy) = Hn[n])-

Este método, pelos testes realizados, aparentemente exige mais recursos computacionais do que
cinco iteracbes de Newton-Raphson para o calculo de uma Unica raiz, e é inviavel de ser
utilizado para compor as listas x,, € x,,- por causa de como se implementa o recurso dentro do

software.

Seria necessario inserir n linhas de codigo como o da Figura 17 para utilizar o método no
calculo de todos os elementos das listas x,, € x,,, mas n € um ndmero a ser definido pelo
usuario, e, por isso, se torna inviavel utilizar a regressdo nao-linear para o calculo de todos 0s
x das listas x,, e x,,, pois ndo ha como saber, a priori, quantos pontos o usuario julgara
necessario. Por isso, 0 custo-beneficio é alto apenas se o recurso for utilizado para os x Ultimos,

pois, com isso, fica automatizada a tarefa de o usuario ter de inserir a estimativa inicial quando
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0 método de Newton-Raphson for utilizado e o custo computacional resultante é relativamente

baixo.

A raiz encontrada através deste método possui uma precisdo de pelo menos 12 digitos
significativos e, com esta estimativa inicial muito precisa para a raiz do 6 ultimo, o valor de
todas as outras raizes converge para um resultado com pelo menos 12 digitos significativos
com apenas quatro ou cinco iteracfes de Newton-Raphson para o caso do Exemplo 1. Com a
automatizacéo da tarefa de inserir uma estimativa inicial, a ferramenta computacional utilizada

neste trabalho se torna mais simples de ser operada pelo usuario.

Para utilizar este recurso de regressdo nédo-linear do Desmos, com f(x, 8) e 6,(x) definidas,

basta entrar com a seguinte linha de codigo:

£ (0, 64 (x0)) ~ 0. (109)

onde:

X, € 0 resultado da regressdo ndo-linear para o x ultimo e é o valor que sera utilizado como
estimativa inicial no método de Newton-Raphson para o calculo dos x que compdem a lista x,,;
deve-se atentar que x, ndo pode estar previamente definido, pois é nessa linha de cddigo que o

Desmos o atribuirgd a um valor.

A linha de codigo acima pode ser lida como “qual ¢é o valor de x, que faz com que a f (x, 0, (x))
seja zero?”. Com isso, 0 Desmos responde a esta pergunta definindo o valor de x, e informando
0 root-mean-square-error (RMSE), para caso seja de interesse do usuario saber. A linha de

cddigo fica como mostra a Figura 17.
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Figura 17 — Linha de codigo que faz o Desmos utilizar a regresséo nao-linear para
encontrar o valor de x, que zera a funcéo f(x, 6,(x))

242

(%0 8,(%)) -0

CTATICTI D
ATIS o

) ) LW

[

RMSE=158x10"13

RESIDUALS

€,

PARAMETERS @
x, = 21.7038

(fonte: elaborada pelo autor)

De forma analoga, para a secdo com reforco, 0 Desmos define o valor de x,,., que € um valor

muito proximo do exato para a raiz do 6 ultimo:

fr(XOr: Hur(XOr)) ~ 0. (110)

Figura 18 — Linha de codigo que faz o Desmos utilizar a regressdo ndo-linear para
encontrar o valor de x,, que zera a funcéo £, (x, 6, (x))

248

fr(x[]r? Qur(‘xOr)) ~0
STATISTICS @

RMSE=711x10"

RESIDUALS
e."

PARAVMETERS @
x,, = 24928

(fonte: elaborada pelo autor)
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3.3 COMPOSICAO DO DOMINIO DA CURVA MOMENTO FLETOR -
CURVATURA

Com os valores de x, e x,, calculados através do recurso de regressdo ndo-linear do Desmos,
pode-se definir, com grande precisao e sem custo relevante para o computador, o valor maximo
de 6 para a se¢do sem reforco e com reforgo, respectivamente, aplicando-os nas Equacdes (38)

e (39). Para a se¢do sem reforgo:

0 = 6, (xo) (111)

Para a se¢do com reforco:

Ofr = Our (Xor) (112)

onde:

6 € o valor do limite superior do dominio da variavel 8 para a se¢do sem reforco. Ele € igual a
funcdo do 6 altimo da secéo sem reforgo aplicado em x, (ou seja, 6,(x,)) e também é o Gltimo

elemento da lista de 6,, (ou seja, 6,,[n]);

8¢, € 0 valor do limite superior do dominio da variavel 8 para a secédo com reforco. Ele € igual
a funcdo do @ ultimo da secdo com reforgo aplicado em x,, (ou seja, 8,.(xy,-)) € também é o

ultimo elemento da lista de 6,,,- (ou seja, 6,,,-[n]).

Assim, pode-se prosseguir para a definicdo do numero de pontos a serem calculados para
compor o dominio de 6. A principio, todos 0s pontos estardo espagados igualmente entre si de

uma distancia A. Para a se¢do sem reforco:
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6; — 6;

A= 113
— (113)
Para a se¢éo com reforco:
Orr — 6
fr ir
A, = 114
r=—— (114)

onde:

A e A, sdo 0s espacamentos entre 0s pontos, ou curvaturas, da se¢do sem reforco e da secdo

com reforco, respectivamente, no grafico Momento Fletor — Curvatura;

0; e 6, sao os limites inferiores para 0 dominio da curvatura 6 da curva Momento Fletor —
Curvatura para as se¢cdes sem e com reforco, respectivamente, e serdo adotados como 6; =
9,:7- = 0.

Assim, serdo criadas as listas de calculo com n elementos 0,, e 0,,,- — que ainda ndo sao as listas
numéricas 6, e 8, —, espacados entre si por A e A, respectivamente. A definicéo destas listas,

na notacdo do Desmos, fica, para a secao sem reforgo:

0, =[6,6; +4, ..., 6] (115)

Para a se¢éo com reforco:

Onr = [0ir) Oir + Ay, -, 017 (116)

onde:
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0,, é a lista de calculo do dominio da variavel 8, que servira para atribuir os seus resultados

numéricos a lista 6,,;

0,,,- é a lista de calculo do dominio da variavel 6, que servira para atribuir os seus resultados

numéricos a lista 6,,,..

Com os colchetes, o0 Desmos entende que ©,, e ©,,,. sdo listas. A Equacdo (115) pode ser lida
como “0, é igual a uma lista que possui 8; como primeiro elemento, 6; + A como segundo
elemento, e tantos elementos quantos forem necessarios para completar a lista até o valor de 6,

espagados pela diferenga entre o segundo elemento e o primeiro”. A leitura é analoga para a

Equacdo (116).

Esta é a forma de impor os valores de 6 que estardo presentes nas listas 8,, e 6, a depender
dos valores maximos de &y e 8¢, 0 que produz um dominio com n pontos espagados igualmente

entre si.

Nos resultados, entretanto, serdo apresentados graficos com divisao de dominio em seis regides.
Estas servirdo para que o usuario possa definir o nimero de pontos presentes em cada uma para
aprimorar a precisao da curva em regiGes onde ha maior variacdo de inclinagdo da curva, que
séo onde ocorrem os efeitos de plastificacdo dos materiais (ou fissuracdo, no caso do concreto

a tracdo).

Para as seis regifes, a forma de calcular o espagamento em que 0s pontos estdo igualmente
espacados entre si se mantém, com um namero total de n pontos no dominio inteiro, alterando-
se apenas o fato de que ao invés de uma regido com um espagamento sO, tem-se seis, cada uma

com 0 Seu espagamento.

3.4 APLICACAO DO METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA O
CALCULO DE CADA PROFUNDIDADE DA LINHA NEUTRA x A
PARTIR DE CADA ELEMENTO DA LISTA 6,,

Com as listas 0,, e 0,,,- definidas, pode-se atribuir os resultados numéricos calculados por elas
as listas 6,, e 6,,,-, conforme € explicado no item 3.5 a seguir. Dessa forma, com os elementos

das listas 6,, e 6,,- atribuidas apenas a numeros, calcula-se a profundidade da linha neutra x
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correspondente a cada elemento destas listas através da imposicdo da condicdo de esforco
normal nulo, compondo assim as listas x,, € x,,-. Para tanto, sera utilizado o método de Newton-

Raphson.

Para a primeira iteracdo, basta aplicar na funcdo Ny (x, 8) a estimativa inicial ja calculada x, =
X, em x e a lista inteira 6,, em 6. Note que x;, na Equacgdo abaixo, é uma lista contendo n
elementos, pois no argumento da funcéo foi inserida a lista 6,,, ou seja, 0 Desmos entende que
devera calcular a funcdo Ng(x,8) em x, para cada um dos n valores de 6, e 0os armazenar

dentro de x;, que acaba se tornando uma lista:

f(xo' gn) _

Ng(x9,6,) = xo — Dy 8) X1
r¥n

(117)

Para a segunda iteracdo, aplica-se x; = Ni(x,, 6,) no x da funcdo Nr(x,6) e 6,, em 6. Dessa

forma, o Desmos recalculara os n valores da lista x;, armazenando-os na lista x:

1,6,

Ng(x1,6,) = x1 — D(ry 8,
r¥n

x; = Ng(Ng(xg, 0r), 6y) (118)

Para a terceira iteracdo, aplica-se x, = Ngx(Ng(xo, 6,,), 6,,) no x da funcdo Nz (x,6) e 6,, em 6.

Novamente, o Desmos recalculara os n valores da lista x,, armazenando-os na lista x;:

f2,6,)

Ngr(x3,0,) = x5 — DCx, 0
r¥n

X3 = NR(NR(NR(xO'Qn)’Hn)» Hn) (119)

E assim sucessivamente para as proximas iteracdes. Para economizar linhas de codigo definindo
X1, X5, X3, €tc N0 Desmos, definiu-se a lista de célculo X,, — que ainda néo ¢ a lista x,, — da
seguinte forma, com cinco iteraces (para identificar o nimero de iteraces, basta contar

quantas vezes Ny aparece):
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Xn = NR(NR(NR(NR(NR(xO' Hn)' gn)' Hn)' gn)' Hn) (120)

Note que, assim, 0 Desmos calculara os n valores da lista cinco vezes, que é o nimero de
iteragBes adotado, ou seja, para cada iteracdo adicionada, sdo realizados mais n célculos através

da funcdo Nz (x, 8) para substituir cada elemento por seu novo valor da nova iteracao.

De forma analoga para a se¢do com refor¢o: aqui, para cada iteracdo adicionada, também sdo
adicionados mais n calculos, ou seja, se 0 usuario decidir reduzir uma iteracdo tanto para o
calculo da lista X,, quanto para o célculo da lista X,,,- serdo 2n célculos a menos que o Desmos

devera realizar:

an = NRT(NRT(NRT(NRT(NRT(xOTI 9717’)1 9717’)1 01’11")' 9717’)! 9717’) (121)

Para demonstrar a eficiéncia do método, sera apresentado a seguir como ocorre a convergéncia
do primeiro elemento da lista de x,,,- do Exemplo 1, apresentado no item 4.1, que € x,,,.[1] =
35.77 cm, que representa o resultado da profundidade da linha neutra correspondente ao
primeiro elemento da lista 6, (6,-[1]), com precisdo de 12 digitos significativos, a partir de

uma estimativa inicial de x,,, = 26.10 cm, que foi obtida através da regressdo nao-linear:

Estimativa inicial:

Xor = 26.0985518255 cm (122)

Primeira iteracéo:
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x1 = Ngr(Xor, 0,,r[1]) = 35.3800995307 cm (123)
Segunda iterag&o:

Xy = Np,(%;, 6,,-[1]) = 35.7652155551 cm (124)
Terceira iteragdo:

X3 = Np,(x5, 0,,,[1]) = 35.7658821147 cm (125)
Quarta iteragéo:

x4 = Np,(x3, 0,,,[1]) = 35.7658821167 cm (126)
Quinta iteracéo:

x5 = Np,(x4, 0,,,[1]) = 35.7658821167 cm (127)

Como se pode observar, para o valor de x mais distante da estimativa inicial x,, da secdo
utilizada neste exemplo, o método apresenta convergéncia de pelo menos 12 digitos
significativos na quarta iteracdo. Sabe-se que quatro digitos significativos ja seriam o suficiente
para 0 que se propde este trabalho, mas, como a exigéncia de processamento computacional
adicional para pular da segunda iteracdo para a quinta ndo é tdo grande, decidiu-se adotar cinco

iteracOes.
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3.5 CONSTRUCAO DAS LISTAS NUMERICAS DE x,,, 8,,, Xny E 6,y

Com as listas de célculo ©,,, 0., X,, € X,,,- definidas, para cada alteracdo de qualquer dado de
entrada ou equacdo, 0 Desmos imediatamente recalculara tudo que esta definido no programa,

inclusive as listas acima. Por exemplo:

Se forem adotadas cinco iteracfes para 0 método de Newton-Raphson da secdo sem reforco, a

definicédo da lista de n elementos X,, seria a seguinte, conforme apresentado na Equacéo (120):
Xy = Ng(Ng(Ngr(Ng(Ng(x0, On), 0r), 63), 6,), 6,) (120)

Com isso, o Desmos calcularia os n elementos cinco vezes, pois sdo cinco iteragdes. Se for
utilizada a lista X,, no calculo do momento fletor resistente devido a tenséo de tracao (M), por
exemplo, que, conforme a Equacgéo (75), possui a seguinte expressdo (mas substituindo a lista

X, por X,,):

Xp+ty(Xn,0n)
M = j b(z) - 0c(Xp, 0n,2) - z dz, (128)
Xn

0 Desmos ndo transformaria cada elemento da lista X,, em um numero antes de utiliza-lo na
expressdo acima. O que ele faria seria carregar a definicdo de X,, para dentro da Equacdo (75)

em todo lugar que ela for chamada, ou seja, o que ele realmente calcularia seria:

J-NR (NR(NR(NR(NR(X0,0n),61),61),6n),6n)+tu(NR(NR(NR(NR(NR (X0,01),6).61),61),61),6n)

Mo = b(2) 6ct(Ng (Ng (Ng (Ng (Ng (%, 6, 61, 6,), 6,), 60), 6, 2) 7 dz (129)

NR(NR(NRNR(NR (X0,0n).00).00),0n),0n)

Pelo que se pode observar acima, talvez com um zoom no documento, as cinco iteragdes de

Newton-Raphson sdo recalculadas toda vez que a lista X,, é chamada e isso acontece por causa
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da maneira como o Desmos funciona, que carrega a definicdo das variaveis, e ndo apenas 0s

seus resultados numéricos.

Pelo que se pdde entender do software até entdo, muito provavelmente é por este motivo que
se pode definir as equacdes em ordem nédo-sequencial, pois 0 Desmos sempre armazena a
definicéo e a recalcula onde ela for necessaria, ndo importando em qual ordem o usuario definiu

a variavel em questdo.

A intencdo, neste item, portanto, é escrever os valores calculados pelas listas acima nas listas
6, Oy Xy € Xy, QUE Servirdo para armazenar apenas nimeros, e nao definicdes — que é o que
as listas de célculo ©,,, 0,,,-, X,, € X,,,, fazem. Se as listas 09,,, 0,,,, X,, e X,,,- , que carregam as
suas definicoes, forem utilizadas para o calculo dos momentos resistentes, gera-se uma lentiddo
que torna a experiéncia do usuario do programa extremamente negativa. Por outro lado, se as
listas 6,,, 0,,,-, X5, € Xy, que contém apenas nameros, forem utilizadas, apenas os nimeros séo
utilizados nos célculos, e ndo as defini¢bes que geraram esses nUMeros, 0 que poupa uma grande
quantidade de calculos desnecessarios, que existem por causa da linguagem de alto nivel do
Desmos.

Clicando no icone de “+” no canto superior esquerdo do Desmos, e depois em “relogio”, abre-
se uma pequena caixinha com os escritos “Run every ms”. Sera inserido no

primeiro campo o seguinte dado de entrada:

91’1 - GTU 97’17" - G)Tl'l"’ le - XTl’ an - XTlT' (130)

Em seguida, sera inserido 500 no segundo campo. Este pequeno passo fard com que o Desmos
atribua as variaveis 6,,, 0,,,-, x,, € x,,,- 0s valores numéricos — e nao as defini¢cbes — dos elementos
das listas ©,,, 0., X, € X,,,- a cada 500 ms. Dessa forma, criam-se as listas 6,,, 6,,,, X,, € Xy,
cujos elementos sdo apenas numeros, para serem utilizadas nos calculos e na construgdo da

curva Momento Fletor — Curvatura e, assim, soluciona-se o problema de lentidéo.
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3.6 CONSTRUCAO DA CURVA MOMENTO FLETOR — CURVATURA NO
DESMOS

Finalmente, com as listas 6,, e 6,,, e as listas My, € My, calculadas, pode-se plotar os pontos

(6, Mgy) € (0, Mr4y) para obter a curva Momento Fletor — Curvatura.

No Desmos, a sintaxe é muito semelhante a utilizada na Matematica, ou seja, as Equacgdes
apresentadas neste trabalho podem ser escritas de forma quase idéntica no Desmos e o software
as entenderd, bastando, € claro, definir também os dados de entrada. Para a plotagem dos pontos

ndo é diferente: basta inserir (8,, Mr4) € (6,,,-, Mrq,) para os pontos serem plotados no grafico.

No caso da secdo sem reforco, por exemplo, como 6,, € uma lista contendo os n valores das
curvaturas 8 que compdem o dominio e Mg, também é uma lista contendo os n valores de cada
momento fletor resistente correspondente, o Desmos plotara todos os pontos (6,,[1], Mg4[1]),
(6,12], Mg4[2]D), (6,,[3], Mg4[3]) € assim por diante, até o ponto (8,,[n], Mg4[n]).

Para a secdo com reforco, a plotagem acontecera de forma anéloga: (6,,,-[1], Mgrar[1]),
(Onr[2], Mpar[2]), (6nr[3], Mrar[3]) € assim por diante, até o ponto (6, [n], Mgar[n]).

A Figura 19 tem o intuito de demonstrar de forma qualitativa como fica o grafico logo que os
pontos sdo plotados. Com n = 102 pontos para o caso do Exemplo 1, e um espagamento menor
entre os pontos nas regides de grande mudanca de inclinacdo da curva, observa-se como ficam
dispostos os pontos das curvas sem reforco (laranja) e com refor¢o (azul), sendo o reforco
aplicado em i, = 33, correspondente a curvatura 6,,[i,] = 4.165-107° cm™! e a0 momento
fletor resistente Mg,4[i,] = 224.5 KN.m, equivalente a 59% do momento fletor resistente

maximo da secdo My,[n] = 380.6 kKN. m para esta se¢ao.
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Figura 19 — Demonstracdo qualitativa de como ficam plotados os pontos (6, Mz,) €
(6p-» Mrgy) N0 Desmos antes das melhorias apresentadas na Figura 25 e na Figura
26

MRd (kN.m)

0 (cm'*)=
(fonte: elaborada pelo autor)

No topico 3.3, através das Equacdes (113), (114), (115) e (116), foi explicado que, a principio,
todos 0s pontos teriam 0 mesmo espagamento entre si. Para poupar recursos computacionais,
entretanto, decidiu-se dividir o dominio em seis regifes para que 0 usuario possa povoar com
mais pontos as regides onde hd maior mudanca de inclinacéo da curva, que s&o onde acontecem
os efeitos mais interessantes de serem analisados. Nao s&o todos os pontos, portanto, que estdo
espacados igualmente entre si, mas sim 0s pontos que pertencem a mesma regido. Na Figura

26, que esta mais a frente, estas regides estdo visualmente mais bem definidas.
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Gracas aos recursos disponiveis no Desmos, pode-se plotar, no grafico, ndo apenas os pontos e
as fungdes, mas também informacdes que sdo Uteis para facilitar o estudo da curva Momento
Fletor — Curvatura para uma dada secdo. E possivel, também, ligar os pontos com retas para

melhorar a visualizacao da curva.

E atil, por exemplo, plotar um ponto que demonstra visualmente em qual momento fletor esta
sendo adicionado o reforgo, o que pode ser feito com a seguinte linha de codigo:

Figura 20 — Linhas de cddigo a serem inseridas no Desmos para plotar um ponto
com o seu valor no grafico

© (aliwl])

v Label: "${M_iry" kNm

O M, = round (M’R a,-[f_,_]. 1)
M, = 2245

(fonte: elaborada pelo autor)

onde i, € 0 momento de adicdo do reforco.

Repare que a caixa “Label” da linha 283 estd marcada, e com o cddigo “’${M_ir}" kKNm”.
Assim, o ponto serd plotado no grafico com a legenda “valor de M;,.” acompanhado dos

caracteres “ kNm” a direita.

Como se pode observar pela Figura 20, a constante M;,. foi definida como o i,.-ésimo valor de
Mg, e arredondada na primeira casa decimal apos a virgula pela funcdo “round( )”, o que

resulta em M;,. = 224.5 kN.m (i,, = 33 neste exemplo).

Observe, também, que a constante M;,. foi definida em uma linha de cédigo que esta depois da
linha em que ela foi utilizada. Esta é a forma como a linguagem do Desmos funciona, onde o
usuario pode definir os elementos em qualquer ordem, pois as defini¢cbes ndo sao realizadas de
forma sequencial. Quando a constante M;, é definida, fica armazenada na memoria a sua

definicdo (e ndo apenas o seu valor), ndo importando a posicao dela no codigo.

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
através do software Desmos



98

Da mesma forma, é possivel realizar o mesmo procedimento de identificacdo para 0s pontos

que representam a sec¢do imediatamente antes da falha (pontos do n-ésimo elemento).

Figura 21 — Definicdo dos pontos imediatamente anteriores a falha da se¢éo e suas

O: O:

oL

legendas

(8”[;3] M, d[ar])

v/ Label: Falha

(8”[;3] M, d[ar])

v Label: "${M_fI" kNm

M, = round (}L{M[H]. l)

M, = 380.6

(8”?[n]. ﬂ’f;?d,_[ﬁ])

+/ Label: Falha (com reforgo)

(:9”?[3@]. }L{?d}_[n])

v/ Label: "${M_fr}’ kNm

M, = round(Mer[?r] . 1)

M,, = 4239

(fonte: elaborada pelo autor)

Outra modificacdo interessante é ligar os pontos por retas com o intuito de melhorar a

visualizacdo da curva. Para fazer isso, basta segurar com o botéo esquerdo do mouse no icone

circular azul logo abaixo do numero que informa a linha do codigo (276, no caso abaixo),

conforme mostra a Figura 22 e ativar a opgao “Lines” na nova janela que surgir, como mostra

a Figura 23.
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Figura 22 — Demonstracdo de onde o usuario deve segurar o botdo esquerdo do
mouse para a janela da Figura 23 aparecer

0 ( gnr‘ iMrﬁdr)

/ Label

Figura 23 — Demonstracdo de onde o usuario deve clicar para ativar a funcdo que
liga os pontos por retas

(fonte: elaborada pelo autor)

Points D]

(=]
EGENEN
Label /

Lines S
/]
Clickable

(fonte: elaborada pelo autor)

E possivel, também, fazer aparecer valores nos eixos, bastando clicar no icone de ferramenta

“ " no canto superior direito do grafico e ativando a op¢do “Axis Numbers”, como mostra a

Figura 24.
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Figura 24 — Opgoes disponiveis para modificar a visualizagéo do gréafico através do

fcone -

Display

e . -

Reverse Contrast

Braille Mode
a“
Grid ' Axis Numbers
v AFI’O% Zoom Square
v X-Axis ‘6 (cm™)

0.000060° < x < 0.000291

Step:
v Y-Axis '
MRd (kN.m)
5392.033 <y < 1113.990
Step:

Lock Viewport €

(fonte: elaborada pelo autor)

Com essas modificacOes, a curva ganha mais informaces e fica como mostra a Figura 25.
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Figura 25 — Curva da Figura 19 com as melhorias de visualiza¢do e com algumas
informagdes adicionais sendo plotadas

MRd (kN.m)
A
3

4501
Falha (com reforgo)

423 .9kNm
4004

3501
3001 o

250+ 4

& 224.5KNm
200+

1501
100t

5071

0 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.0001 0.00012 0.00014 0.00016 0.00018
B (cm™)
(fonte: elaborada pelo autor)

Com mais algumas modificacBes, consegue-se desenvolver um grafico interativo em que o
usuario pode mover um botéo que o permite aumentar a amostragem de pontos em regides onde
ha muita mudanca de inclinagéo da curva, ou diminuir a amostragem em regides onde ha mais

previsibilidade do comportamento da curva para poupar recursos computacionais.

Estas modificacGes sdo possiveis utilizando fungdes matematicas e alguns outros recursos
semelhantes aos utilizados em linguagens de programacéo para, por exemplo, criar botdes que

incrementam valores as varidveis previamente definidas nas linhas de codigo do programa.
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Assim, o gréafico passa a ficar da forma como mostra a Figura 26, com um botdo que pode ser

movimentado entre as regides e informa a quantidade de pontos na regido destacada (com fundo

acinzentado) e que permite o usuario aumentar ou diminuir a quantidade de pontos clicando na

seta para cima ou para baixo, respectivamente.

O usuério pode, também, movimentar para a esquerda e para a direita 0s botdes que estdo na

metade da altura de Mz,[n] = 380.6 KN. m para alterar a abscissa dos separadores das regides.

MRd (kN.m)

4504

4004

3501

300t

250+

200+

150t

100t

5071

an
o
(=)

(] ..‘V

Figura 26 — Demonstracdo dos recursos possiveis de serem implementados através
das ferramentas do Desmos para facilitar a visualizag8o e a interacdo com o grafico
por parte do usuario

Falha (com reforgo)

423 .9kNm

0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.0001 0.00012 0.00014 0.00016 0.00018
B (cm™)
(fonte: elaborada pelo autor)
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4 EXEMPLOS DE APLICACAO

Em todos os exemplos a seguir, utilizou-se a fibra de carbono CF130 como o material do
reforgco, mas, se fosse utilizado um material metalico, como uma chapa de ago, por exemplo,
apenas deveriam ser substituidas as Equagdes (30) e (55) pelas Equacbes (31) e (56),
respectivamente. Claro, além destas substitui¢des na formulacao, os dados de entrada também
deveriam ser substituidos para se adequar ao caso a ser estudado.

4.1 EXEMPLO 1

A primeira aplicacdo sera com a secdo ficticia que foi utilizada como exemplo para explicar
algumas questdes dos tdpicos 3.2, 3.3 e 3.6. Este exemplo consiste em uma secéo retangular de
20 cm X 60 cm em concreto com f,, = 25 MPa e agregado de granito, com armadura dupla,
sendo 18 cm? em tragdo (A;) e 6 cm? em compressdo (A%) de aco CA — 50. Em uma solicitacéo
de flexdo correspondente a 59% do momento resistente, a se¢do é reforcada com 1.5 cm? de

fibra de carbono CF130 (4,) ocupando toda a largura da parte inferior da secdo. Os demais
dados utilizados foram d' =4cm, d =h—d' =56cm, h, = h + 2—; = 60.0375cm, f =

3800 MPa, E, = 227 GPa e os coeficientes de ponderacdo y. = 1.4, y, = 1.15 e y,. = 1,5. Os

dados de entrada a serem inseridos no Desmos estéo listados abaixo.

As dimens@es da secdo e a disposicao das armaduras:

b =20cm
h =60 cm
d =4 cm

d=h—-d =56cm

As areas das armaduras, do reforco de fibra de carbono CF130 e a profundidade do centro
geométrico do refor¢o em relacdo a fibra mais encurtada da secéo:

AL = 6 cm?

A = 18 cm?

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
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A, = 1.5 cm?
Ay
h,=h+ T 60.0375 cm
As propriedades mecénicas dos materiais e a caracteristica do agregado do concreto:

aE=1

kN
fck = 25 MPa = 25@
kN
fyk = 500 MPa = 50@
kN
E;, =210 GPa = 21000—2
cm
kN
fyx = 3800 MPa = 380 —;

kN
E, = 227 GPa = 22700 —;
cm

Os coeficientes de ponderacdo da resisténcia dos materiais:

Y. =14
¥s = 1.15
Y =15

Deve-se considerar, ainda, que o reforco foi adicionado em i, = 33, correspondente a curvatura
0,[i,] =4.165-10>cm™! e ao momento fletor resistente Mgp4[i,] = 224.5kN.m

(equivalente a 59% do momento fletor resistente maximo da se¢do Mg,[n] = 380.6 kN. m).

A partir destes dados de entrada, basta utilizar as equacGes apresentadas ao longo deste trabalho
para encontrar as listas de curvatura e momento fletor resistente. Com todas as equacdes e dados

de entrada definidos corretamente, a rotina de calculo do programa € a seguinte:

1) Inicia-se pelo célculo do x referente ao 6 ultimo. Para isso, utilizam-se as fungdes
das EquacOes (69) e (70) e se faz a regressao ndo-linear disponibilizada pelo
Desmos demonstrada pelas Equacbes (109) e (110). Com isso, obtém-se o0s
valores de x,, € xy;,;

2) Com x, e x,,, em mé&os, calculam-se os valores maximos de curvatura 8 para a
secdo sem e com reforgo através das Equacdes (38) e (39), respectivamente;
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3) Com os valores maximos de curvatura 6 (65 e 68y,), compdem-se as listas de 6
com base na quantidade de pontos que o usuario deseja e no valor das curvaturas
ultimas 6y e 6y, através das Equagdes (113), (114), (115) e (116). Sdo separadas
seis regides, entdo sao calculados seis pares de A e A,., um par para cada regido;

4) Calcula-se o valor de cada x referente a cada curvatura imposta pelas listas 6,, e
6, para compor as listas x,, e x,,,- através do método de Newton-Raphson, que

serve para encontrar raiz de funcdo, em que as estimativas iniciais sao x, = x, e
Xor = Xurs

5) Calcula-se cada momento fletor resistente referente a cada curvatura imposta
pelas listas 6,, e 6,,- para compor as listas Mg, € Mgy, utilizando os valores das
listas de x e 6;

6) Plotam-se os pontos (6,, Mg;) € (Bny, Mpar);

7) Plotam-se outros pontos importantes e 0s seus respectivos valores para a curva
Momento Fletor — Curvatura e para as funcdes de deformacédo especifica, de
tensdo e de forca da secdo sem e com reforco.

Com a curva Momento Fletor — Curvatura plotada e com a fungdes de deformacéo especifica,
tensdo e forca tambem plotadas, basta escolher o momento i a ser estudado atraves do slider da
variavel i, que varia de 1 a n apenas com numero inteiros, e analisar o comportamento da se¢do

para diferentes momentos i.

E importante entender que do passo 4) para o 5) estdo omitidos os calculos de deformacio
especifica, de tensdo e de forca dos quais o calculo do momento fletor resistente depende, pois,

como as equacdes estdo definidas no Desmos em termos de funcGes, e 0 software carrega as

definicdes, e ndo necessariamente 0s valores numericos, o resultado das listas Mz, € Mg4,- SO €

finalmente calculado e transformado em valor numérico com as Equacdes (83) e (84). Antes
disso, as fun¢des de deformacdo especifica, tensdo e forca sdo carregadas adiante pela sua

definicdo, sem o célculo de valores numéricos no caminho.

Assim que um dado de entrada é alterado, todos os valores, e o grafico inclusive, séo
recalculados imediatamente. Para os dados de entrada deste exemplo, a curva fica como mostra

a Figura 27.

E interessante reparar que ha um ponto de coloracio preta que indica em qual parte da curva

esta sendo realizada a analise.
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Figura 27 — Curva para a se¢do do exemplo 1, com 0 momento de analise i = 4,
correspondente a 19.5 kNm (no inicio da curva existe um ponto de cor preta que
indica qual é o ponto da curva Momento Fletor — Curvatura em analise)

Falha (com reforgo)

423 .9kNm

X

e 27 pontos

V

224.5kNm

Coordenadas (6,,, Mgq)
do ponto analisado

(2-107°, 19.5)

B

0 (cm™)
Tensoes e forgas Deformacbes
—0.11kN/cm? @ —0.07 %@
1.34 kN/cm? ArmaduraAs' 4— 0.06 %o
—T7kN
):7 38 kN

Linha neutra = 35.83cm
Linha neutra

Armadura tracionada (As) §0.04 %o

® 0.05 %o
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(fonte: elaborada pelo autor)
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Para este momento de analise i = 4 (19.5 kN.m), os valores de deformacdes, tensdes e forcas
sdo muito pequenos em relacdo aos valores proximos da falha, entdo, por causa da escala
escolhida, a visualizacdo da Figura 27 neste documento pode ficar prejudicada. A visualizagdo
no Desmos, por outro lado, fica mais agradavel, pois & o usuério pode utilizar o recurso de
zoom ao girar a roda do mouse para modificar a escala do grafico principal e modificar também
0 tamanho e a posicdo dos gréaficos inset de deformacGes, tensdes e forcas, que foram criados

através de funcBes matematicas de transformacao de posi¢éo (translacao) e de escala.

No caso do momento de anélise i =4 (19.5 kN.m), percebe-se que a maior tensdo de

« kN | . : , « «
compressdo do concreto (—0.11 @) € menor em intensidade do que a maior tensdo de tracéo

kN . :
do concreto (0.135 C?) mesmo para um encurtamento maximo maior do que o alongamento

maximo. O encurtamento maximo € maior do que o alongamento maximo por causa da

profundidade da linha neutra estar maior do que a metade da altura da secdo (metade da secéo
é g = 30 cm). A tensdo de compressao da fibra mais encurtada do concreto ser menor que a

tensdo de tracdo da fibra mais alongada, mesmo com uma deformacdo especifica de
encurtamento em mddulo maior que a de alongamento, é decorrente da tensdo de tracéo ser
dependente do valor do médulo de elasticidade inicial E.; do concreto, ao passo que a tensao
de compressdo depende da inclinacdo da curva tensdo-deformacéo parabdlica do concreto em

compresséo, que resulta em valor inferior ao E;.

Para valores baixos de curvatura é onde geralmente a profundidade da linha neutra assume seus
maiores valores. 1sso acontece por causa da grande contribuicdo da tenséo de tracdo do concreto
para o equilibrio da secdo para carregamentos que provocam pequena solicitacdo de flexao,
pois, para estes carregamentos pequenos, ainda ndo aconteceu a fissuracdo da se¢do. Ha, ainda,
a contribuicdo da armadura inferior, que, quanto maior a sua area, mais contribui para absorver
os esforcos de tracédo, fazendo com que a fissuracdo das fibras inferiores do concreto a tragéo

ocorra em curvaturas um pouco mais elevadas.
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Figura 28 — Curva para a se¢éo do exemplo 1, com 0 momento de anélise i = 12

(48.8 kKNm)
A
E
é Falha (com reforgo)
e}
% 4239 kva Falha

380.6kNm

e 27 pontos

V

224.5kNm

e 0 o [ ]
0 (cm“)>
Tensdes e forcas Deformacgbes
—0.29 kN/cm? —0.2 %o
—3.68 kN/cm? ArmaduraAs' & 0.18 %o
—21kN
—97kN

Linha neutra = 33.19cm
Linha neutra

Plastificagado (tragcao)

69 kN

| 2.87 kN/cm?2 Armadura tracionada (As) |#0.14 %o
48 kN

0.183'kN/cm? L] 0.15 %o

0.16 %o
(fonte: elaborada pelo autor)
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Neste momento i = 12 (48.8 KN. m), a curvatura foi multiplicada por trés, enquanto o momento
foi multiplicado por duas vezes e meia. Aqui, a intensidade da tensdo de compressao maxima
do concreto j& supera a de tragdo e uma pequena parcela da borda inferior da se¢do ja se
apresenta fissurada. A partir do alongamento de 0.15%o, 0 concreto ndo mais para resiste as
tensbes de tracdo e o resultado disso é que para carregamentos maiores sera percebido que a

armadura inferior passara a ser muito mais exigida para garantir a estabilidade da secéo.

No momento i = 24 (94.4 KN. m), apresentado pela Figura 29, observa-se que a fissuracéo por
causa do alongamento maior que &, = 0.15%po ja abrange grande parte da secéo e a resultante
de forca produzida pela armadura inferior se torna a maior forca resistente para compensar a
falta de contribuicdo de tensdo de tracdo do concreto, que teve 0 seu comprimento t,
drasticamente reduzido em relacdo ao momento i = 12 (48.8 KN. m). Neste momento i = 24
(94.4 kKN. m), a secdo se encontra no inicio da parte “elastica” da curva, logo ap0s cessarem 0s

efeitos relevantes do inicio da fissuracdo da borda inferior da secéo.

No momento i = i,, = 33 (224.5 kN.m), apresentado pela Figura 30, que € 0 momento de
adicdo do reforgo, passar-se-a a analisar a curva azul, que é a do reforco. Neste momento, como
o reforco é adicionado e possui deformacéo nula, a parcela de forca resistente ao alongamento
da secdo produzida pela armadura inferior aumenta mais ainda, ja que a forca resultante de
tracdo do concreto se tornou menor em valor absoluto em relacdo ao momento i = 24
(94.4 kKN. m), podendo-se dizer que a essa altura a contribuicdo do concreto para produzir

resisténcia a tracdo ja comeca a se tornar bastante irrelevante.

No momento i = i,, = 33 (224.5 kN. m), por causa dos arredondamentos dos valores que séo
apresentados no grafico, pode parecer que a se¢do ndo esta equilibrada, mas, considerando-se

os valores exatos, a resultante de for¢as é nula, e a secdo esta efetivamente em flexao pura.

O momento i = 44 (373.2 kN.m) é o primeiro em que a plastificacdo do concreto comeca a
acontecer, mas € no momento i = 53 (383.5 kN. m) no qual a armadura inferior atinge a tensdo

fyq = 43.48 k—Nz 0 que provoca uma mudanga drastica de inclinagdo da curva Momento Fletor
cm

— Curvatura, e faz a secdo se comportar de forma mais pléastica do que elastica. A partir deste

momento, aarmadura inferior é a grande responsavel por permitir uma curvatura da se¢cdo muito
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maior até atingir falha. Este ¢ o chamado “comportamento ductil” do qual se refere a NBR 6118

(2014) em seu texto normativo.

No momento i = 68 (401.4 kN.m), a armadura superior atinge a tensdo f,4, 0 que provoca
uma quase imperceptivel mudanca de inclinagdo da curvae,emi =n = 102 (423.9 kN.m) o
momento ultimo é alcangado, uma vez que a fibra mais encurtada da secéo atinge a deformacéo
especifica e., = 3.5%o, caracterizando o esmagamento em compressdo dos concretos com

fck < 50 MPa.

Esta é uma secédo que falha no dominio 3 com e sem reforco. Isso implica que a secédo falha por
causa do esmagamento da fibra mais encurtada do concreto quando ela atinge a deformacao

€y, Mas com a armadura inferior em escoamento.

A Figura 35 resume os fenémenos descritos acima de forma detalhada em uma Gnica imagem
para esta secdo. E interessante observar que a secdo reforcada, para a configuracdo adotada,

ultrapassou o limite de ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91) em que a razdo da profundidade

da linha neutra x pela altura util d deve ser menor ou igual a 45% (g < 45%) para f. <

50 MPa e menor ou igual a 35% para 50 MPa < f. < 90 MPa (% < 35%).
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Figura 29 — Curva para a se¢do do exemplo 1, com o momento de analise i = 24

(94.4 kN. m)
A
E
é Falha (com reforgo)
hd 423.9kNm
=
X
e 27 pontos
224 .5kNm '
° oo o °
(16.6-107°, 94.4)
0 (cm‘1)>
Tensbes e forgas Deformacodes
—0.6 kN/cm? ® 70.44%111 N
—7.87kN/cm? = ArmaduraAs' @5 0.37 %o
— 44 kN
—165kN
Linha neutra = 26.61 cm
Linha neutra
1
| 0.15 %o
| Armadura tracionada (As) $0.49 %o
° 0.55 %o

(fonte: elaborada pelo autor)

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
através do software Desmos



112

Figura 30 — Curva para a se¢éo do exemplo 1, com 0 momento de andlise i = i, =
33 (224.5 kN. m), 0 momento de adi¢do do reforco

A
£
< Falha (com reforgo)
o
% 423 9kNm Falha
380.6 kNm
e 27 pontos
(4117 -10¢, 224.5) ¢ 224.5kNm
e 0 o °
-
0 (cm™)
TensOes e forgas Deformacdes
—1.21kN/cm? —1.1 %o ]
- 19.69 kN/cm? oz __L Armadura As' .94 %o
—112kN
—363kN
Linha neutra= 26.51 cm
Plastificacéo (tragao) Linha neutra
astificagdo (tracédo
9.9kN 0.15%,
0.183 kN/cm?
=t T 25.79 kN/cm? Armadura tracionada 1.23 %o
464kN ===
[ ] ] 1.39 %o
0 kN 0 kN/cm?

Reforgo — 0 %o
(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 31 — Curva para a se¢éo do exemplo 1, com o0 momento de andlise i = 44

(373.2 kN. m)
A
E
é Falha (com reforgo)
e
021 423.9 kva Falha
(72.3-107°, 373.2) n380.6kNm
e 27 pontos
224.5kNm '
oo o °
0 (cm“)’
TensOes e forgas Deformacdes
= 1.52 kN/cm? =2.05 %o

Plastificagéo (compress&o)

—_-——K Armadura As'
—213kN

.76 %0

—36.93kN/cm? T

]
—580kN

Linha neutra = 28.33 cm

Linha neutra

5.7kN Plastificagéo (tragéo)

0.183 kN/cm?

T 42.02 kN/cm? Armadura traciona 2 %o

756kN - T TFE =

[ ] 2.29 %o

Reforgo — 0.9 %o
(fonte: elaborada pelo autor)

e » [}
31kN 20.35 kN/cm?
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Figura 32 — Curva para a se¢éo do exemplo 1, com 0 momento de anélise i = 53

(386.5 kN. m)

(75.7-107°, 386.5)

Falha (com reforgo)

423.9kNm Falha

3¢

"~ 380.6kNm

e 27 pontos
224 .5kNm
e 6 o [
B
0 (cm™)
Tensdes e forgas Deformacgdes
=1.52 kN/cm? ? =2.16 %0
Plastificagdo (compressao)
—38.92kN/cm? Formsmenioenek Armadura As' .85 %o
—224kN
<=
—597kN
Linha neutra = 28.49cm
5.5kN Plastificagéo (tracao) Linha neutra
0.183 kN/cm?
e | 43 48 kN/cm?  Armadura tracionz 2.08 %o
TEIkNY T T T T
L. B > ° 2.39 %o
34kN 22.51kN/em Reforco — 0.99 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 33 — Curva para a se¢éo do exemplo 1, com o0 momento de andlise i = 68
(401.4 kN. m)

Falha (com reforco)
(91.4-10°%, 401.4)

423 .9 kNm Falha

3

380.6 kNm

e 27 pontos
224 .5kNm
e o o )
B (cm™)
Tensoes e forgas Deformacgdes
—1.52 kN/cm? —2.45 %0 V
—43.48kN/cm? FimSmograoT Armadura As' oo
—252kN
Plastificagdo (compressao)
]
—591kN
Linha neutra = 26.77 cm
4.5kNR Plastificagéo (tragéo) Linha neutra 0.15 %,
0.183 kN/cm?
—y T T T~ | 43 .48 kN/cm? Armadura traci 2.67 %o
783kN} T TTTTEEE
- q=w 7. , [ ) 3.04 %o
S6kN 37.31kNicm Reforco — 1.64 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 34 — Curva para a se¢éo do exemplo 1, com 0 momento de andlise i = n =
102 (423.9 kN.m)

A
S _
Z (134.1-107°, 423.9) | Falha (com reforgo)
je]
1 423.9kNm
= 3 Falha
380.6 kNm
e 27 pontos
224.5kNm
e o o [ J
0 (cm“)’
TensOes e forgas Deformacgoes
= 1.52 kN/cm? = 3.5%o0 q
—43 .48 kN/cm? Caooo ::L=. Armadura As' —2.96 %o
—252kN
e
» B 5 —641kN
Plastificagéo (compresséo)
Linha neutra= 26.1 cm
3.1 kN Plastificagéo (tracéo) Linha neutra 0.15 %o
0.183 kN/cm?
B = T 143.48kN/cm? Armadura tracionada (As) 4.01 %o
2 4.55 %o
107 kN=’ 71.62 kN/cm® Reforgo — 3..16%0

(fonte: elaborada pelo autor)

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022



MRd (kN.m)

117

Figura 35 — Resumo dos fendmenos que acontecem nos materiais da se¢do do
Exemplo 1

Falha (), 423.9kNm, x/d=46.6% €.,
(134.1 -107°, 423.9)

(161.2 10, 380.6) Ecu
[ ) [ ]

b= 20cm
224.5kNm  (59%) z= 6400m
'= 4cm
d= 56cm
A= 6cm?
As= 18cm?
fck= 25 MPa
A,=15cm?

B
B (cm™)
(fonte: elaborada pelo autor)
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4.2 EXEMPLO 2

Figura 36 — Secdo com armadura simples que falha no dominio 2 e, apds reforcada,
no dominio 3. A analise de tenses, forcas e deformacdes se refere a secdo sem
reforco logo antes da falha

|
€ Falha (r), 247kNm, x/d=36.9% €.,
E (169.4 107, 247)
ke
0'e
=
(236.1-107°, 164.8)
+ SSM
b= 20cm
100.1kNm  (60.8%) h= 60cm
d= 4cm
d= 56cm
A= Ocm?
As= 7.51cm?
fai= 25 MPa
A,=15cm?
&
0 (cm™)
TensOes e forgas Deformacoes
—1:52kN/cm? ® —3.22 %o ®
=
Plast. (comp.) 323N
Linha neutra= 13.64cm
Linha neutra
Armaduira inferior (As) 10 %o
10.94 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 37 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da se¢do com reforgo logo
antes da falha

Tensoes e forgas Deformacdes
— 1.52kN/cm? ® —3.5%0 ®

Plast. (comp.)

Linha neutra= 20.66cm

Linha neutra 0.15 %o

5.99 %o
6.67 %o

Armadura inferior (As)

o
Reforco — 5.25 %o

(fonte: elaborada pelo autor)

Neste exemplo, tem-se uma secdo sem reforco que falha no dominio 2 (com a armadura inferior
atingindo o alongamento méaximo &5, = 10%o) e, ap0s reforcada, falha no dominio 3 por causa
do esmagamento do concreto (concreto atingindo o encurtamento maximo &, = 3.5%o, para

este caso), com a armadura tracionada em escoamento.

Pode-se notar um grande aproveitamento do reforgo para aumentar o momento fletor resistente
da secdo por causa da sua grande ductilidade e proporcédo entre A, e A, passando de Mz, =

164.8 kN.m para Mgq, = 247 kN. m, com um recuo da curvatura de 6, = 236.1-107° cm™*

para s, = 169.4 - 107® cm™* e com uma relagéo g passando de 24.4% para 36.9%.

Abaixo, foi alterado o momento de adi¢do do reforgco para 90% e 25% do momento ultimo a

fim de comparar de forma quantitativa o impacto do descarregamento da estrutura.
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Figura 38 — Mesma se¢do, mas com o reforco aplicado em 90% (148.3 kN.m) do
momento Ultimo. Os diagramas de tensdes, forgas e deformacdes sdo referentes a
secdo com reforco no estado limite Gltimo

Falha (r), 240.7kNm, x/d=35.8% | Gy,

(174.4-107°, 240.7)

(236.1-107°, 164.75)

Y o<,
€,4 (158.8kNm )
148.3kNm (90%)
b =20cm
h = 60cm
d =4cm
d = 56cm
A = 0cm?
As =7.51cm?
A, =1.5¢cm?
fck = 25MPa
8 (cm )
Tensdes e forgas Deformacdes
— 1.52 kN/cm? ® —=3.5%o ®
e — /073 kN
Plast. (comp.)
Linha neutra= 20.06cm
Linha neutra 0.15 %o

6.27 %o
6.97 %o

Armaddira inferior (As)

®
Reforgo — 4.82 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 39 — Mesma sec¢do, mas com o reforco aplicado em 25% (41.2 kN.m) do
momento Ultimo. Os diagramas de tensdes, forgas e deformacdes sdo referentes a
secdo com reforco no estado limite Gltimo

A

c Falha (r), 255kNm, x/d=38.3% | €.,

E (163.4-107°, 255)

o

Y

=

€
(236.1-107°, 164.75)
o ® Ssu
€, (158.8kNm )

b =20cm
h =60cm
d =4cm
d=56cm
A = 0cm?
As=7.51cm?

£, A4, =1.5¢cm?

41.2kNm (25%) for = 25MPa
0 (cm‘*)>
Tensdes e forgas Deformacdes
—1.52kN/cm? ® —3.5 %o ®
e—— — 57 KN
Plast. (comp.)
Linha neutra= 21.42cm

Linha neutra 0.15 %o

5.65 %o
6.3 %o

Armadura inferior (As)

Reforgco — 5.8 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Na Figura 38, aplicou-se o reforco em uma curvatura de 55.76 - 10~¢ cm™? correspondente a
90% (148.3 kN.m) do momento Ultimo da se¢do sem reforgo (164.75 kN. m), sendo que a
curvatura Ultima da secdo com reforco passou a ser 174.4 - 107° cm™1, com momento Gltimo
de 240.7 kN. m. Ja na Figura 39, aplicou-se o reforco em uma curvatura de 13.67 - 107® cm™1,
correspondente a 25% (41.2 kN. m) do momento Gltimo sem refor¢o (164.75 kN. m) sendo que
a curvatura Ultima da secéo com reforco passou a ser 163.4 - 107 cm™1, com momento Gltimo
de 255 kN.m.

Comparando o caso em que o reforco esta a 90% do momento Gltimo com o caso em que esta
a 60.8%, e depois comparando o caso de 90% com o caso de 25%, observa-se que 0 momento
ultimo aumentou +2.6% e depois +5.9%. J& a curvatura sofreu uma mudanga primeiro de
—2.9% e depois de —6.3%.

Pode-se concluir, portanto, que, em geral, quanto mais descarregada a estrutura €, maior é o
aproveitamento do reforco para contribuir em fornecer mais capacidade resistente a se¢do, mas

maior € a perda de curvatura ultima.

A partir disso, a conclusdo mais importante é de que o ganho de momento resistente ultimo é,
em geral, relativamente pequeno, dado o esforco exigido para descarregar a estrutura. Como se
pode observar neste caso, se a estrutura ja estivesse originalmente carregada de tal forma que o
momento solicitante € 90% do momento resistente da se¢do, descarregar até 60% geraria um
ganho de apenas +2.6% de momento resistente ultimo, e, em um caso mais exigente ainda,
descarregar até 25% geraria um ganho de apenas +5.9%. Deve-se levar em conta, ainda, que
a curvatura maxima da secdo reforcada € menor quanto mais descarregada estiver a secdo

original no momento de adi¢do do reforco.
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4.3 EXEMPLO 3

Figura 40 — Secdo com armadura simples que falha no dominio 3 e, apds reforcada,
no dominio 3. A analise de tensdes, forcas e deformacdes se refere a secdo sem
reforco logo antes da falha

Falha (r), 265.5kNm, x/d=40.7% €.,

(153.6-10°°, 265.5)

MRd (kN.m)

€

(208.9 -107°, 201.1)
+ cu

b= 20cm
h= 60cm
d= 4cm

d= 56cm
A= 0cm?
As= 9.42cm?
fck= 25 MPa

A,=15cm?

120.1kNm  (59.7%)

8 (cm )

Tensdes e forgas Deformacgdes
—1:52 kN/cm? ® =3.5%o ®

e 412kN
Plast. (comp.)

Linha neutra= 16.76cm

Linha neutra 0.15 %o

Armadura inferior (As) & 8.2 %o

9.03 %o
(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 41 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo com reforco logo
antes da falha

Tensdes e forcas Deformacgdes
—1.52kN/cm? ® — 3.5 %o ®

Plast. (comp.) e Je— — 560 KN

Linha neutra = 22.78 cm

Linha neutra 0.15 %o

5.1 %o
5.72 %o

Armadura inferior (As)

o
Reforco — 4.33 %o

(fonte: elaborada pelo autor)

Neste exemplo, tem-se uma secdo sem reforco que falha no dominio 3 por causa do
esmagamento do concreto com a armadura inferior em escoamento e, apds reforgada, continua

falhando no dominio 3.

Pode-se notar um bom aproveitamento do reforco para aumentar o momento fletor resistente
da secdo por causa da sua boa ductilidade e proporcdo entre A, e Ag, passando de Mz, =

201.1kN.m para Mgg, = 265.5kN.m, com um recuo da curvatura de 6y =208.9-
107° cm™! para 6y, = 153.6-107° cm™" e com uma relacéo 2 passando de 29.9% para

40.7%.

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022



125

4.4 EXEMPLO 4

Figura 42 — Secdo com armadura simples que falha no dominio 4 e, apds reforcada,
no dominio 4. A analise de tensdes, forcas e deformacdes se refere a secdo sem
reforco logo antes da falha

>

Falha (), 433.6kNm, x/d=63.7% €.,
(98.1-107°, 433.6) €
(99°107°, 429.4)

MRd (kN.m)

256.3kNm (59.7%)

b= 24cm

h= 60cm

d= 4cm

d= 56cm
Ad= 0cm?
As= 24.13cm?
fck= 25 MPa
A,=15cm?

8 (cm )

Tensdes e forcas Deformacées
— 1:52kN/cm? ® — 3.5 %o ®

Plast. (comp.)

Linha neutra
0.15 %o

Linha neutra= 35.34cm

Armadura inferior (As) ® 2.05 %o

2.44 %o
(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 43 — Analise de tensdes, forgas e deformagdes da secdo com reforco logo
antes da falha

Tensdes e forcas Deformacoes
—1.52kN/cm? [ ] =3.5%0 ®

e — | ()52 KN
Plast. (comp.)

Linha neutra= 35.68cm

Linha neutra 0.15%o

1.99 %o
2.39 %o

Armadura inferior (As)

L]
Reforco — 1.1 %o

(fonte: elaborada pelo autor)

Para o Exemplo 4, pode-se observar que a se¢do falha no dominio 4 tanto para o caso sem
reforco, quanto para o com reforco, pois a deformacéo especifica da armadura inferior ndo

: f : e
atinge &y4 = ;—d = 2.07%o, 0 que provoca uma falha consideravelmente mais fragil do que nos
S

exemplos anteriores.

Verificou-se que, mantendo-se as demais caracteristicas inalteradas, inclusive a area de

armadura, com o aumento do f . a se¢do se torna mais ductil e, para f., = 40 MPa, passa a

atender ao critério de ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91), com g = 39.9% para a se¢do sem
reforco e % = 44.5% para a secdo com reforco, conforme mostra a Figura 44. O aumento de

60% na resisténcia a compressdo do concreto correspondeu a um aumento de aproximadamente

15% no momento Ultimo.

Para uma curvatura de 8,,[i] = 6,,,-[i] = 98.8- 107 cm™1, aproximadamente na qual falhava
a secdao com f., = 25 MPa (Figura 42), pode-se observar que, conforme mostra a Figura 44, o
fato de a resisténcia do concreto ter aumentado o possibilitou produzir deformagdes menores

para a mesma curvatura da secao. Isto faz com que a se¢do possa atingir curvaturas maiores, 0

Vitor Hauschild da Silveira. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2022



127

que, neste caso, foram relevantes para que a secdo deixasse de falhar no dominio 4 para falhar
no dominio 3, atendendo ao critério de ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91).

A concluséo, portanto, é que o f., pode ser definitivo para viabilizar a execucdo de uma viga
que seria invidvel para um f., menor por ndo atender ao critério de ductilidade, mas se sabe que
existem alternativas muitas vezes mais eficientes, como o uso de armadura dupla ou 0 aumento

de dimensdes da secao.

Para um caso real de projeto, portanto, o valor da classe de concreto €, em geral, decidido
levando-se em conta diversos outros fatores mais relevantes para a sua escolha do que fazer
uma viga atender ao critério de ductilidade, mas se sabe também que o f., do concreto cresce
com o tempo por causa do efeito quimico de hidratacdo do cimento. Isso significa que esse
aumento do valor de f ., acontece de fato in loco e, portanto, para uma se¢édo de armadura dupla,
por exemplo, que atende ao critério de ductilidade préximo do limite de x/d (45% para 0 Grupo
I e 35% para o Grupo Il), com o passar tempo ela se torna cada vez mais ddctil, ou seja, com

maior curvatura maxima.
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Figura 44 — Secdo com armadura simples que falhava no dominio 4 e, apds aumento
do f., de 25 MPa para 40 MPa, passou a atender ao critério de ductilidade da NBR
6118. A analise de tensdes, forgas e deformacdes se refere a segdo sem reforgco em

0,[i] = 6,,[i] = 98.8- 1076 cm™*

Falha (r), 539.7kNm, x/d=44.5% &,

€

ydoc)

293.1kNm (59.7%)

X

€., vd (9878 -107°, 514.9) €.
! .
ehz . (988107, 486.9

b =24cm

h =60cm

d =4cm
d=56cm

A’ = 0cm?

As = 24.13cm?
= 1.5cm?
40 MPa

LN
I

fck

2.43 kN/cm? [ ]

Plast. (comp.)

Tensdes e forcas

Linha neutra= 24.86¢cm

Armadura infeiior (As)

Deformacodes
—=2.46 %o

Linha neutra
0.15 %o

3.08 %o

3.47 %o
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(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 45 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo sem reforco na falha
para f, = 40 MPa, em 8,,[i] = 6,[n] = 156.8-107°% cm™!

2.43 kN/cm?

Plast. (comp.)

Tensdes e forcas
® —3.5%o

Linha neutra= 22.32cm

Deformacoes
®

Linha neutra
0.15 %o

Armadura inferior (As)

5.28 %o

5.91 %o

(fonte: elaborada pelo autor)

Figura 46 — Analise de tensdes, for¢as e deformagdes da se¢do com reforgo para

—12.43 kN/cm?

v)

ast. (comp.)

Tensdes e forgas

e — | |23 kN

Linha neutra= 26.02cm

f, = 40 MPa, em 6,,[i] = 6,,,[i] = 98.8- 1076 cm™?

Deformacoes
® = 2.57 %0

Linha neutra 0.15 %o

Armadura inferior (As)

([
Reforgo — 1.98 %o

2.96 %o
3.36 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 47 — Analise de tensdes, forcas e deformacdes da se¢do com reforgo na falha para .. =
40 MPa, em 6,,,[i] = 140.6-107¢ cm™!

Tensoes e forgas Deformacgdes
—12.43 kN/cm? ® — 3.5 %o ®

U

ast. (comp.)

Linha neutra= 24.9cm

Linha neutra 0.15 %o

4.37 %o
4.93 %o

Arm aduia inferior (As)

[
Reforco — 3.56 %o

(fonte: elaborada pelo autor)

E interessante mostrar, também, que o fato de a se¢o falhar no dominio 4 gera outros problemas
além da falha fragil. Caso eventualmente esta estrutura precise ser refor¢ada na borda inferior,
0 aproveitamento do reforco serd muito pequeno pelo fato de que, sem o refor¢o, a secéo ja
estava superarmada na regido tracionada e, com o reforco, mais area de material para resistir as
tensGes de tracdo apenas fara com que o concreto alcance a deformacéo €., em curvaturas ainda

menaores.

Neste caso, se possivel, seria necessaria a adicdo de reforco na parte superior da se¢do, acima
da linha neutra — e quanto mais distante dela, melhor — para balancear a quantidade de material
de grande modulo de elasticidade e resisténcia que ha entre as regides tracionada e comprimida
da secdo, reduzindo a tensdo de compressdo que 0 concreto precisa produzir para resistir a

flex&o e, por consequéncia, 0 seu encurtamento.

Pela Figura 42, observa-se um ganho de apenas 4.2 kN. m para a se¢do com reforco. A titulo de

comparacdo, se fosse adicionado A, = 15cm? ao invés de A, = 1.5cm?, a 59.7% do
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momento fletor resistente da secdo, o ganho de momento fletor resistente seria de apenas
30.6 KN. m.

Para a secdo apresentada no Exemplo 2, 1.5 cm? de reforgo gerou um ganho de 82.2 kN.m, e,

para a do Exemplo 3, o ganho foi de 64.4 kN. m.

Pode-se concluir, portanto, que quanto mais ductil € a secdo, maior € o aproveitamento do

reforco.
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4.5 EXEMPLO 5

Figura 48 — Secdo com armadura dupla que falha no dominio 3 e, apés reforgada, no
dominio 3. A anélise de tensdes, forcas e deformacdes se refere a secdo sem reforco
logo antes da falha

A
c Falha (1), 485.5kNm, x/d=46.2% €y
- (135.3-107°, 485.5)
= (158.2 107, 441.3)| Ecu
= °
n'd
=
b =24cm
261.6kNm (59.3%) h = 60cm
d =4cm
d=56cm
A = 6.28cm?
As = 20.99cm?
A, =1.5cm?
fck = 25 MPa
>
0 (cm™)
Tensdes e forcas Deformacoes
— 1.52kN/cm? ® —3.5%o
— 43 48kN/cm? mmmmmnponage — 264 kN A
<G——== — (52 kN
Plast. (comp.)
Linha neutra= 22.12cm Linha neutra 0.15 %o
Armadura inferior (As) & 5.36 %o
5.99 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 49 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo com reforco logo
antes da falha

Tensoes e forcas Deformacdes

—1.52 kN/cm? I — 3.5%o
EsmEmE i L—7 —264kN A

43.48kN/cm

Plast. (comp.)

Linha neutra= 25.86cm

Linha neutra 0.15 %o

4.08 %o
4.62 %o

Armaduia inferior (As)

®
Reforgo — 3.23 %o

(fonte: elaborada pelo autor)

O uso de armadura dupla para tornar a secdo mais ductil na falha é uma decisdo comum de

projeto. A metodologia consiste em adicionar armadura superior de forma que a secédo falhe

com g = 45% para f, < 50 MPa eg = 35% para f. > 50 MPa.

Se 0 objetivo é apenas tornar a se¢do mais ductil na falha, adotar f, mais alto para o concreto,
conforme foi mostrado no Exemplo 4, em geral, ndo é uma boa opg&o, pois, na grande maioria
das vezes, acarreta maior custo do que apenas adicionar armadura superior. E interessante,
porém, ter a ciéncia de que, caso seja necessario adotar f maior, havera um ganho relevante
de ductilidade na falha para a mesma configuracdo de se¢do, como mostra a Figura 44 do

Exemplo 4.

E interessante destacar a importancia de verificar a ductilidade da estrutura na falha apds a

adicédo do reforco, pois, como pode-se observar pela Figura 48, o g = 39.5% se torna 2 =

46.2% com o reforco, ou seja, apos a adi¢do do reforco é possivel, apesar do maior momento
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fletor resistente, gerar uma falha mais fragil que, neste caso, fez a secdo deixar de atender ao
critério de ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91). Considerando que, na etapa de

dimensionamento, sempre que é detectada a necessidade de armadura dupla, a relacdo % é fixada

em 45% (ou 35% para concretos do Grupo 1), a se¢do final efetivamente executada somente
terd uma relacéo diferente pela diferenca entre a area de armadura efetiva e a area de armadura
executada. Assim, secdes com armadura dupla oferecem, em geral, pouca capacidade de serem
reforcadas sem violar o limite de ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91).

E interessante destacar, também, que, conforme foi comentado no Exemplo 4, o valor do fg,
cresce ao longo do tempo por causa das reacdes quimicas de hidratacdo do cimento que ndo
cessam apos os 28 dias e, portanto, isto pode fazer com que a se¢do de armadura dupla, se torne
cada vez mais ddctil com o passar do tempo, melhorando o cenario de ductilidade para uma
determinada configuracédo de secéo reforcada. Pode acontecer, por exemplo, ap6s alguns anos,
de o f ter crescido de tal forma que a secdo reforgcada, no momento da execucao do reforco ja
possua capacidade de chegar a curvaturas maximas maiores do que possuia a se¢do original

sem refor¢o aos 28 dias.
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4.6 EXEMPLO 6

Figura 50 — Secdo com armadura dupla que falha no dominio 4 e, apés reforcada, no
dominio 4. A anélise de tensdes, forcas e deformacdes se refere a secdo sem reforco
logo antes da falha

Falha (1), 185.2kNm, x/d=65 %Ecu g

(149.6 -10°, 185.2) o
; /‘4(152 10-°, 182.1)

gyd

d

MRd (kN.m)

108.2kNm  (59.4%)

b= 20cm
h= 40cm
d= 4cm
d= 36cm
A= 2.45cm?
As= 16.08cm?
f= 25 MPa

A,=15cm?

Y

B (cm™)
Tensoes e forcas Deformacgoes

—1.52kN/cm? ¢ L = 3.5 %o ®
3.48kN/cm? mmmmmapaag=— — 103 kN A

® fg———=— 566 kN

— 2.89 %o

Plast. (comp.)

Linha neutra
0.15 %o

Linha neutra= 23.03cm

Armadura inferior (As) 1.97 %o

2.58 %o
(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 51 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo com reforco logo
antes da falha

Tensdes e forgas Deformacdes
— 1.52kN/cm? ® = 3.5 %o ®

[ttt b e — 103 kN AR 7 2.9%

43.48 kNicm

<Jj=——————— - 575 kN
Plast. (comp.)

Linha neutra= 23.4cm

Linha neutra 0.15 %o

Armadura infe 1.89 %o

o 2.48 %o

Reforgo — 1.13 %o
(fonte: elaborada pelo autor)

Este é um exemplo de uma secdo que falha no dominio 4 e, consequentemente, ndo atende ao
critério de ductilidade. Pelas equacBes convencionais de dimensionamento, para uma
solicitacdo de momento fletor de projeto igual ao momento resistente da secdo Mg,; =

Mgg[n] = 182.1kN.m, os 18.53 cm? adotados para a secdo (16.08 cm? + 2.45 cm?)

deveriam, na verdade, estar distribuidos em A; = 13.79 cm? e A} = 4.74 cm? para que 3 seja

igual a 45%.

Pela Figura 52, pode-se verificar que, com a modificacdo de Ag e A§ para os valores Ag =

13.79 cm? e A, = 4.74 cm?, a relacdo se torna g = 45.5%, com a diferenca proveniente do

fato de que as equacBes convencionais consideram que a tensdo de tragao € nula e que a tensdo
de compressédo € um retangulo equivalente de comprimento y = Ax, onde A € a relacdo entre a
profundidade y do diagrama retangular de compressao equivalente e a profundidade efetiva x

da linha neutra.
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Se for considerada a tensdo de tracdo nula e a tensdo de compressao do retangulo equivalente

para os célculos da curva Momento Fletor — Curvatura elaborada neste trabalho, os valores de

A e A; obtidos pelo método convencional de dimensionamento, que fixa g = 45%, resultam
em uma relacao g exatamente igual a 45.00% para os valores de A, = 13.79 cm? e A} =

4.74 cm?, conforme mostra a Figura 53.
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Figura 52 — Curva do Exemplo 6 com os valores de A e A; obtidos através das
equacdes convencionais de dimensionamento, com as equacdes de tensdo de tracdo
ndo-nula e de compressao da parabola-retangulo

|
= Falha (1), 199.8kNm, x/d=54% &g,
> €4 (179.9-107°, 199.8)
= (213.7-10°, 180.8)| Ecu
2 .
14 '
b =20cm
107.5kNm (59.4%) h =40cm
d =4cm
d =36cm
A = 4.74cm?
As = 13.79cm?
A, =1.5cm?
fck = 25MPa
e
0 (cm™)
Tensdes e forcas Deformacdes
— 1.52kN/cm? ® — 3.5%o
— 43 .48kN/cm? mummanfpmargd=— — |99 KN A
Plast. (comp.) <G=———=—-403kN
Linha neutra= 16.38cm Linha neutra 0.15 %o
Armadura inferior (As) ® 4.19 %o
5.05 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 53 — Curva do Exemplo 6 com os valores de A e A; obtidos através das
equagdes convencionais de dimensionamento, mas com as equagdes de tensdo do
concreto modificadas de forma que a tensdo de compressao seja a do retangulo
equivalente e a de tracdo seja nula

y
c Falha (1), 202.4kNm! x/d=54% &g,
: vd (180.1 107, 202.4)
Z . N .
= €.,
E +(2l6-10’6. 182.1)
=
b =20cm
108.2kNm  (59.4%) h =40cm
d =4cm
d=36cm
A =4.74cm?
As = 13.79cm?
A, =1.5cm?
fck = 25 MPa
8ctu
>
0 (cm™)
Tensdes e forgas Deformacdes
—1.52kNcm? ¢ @ — 3:5%o0
— 43 48 kN/cm? ressssspongde—— — 206 kN A
<G———— 393 kN
¢ Linha neutra= 16.2cm Linha neutra
Armadura inferior (As) ® 4.28 %o
5.14 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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A partir da andlise destas duas figuras, a Figura 52 e a Figura 53, pode-se realizar uma
comparacdo direta entre os resultados obtidos atraves das equagdes convencionais de
dimensionamento, que consideram a tensdo de compressdo como um retangulo equivalente e a
tensdo de tracdo nula, e as equacgdes adotadas neste trabalho, que consideram a tensdo de
compressdo da parabola-retangulo (Figura 12) e a tenséo de tracdo ndo-nula (Figura 13). Essa
comparacdo direta é possivel, pois todos os dados de entrada sdo exatamente iguais, apenas
com as funcbes de tensdo diferentes. Em outras palavras, para utilizar as equacdes
convencionais de tensdo, a tensdo de tracdo é alterada para o.. = 0 e a funcéo de tensdo da

Equacdo (40) é substituida por

_(—afg, 0<z< Ax
0cc(%,6,2) —{ 0, z>Ax (131)

ou seja, é estendido o uso do retangulo-equivalente para os estados de servi¢o para que seja

possivel realizar as comparacGes.

Para A; = 13.79 cm? e AL = 4.74 cm?, a curva da Figura 52, que considera tragdo ndo-nula e
compressdo da pardbola-retdngulo, mostra um valor de momento fletor resistente Mz, =
180.8 KN.m menor do que 0 momento resistente da Figura 53, que considera tracdo nula e
compressdo do retangulo-equivalente, que é Mg, = 182.1 KN. m. O valor da curvatura Gltima
também ¢é superestimado para as equacdes convencionais em relacdo as utilizadas neste
trabalho, sendo 8,[n] = 213.7 - 10~®cm™? para a parabola-retangulo com tragdo e 8, [n] =

216 - 10~%cm™? para o retangulo equivalente sem tragéo.

O resultado obtido através das equagdes convencionais seria negativo para a seguranca, pois
mostra que, para este exemplo, a expectativa € de que a secao resista a uma solicitacdo maior
pelas equagdes convencionais do que ela resistiria pelas equagdes que consideram a tragdo nédo-

nula e a compresséo da parabola-retangulo.

E fato, entretanto, que esta pequena diferenca (0.7% neste caso) é compensada quando o
projetista tem de transformar os valores de A, e A; calculados através das equaches

convencionais de dimensionamento em barras de aco, que possuem valores de diametro
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tabelados e, em grande parte das vezes, resultam em uma secdo cujo momento fletor resistente

€ um pouco maior do que o momento solicitante de projeto.

Por exemplo, se fossem adotados 3¢p25mm para a armadura inferiore 2¢16mm + 1$12.5mm
para a armadura superior, a area de armadura adotada seria Agagot = 14.73 cm? € Ay 440t =
5.25 cm?, respectivamente, e, se mantidos os mesmos dados de entrada, 0 momento fletor
resistente, para esta secdo, seria de Mz, = 191.9 kN. m, que € maior, de fato, do que 0 momento
Mg, = 180.8 KN.m para a secdo ficticia de A = 13.79 cm? e A% = 4.74 cm?, calculada

considerando tracdo nao-nula e compressdo da parabola-retangulo.

Outra questdo importante que o projetista deve se atentar é de que ndo basta adotar barras cujos

Ag e Ag sdo maiores do que os calculados, mas também verificar se as barras adotadas

continuam gerando uma se¢éo cujo 2 seja menor ou igual que 45% para f., < 50 MPa (ou35%
para fe, > 50 MPa), pois no caso acima, por exemplo, COM Ag,qot = 14.73 cm?® € Ag 4q0c =
5.25 cm?, a secdo passaria a possuir uma relagdo de g = 47.7% na falha. Neste caso, a perda

de ductilidade pode ndo ser tdo relevante, mas a verificacdo é importante para evitar a execugao

de estruturas com comportamento fragil na ruptura.

Apbs realizada a verificacdo do exemplo acima, pode-se adotar 3¢25mm para a armadura

!
s,adot

inferior e 3¢16mm para a superior (4sagot = 14.73 cm? e A = 6.03 cm?), resultando

em uma se¢édo com Mp; = 195.1 kN.m e relagéo % = 44% (Figura 54).

E possivel notar, também, que a curva Momento Fletor — Curvatura para ambos os casos (da
Figura 52 e da Figura 53) é diferente. Para as equacdes adotadas neste trabalho, produz-se uma
curva em que existem duas partes muito bem definidas: uma “elastica” e uma “plastica”. Ja
para as equagdes convencionais, produz-se uma curva em que a parte “elastica” possui uma

variacdo maior de inclinacdo ao longo da curvatura.

E interessante destacar que o uso das equages convencionais de tensio (retangulo equivalente
e tracdo nula) pode gerar mais discrepancia nos resultados de se¢des que falham no dominio 2,
pois, quanto menor 0 x/d, mais proximo o ponto de plastificagdo do concreto esta da fibra de

encurtamento méaximo, fazendo com que a parte retangular da tensdo de compressdo da
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parabola-retangulo utilizada neste trabalho seja menor e, portanto, menos parecida com o

retdngulo equivalente.

MRd (kN.m)

Figura 54 — Sec¢do dimensionada para Mgy = 182.1 kN.m, com A g0t =
14.73 cm?® e Aj 440t = 6.03 cm?

Falha (), 215.4kNm, x/d=53% &,
€d (183.4-107°, 215.4)
€ ;

[ )
&q Sy

(221.1-10°¢, 195.1)+8cu

!

b =20cm
115.9kNm (59.4%) h =40cm

d =4cm

d=36cm

A = 6.03cm?

As = 14.73cm?

A, =15cm?

fck = 25MPa

B
0 (cm™)
(fonte: elaborada pelo autor)
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4.1 EXEMPLO 7

Figura 55 — Secdo com armadura dupla que falha no dominio 3 e, apés reforgada, no
dominio 4. A analise de tensdes, forcas e deformacdes se refere a secdo sem reforco
logo antes da falha

’é\ Falha (1), 203.8kNm, x/d=63.3% €.,
; 153.6 -107°, 203.8),@ |[(161.3-107, 197.5)
zZ ( ;
;‘C/ 8{‘ + Scu
’
> d
o '
= 8yd

117.7kNm (59.6%)

b= 20cm

h= 40cm

d= 4cm

d= 36cm
A= 4.02cm?
As= 16.08cm?
fa= 25 MPa
A,=15cm?

—43.48

o
0 (cm™)
Deformacodes

®

Tensdes e forcas

— 1.52kN/cm? [ ] = 3.5%0

— 2.85 %o

(= — 169kN

Plast. .
ast. (comp.) —————  533KN

Linha neutra= 21.7cm Linha neutra

0.15 %o

Armadura inferior (As) ® 2.31 %o

2.95 %o

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 56 — Analise de tensdes, forgas e deformagdes da secdo com reforco logo
antes da falha

Tensoes e forcas Deformacdes
—1.52kN/cm? ] ® = 3.5 %0 ®
5_215'72178ka7%”_ — 169kN A —2.89 %o

Plast. (comp.)

Linha neutra= 22.79cm

Linha neutra 0.15 %o

Armadura inferior (Ag) 2.03 %o

o 2.64 %o

Reforco — 1.2 %o
(fonte: elaborada pelo autor)

Neste exemplo, tem-se uma sec¢do sem reforco que falha no dominio 3 por causa do

esmagamento do concreto e, apos reforcada, continua falhando no dominio 4.

Pode-se notar um baixissimo aproveitamento do reforco para aumentar o0 momento fletor
resistente da se¢é@o por causa da sua baixa ductilidade e proporcdo entre A, e Ag, passando de

Mgy = 197.5kN.m para Mg, = 203.8 kN.m, com um recuo da curvatura de 6, = 161.3 -
107° cm™! para 6y, = 153.6-107° cm™" e com uma relacéo 2 passando de 60.3% para

63.3%.
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4.8 EXEMPLO 8

Figura 57 — Secéo de laje com armadura simples que falha no dominio 2 e, apés
reforcada, no dominio 3. A analise de tenses, forcas e deformacdes se refere a
secdo sem reforco logo antes da falha

A »
c Falha (r), 26.6kNm, x/d=40.9% &,
E (1316.9 107, 26.6)
ge)
14
=
b =100cm
h =10cm
d =3.5cm
d=6.5cm
A = Ocm?
As = 1.56cm?
A.=1.5cm?
for = 25MPa
€. (4.16kNM ) (1762.1-107°, 4.21)
[ ] + SSM
€4 (4.09kNm )
2.5kNm (59.7%)
8 (cm )
Tensodes e forgas Deformacgdes
—1.4kN/cm? —1.45%o
\I<z — 69KN
Linha neutra= (0.82cm Linha neutra
Armadura inferior (As)
16.17 %0

(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 58 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo da laje com reforgo
logo antes da falha

Tensoes e forcas Deformacdes
— 1.52kN/cm? ® —3.5%o0 ®

= —327kN

Plast. (comp.)

Linha neutra= 2.66cm

Linha neutra 0.15 %o

Armadura infegior (As) 5.06 %o

[ 9.67 %o

Reforgo — 7.55 %o
(fonte: elaborada pelo autor)

Neste exemplo, tem-se uma secdo de uma laje sem reforco que falha no dominio 2 por causa
do alongamento maximo do aco &, = 10%o e, apos reforcada, falha no dominio 3 por causa

do esmagamento do concreto com a armadura inferior em escoamento.

A primeira vista, a diferenca mais notavel entre o comportamento das vigas e da laje é a respeito

da curvatura maxima atingida pela laje, sendo a curvatura da secéo desta laje 6y = 1762.1 -
107° cm™! e a curvatura da segéo da viga do Exemplo 2, que também falha no dominio 2, 6, =

236.1-107% cm™1. A curvatura maxima desta laje é de ~ 7.5 vezes a curvatura maxima da

viga do Exemplo 2.

Escolheu-se este exemplo de laje para demonstrar a importancia de se adotar a armadura
minima para garantir que a laje realmente seja capaz de produzir uma falha em grandes valores
de curvatura, ou seja, que a falha realmente seja bastante ddctil para que haja tempo de
acontecer a redistribuicdo de esforgos para outras partes da estrutura da edificagéo e, com isso,

proporcionar mais seguranca as pessoas que fardo o uso dela.
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Neste exemplo, pelas equacdes de armadura minima indicadas pela NBR 6118 (2014, p. 130),
chega-se ao valor de Ag i, = 1.63 % que, em uma decisdo comum de padronizacdo do

projeto, poderia ser atendido com ¢6.3mm ¢/ 15 cm ($p6.3mm a cada 15 cm, que resulta em

2
Asadot = 2.08=).

2
Pode-se observar, entdo, que a armadura Ag = 1.56% adotada na Figura 57 (¢6.3mm c/

2
20 cm) € menor do que a armadura minima Ag i, = 1.63 % Com isso, a se¢do produz um

momento de fissuragdo My, = 4.16 kN.m maior do que o momento Myq = 4.09kN.m e

menor que 0 momento resistente Mp,; = 4.21 kN. m. Isso implica que, quando a borda inferior
fissurar a tracdo, a se¢do sofrera uma mudanca brusca de deformages, caso a solicitacdo de

flexdo na secdo se mantenha constante.

O alongamento da armadura quando a fibra inferior atinge €., = 0.15%0 € de & = 0.04%o.
Com um incremento infinitesimal de solicitacdo de flexdo que faz ela se tornar maior que M,
a deformacdo da secdo muda a sua configuracdo de forma abrupta fazendo com que o

alongamento da armadura saia de &, = 0.04%o para &, = 5.07%o.

Essa mudanca brusca provoca, por um pequeno intervalo de tempo, uma solicitacdo de flexdo
um pouco maior do que a que estava presente por causa da acdo da aceleracdo da gravidade
enquanto as deformacdes pequenas saltavam para deformacGes maiores, ou seja, mesmo com
um Mgz, = 4.21 kKN. m maior do que M., = 4.16 KN. m, existe um risco muito grande de, apos
a fissuracdo da borda inferior, acontecer uma ruptura fragil da estrutura se levados em conta 0s

efeitos dindmicos presentes na ruptura.
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2
Figura 59 — Secéo da laje com ¢6.3mm ¢/ 15 cm (A agor = 2-08 %)

A
c Falha (r), 26.5kNm, x/d=42% &,
g (1282.3-10°°, 26.5)
©
n'd
=
= 100cm
= 10cm
"=3.5cm
= 6.5cm
¢ =0cm?
As = 2.08cm?
A, =1.5cm?
fck = 25MPa

€

(1808.6 -107%, 5.56)
+ Su

°
.sc,m (4.18 kKNm,») £,4 (5.37kNm )

3.3kNm (59.7%)

£
0 (cm™)
(fonte: elaborada pelo autor)

Ao alterar 0 A = 1.56 cm? para A; = 2.08 cm?, passa-se a atender o critério de armadura

minima e, assim, My4 = 5.37 kN. m se torna maior que M., = 4.18 kN. m. Essa diferenca faz

com que, desta vez, quando a solicitacdo de flexdo se torna maior que M., 0 alongamento da
armadura saia de e = 0.04%o para &5 = 1.6%o, longe do patamar plastico do aco, causando
um acréscimo menor de flexdo quando as deformacbes pequenas saltam para deformacdes

maiores e, assim, reduzindo o risco de acontecer uma ruptura fragil da estrutura.

A importancia, portanto, de adotar armadura minima para estruturas que em projeto séo menos
solicitadas é fazer a secdo ndo falhar de forma fragil logo apos a fissuracdo da fibra mais
alongada e, consequentemente, permitir um melhor aproveitamento do ago para que sejam

desenvolvidas curvaturas que proporcionardo uma falha consideravelmente mais ductil.

Outra observacéo sobre este exemplo é que o pico de momento fletor de 4.18 kN.m que €

atingido quando ha a ruptura do concreto em tragdo ndo é o momento de fissuragdo da secéo
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bruta de concreto, pois este € calculado na auséncia de armadura tracionada e as simulagdes
mostradas aqui tém sempre o efeito da armadura tracionada. O momento de fissuragdo da segéo
bruta de concreto €, portanto, menor que o valor de 4,18 kNm presente na curva Momento-

Curvatura.

Na Figura 60, aplicou-se o reforco em um momento 59.7% do momento dltimo, mas, dessa
vez, em uma curvatura que acontece antes da curvatura correspondente a0 momento de
fissuracdo M..,. Pode-se observar que, sendo adicionado em uma curvatura menor, ha um
aproveitamento maior do reforco, 0 que produz um momento ultimo um pouco maior: de
26.6 kN. m passa para 29 kN. m (+9%), mas a curvatura Gltima recua: de 1316.9 - 107° cm™?
para 1202.1- 107 cm™! (—8.7%). A curvatura de aplicacdo no caso original era em 253.8 -

107% cm™! e passou a ser em 15.16 - 1076 cm™?! (—94%).

Ferramenta didatica para simulacdo do comportamento a flexdo de se¢des transversais em concreto armado
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Figura 60 — Mesma secdo de laje, mas com reforco aplicado em 59.7% do momento
Gltimo em uma curvatura anterior a que acontece 0 momento de fissuracdo M,
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(fonte: elaborada pelo autor)
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4.9 EXEMPLO 9

Figura 61 — Secéo de laje com armadura simples que falha no dominio 3 e, ap6s
reforcada, no dominio 3. A analise de tensdes, forcas e deformacGes se refere a
secdo sem reforco logo antes da falha

A €
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(964.1 107, 22.2)
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Tensoes e forcas Deformacgdes
—1.21 kN/cm? ® = 3.5%o ®
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(fonte: elaborada pelo autor)
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Figura 62 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo da laje com reforgo
logo antes da falha

Tensdes e forgcas Deformacdes
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(fonte: elaborada pelo autor)

E interessante, também, testar como se comporta a laje para diferentes valores de f.,. Serdo
testados os f de 20, 35 e 90 MPa para analisar a diferenca que resisténcias caracteristicas

maiores do concreto podem gerar na estrutura.

Para f,, = 20 MPa, o resultado esta apresentado na Figura 61 e na Figura 62. Pode-se observar

que a se¢do falha no dominio 3 e, ap6s adicao do refor¢o, falha também no dominio 3. A falha
sem refor¢co acontece com §= 35.8%, em 6 = 1503.4-10"°cm™" e resistindo a um
momento Mz, = 12.61 kN.m, ja a falha com reforco acontece com %z 55.9%, em 6, =

964.1-107° cm™? e resistindo a um momento M4, = 22.2 kN. m. Este € um caso em que se
deve ter um cuidado especial, pois, com a adicdo de reforgo, a se¢édo deixou de atender ao
critério de ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91).

Para f.. = 35 MPa (Figura 63 e Figura 64), a secdo sem reforco passa a falhar no dominio 2, e

a com reforgo no dominio 3. A falha sem reforco acontece com g = 21.8%, em 6, = 1967.1 -

107 cm™? e resistindo a um momento My, = 13.52 kN.m, ja a falha com reforco acontece
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com g = 42%, em 6y, = 1283.4-107° cm™" e resistindo a um momento Mgy, = 33.5 kN.m.

Pode-se perceber que, para este f., a secdo com reforco passou a atender o critério de
ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91).
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Figura 63 — Secdo da laje do Exemplo 9 com f, = 35 MPa. A andlise de tensdes,
forgas e deformacdes se refere a segdo sem reforco logo antes da falha
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Figura 64 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da se¢do da laje com reforgo
logo antes da falha para a laje do Exemplo 9 com f,, = 35 MPa

Tensdes e forcas Deformacgdes
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Plast. (comp.)
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(fonte: elaborada pelo autor)

Para f,, = 90 MPa (Figura 65 e Figura 66), a secdo sem reforco continua falhando no dominio

2, e a com reforgo no dominio 3. A falha sem reforco acontece com §= 15.1%, em 6 =

1811.8-107% cm™1 e resistindo a um momento My,; = 14.04 kN.m, ja a falha com reforgo

acontece com g = 27.3%, em By, = 1466.8-107° cm™" e resistindo a um momento Mgy, =

44.8 kN. m.

A concluséo, apds analisar os valores de 6, (1503.4-107°,1967.1-107° e 1811.8cm™") é
gue hd um ganho de curvatura maxima apenas de f., = 20 MPa para f., = 35 MPa, mas uma

reducdo de f, = 35 MPa para f., = 90 MPa.

A razéo g da secdo sem reforgo reduz ao longo do crescimento do f., mas é preciso lembrar
que, para f., > 50 MPa, a razéo 2 méaxima indicada pela NBR 6118 (2014, p. 91) também é

reduzida (5 < 35%).
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A conclusdo, apos analisar os valores de 6, (964.1-107°, 1283.4-107°% e 1466.8-

107% cm™1) é que, quanto maior o f ., maior é a possibilidade da secdo com reforco de atingir

Rd[ r]

maiores valores de curvatura maxima paraamesma razao ik que ¢ arazdo entre 0 momento

fletor resistente produzido pela se¢do no momento i, de apllcagéo do reforco e 0 momento
fletor resistente Gltimo. Deve-se, também, destacar que o ganho de curvatura maxima foi de
apenas 14% de f., = 35 MPa para f, = 90 MPa para um aumento consideravel de resisténcia
caracteristica do concreto de 157%.

E interessante, também, notar que, com f., = 35 MPa e f., = 90 MPa, a se¢do com reforco
passou a atender o critério de ductilidade da NBR 6118 (2014, p. 91), que nédo era atendido

guando f. = 20 MPa. Estruturas com f., mais alto, portanto, tendem a produzir um

MRd[ r]

aproveitamento melhor do reforgo para a mesma razao =
RdlN

e configuragéo da secéo.

A conclusdo, apos analisar os valores de Mg, (12.61, 13.52 € 14.04 kKN. m) € My, (22.2, 33.5
e 44.8 KN.m) € que, para a secdo sem reforco, os ganhos percentuais de momento resistente
sdo insignificantes dados os aumentos percentuais de f.. J& para a secdo com reforco, ha um
ganho de momento resistente relevante de f, = 20 MPa para f, = 35 MPa (+75% de f, —
+50.9% de Mpgg4,), mas um ganho menos relevante de f, = 35 MPa para f., = 90 MPa
(+157% de f = +33.7% de Mgy, ).

Estes dados mostram que, para estruturas ja construidas que eventualmente necessitem de
reforco, as que possuem f, mais alto se beneficiardo por conseguirem prover mais
aproveitamento do reforco para solicitacbes de momento ou curvaturas maiores, enquanto
estruturas com f . mais baixo deverao receber um cuidado especial para que a adi¢do do reforcgo

ndo prejudique a sua ductilidade.

E interessante, também, comentar que o comportamento elastico linear até a ruptura da fibra de
carbono faz com que, para que a se¢ao passe por um aumento de curvatura, seja necessario um

aumento consideravel de solicitacdo de flex&o.

Quando a sec¢do, entretanto, possui concreto e a¢o apenas, por causa do patamar plastico apos
a deformagdo &,4 da armadura, ndo € necessario que a solicitagdo de flexao aumente muito para

gerar a falha da se¢éo. Por isso, 0 comportamento da se¢édo com o reforco da fibra de carbono
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parece mais seguro, pois, se a armadura inferior atingir a deformacéo &4, ainda é necessaria
adicdo consideravel de carregamento para que a solicitacdo de flexdo possa gerar a falha da
secdo, sendo o oposto quando ndo ha a presenca de reforco com material de comportamento

elastico linear até a ruptura.

Outra observagdo importante é que é necessaria uma maior capacidade de rotagdo pléstica das
secOes para que os métodos de analise plasticos, como o Método das Linhas de Ruptura-
Charneiras Plasticas, possam ser utilizados. Segundo a NBR 6118 (2014, p. 93), isso é obtido
com relagdes 2 limitadas a 25% para concretos do Grupo | e 15% para concretos do Grupo II.

Secdes transversais que atendam a este critério antes do reforco ndo necessariamente

continuardo atendendo apos o reforco.
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Figura 65 — Secdo da laje do Exemplo 9 com f, = 90 MPa. A andlise de tensdes,
forgas e deformacdes se refere a segdo sem reforco logo antes da falha
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Figura 66 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da se¢do da laje com reforgo
logo antes da falha para a laje do Exemplo 9 com f,, = 90 MPa
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EXEMPLO 10
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Figura 67 — Secdo T que falha no dominio 2 e, ap6s refor¢ada, no dominio 3, com o
reforco adicionado em 60% do momento Ultimo (238.8 kN. m). A andlise de
tensoes, forcas e deformacdes se refere a secdo sem reforco logo antes da falha
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Figura 68 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo T com reforgo logo
antes da falha
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(fonte: elaborada pelo autor)

A secgdo “T” apresentada neste Exemplo 10 possui largura da alma b,, = 16 cm, largura da
mesa by = 56 cm, altura total h = 50 cm e espessura da mesa hy = 10 cm. A secdo bruta de
concreto foi dimensionada para um momento solicitante Mg; = 400 kN.m pelas equacdes
convencionais de dimensionamento, resultando em um A = 22.19 cm?, que, para fins de

comparacéo, foi utilizado para gerar a curva Momento Fletor — Curvatura.

Na Figura 67, a secdo sem reforco falha no dominio 2 por causa do alongamento maximo da
armadura inferior g, €, apos reforcada, passa a falhar no dominio 3 por causa do esmagamento
do concreto com encurtamento maximo &., € armadura inferior em escoamento. A falha
acontece em Mg,[n] = 398.2 KN.m, —0.45% em relagdo ao momento solicitante de calculo
utilizado para o dimensionamento pelas equagdes convencionais, e em 6,[n] = 281.7 -
107% cm™1. Ja com o reforco, aplicado em 60% de My,[n] (238.8 kN. m), falhaem My, [n] =
598.7kN.m e 6,,.[n] = 221.9 - 107¢ cm™*: um ganho de +50.4% de momento Gltimo e uma

perda de —21.2% de curvatura méaxima.
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Para fins de comparacdo, uma secdo retangular de mesma area e mesma altura
(24 cm x 50 cm), com o restante mantido constante, falha no dominio 3 em Mg,[n] =
352.3 kN.m, em uma curvatura maxima 6,[n] = 170.5- 10" cm™! e com x/d = 45.6%, 0
que representa uma perda de —11.5% de momento resistente em relagéo a se¢do T sem reforco

e uma perda de —39.5% de curvatura maxima.

Esta mesma secdo retangular falha, com refor¢o aplicado em 60% do momento Ultimo
(211.5kN.m), em Mg, [n] =408.4kN.m e em 6,,.[n] =143.9-10"°cm !, o que
representa uma reducdo no valor de momento ultimo de —31.8% e de —35.2% de curvatura

maxima.

Pode-se concluir que é muito mais eficiente utilizar mais area de concreto na regido
comprimida, sendo que, para os estados Ultimos, da secdo sem reforgo retangular paraa T, a
area de concreto comprimido aumentou +8%, ja a resultante de forca sofreu um aumento de
+0.1%, e a profundidade da linha neutra sofreu uma reducdo de —53.7%, ou seja, na sec¢éo T,
por causa da mesa, mesmo com a profundidade da linha neutra consideravelmente menor,

aumentou-se um pouco a area de concreto comprimido.

Abaixo, foi utilizado novamente o dimensionamento com as equacdes convencionais de tensdo
para 0s momentos solicitantes Mg; = 600 kN.m e Ms; = 700 kKN. m para obter os valores de
armadura simples A; = 35.2cm? e armadura dupla A = 41.37 cm? e A} = 4.53 cm?,

respectivamente.

Como se pode observar, 0 momento resistente da secdo original também ficou abaixo dos
valores de 600 e 700 kN.m, com a se¢do original falhando em 598.7 KN.m (—0.2%) e
697.3 KN.m (—0.4%), respectivamente. Essa diferenca, cada vez maior quanto maior é a
profundidade da linha neutra, provavelmente acontece por causa da tensdo de compressao
retangular equivalente se estender sobre uma parte maior da mesa com a tenséo a.f.q, enquanto
a tensdo de compressdo da parabola-retangulo se estende com a tensdo 0.85f.4 apenas até a
profundidade de plastificagdo do concreto em compressdo e, dessa profundidade em diante, é
reduzida pela parte parabdlica. A titulo de comparacgdo, a profundidade em que ocorreu a
plastificacdo em compressdo do concreto para as trés secdes “T” sem refor¢o foi em 2.4 cm,

em 7.7 cm e em 9.04 cm, sendo a espessura da mesa hy = 10 cm
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Pode-se observar, também, que quanto mais imersa sob a parte retangular da tensdo de
compressdo estd a mesa e, consequentemente, menos ductil é a se¢do, maior é a redugdo de
inclinacdo da curva nas regides proximas de onde acontece a plastificagdo do concreto em
compressdo. Este € um comportamento que é visto acontecer de forma mais sutil na secdo

retangular e aparece de forma mais presente na secédo T.
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Figura 69 — Se¢do T que falha no dominio 3 e, ap6s reforgada, continua falhando no
dominio 3, com o refor¢o adicionado em 60% do momento Gltimo (359.1 kKN. m). A
analise de tensdes, forgas e deformacdes se refere a se¢do sem reforco
imediatamente antes da falha
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Figura 70 — Analise de tensdes, forgas e deformacdes da secdo T com reforco logo
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Figura 71 — Secdo T que falha no dominio 3 e, ap6s reforgada, continua falhando no dominio 3, com o
reforgo adicionado em 60% do momento Ultimo (418.2 kN.m). A analise de tensdes, forcas e

deformacdes se refere a secdo sem reforco imediatamente antes da falha
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Figura 72 — Andlise de tensdes, forcas e deformacdes da secdo T com reforco logo antes da falha
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5 CONSIDERACOES FINAIS

5.1 CONCLUSOES

Ao longo do desenvolvimento da formulacédo e dos resultados, visando a construcéo da curva
Momento Fletor — Curvatura e da analise da secéo transversal tanto para o estado ultimo quanto
para os estados de servico, foi possivel obter conclusdes ndo sé a respeito da implementacéo
computacional utilizada para realizar os célculos, mas também a respeito do comportamento do
material compoésito concreto armado sem ou com a presenca de reforco, sob a solicitacdo de

flexdo simples. Algumas dessas conclusdes serdo citadas abaixo.
A respeito da implementacdo computacional:

Do ponto de vista didatico, o resultado da escolha do Desmos como ferramenta de
implementacdo computacional, apesar da relativa baixa eficiéncia em termos do uso de recursos
do computador, foi muito satisfatorio, permitindo a analise de diferentes curvas de forma
bastante préatica e agil com uma boa quantidade de pontos plotados, o que possibilitou obter
importantes conclusdes a respeito do comportamento de se¢des de concreto armado sem ou

com a presenca de reforco sob flexdo simples.

A respeito do comportamento do material compdsito concreto armado sem ou com a presenca

de reforco, sob a solicitacdo de flexao simples:

Conclui-se que a importancia da adocao de armadura minima é muito grande, pois o concreto,
com guantidade de area de armadura inferior menor que a minima, resiste a intensidades muito
pequenas de flexdo, pois assim que a fibra mais alongada da segéo fissura para um momento
fletor solicitante Mg; = M, no qual a fibra mais alongada atinge a deformacéo especifica de
Ectu = 0.15%o0, para qualquer incremento de flexao, por menor que seja, pode acontecer a falha
da secédo de forma fragil. Por isso, € extremamente importante que o momento de plastificagdo
da armadura inferior My4, no qual ela atinge a deformagdo especifica 4, seja maior do que o
momento de fissuracdo M., 0 que é atendido quando se adota armadura minima para o caso

estudado no Exemplo 8. Por curiosidade, se fosse possivel adotar a area exata de armadura
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minima, para este caso 0 M4 seria 2.64% maior do que M.,, 0 que demonstra que as equagoes

de armadura minima indicadas pela NBR 6118 (2014, p. 130) geram resultados a favor da

seguranca.

Conclui-se, também, que o dimensionamento de armaduras para o estado Gltimo pelas equactes
convencionais (que desconsideram a tensdo de tragdo do concreto e adotam a tensdo de
compressdo do retangulo equivalente) gera resultados muito semelhantes aos que consideram a
tensdo de tracdo bilinear do concreto e adotam a tensdo de compressao da parabola-retangulo,
que foi o caso deste trabalho. Para estados de servigo, entretanto, o erro gerado por
desconsiderar a tenséo de tragdo do concreto e adotar a tensdo de compressdo do retangulo

equivalente pode ser consideravelmente grande, como mostrou a Figura 53.

Pdde-se concluir também que verificar se o critério de ductilidade continua sendo atendido ap6s

a adocdo das barras de aco, principalmente para o caso de armadura dupla, € um bom hébito do

projetista, pois elas geram uma se¢do que possui um valor de 2 diferente do calculado (ou

adotado, no caso de armadura dupla) no dimensionamento.

Pbde-se observar que, em geral, para um determinado aumento percentual de f,, gera-se um
aumento percentual ndo tdo relevante de momento resistente, mas consideravelmente mais
relevante de curvatura para se¢fes de pouca ductibilidade. Quanto menos ductil for a secéo,
maiores sdo esses ganhos, sendo que para se¢des muito ducteis, aumento de f, pode gerar uma

reducdo da curvatura maxima.

Verificou-se pelo Exemplo 2 que é verdade que quanto mais descarregada a estrutura estiver
no momento de adi¢do do refor¢co maior € o seu aproveitamento estrutural, mas pode nao ser
tdo benéfico despender tanta energia para descarregar a estrutura dado o pequeno ganho de
resisténcia que em geral se obtém. Ainda, descarregar mais a estrutura gera uma diminuicao da

capacidade de curvatura maxima que a secéo reforcada pode atingir.

Verificou-se, também, que, estruturalmente, concreto armado com fibra de carbono pode ser
uma solugéo muito eficiente tanto para o ganho de momento resistente quanto para a seguranga
da estrutura por causa de seu comportamento elastico linear até a ruptura, permitindo que o
momento fletor resistente da secdo com reforco My, Seja consideravelmente maior do que o

momento de plastificagdo da armadura inferior My4. Isto ndo acontece com o concreto armado
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sem reforco de fibra de carbono, visto que o0 momento fletor resistente da secdo sem reforco
Mg, em geral é apenas um pouco maior do que 0 momento de plastificacdo da armadura inferior
Myq4. A perda de ductibilidade da se¢do com a adicao do reforgo, entretanto, deve ser um ponto
de atencdo do projetista, principalmente em secOes de armadura dupla, em que o

dimensionamento, em geral, impde 2 como sendo o valor limite do critério de ductibilidade

(igual a 45% para f., < 50 MPa ou 35% para f., > 50 MPa).

Como maiores valores de f., geram se¢des mais ducteis com todo o restante mantido constante,
notou-se também que estruturas que possuem valores de f., mais altos sdo capazes de prover

um melhor aproveitamento a um eventual refor¢o que possa ser necessario.

Estas conclusdes relacionadas a resisténcia caracteristica do concreto, em que se compararam
0s casos de f., menor com f, maior mantendo o restante constante sdo importantes para
entender o comportamento das secdes de concreto armado no tempo, pois este efeito de
aumento de resisténcia de fato acontece por causa das reagdes quimicas de hidratacdo do
cimento e, pelos resultados obtidos, isto é bastante benéfico principalmente para prover mais
ductibilidade as se¢des (mais capacidade de atingir maior curvatura maxima), embora 0s
resultados ndo sejam téo relevantes quanto ao momento resistente. O aumento de resisténcia do
concreto, entdo, ndo produz um aumento tdo grande de momento resistente, como

intuitivamente poderia se pensar, mas sim um relevante aumento de ductibilidade da se¢éo.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Sugestdes para trabalhos futuros:

a) implementacdo no equacionamento da consideracdo da forca normal ndo nula
para o estudo de se¢Oes submetidas a flexdo composta normal;

b) implementacdo de mais camadas de armaduras para comparar 0S seguintes
resultados: 0s que levam em conta o centro geométrico das barras de aco para
considerar a altura Util da secdo com os que consideram mais de uma altura util,
uma para cada camada;

c) realizar mais comparacgdes entre: o uso das equagdes convencionais de tensdo
(retdngulo equivalente e tracdo nula) e o uso das equacOes de tensdo utilizadas
neste trabalho (parabola-retangulo e tracéo bilinear) para se¢des que falham no
dominio 2, pois nele a tensdo de compressdo do concreto pela retangulo-
equivalente pode gerar mais discrepancia nos resultados;
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d) realizar mais comparagdes entre diferentes secdes para verificar a discrepancia
entre 0 momento de fissuragdo M., da secdo armada e 0 momento de fissuracéo
da secdo bruta de concreto para o qual deve ser dimensionada a armadura minima
indicada pela NBR 6118 (2014, p. 130);

e) comparar 0s resultados entre o uso das equagdes de modulo de elasticidade inicial
e secante da NBR 6118 (2014, p. 24) com a func¢éo da tensdo de compressdo da
parébola-retangulo indicada pela NBR 6118 (2014, p. 26).
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Este apéndice tem como objetivo explicar como utilizar o programa criado pelo autor no

Desmos. O programa pode ser acessado pelo link presente no bloco de notas armazenado na
nuvem: https://1drv.ms/u/s!ArACbhPKCJIWdiLgkVG3o0_10leefG0g?e=mU5rVx. Assim que

0 usuario entrar no link contido no bloco de notas, se deparara com esta pagina:

Figura 73 — Pagina do Desmos com a qual o usuario se deparara assim que abrir 0
link presente no bloco de notas que esta armazenado na pasta da nuvem
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, &, 04, por exemplo)

tiveram o caractere do apostrofo no superscrito substituido pelo nimero “1” no subscrito (As;,

&1, 051, POr exemplo), pois no Desmos nao € possivel definir uma variavel com o apéstrofo no
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subscrito ou no superescrito, pois este esta reservado para 0 uso como operador de derivada.
Outra substituicdo necessaria foi a respeito da letra 8, que passou a ser 8, no Desmos, pois a
letra 6 também estd reservada, sendo neste caso para a variavel utilizada em coordenadas

polares.

O usuério pode se sentir livre para modificar qualquer equacéao presente na lateral esquerda do
Desmos. Se 0 usuario porventura quiser restaurar as configuracdes e as equacdes ao estado
original, basta reacessar o link contido no bloco de notas, pois as alteracfes realizadas nédo
sobrescreverdo o contetdo original (a cada salvamento um novo link que armazena o codigo é
gerado). O usuario pode, também, apos fazer login na sua conta, salvar o grafico e as suas

eventuais alteracdes, que serdo atribuidas a um novo link.

Se for do interesse do usuario modificar apenas os dados de entrada mais comuns de serem
alterados (b, h, d', d, A, Ag, A, o), basta clicar na seta da linha 30, a esquerda de “Dados de
entrada”, e a “pasta” contendo as equagdes referentes aos dados de entrada se abrira com todos
os dados considerados “de entrada”. Alguns destes dados de entrada (b, h, d', d, As, As, Ay,
f.) estdo presentes no grafico para servir ao usuario como acesso visual rapido e, se 0 Usuario
quiser, pode modificar a posi¢do deles clicando em cima da letra “b” e arrastando-os ao local

desejado.

Apo6s a modificacdo de qualquer equacdo, o grafico é instantaneamente recalculado. Apoés a
modificacdo de todos os dados de entrada que o usudrio deseja alterar, deve-se clicar no botdo
roxo “Resetar intervalos” para que a posi¢ao dos separadores seja resetada e 0 dominio da curva
seja corrigido. Pode ser necessario um segundo clique no botdo de reset apos a atualizacdo do
gréafico para garantir que o dominio esta correto. Se um ponto preto €., &, OU &, estiver a
esquerda do final da curva, é um indicativo de que o dominio est4 incorreto e, portanto, é

necessario mais um clique no botéo de reset.

Com os intervalos resetados, o usuario pode fazer um ajuste fino da quantidade de pontos em
cada regido, sendo recomendado um nimero maior de pontos nas regides onde acontecem
fendmenos que provocam uma grande mudanca de inclinagéo da curva (geralmente apos &y,
entre &,4 € entre e§d). Para alterar a quantidade de pontos em uma regido, basta clicar no botéo
que indica a quantidade de pontos (0 botéo estd a esquerda de onde esta escrito “7 pontos”),

mové-lo até a regido desejada e clicar nas setas para cima ou para baixo para aumentar ou
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diminuir a quantidade de pontos, respectivamente. Os pontos sdo alterados de cinco em cinco

para cada clique.

Com isso, basta escolher onde seré a insercdo do reforco através do slider i,., que fica na lateral
esquerda. Conforme o usuario move o slider, o ponto de coloracéo azul no gréafico (onde esta
escrito “206 KNm (54.1%)”) se move.

Para fazer a andlise da secdo, basta mover o slider do momento i a ser analisado. Um ponto de
coloragdo vermelha sera movido no grafico com a modificacdo do slider. Este ponto vermelho
possui a indicacdo da coordenada de curvatura e momento fletor (8, M) referente a qual se esta
fazendo a analise. Para saber se a analise da secdo é referente a secdo com ou sem reforco, basta
observar se ha a presenga de um “(r)” ao lado de “Tensdes e forcas” e ao lado de
“Deformagodes”. Para analisar a se¢do sem reforgo, basta ativar os graficos das pastas das linhas
64, 86 e 109 e desativar os graficos das linhas referentes a secdo com reforco, que estdo mais
abaixo na imagem. Os graficos de tensdes, forcas e deformacdes da se¢do com reforgo possuem

linhas mais grossas, para caso 0 usuario queira analisar 0s dois a0 mesmo tempo.
De forma resumida, entdo, 0s passos sdo 0s seguintes:

1) modificar todos os dados de entrada;

2) clicar no botdo “Resetar intervalos”;

3) ajustar a posicdo dos separadores de regides e a quantidade de pontos, se 0 usuario

julgar necessario;
4) escolher o momento de adicdo do reforco pelo slider de i,;

5) ativar os diagramas de tensoes, forcas e deformagdes a serem analisados (da se¢éo

com ou sem refor¢o) e desativar os que nédo serdo utilizados para analise;

6) escolher qual sera 0 momento de analise da secéo pelo slider de i.
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