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RESUMO 

SILVA, C. C. C. Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis 

profundos reforçados por tirantes passivos. 2023. 263p. Tese (Doutorado em Engenharia) – 

Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 

Porto Alegre. 

 

A estratégia de análise de confiabilidade é uma alternativa eficiente que pode ser útil nas etapas 

de dimensionamento de um túnel, onde é possível estimar uma probabilidade de ocorrência de 

falha estrutural e demais parâmetros de segurança. Este trabalho é realizado um amplo estudo 

de confiabilidade aplicada à análise do comportamento mecânico de túneis em axissimetria. O 

estudo consiste na análise de três túneis distintos: o primeiro apenas revestido por concreto 

projetado e os demais reforçados por tirantes passivos radiais e frontais. Para o primeiro túnel, 

foi utilizada a modelagem através do software em elementos finitos GEOMEC91, considerando 

um critério de plasticidade de Mohr-Coulomb para o maciço escavado. Para os demais túneis 

com tirantes, foi utilizada uma abordagem analítica considerando o critério de plasticidade de 

Tresca, além da modelagem via GEOMEC91, baseada no critério de plasticidade de Drucker-

Prager, ambas fundamentadas pelo Método de Homogeneização. As análises de confiabilidade 

são realizadas por meio do Método de Monte Carlo e pelo First-Order Reliability Method 

(FORM), utilizando a linguagem computacional Python. O Método da Superfície de Resposta 

(MSR) fornece aproximações analíticas para viabilizar a aplicação da confiabilidade associada 

aos modelos computacionais. Os resultados mostram uma excelente aproximação entre os 

parâmetros de confiabilidade obtidos, o que verifica o funcionamento dos métodos de 

confiabilidade adotados. Os resultados paramétricos dos túneis, obtidos pelas aproximações 

analíticas através do MSR, apresentam excelente concordância com os resultados da 

modelagem via GEOMEC91. Os parâmetros de confiabilidade obtidos indicam a importância 

do concreto projetado na contenção dos deslocamentos radiais e da zona plástica da escavação, 

os tirantes radiais e frontais atuam de forma secundária no aumento da confiabilidade e na 

estabilidade da parede e da frente de escavação. Em todos os casos estudados, foram obtidas 

probabilidades de falha estrutural abaixo e próximas de 1,0% para as melhores condições 

estruturais dos túneis. 

 

Palavras-chave: Confiabilidade, modelagem computacional, túneis em concreto projetado, 

túneis com tirantes passivos, Método de Homogeneização. 
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ABSTRACT 

SILVA, C.C.C. Reliability analysis applied to geomechanical modeling of deep tunnels 

reinforced with passive rockbolts. 2023. 263p. Thesis (Doctor in Engineering) – Postgraduate 

Program in Civil Engineering, Federal University of Rio Grande do Sul, UFRGS, Porto Alegre.  

 

Reliability approach is an efficient alternative that can be useful in the tunnel design steps, 

where it is possible to estimate the structural failure probability occurrence and other safety 

parameters. This work proposes a broad reliability study applied to mechanical behavior 

analysis of tunnels in axisymmetry. Three different tunnels were analysed: first considering just 

shotcrete line, and the others reinforced with radial and frontal passive rockbolts. The 

computational modeling through the finite element software GEOMEC91, considering a Mohr-

Coulomb plasticity criterion, was used in the first tunnel. Considering the tunnels with 

rockbolts, an analytical approach in the context of the Tresca plasticity criterion was used, as 

when as numerical modeling with GEOMEC91 in which to Drucker-Prager plasticity criterion 

is considered. Both the two last analyses were based on the Homogenization Method. 

Reliability analyzes are performed using the Monte Carlo Method and the First-Order 

Reliability Method (FORM), using Python language. The Response Surface Method (RSM) 

provides analytical approximations to enable the application of reliability associated with 

computational models. The results show an excellent approximation between the obtained 

reliability parameters, which verifies the functionality of the adopted reliability methods. The 

tunnels parametric results, obtained by the analytical approximations through the RSM, present 

excellent agreement with the results of the modeling through GEOMEC91. The reliability 

parameters indicated the importance of shotcrete in the containment of radial displacements and 

the plastic zone of the excavation, the radial and frontal rockbolts act in a secondary way in 

increasing the reliability and stability of the wall and excavation front. In all cases studied, 

structural failure probabilities below and close to 1.0% were obtained for the best structural 

tunnel’s conditions. 

 

Keywords: Reliability, computational modeling, tunnels with shotcrete line, tunnels with 

passive rockbolts, Homogenezation Method. 
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𝑃(𝜎,𝑚) Função de potencial plástico. 

𝑃eq Pressão de equilíbrio ou projeto. 

𝑃i Pressão interna do maciço e/ou revestimento. 

𝑃i
c Pressão de reação do revestimento ao maciço escavado. 

𝑃i
f Pressão fictícia do maciço. 

𝑃lim Pressão limite na parede da escavação. 

𝑃máx Pressão máxima suportado pelo concreto projetado. 



25 

 

 

𝑃∞ pressão geostática do maciço. 

𝑅2 Coeficiente de variabilidade das respostas no planejamento CCD.  

𝑅i Raio de um túnel circular. 

𝑅p Raio plástico da escavação. 

𝑅p
d Raio plástico na instalação dos tirantes. 

𝑅p
(2)

 Raio plástico do maciço com tirantes.  

𝑆 Tensor de tensões desviatório de Σ. 

𝑆f área da seção transversal de um tirante frontal. 

𝑆r área da seção transversal de um tirante radial.  

𝑆u Resistência não drenada de uma argila. 

𝑇r Tensão admissível de um tirante. 

𝑈0 Convergência na instalação do revestimento. 

𝑈eq Convergência de equilíbrio ou projeto. 

𝑈i Convergência da escavação. 

𝑈ie Convergência da escavação em elasticidade. 

𝑉(𝑡) Velocidade de avanço da escavação. 

𝑋i Variáveis aleatórias básicas. 

𝑋i
′ Conjunto de variáveis aleatórias genérico (sistema de coordenadas reduzido). 

𝑿′ Vetor das variáveis correlacionadas reduzidas. 

𝑌 Margem de segurança ou função performance da distribuição lognormal. 

𝑍 Margem de segurança ou função estado limite da distribuição normal. 

 

Grego minúsculo: 

𝛼, 𝜌 Constantes positivas do critério de Drucker-Prager. 

𝛼a Distância entre a origem e os pontos 𝑛a pelo planejamento CCD. 

𝛼m Parâmetro adimensional do critério de Drucker-Prager. 

𝛽 Índice de Confiabilidade. 

𝛽r Espaçamento angular entre os tirantes radiais. 

𝛾m Peso específico do solo que compõe o maciço. 

𝛿 Coeficiente de variação de uma variável aleatória. 

𝛿f Densidade de tirantes frontais. 

𝛿r Densidade de tirantes radiais. 
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𝛿t Tolerância para a definição da função estado limite. 

휀 Campo de deformações do maciço escavado. 

휀e Campo de deformações do maciço no regime elástico.  

휀p Campo de deformações do maciço no regime plástico. 

휀p Deformações plásticas do maciço escavado. 

휂f proporção do volume de tirantes frontais. 

휂r proporção do volume de tirantes radiais. 

휃 Coeficiente de Segurança Central. 

𝜅 Parâmetro de estado das deformações plásticas. 

𝜆(𝑧) Taxa de perda de confinamento do maciço. 

𝜆d Taxa de desconfinamento na instalação dos tirantes. 

𝜆k Passo de otimização. 

𝜆m, 𝜇m Coeficientes de Lamé do maciço escavado. 

𝜆nr Taxa de desconfinamento do maciço não reforçado. 

𝜆r Taxa de desconfinamento do maciço reforçado. 

𝜇 Média de uma variável aleatória. 

𝝁𝑵 Vetor das médias normais equivalentes. 

𝜇x Média estatística de uma variável aleatória x. 

𝜇Xi
𝑁  Média estatística normal equivalente de uma variável aleatória Xi. 

𝜈c Coeficiente de Poisson do revestimento em concreto projetado. 

𝜈L
hom Coeficiente de Poisson longitudinal do meio homogeneizado. 

𝜈m Coeficiente de Poisson do maciço escavado. 

𝜈T
hom Coeficiente de Poisson transversal do meio homogeneizado. 

𝜉 Campo de deslocamentos do maciço escavado. 

𝜉ik Variáveis codificadas no planejamento CCD. 

𝜌′ Coeficiente de correlação entre duas variáveis aleatórias reduzidas. 

𝝆′ Matriz dos coeficientes de correlação no sistema reduzido. 

𝜌Xi,Xj Coeficiente de correlação entre duas variáveis aleatórias 𝑋i e 𝑋j. 

𝜎 Desvio padrão de uma variável aleatória. 

𝜎 Tensor de tensões de Cauchy. 

𝜎0 Resistência a tração dos tirantes por unidade de área transversal. 
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𝜎1, 𝜎3 Tensões extremas tangentes da envoltória de ruptura. 

𝜎0 Tensor de tensões do maciço não escavado. 

𝜎c Resistência à compressão uniaxial do concreto projetado.  

𝜎d Pressão do maciço na instalação dos tirantes. 

𝜎h Tensões horizontais do maciço. 

𝜎lim  Tensão admissível de um tirante. 

𝜎rr, 𝜎θθ, 𝜎zz Componentes de tensões principais cilíndricas.  

𝜎rr
(2), 𝜎θθ

(2), 𝜎zz
(2)

 Componentes de tensões principais do maciço com tirantes.  

𝜎rr
d , 𝜎θθ

d , 𝜎zz
d  Componentes de tensões principais do maciço na instalação dos tirantes. 

𝜎v Tensões verticais do maciço. 

𝜎x
2 Variância de uma variável aleatória x. 

𝜎x Desvio-padrão de uma variável aleatória x. 

𝜎Xi
𝑁  Desvio-padrão normal equivalente de uma variável aleatória Xi. 

𝛔𝑵 Matriz dos desvios padrões equivalentes. 

𝜏 parâmetro de redução da compressão por flambagem. 

𝜙 Simbologia de descrição da FDP de distribuição normal padronizada. 

𝜑 Ângulo de atrito do maciço escavado. 

𝜓 Ângulo de dilatância do maciço escavado. 

𝜔(𝑟) Parâmetro de reforço.  

�̅�(𝑟) Parâmetro de reforço linearizado.  

 

Gregas maiúsculas: 

Δ휀ij
p
 Incremento de deformações plásticas. 

Λ Escalar multiplicador da função de potencial plástico. 

Λ̇ Multiplicador do domínio plástico. 

Φ Simbologia de descrição da FDPA de distribuição normal padronizada. 

Σ Campo de tensões macroscópico do meio homogeneizado. 

Σrr Componente de tensão radial do meio homogeneizado. 

Σzz Componente de tensão axial do meio homogeneizado. 

Σ̃ Projeção do campo de tensões macroscópico. 
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Numéricos e operadores matemáticos: 

∇𝑔(. ) Vetor Gradiente de uma função estado limite. 

1 Tensor de segunda ordem identidade. 
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1 INTRODUÇÃO 

Neste capítulo será apresentada uma breve introdução sobre túneis e confiabilidade, bem 

como os objetivos gerais, específicos e a divisão estrutural do trabalho. 

 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

Túneis são estruturas complexas que configuram passagens subterrâneas, realizadas 

com a função de vencer obstáculos naturais, encurtar distâncias e facilitar ou permitir acesso a 

determinados locais. Como exemplos de obstáculos naturais, podem ser citados: morros, 

montanhas e canais ou ambientes marítimos. 

Considerando os espaços urbanos e grandes metrópoles, o uso do espaço subterrâneo é 

vantajoso principalmente em obras viárias, uma vez que obras convencionais, como os viadutos 

e pontes, provocam uma gama de impactos ambientais em grandes cidades, como: poluição 

sonora e visual, desvalorizações imobiliárias, desapropriações, modificações do ambiente 

urbano, etc. Além disso, facilitam o trafego e reduzem o congestionamento no trânsito, 

promovendo rotas a linhas rodoviárias, ferroviárias e de metrô. Túneis também podem ser 

utilizados em obras relacionadas à distribuição de água e gás, galerias de esgoto, eletricidade, 

telecomunicações e estocagem de dejetos radioativos (COUTO, 2011). 

O dimensionamento e a verificação estrutural de túneis envolvem diversos parâmetros 

geotécnicos e o controle de diversas variáveis como, por exemplo, a convergência (ou 

fechamento) da cavidade, a pressão atuante no revestimento e a descompressão do maciço. 

Existe uma gama de fatores estruturais e geotécnicos que influenciam no comportamento 

mecânico de um túnel, como: a profundidade, a geometria da seção do túnel, distribuição de 

cargas na superfície, processo de escavação, colocação do revestimento, instalação de reforços 

no maciço e o comportamento mecânico do maciço e do revestimento (bem como a interação 

entre os mesmos) (QUEVEDO, 2017). 

Diversos modelos analíticos, simplificados e numéricos são utilizados na análise do 

comportamento mecânico de túneis, baseados na determinação do campo de tensões e 

deformações que se desenvolvem no entorno da parede da escavação. As análises numéricas 

são utilizadas para simular modelos analíticos e construtivos, apresentando resultados próximos 

ao da realidade. 

De acordo com Bjureland et al. (2017), o projeto e a execução de escavações 

subterrâneas envolvem muitas incertezas e métodos de cálculo e dimensionamento, além de 
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uma alta demanda em investimento financeiro e de tempo. O suporte estrutural de um túnel 

deve ser calculado com alta precisão e estar em constante monitoramento na fase de instalação, 

uma vez que a sua estabilidade depende do comportamento mecânico do maciço escavado 

(GHAROUNI-NIK et al., 2014). A ocorrência de danos e acidentes estruturais em túneis podem 

gerar grandes catástrofes, bem como prejuízos financeiros incalculáveis, como os ocorridos no 

túnel do aeroporto de Heathrow em Londres (1994) e nas escavações do sistema de túneis no 

metrô da Linha 4 em São Paulo (2007).  

Em relação à segurança de projetos, a análise por confiabilidade permite, a partir de 

parâmetros estatísticos e probabilísticos aplicados em modelos analíticos e numéricos, a 

definição de percentuais de segurança e falha por colapso ou ruptura estrutural em obras 

subterrâneas. A aplicação da confiabilidade associada a análise geotécnica e estrutural de túneis 

é um tema relevante e que precisa ser abordado de forma abrangente por pesquisadores da área. 

Especificamente, a confiabilidade aplicada na análise de túneis reforçados com tirantes axiais 

e radiais através do Método de Homogeneização é um estudo que não é encontrada nas 

bibliografias científicas sobre túneis. Logo, a análise de confiabilidade associada ao Método de 

Homogeneização aplicado a túneis com tirantes é uma abordagem de estudo inédita e que 

acrescentará grande contribuição ao Estado da Arte de confiabilidade aplicada à túneis. 

 

1.2 OBJETIVOS GERAL E ESPECÍFICOS 

O objetivo geral deste trabalho é a a realização de um estudo amplo de confiabilidade 

aplicado a metodologias de análise geotécnica e estrutural de túneis, com ênfase em 

metodologias analíticas e numéricas, baseadas no Método de Homogeneização, para análise de 

túneis reforçados com tirantes passivos. Serão considerados os túneis profundos em 

axissimetria, sob diferentes tipos de condições geotécnicas, suportados por revestimento em 

concreto projetado e reforçados com tirantes radiais e frontais. Os objetivos específicos 

consistem em: 

 

• Avaliar a confiabilidade de três túneis básicos em axissimetria (denominados como Túneis  

A, B e C), nas condições sem revestimento em concreto projetado e sem tirantes radiais e 

frontais, para fins de comparação e definição dos parâmetros de resistência; 

• Avaliar a confiabilidade do Túnel A, apenas suportado por revestimento em concreto 

projetado, considerando metodologias analíticas e numéricas para o cálculo da zona plástica e 

deslocamento radial da escavação; 
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• Avaliar a confiabilidade do Túnel B, reforçado por tirantes passivos radiais e suportado por 

revestimento, considerando metodologias analíticas específicas para o cálculo da zona plástica 

e deslocamento radial da escavação; 

• Avaliar a confiabilidade do Túnel C, reforçado por tirantes passivos radiais e frontais e 

suportado por revestimento em concreto projetado, através de metodologias numéricas para o 

cálculo dos deslocamentos radiais e axiais da escavação; 

• Realizar a verificação da influência da correlação entre a coesão e o ângulo de atrito, 

referentes aos maciços dos Túneis A e C, nos resultados de confiabilidade; 

• Realizar a verificação da influência dos parâmetros geotécnicos do Túnel C (coesão, ângulo 

de atrito e Módulo de Young) nos resultados de confiabilidade; 

 

1.3 DIRETRIZES DA PESQUISA 

O fluxograma da Figura 1.1 descreve de forma resumida a organização do trabalho de 

acordo com as etapas desenvolvidas durante a pesquisa.  

 

 

Figura 1.1: Fluxograma das etapas desenvolvidas durante o estudo (Elaborado pelo autor). 
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A etapa inicial consiste na elaboração de um amplo referencial teórico que aborda os 

conceitos básicos e metodologias usuais na análise geotécnica e estrutural de túneis, além dos 

conceitos básicos e metodologias usuais da confiabilidade aplicada na engenharia. A etapa de 

elaboração da metodologia do estudo consiste no detalhamento específico das metodologias de 

análise de túneis e confiabilidade utilizadas na obtenção dos resultados, que por sua vez, são 

estudados para três túneis com características paramétricas diferentes. Após as conclusões, o 

estudo apresenta as referências bibliográficas e os apêndices com as verificações da 

metodologia de acoplamento do modelo numérico com os modelos de confiabilidade para cada 

túnel estudado.  

 

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO 

O presenta trabalho está dividido em 8 capítulos e 3 apêndices. O capítulo 2, após a 

introdução, apresenta o referencial teórico sobre as principais metodologias de análise de túneis 

e seus fundamentos, bem como revisões bibliográficas dos principais estudos envolvendo as 

metodologias analíticas e numéricas de análise estrutural de túneis. O capítulo 3 apresenta o 

referencial teórico sobre os fundamentos e conceitos básicos da confiabilidade aplicada na 

engenharia, dando ênfase às revisões bibliográficas de estudos científicos sobre confiabilidade 

aplicada ao estudo de túneis. 

Os capítulos 4 e 5 descrevem em detalhes as metodologias de análise de túneis e 

confiabilidade, respectivamente. O capítulo 4 é subdividido nos modelos analíticos de túneis 

sem reforço por tirantes e na metodologia analítica do Método de Homogeneização para túneis 

reforçados por tirantes passivos. Neste capítulo também é apresentada a modelagem em 

elementos finitos através do software GEOMEC91, baseada nos conceitos de túneis sem reforço 

por tirantes e no Método de Homogeneização para os casos que apresentam reforço por tirantes 

passivos. O capítulo 5 descreve em detalhes o método de Monte Carlo e o método FORM para 

análise de confiabilidade, além do Método da Superfície de Resposta (MSR) que é a principal 

metodologia para associação dos modelos de confiabilidade com a simulação numérica de 

túneis. 

O capítulo 6 apresenta os resultados introdutórios de confiabilidade e discussões para o 

Túnel A, enquanto o capítulo 7 apresenta os resultados e discussões para a análise de 

confiabilidade aplicada aos Túneis B e C. O capítulo 8 apresenta as conclusões do trabalho, 

enquanto os Apêndices A, B e C, apresentam os resultados e verificações da metodologia 

baseada no MSR para análise de confiabilidade dos túneis A, B e C. 
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2 MODELAGEM EM ENGENHARIA DE TÚNEIS: REFERENCIAL TEÓRICO  

Neste capítulo serão realizadas revisões gerais relativas aos métodos de análise 

estrutural e geotécnica de túneis, bem como conteúdos referentes às metodologias empíricas, 

analíticas e numéricas de análise de túneis sem reforço e reforçados por tirantes passivos.  

Por definição, são considerados suportes para túneis os revestimentos em concreto 

projetado (reforçado ou não por malhas metálicas) e as paredes em concreto armado pré-

moldado. O concreto projetado e pré-moldado são lançados diretamente na parede da 

escavação. Os reforços constituem os tirantes, enfilagens e qualquer outro mecanismo 

introduzido no maciço, com a função de melhorar as propriedades geotécnicas e de resistência 

do solo, bem como aumentar a estabilidade do mesmo (ALMEIDA E SOUZA, 1998). 

Conforme Almeida e Souza (1998), existem diversos tipos de suportes que são 

utilizados para solucionar problemas de cunho estrutural em túneis. A utilização destes sistemas 

implica o cálculo estrutural dos mesmos, além de serem necessários métodos para a avaliação 

da estabilidade do maciço. Neste trabalho serão abordados somente os casos de túneis 

profundos, sendo que os seguintes aspectos fundamentais devem ser considerados no cálculo 

estrutural: a estabilidade da frente de escavação, da estrutura de suporte e das paredes ao redor 

da escavação.  

Iftimie (1996) divide os métodos de dimensionamento de túneis em métodos empíricos, 

métodos baseados na resistência dos materiais e métodos baseados na mecânica do meio 

contínuo.  

Os métodos empíricos, como o próprio nome sugere, consistem em elaborar projetos de 

túneis com base na experiência e observação de obras concluídas em condições similares. Nos 

métodos baseados na resistência dos materiais, o dimensionamento e projeto de túneis é feito a 

partir da determinação das cargas e diagramas de esforços que atuam no suporte, não havendo 

uma grande preocupação com a análise deste. Os métodos baseados na mecânica do meio 

contínuo são definidos com base em soluções analíticas e numéricas. As primeiras são baseadas 

em equacionamentos, que são definidos através da teoria da elasticidade e da plasticidade, 

enquanto a segunda é baseada em soluções computacionais aproximadas (IFTIMIE, 1996). 

Entre os métodos numéricos e empíricos existem os métodos simplificados, que permitem ao 

projetista investigar rapidamente a escolha dos métodos de escavação e de revestimento 

(BENAMAR, 1996). 

Os métodos baseados na mecânica do meio contínuo apresentam grande importância, 

devido a considerar o comportamento do maciço e do suporte em suas soluções. Estes métodos 
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descrevem os princípios fundamentais para a definição da metodologia analítica e numérica de 

túneis.  

 

2.1 MÉTODOS EMPÍRICOS 

De acordo com Couto (2011), os métodos empíricos apresentam como principal 

característica a utilização de referências bem documentadas de obras realizadas com sucesso e 

similares ao projeto realizado. Estas referências podem ser tanto dados geométricos, como por 

exemplo a profundidade e dimensões da seção transversal do túnel, além de dados geotécnicos 

do maciço.  

A abordagem utilizada pelos métodos empíricos é baseada em sistemas de classificação 

do maciço rochoso, onde através do uso de fórmulas e tabelas é determinado um “peso” para o 

maciço estudado, que auxilia os projetistas na escolha do tipo de suporte a ser utilizado.  Os 

sistemas de classificação devem ser apresentados de forma simples e compreensível, incluindo 

somente os parâmetros geotécnicos mais significativos. Além disso, os mesmos devem ser de 

fácil mensuração, obtidos a partir de procedimentos rápidos, econômicos e normatizados 

(BIENIAWSKI, 1989). 

O sistema de classificação de rochas de Terzaghi (1946) foi o primeiro método empírico 

proposto, sendo muito aplicado na avaliação das cargas exercidas nos maciços rochosos e no 

projeto de suportes para túneis (CECIL, 1970). Outros autores, como Deere (1967) e Wickham, 

Tiedemann e Skinner (1972), desenvolveram métodos empíricos aplicados para túneis que 

consideram os índices Rock Quality Designation (RQD) e Rock Structure Rating (RSR). O 

primeiro é um método prático que descreve a qualidade das rochas escavadas por perfuração, 

enquanto o segundo trata de um método de ponderação da importância dos parâmetros 

geotécnicos das rochas.  

Alguns métodos empíricos merecem um destaque maior, como o Geomechanics 

Classification (ou sistema Rock Mass Rating (RMR)). Este sistema de classificação realiza suas 

análises com base em parâmetros avaliados de forma quantitativa ao invés de descrições 

puramente qualitativas. Além disso, estes se baseiam em projetos modernos de túneis, 

permitindo definir, principalmente, opções de revestimento em concreto projetado, bem como 

reforços por meio de chumbadores ou tirantes (BIENIAWSKI, 1989). 

Os métodos empíricos apresentam utilidade somente nas etapas iniciais do projeto de 

um túnel, devido à maioria apresentar graves deficiências, como: não considerar as limitações 
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da geometria do túnel e o efeito da interação maciço-revestimento, não determinar coeficientes 

de segurança para o suporte, imprecisões na determinação do campo de tensões inicial, etc.  

 

2.2 ESTADO PLANO DE DEFORMAÇÕES E AXISSIMETRIA 

Os processos de interação maciço-revestimento e o comportamento mecânico em 

relação à frente de escavação são de grande importância na determinação das soluções analíticas 

e numéricas para túneis. Os movimentos do maciço, provocados pela abertura do túnel e que 

geram tensões e deslocamentos na estrutura de suporte, podem ter duas origens (MARQUES, 

2014): 

a) deslocamentos do solo na direção de abertura do túnel: ocorrem durante a fase de construção 

do túnel, considerando um intervalo de tempo relativamente pequeno. Dependem das 

dimensões e profundidade do túnel bem como da resistência, deformabilidade e estado de 

tensões inicial do maciço escavado; 

b) fenômenos de consolidação e compressão: são induzidos pelas redistribuições de tensão e 

pela redução das pressões intersticiais no solo. A evolução de tais fenômenos é influenciada 

pelas características de consolidação dos solos, pela relação entre a permeabilidade do suporte 

e do maciço, e pelas características do sistema de drenagem instalado. 

A Figura 2.1 descreve o procedimento de instalação do revestimento de um túnel 

circular, de raio 𝑅i e com uma espessura de revestimento 𝑡c, que funciona com base no 

comportamento mecânico do maciço escavado (estrutura 𝑆1) e do revestimento executado 

(estrutura 𝑆2).  

 

 
Figura 2.1: Descrição da interação maciço-revestimento durante o procedimento de escavação 

de um túnel (Adaptado de BERNAUD e ROUSSET, 1992). 

 

O comportamento mecânico do sistema da Fig. 2.1 é baseado na perda de confinamento 

do maciço devido à escavação. O confinamento nada mais é do que a tensão gerada nas paredes 

do maciço escavado, a qual é reduzida com o tempo t após a realização da escavação, gerando 
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uma convergência do maciço. Logo, a função do revestimento em concreto projetado é gerar 

uma reação ao comportamento mecânico do maciço escavado (perda de confinamento), de 

modo a prover uma forma de contenção dos deslocamentos radiais e do alívio das pressões 

internas. 

Para uma seção transversal de estudo, paralela e situada a uma distância 𝑧(𝑡) da face de 

escavação, a instalação do revestimento é feita respeitando uma distância 𝑧(𝑡) = 𝑑0 desta face 

(ver Fig. 2.1), chamada de comprimento não suportado. A instalação do revestimento é 

realizada para uma determinada taxa de confinamento do maciço, que depende de diversos 

fatores, como: comportamento do maciço e do revestimento, distância 𝑑0 e velocidade de 

avanço da escavação 𝑉(𝑡) (BERNAUD, 1991). 

Considerando uma seção de estudo muito afastada da face de escavação (𝑧(𝑡) >> 𝑑0), 

é constatado um campo de deslocamento radial, o que configura um problema bidimensional 

plano. A Figura 2.2 ilustra a problemática de axissimetria para um túnel de seção circular, onde 

as tensões e pressões internas no revestimento, definidas por 𝑃i, apresentam uma simetria axial 

em relação ao eixo z do túnel. 

 

 

Figura 2.2: Seção transversal plana de um túnel circular em axissimetria (Adaptado de 

BRADYe BROWN, 2005). 

 

A Figura 2.2 mostra que a interação entre o maciço e revestimento em túneis circulares 

é um problema axissimétrico, ou seja, as grandezas mecânicas (tensões e deslocamentos) 
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envolvidas são função da distância radial r ao ponto considerado, da coordenada z do plano 

analisado e do tempo t. Além disso, o próprio estudo da axissimetria leva a uma análise das 

deformações em um estado plano bidimensional. A pressão geostática do maciço em 𝑟 = ∞ é 

dada por  𝑃∞ = 𝛾m𝐻, onde 𝛾m é o peso específico do solo e 𝐻 é a profundidade do túnel.  

Para que a problemática abordada esteja nas condições de estado plano de deformações 

e axissimetria, as seguintes hipóteses são adotadas (BERNAUD, 1991): 

a) hipótese aplicada à estrutura 𝑆1: túnel de seção circular com face plana e ortogonal ao eixo 

z, maciço homogêneo e isotrópico; 

b) hipótese aplicada à estrutura 𝑆2: extremidade do revestimento plana e ortogonal ao eixo z, 

espessura constante, material homogêneo e isotrópico; 

c) campo de tensões iniciais é geostático, com coeficiente de empuxo inicial 𝐾0 = 1, o que 

define uma igualdade entre as tensões horizontais e verticais atuantes na escavação:  𝜎v =

𝐾0𝜎h = 𝑃∞; 

d) comprimento não suportado 𝑑0 e velocidade de avanço da escavação 𝑉(𝑡) são constantes. 

  

As hipóteses definem a condição de axissimetria para um túnel de seção circular, sendo 

este um problema de caráter unidimensional. Deste modo, o campo de deslocamentos depende 

apenas da distância radial r, ou seja: 

 

𝜉 = 𝑢(𝑟)𝑒𝑟  (2.1)  

 

onde 𝑢(𝑟) é o deslocamento do maciço em uma distância radial r, medida a partir do centro da 

escavação.  

 

2.3 MÉTODOS SIMPLIFICADOS PARA TÚNEIS SEM REFORÇO DA ESCAVAÇÃO 

Os métodos simplificados são muito utilizados por engenheiros na fase de pré-

dimensionamento de túneis, pois permitem que, com poucos dados, sejam realizadas 

investigações rápidas sobre a escolha do modo de escavação e tipo de suporte a utilizar. Os 

principais objetivos dos métodos simplificados são (BERNAUD, 1991): estimar o estado de 

equilíbrio final de túneis considerando hipóteses simples e facilitar o dimensionamento 

estrutural de túneis, através da transformação de modelos tridimensionais em bidimensionais 

com deformações planas.  
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Dentre os principais métodos simplificados, serão abordados brevemente o Método 

Convergência-Confinamento (ou Método CV-CF) e o Novo Método Implicito (NMI).  

 

2.3.1 Método Convergência-Confinamento (CV-CF) 

O método CV-CF é baseado na transformação de soluções tridimensionais em soluções 

simplificadas, as quais consideram deformações planas e axissimetria. O método recebeu este 

nome após autores, como Panet e Guellec, apresentarem formas de determinação da deformação 

que ocorre antes da colocação do revestimento, utilizando um fator de perda de confinamento 

(AFTES, 2001). 

Através dos conceitos de estado plano de deformações e axissimetria, é possível analisar 

a variação da convergência do maciço e do revestimento conforme a variação da pressão 𝑃i de 

uma determinada seção transversal do maciço. A Figura 2.3 descreve o comportamento 

mecânico do maciço e do revestimento, respectivamente através da Curva de Convergência 

(CV) e Confinamento (CF).  

 

 

Figura 2.3: Curvas de convergência (CV) e confinamento (CF) para um maciço rochoso 

genérico (Adaptado de BERNAUD, 1991). 
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Na Figura 2.3, o parâmetro associado a 𝑃i é a convergência 𝑈i (em percentual), que é a 

variação relativa do diâmetro da escavação, dado pela relação entre o deslocamento radial na 

parede do túnel e o seu raio (BERNAUD, 1991): 

 

𝑈i(%) = −
𝑢(𝑟=𝑅i)

𝑅i
× 100  (2.2)  

 

A curva CV é dependente apenas do comportamento do maciço escavado. Cada pressão 

corresponde a um respectivo valor de 𝑈i, sendo que 𝑃i começa inicialmente assumindo o valor 

da pressão inicial do maciço, definida por 𝑃∞, a qual não provoca convergência na cavidade. A 

pressão 𝑃i reduz com o tempo após a escavação, o que provoca o aumento da convergência 𝑈i 

na parede do túnel, originando a curva CV. A curva CF é dependente apenas do revestimento e 

representa a função deste em limitar a redução do confinamento e o aumento da convergência 

do maciço. Esta curva fornece a cada pressão 𝑃i, exercida pelo maciço no revestimento, uma 

convergência 𝑈i que atua no suporte instalado.  

O ponto de intersecção entre as curvas CV e CF indica o equilíbrio na interação maciço-

revestimento, onde 𝑃eq é a pressão de equilíbrio exercida pelo maciço no revestimento e 𝑈eq 

corresponde a convergência de equilíbrio na parede do túnel. Para a determinação da 

intersecção das curvas CV e CF, é necessário definir a convergência do maciço no instante de 

instalação do revestimento, dada por 𝑈0. O valor de 𝑈0 depende da distância 𝑑0, do 

comportamento do maciço e do revestimento (BERNAUD, 1991). 

O método CV-CF consiste em propor um valor aproximado da convergência 𝑈0, a qual 

determina a posição da curva CF no diagrama 𝑃i × 𝑈i da Fig. 2.3. Para isso, é feita uma 

simulação do avanço da frente de escavação, através da aplicação de uma pressão radial fictícia, 

definida como 𝑃i
f, na parede do túnel sem revestimento e de comprimento infinito. A pressão 

𝑃i
f é dada pela seguinte equação (PANET; GUENOT, 1982): 

 

𝑃i
f(𝑧) = [1 − 𝜆(𝑧)]𝑃∞ (2.3) 

 

onde 𝜆(𝑧) é a taxa de perda de confinamento do maciço, que determina a taxa de deformação 

do maciço escavado antes da colocação do revestimento, sendo esta a origem do método CV-

CF (BERNAUD, 1991).    

Considerando a seção transversal da frente de escavação, a pressão 𝑃i
f logo à frente desta 

seção é considerada igual a pressão 𝑃∞, pois ainda não ocorreu a escavação. Nesta situação, o 
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valor de 𝜆(𝑧) é nulo, indicando que não houve perda de confinamento do maciço. O valor de 

𝑃i
f = 𝑃∞ tende a diminuir conforme a frente de escavação se afasta de uma dada seção do túnel, 

até atingir um valor nulo, quando a frente de escavação está suficientemente afastada da seção. 

A situação descrita é tratada como o principio fundamental do método CV-CF e é ilustrada na 

Fig. 2.4. 

 

Figura 2.4: Variação da pressão fictícia 𝑃i
f para um túnel sob condições de axissimetria 

(Adaptado de BERNAUD, 1991). 

 

A pressão 𝑃i pode assumir duas situações, considerando o momento da instalação do 

revestimento: 𝑃i = 𝑃i
f (antes da instalação do suporte) e 𝑃i = 𝑃i

f + 𝑃i
c (após a instalação do 

suporte). Neste último caso, 𝑃i
c é a pressão de reação do revestimento ao maciço escavado, dada 

por (BERNAUD, 1991): 

 

𝑃i
c = 𝐾c[𝑈i(𝑧) − 𝑈i(𝑑0)] (2.4) 

 

onde 𝐾c é a rigidez do revestimento, 𝑈i(𝑧) é a convergência no revestimento a uma distância z 

da face de escavação e 𝑈i(𝑑0) = 𝑈0 é a convergência no momento da instalação do suporte, a 

uma distância 𝑧 = 𝑑0 da face de escavação. A rigidez 𝐾c representa graficamente a inclinação 

da curva CF da Fig. 2.3. 

A convergência 𝑈0 pode ser determinada calculando a pressão 𝑃i
f no momento da 

instalação do suporte no túnel, ou seja, através da Eq. (2.3) considerando 𝑧 = 𝑑0. Deste modo, 

é possível calcular o valor de  𝑃i
c para um dado valor de 𝑃i e 𝑈i, determinando o valor de 𝑈0 
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pela Eq. (2.4). De acordo com Couto (2011), diversos autores elaboraram formulações 

explícitas em axissimetria para determinação do valor de 𝑈0, como Panet e Guenot (1982) e 

Panet (1995).  Porém, estas formulações apresentam limitações e erros conforme descrito a 

seguir. 

 

2.3.2 Novo Método Implícito (NMI) 

Os gráficos de convergências 𝑈i × 𝑧 das Figuras 2.5 (a) e (b) ilustram a variação da 

convergência na parede da escavação de um túnel revestido, ao longo de uma distância 

longitudinal 𝑧, onde a origem dos gráficos representa a frente de escavação do túnel. O gráfico 

da Figuras 2.5 (a) mostra claramente que o aumento da rigidez 𝐾c do concreto projetado gera 

reduções nas convergências 𝑈i na parede da escavação. Esta situação não ocorre no caso da Fig. 

2.5 (b) (BERNAUD, 1991).  

 

(a)                                                                      (b) 

Figura 2.5: Influência da variação da rigidez do revestimento em perfis de convergências: (a) 

Solução por elementos finitos; (b) Solução pelo Método CV-CF (BERNAUD, 1991). 

 

A Figura 2.5 (b) ilustra que nos resultados obtidos pelo método CV-CF, o aumento da 

rigidez 𝐾c do revestimento provoca variações na convergência 𝑈i somente após a instalação do 

revestimento (𝑈i > 𝑈0). Esta é uma limitação grave do método CV-CF, pois a interação entre 

o maciço e revestimento não é dada apenas pela influência da rigidez 𝐾c no ponto de equilíbrio 

𝑈i = 𝑈eq (visto que 𝑈eq > 𝑈0), mas também no momento da instalação do suporte em 𝑈i = 𝑈0 

(BERNAUD, 1991). 

O Novo Método Implícito (NMI) apresenta soluções, formuladas de acordo com os 

conceitos básicos do método CV-CF e calibradas por meio do software de elementos finitos 

GEOMEC91, que incluem a influência da rigidez 𝐾c na determinação da convergência 𝑈0. O 



46 
 

Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

NMI foi desenvolvido por Bernaud (1991), onde foram apresentadas soluções envolvendo 

maciços em comportamento elástico. Posteriormente, Bernaud e Rousset (1992) acrescentaram 

ao estudo anterior soluções para maciços em comportamento elasto-plástico. 

Bernaud (1991) verificou erros de até 50% na comparação dos resultados do método 

CV-CF e da simulação numérica, enquanto o NMI, concebido para a correção dos erros do 

método CV-CF, pode apresentar erros de até 10% nos resultados quando comparado a 

simulação numérica. 

 

2.4 ANÁLISE NUMÉRICA PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF) 

Todas as etapas de análise de um túnel podem ser perfeitamente reproduzidas por uma 

análise numérica, que está restrita apenas à capacidade computacional da máquina que efetua a 

análise. De acordo com Couto (2011), o emprego de metodologias numéricas também permite 

considerar as diversas complexidades geométricas de túneis, como: as diferentes formas de 

seções de escavações e suas parcializações, a presença de descontinuidades do maciço e de 

estratos não homogêneos e não isotrópicos. Além disso, problemas complexos, como as tensões 

iniciais não homogêneas e o comportamento da relação tensão-deformação do maciço, podem 

ser resolvidos por meio da simulação numérica.  

A principal metodologia numérica, e também a mais usual, é o Método dos Elementos 

Finitos (MEF), existindo ainda outras abordagens como o Método das Diferenças Finitas e o 

Método dos Elementos de Contorno. Informações detalhadas sobre o MEF e suas deduções 

analíticas podem ser encontradas em Cook (1995), Potts e Zidravkovic (1999) e Rao (2004). 

As etapas e metodologias construtivas empregadas em túneis exercem forte influência 

na distribuição de tensões e deformações ao redor da escavação do maciço e do suporte 

instalado (GALLI; GRIMALDI; LEONARDI, 2004). Um modelo computacional eficiente 

permite considerar todas as etapas importantes na concepção de um túnel, como: geometria e 

profundidade, fases de escavação, instalação da estrutura de suporte, etc. Métodos numéricos 

mais avançados permitem até mesmo verificar a influência mecânica de estruturas próximas ao 

local da passagem de um túnel (FRANÇA, 2006).  

Os modelos numéricos bidimensionais são menos dispendiosos e são boas soluções 

alternativas às metodologias tridimensionais, porém são modelos menos completos e que 

apresentam algumas restrições. Estes modelos podem ser resumidos como uma aproximação à 

situação tridimensional, efetuada como uma sequência de análises bidimensionais das seções 

transversais de maior interesse no processo de construção de um túnel (GOMES, 2006). 
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Os modelos bidimensionais são caracterizados pela análise restrita em deformações 

planas, sendo as soluções em axissimetria restritas as condições vistas no item 2.2. A 

verificação do melhor modelo, para análise estrutural de um dado túnel, decorre das restrições 

e das hipóteses impostas ao problema. Os modelos numéricos tridimensionais representam com 

exatidão o comportamento mecânico entre o maciço e revestimento, bem como o estado de 

tensões e deformações nas regiões próximas à frente de escavação de um túnel (GOMES, 2006). 

 

2.4.1 Modelos numéricos bidimensionais e tridimensionais 

Os modelos numéricos em axissímetria apresentam como principal característica a 

análise computacional de túneis a partir de seções transversais planas, tornando os cálculos mais 

simples e rápidos do que os modelos numéricos 3D. Uma restrição necessária, na aplicação dos 

modelos em axissímetria, é a suposição de que as seções transversais analisadas estão afastadas 

da frente de escavação do túnel. Estes modelos são capazes de reproduzir numericamente as 

fases de escavação e comportamento do suporte, assim como o movimento e a proximidade da 

frente de escavação (BERNAUD, 1991).  

A Figura 2.6 exemplifica túneis analisados por modelos em axissímetria, mostrando as 

características das seções transversais e das malhas de elementos finitos. Conforme é ilustrado, 

estes modelos permitem a aplicação de diferentes geometrias de seção transversal para o túnel, 

além de possibilitar a modelagem de perfis de solo ou rocha não homogêneos (QUEVEDO, 

2017). 

Os seguintes métodos e referências podem ser citados, para maiores detalhes a respeito 

dos métodos em axssímetria: método da pressão fictícia interna (PANET e GUENOT, 1982), 

método da redução de rigidez do núcleo (SWOBODA; MARENCE; MADER, 1994) e método 

da redução do carregamento (POTTS; ZIDRAVKOVIC, 1999). 
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Figura 2.6: Características gerais de túneis modelados em axissímetria: (a) Geometria de um 

túnel em seção ferradura; (b) Geometria de um túnel em seção circular (COUTO, 2011). 

 

Considerando a axissimetria na modelagem computacional bidimensional, o software 

de elementos finitos GEOMEC91 merece destaque e será utilizado nas análises de 

confiabilidade deste estudo. O código GEOMEC91 foi desenvolvido por Bernaud (1991) como 

uma ampliação do antigo código GEOMEC desenvolvido no Laboratório de Mecânica dos 

Sólidos da Escola Politécnica de Paris, aumentando muito o campo de aplicação do antigo 

código. O princípio de funcionamento do GEOMEC91 é baseado no procedimento de ativação 

e desativação de elementos finitos, que leva em consideração o caráter tridimensional do 

processo de escavação de túneis através de uma análise axissimétrica (BERNAUD, 1991).  

Conforme Bernaud (1991), a biblioteca de elementos finitos do código é composta de 

elementos isoparamétricos com funções de interpolação linear e quadrática: elementos em 

linhas (dois e três nós), triangulares (três e seis nós) e quadrangulares (quatro, oito e nove nós). 

A Figura 2.7 ilustra os elementos finitos que compõe a biblioteca do GEOMEC91, enquanto a 

Fig. 2.8 ilustra um exemplo de malha típico para túneis em axissimetria simulados com o 

código. 
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Figura 2.7: Geometria dos elementos finitos presentes na biblioteca do GEOMEC91 

(BERNAUD, 1991). 

 

 

Figura 2.8: Malha de elementos típica aplicada na análise de túneis em axissimetria com o 

GEOMEC91 (BERNAUD, 1991). 

 

Para túneis sem reforço, o GEOMEC91 simula com eficiência maciços em elasticidade, 

plasticidade e viscoplásticidade (critérios de Tresca, Mohr-Coulomb, von Mises e Drucker-

Prager), tendo a possibilidade de considerar o revestimento em concreto (elasticidade e 

plasticidade) nas análises. Para a modelagem de túneis reforçados com tirantes, o software 

permite a análise em elasticidade e plasticidade anisotrópica (critérios de von Mises e Drucker-

Prager), considerando os princípios do Método de Homogeneização (BERNAUD; DE 

BUHAN; MAGHOUS, 1995). 
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Conforme mostra a Figura 2.9, o MEF é o principal método usado em modelos 

tridimensionais, onde de forma similar aos métodos bidimensionais, são discretizadas malhas 

de elementos finitos tridimensionais no maciço escavado, região de escavação e instalação dos 

suportes e reforços do túnel. Uma das vantagens da aplicação do MEF em modelos 3D é a 

discretização de elementos finitos das mais variadas geometrias e dimensões, como prismas 

retangulares, triangulares, cubos, etc. Além disso, conforme ilustra a Fig. 2.9, o modelo em 

elementos finitos tridimensionais permite discretizar com maior exatidão o processo de 

escavação parcializada. 

 

 

Figura 2.9: Exemplo de modelo tridimensional utilizando o MEF: Malha de elementos finitos 

para túneis profundos (FRANÇA, 2006). 

 

As metodologias tridimensionais também são recomendadas para situações complexas 

envolvendo o maciço a ser escavado. Logo, qualquer heterogeneidade, anisotropia do material, 

posição e forma das camadas que caracterizam o maciço podem ser representadas (GOMES, 

2006). As ilustrações da Fig. 2.10 mostram que o MEF aliado a modelos 3D também é aplicado 

em análises de outros tipos de estruturas ligadas a túneis, como cavernas subterrâneas e galerias 

de união de túneis.  
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                                         (a)                                                                      (b) 

Figura 2.10: Análise pelo MEF de estruturas 3D ligadas a túneis: (a) Modelagem de uma 

galeria de acesso; (b) Modelagem de uma galeria de união entre dois túneis 

(https://mundisoft.pt/portfolio-item/plaxis/; GOMES, 2006). 

 

Conforme mostra a Figura 2.11 (a), as metodologias citadas também podem ser 

aplicadas ao estudo da influência de estruturas, externas e/ou superficiais, no comportamento 

mecânico e estrutural de um túnel. Edificações superficiais podem influenciar estruturalmente 

um túnel superficial, onde estas influências podem ser avaliadas a partir de elementos finitos 

tridimensionais. A Figura 2.11 (b) mostra uma simulação, em elementos finitos tridimensionais, 

da escavação em parcializações de um túnel circular. 

 

 

                                        (a)                                                                      (b) 

Figura 2.11: (a) Análise numérica tridimensional da influência de edificações em túneis rasos 

com tirantes; (b) Modelo tridimensional da escavação parcial de um túnel circular 

(https://mundisoft.pt/portfolio-item/plaxis/; GOMES, 2006). 
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A aplicação dos métodos tridimensionais a diferentes tipos de geometrias de túneis 

também configura uma grande vantagem. Nas Figuras 2.12 (a) e (b) são ilustradas as 

características geométricas do Túnel do Paraíso, localizado em São Paulo, o qual foi 

dimensionado com o auxílio de modelos em elementos finitos tridimensionais.  

 

 

Figura 2.12: Túnel Paraíso, localizado em São Paulo: (a) geometria da seção transversal; (b) 

Análise de tensões através de modelos 3D em elementos finitos (FRANÇA, 2006). 

 

As maiores desvantagens das análises tridimensionais decorrem de limitações dos 

sistemas computacionais utilizados nas simulações, principalmente referente à questão de 

hardware. Dentre as limitações computacionais, podem ser citadas: o alto consumo de tempo e 

memória na fase de processamento do modelo e armazenamento de resultados parciais e finais, 

dificuldades na definição de malhas para domínios tridimensionais complexos, etc. Devido a 

isto, os métodos tridimensionais ainda são pouco explorados durante a análise estrutural de 

túneis. Porém, com os avanços contínuos dos sistemas computacionais, estes métodos tendem 

a ser utilizados com maior recorrência, onde se tornarão amplamente difundidos em um futuro 

próximo. 

 

2.4.2 Modelos numéricos para túneis reforçados com tirantes passivos 

A modelagem numérica pelo método direto de discretização de elementos finitos, para 

túneis reforçados com tirantes passivos, apresenta grandes dificuldades tanto para casos 

bidimensionais como tridimensionais. A principal delas é a necessidade da discretização de 

diferentes tipos de elementos para compor a modelagem do túnel, como por exemplo, elementos 

de barra para os tirantes e elementos triangulares ou quadrangulares para o maciço e 
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revestimento. O procedimento de geração da malha para estes casos é bastante complexo, dentre 

outros motivos, devido a necessidade de refinamento em regiões de ligação entre os tirantes e 

o maciço. Logo, o cálculo numérico, dado pela representação das matrizes de rigidez e demais 

procedimentos analíticos reproduzidos pelo MEF, apresenta uma demanda de tempo alta até 

mesmo para computadores com configurações avançadas (COUTO, 2011).  

Para resolver as complicações decorrentes, foram desenvolvidos métodos de análise da 

interação entre diferentes componentes estruturais, que buscam simplificar a malha de 

elementos finitos implementada. Dentre os métodos aplicados a maciços reforçados por tirantes 

passivos destacam-se o Método de Elementos Incorporados e o Método de Homogeneização. 

De acordo com Elwi e Hrudey (1989), o Método de Elementos Incorporados, ou Método 

Incorporado, consiste em um procedimento de mapeamento inverso que transforma as 

coordenadas globais das camadas de reforço (tirantes independentes da malha de elementos 

finitos) em coordenadas naturais do elemento base da malha do maciço. Elwi e Hrudey (1989) 

desenvolveram o Método Incorporado pela primeira vez para um maciço com reforço em 

tirantes. O Princípio dos Trabalhos Virtuais foi utilizado para calcular as matrizes de rigidez de 

elementos (regulares e irregulares) da malha do maciço, que já inclui o reforço por tirantes 

através de acréscimos de rigidez aos elementos base. O método apresenta um modelo slip bond, 

que considera o movimento entre o tirante e o maciço na obtenção do campo de deformações.  

Um exemplo de aplicação do Método Incorporado é ilustrado na Fig. 2.13 (a), onde o 

tirante é representado por um elemento de dois nós enquanto o elemento base do maciço é 

isoparamétrico com quatro nós. A Figura 2.13 (b) mostra que a compatibilidade das 

coordenadas dos nós permite incorporar a matriz de rigidez dos tirantes na matriz de rigidez do 

maciço, formando uma matriz global do sistema maciço-reforço (ZHOU; CHEUK; THAM, 

2009). 

O Método de Homogeneização para meios periódicos, ou somente Método de 

Homogeneização, deriva da ideia intuitiva de que o maciço reforçado por tirantes pode ser 

substituído por um meio equivalente, cujas propriedades de resistência são especificadas por 

um critério macroscópico (HASSEN; GUEGUIN; DE BUHAN, 2013). Conforme mostra a 

Figura 2.14, o método consiste em adotar o elemento base do maciço para discretizar uma 

determinada densidade de tirantes aplicada ao mesmo. Deste modo, a aplicação do MEF se 

resume a uma matriz de rigidez homogênea, dada pela soma das matrizes que representam as 

propriedades do maciço e da densidade de tirantes instalados. 
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Figura 2.13: Aplicação do Método Incorporado em elementos finitos bidimensionais: (a) 

Configuração dos elementos do maciço e do tirante; (b) Sistema de coordenadas para 

aplicação do método (ZHOU; CHEUK; THAM, 2009). 

 

 

Figura 2.14: Aplicação dos conceitos do Método de Homogeneização na discretização de 

elementos bidimensionais de maciços reforçados por tirantes (ZHOU; CHEUK; THAM, 

2009). 

 

Wullschläger e Natau (1983) e Wullschläger e Natau (1987) foram os primeiros autores 

a introduzir o Método de Homogeneização, substituindo os elementos de tirantes e de um 

maciço rochoso por um único material anisotrópico. Nestes estudos, o modelo de 

homogeneização proposto foi testado, via modelagem computacional, para um túnel em 

axissimetria e deformações planas reforçado com tirantes. Greuell et al. (1994) desenvolveram 

uma solução analítica para o mesmo problema, baseada em um meio homogeneizado 

anisotrópico e uma lei elasto-plástica. Bernaud, De Buhan e Maghous (1995a) realizaram uma 

extensão deste último trabalho utilizando o MEF, o que permitiu considerar geometrias e 

condições de carregamento de maior complexidade. 

De Buhan, Bourgeois e Hassen (2008) desenvolveram uma melhoria no Método de 

Homogeneização clássico, chamada Modelo Multifase, a qual permite considerar a interação 

entre os tirantes e o maciço rochoso circundante. Neste modelo, a interação entre maciço e 

tirante é feita de forma mútua e em escala macroscópica, através da superposição de duas fases 

contínuas que descreve, respectivamente, o solo e a malha do reforço. Uma análise de um túnel 
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reforçado, tridimensional e baseada no MEF, foi feita, permitindo analisar de forma detalhada 

o efeito dos tirantes na redução da convergência do túnel.  

Bernaud et al. (2009) desenvolveram uma análise numérica bidimensional de um túnel 

axissimétrico com tirantes passivos, utilizando o Método de ativação-desativação de elementos 

finitos em conjunto com o Método de Homogeneização. Dentre as contribuições deste estudo 

estão: a possibilidade de considerar, de forma conjunta ou separada, tirantes radiais e na face 

da escavação, e o acréscimo de revestimento de concreto projetado juntamente com o reforço 

de tirantes. Maghous, Bernaud e Couto (2012) desenvolveram um modelo numérico 

tridimensional, baseado no MEF, para análise de túneis reforçados por tirantes passivos. Um 

critério elasto-plástico, baseado no Método de Homogeneização, é utilizado para representar a 

interface entre maciço e tirante. A acurácia do modelo é avaliada através de comparações dos 

resultados obtidos com o Método de Homogeneização e o Método Incorporado. 

O Método de Homogeneização possui a importante característica de ser estendido para 

análises tridimensionais, além de facilitar a geração de malhas de elementos finitos. Os 

princípios analíticos básicos do Método de Homogeneização, para solução de problemas 

geotécnicos, foram definidos detalhadamente por Suquet (1985) e De Buhan (1986). 

 

2.5 MÉTODOS BASEADOS NOS CONCEITOS DA GEOMECÂNICA TRIDIMENSIONAL  

As metodologias analíticas para análise geomecânica de túneis envolvem o estudo do 

comportamento mecânico da interação solo-estrutura, realizado a partir da análise de tensões e 

deformações. Esta, por sua vez, é baseada nos conceitos básicos de elasticidade e plasticidade 

do maciço escavado, que pode ser reforçado com tirantes ou não. 

Serão apresentados os princípios básicos da elasticidade e plasticidade para o estudo do 

comportamento mecânico do maciço escavado sem reforço e reforçado por tirantes passivos. 

Neste último caso, também serão apresentados conceitos básicos sobre escavações reforçadas 

com tirantes, importantes para a aplicação do Método de Homogeneização no estudo do 

comportamento elástico e elasto-plástico do maciço reforçado. 

 

2.5.1 O contexto teórico da plasticidade 

Quando um material é submetido a um carregamento acima do limite elástico, é dito 

que o material atingiu a plasticidade e suas deformações se tornaram permanentes. Potts e 

Zdravkovic (1999) classificam o comportamento de plasticidade dos materiais em: Elasto-
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plastico perfeito, Elasto-plástico com endurecimento (Hardening) e Elasto-plástico com 

amolecimento (Softening).  

Os materiais em regime Elasto-plástico perfeito são aqueles que apresentam um 

comportamento linear elástico quando descarregados. Este será o tipo de material utilizado 

neste trabalho. Os materiais elasto-plásticos com endurecimento também apresentam um 

comportamento elástico quando descarregados, porém, também é verificado um aumento da 

rigidez do material quando a tensão admissível é atingida, compatível com o aumento do 

carregamento. O material elasto-plástico com amolecimento apresenta uma redução da 

resistência às solicitações quando a tensão admissível e o comportamento plástico são atingidos 

(POTTS; ZIDRAVKOVIC, 1999). 

Dentre os critérios de plasticidade existentes, serão descritos os critérios de Mohr-

Coulomb e Drucker-Prager, bem como suas variantes denominadas critério de Tresca e von 

Mises. O critério de plasticidade é uma função escalar 𝐹(𝜎, 𝜅) que define graficamente o limite 

de escoamento do material através de uma superfície de separação entre o comportamento 

elástico e elasto-plástico. O parâmetro de estado 𝜅 é dado de acordo com a variação das 

deformações plásticas, representando a mudança das componentes de tensões após a 

plastificação. No caso de materiais elasto-plásticos perfeitos o parâmetro 𝜅 é considerado 

constante (POTTS; ZIDRAVKOVIC, 1999). A função 𝐹(𝜎, 𝜅) pode ser representada 

graficamente no estado plano de tensões, conforme ilustra a Fig. 2.15 (a). Na Figura 2.15 (b) a 

função 𝐹(𝜎, 𝜅) representa uma superfície. 

Para especificar a direção das deformações plásticas, de acordo com a atuação do estado 

de tensões, é necessário definir uma regra de fluxo, dada por (POTTS; ZIDRAVKOVIC, 1999): 

 

Δ휀ij
p
= Λ

𝜕𝑃(𝜎,𝑚)

𝜕𝜎ij
 (2.5) 

 

Na Equação (2.5), Δ휀ij
p
 representa o incremento de deformação plástica para cada componente 

do tensor de deformações plásticas 휀p, 𝑃(𝜎,𝑚) é a função potencial plástico e Λ é um escalar 

multiplicador. A função potencial plástico é escrita na forma 𝑃(𝜎,𝑚) = 0, onde 𝑚 é o tensor 

dos parâmetros de estado. O gradiente da função 𝑃(𝜎,𝑚) define a direção das deformações 

plásticas. 
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        (a)                                                                 (b) 

Figura 2.15: Representação gráfica do Critério de Plasticidade em função das componentes de 

tensões: (a) Representação plana; (b) representação tridimensional (Adaptado de POTTS e 

ZDRAVKOVIC, 1999). 

 

A superfície descrita por 𝑃(𝜎,𝑚) pode ser traçada de acordo com os eixos das tensões 

principais, devido a estas coincidirem com os eixos de deformações principais. Sendo assim, é 

possível representar graficamente os incrementos de tensões (critério de plasticidade) e 

deformações plásticas (potencial plástico) utilizando o mesmo sistema de eixos coordenados. 

A representação gráfica de 𝐹(𝜎, 𝜅) e 𝑃(𝜎,𝑚) no mesmo sistema de coordenadas 

permite realizar algumas simplificações que alteram a regra de fluxo definida na Eq. (2.5). Ao 

adotar 𝐹(𝜎, 𝜅) = 𝑃(𝜎,𝑚), a regra de fluxo é dita associada, enquanto para 𝐹(𝜎, 𝜅) ≠ 𝑃(𝜎,𝑚) 

a regra de fluxo é dita não associada.  

O critério de plasticidade de Mohr-Coulomb, em sua forma simplificada e considerando 

comportamento elasto-plástico perfeito do maciço, é dado por (BERNAUD, 1991; POTTS; 

ZIDRAVKOVIC, 1999): 

 

𝐹(𝜎) = 𝜎1 − 𝜎3 + (𝐾p − 1)(𝜎1 − 𝑎) = 0 (2.6) 

 

onde 𝜎1 e 𝜎3 são as tensões extremas que determinam o ponto de tangência entre um círculo de 

Mohr e uma envoltória de ruptura. O coeficiente de empuxo passivo é dado por 𝐾p, enquanto 

𝑎 é um parâmetro dependente da coesão e ângulo de atrito do maciço. Por se tratar de um 

material elasto-plástico perfeito, a coesão e o ângulo de atrito são parâmetros de estado 

constantes. 
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A Figura 2.16 (a) apresenta a área formada pelo critério de Mohr-Coulomb no estado 

plano de tensões. A área é delimitada pelas tensões admissíveis do material, garantindo que o 

material não entre em regime elasto-plástico caso as tensões extremas estejam localizadas 

dentro da área.  

 

Figura 2.16: Representação gráfica do critério de Mohr-Coulomb em função das componentes 

de tensões: (a) Estado plano de tensões; (b) superfície descrita segundo componentes 

tridimensionaisde tensões (http://www.ufjf.br/mac003/files/2015/01/criterios_falha.pdf). 

 

A Figura 2.16 (b) mostra que a superfície tridimensional do critério de Mohr-Coulomb 

assume a forma de um cone hexagonal irregular no espaço das tensões principais. A condição 

de segurança, devido à ocorrência do regime elasto-plástico, é observada quando o ponto do 

estado de tensões em estudo encontra-se dentro da superfície.  

O critério de Mohr-Coulomb indica que ocorrem acréscimos de deformações 

volumétricas, além das cisalhantes, no material analisado. Logo, a deformação volumétrica do 

material, indicada pelo ângulo de dilatância 𝜓, precisa ser considerada. Para uma lei de fluxo 

associada, a curva de potencial plástico é considerada igual à envoltória de Mohr-Coulomb, o 

que significa que o ângulo 𝜓 é igual ao ângulo de atrito 𝜑 e a função 𝑃(𝜎) é idêntica a Eq. 

(2.6). A lei de fluxo não associada é empregada quando o ângulo de atrito é diferente do ângulo 

de dilatância, ou seja 𝜓 < 𝜑. Neste caso, a função 𝑃(𝜎) será semelhante a Eq. (2.6), onde o 

ângulo 𝜑 é substituído por 𝜓. Para o caso de dilatância nula (𝜓 = 0), o material é dito 

perfeitamente plástico não dilatante (POTTS; ZIDRAVKOVIC, 1999). 
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Quando o ângulo de atrito é nulo, o critério de Mohr-Coulomb é reduzido ao critério de 

Tresca, amplamente utilizado na representação da plasticidade em argilas normalmente 

adensadas não drenadas, dado por: 

 

𝐹 (𝜎) = 𝜎1 − 𝜎3 + 2𝑐 = 0 (2.7) 

 

onde c é a coesão do maciço. 

O critério de Tresca é caracterizado pelas deformações volumétricas nulas durante o 

fluxo plástico, sendo a sua superfície representada por um cilindro hexagonal regular no espaço 

das tensões principais. Nos casos das argilas normalmente adensadas, a coesão da Eq. (2.7) é 

representada pelo parâmetro 𝑆u (resistência não drenada). 

O critério de Drucker-Prager diz que o comportamento plástico do material inicia 

quando a invariante 𝐽2, do tensor desviatório, e as tensões hidrostáticas, atingem um valor 

crítico (NETO; PERIC; OWEN, 2008). O critério de plasticidade de Drucker-Prager é definido 

pela seguinte função (DRUCKER; PRAGER, 1952; NETO; PERIC; OWEN, 2008): 

 

𝐹(𝜎) = 𝛼𝐽1 + 𝐽2
1 2⁄ − 𝜌 = 0 (2.8) 

 

onde 𝛼 e 𝜌 são constantes positivas em cada ponto do material. O primeiro e segundo 

invariantes de tensão, 𝐽1 e 𝐽2, são dados conforme segue: 

 

𝐽1 = tr (𝜎) = 𝜎11 + 𝜎22 + 𝜎33 (2.9) 

 

𝐽2 =
1

2
(𝑠: 𝑠) =

1

2
‖𝑠‖

2

= √(𝜎ij −
𝐽1
3
𝛿ij)

2

𝑒i⊗ 𝑒j : 𝑒i⊗𝑒j = 𝜎ij −
𝐽1
3
𝛿ij (2.10) 

 

onde 𝑠 = desv(𝜎) é o tensor de segunda ordem desviador, que define a parte desviadora do 

tensor 𝜎.  

Quando o coeficiente 𝛼 assume um valor nulo, o critério de Drucker-Prager, dado pela 

Eq. (2.8), é reduzido ao critério de plasticidade de von Mises.  A superfície de von Mises no 
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espaço tridimensional é representada por um volume cilíndrico, enquanto a superfície de 

Drucker-Prager é representada por um cone de base circular, conforme mostra a Fig. 2.17.  

 

 

Figura 2.17: Superfície de plasticidade de Drucker-Prager no espaço tridimensional de tensões 

(NETO; PERIC; OWEN, 2008). 

 

A função de potencial plástico pelo critério de Drucker-Prager e von Mises, 𝑃(𝜎), 

também será designada pelas leis de fluxo associadas e não associadas, utilizando as mesmas 

definições para o ângulo de dilatância realizadas no critério de Mohr-Coulomb. 

 

2.5.2 Conceitos básicos de elasticidade e elasto-plasticidade para túneis profundos não 

reforçados 

 

O túnel em axissimetria, ilustrado na Fig. 2.18, será utilizado para descrever os 

princípios básicos de um maciço escavado em elasticidade, onde o estado de tensões e 

deslocamentos atuantes estão em um sistema de coordenadas cilíndricas (𝑒r, 𝑒θ, 𝑒z). O sistema 

de coordenadas convencional (𝑒x, 𝑒y, 𝑒z) também é utilizado de forma auxiliar na definição das 

características geométricas e de posicionamento do maciço escavado. 
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Figura 2.18: Seção transversal de um túnel em regime elástico, deformações planas e 

axissimetria (Adaptado de BERNAUD, 1991). 

 

As componentes de tensões (𝜎rr, 𝜎θθ, 𝜎zz), em uma distância radial r do maciço escavado 

da Fig. 2.18, são representadas pelo tensor de tensões diagonal de Cauchy, conforme segue 

(BERNAUD, 1991): 

 

𝜎 = [
𝜎rr 0 0
0 𝜎θθ 0
0 0 𝜎zz

] (2.11) 

 

Na Eq. (2.11), as componentes de tensões tangenciais são nulas. As componentes de tensões 

𝜎rr e 𝜎θθ variam de acordo com a distância r adotada, onde é possível afirmar que, em uma 

distância suficientemente afastada da escavação, as tensões não sofrem influência do 

desconfinamento do maciço. Neste caso, as componentes são iguais ao tensor de tensões inicial 

do maciço (antes da escavação), ou seja, 𝜎 = 𝜎0 = −𝑃∞1. A componente de tensão 𝜎zz não 

sofre variação uma vez que não existe perda de confinamento na direção z. 

O campo de deformações infinitesimais é definido com base no gradiente do campo de 

deslocamentos 𝜉 (definido pela Eq. (2.1)) (SALENÇON, 2001): 
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휀 =
1

2
(𝛻𝜉 + 𝛻𝜉𝑇) =

[
 
 
 
 
𝜕𝑢

𝜕𝑟
0 0

0
𝑢

𝑟
0

0 0 0]
 
 
 
 

   (2.12) 

 

onde u é o deslocamento radial do maciço escavado no regime elástico. No contexto da 

elasticidade infinitesimal isótropa, a lei de Hooke, que relaciona as componentes de tensões e 

deformações, é definida a seguir:  

 

휀 =
1 + 𝑣m
𝐸m

(𝜎m − 𝜎0) −
𝑣m
𝐸m

tr (𝜎m − 𝜎0) 1   (2.13) 

 

Na Equação (2.13), 𝑣m e 𝐸m são o coeficiente de Poisson e o módulo de Young do maciço. A 

partir desta equação são formuladas as componentes de tensões e deslocamentos do maciço 

escavado no regime elástico. 

A Figura 2.19 esquematiza um túnel em axissimetria escavado em um maciço elasto-

plástico, onde este é dividido em duas regiões distintas limitadas por uma distância 𝑟 = 𝑅p, 

sendo 𝑅p o raio plástico da escavação. Em regiões suficientemente próximas da cavidade, entre 

as distâncias radiais 𝑟 = 𝑅i e 𝑟 = 𝑅p, o maciço apresentará comportamento em plasticidade, 

onde as deformações plásticas irão assumir valores 휀p > 0. Em regiões suficientemente 

afastadas da cavidade, as componentes de tensões assumem valores próximos da pressão inicial 

geostática do maciço (definidas por 𝑃∞), onde neste caso, o maciço assume um comportamento 

elástico (휀p = 0). Na distância 𝑟 = 𝑅p as componentes de tensões no regime elástico e elasto-

plástico se igualam, sendo 𝑃i = 𝑃lim a pressão limite na parede da escavação que indica a 

mudança de regime do maciço (BERNAUD, 1991). 
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Figura 2.19: Regiões de elasticidade e plasticidade de um túnel em axissimetria e 

deformações planas (Adaptado de CORBETTA, 1990). 

 

A definição do campo de tensões e deformações para o maciço em regime elasto-

plástico é similar ao desenvolvimento que define as formulações do maciço em elasticidade. 

Na plasticidade, as formulações mudam de acordo com a região do ponto analisado, localizado 

em uma distância r do centro da escavação. Para ambas as regiões, o desenvolvimento analítico 

dos campos é realizado através dos critérios de plasticidade, definidos pelas funções de 

plasticidade e de potencial plástico, 𝐹(𝜎) e 𝑃(𝜎), abordadas no item 2.5.1. 

De acordo com Corbetta (1990) e Bernaud (1991), o tensor de deformações linearizado 

휀 é dado por duas parcelas, referentes ao comportamento elástico 휀e e plástico 휀p. O tensor 휀 

foi definido na Eq. (2.12) enquanto o tensor 휀e é determinado pela Lei de Hooke, definida na 

Eq. (2.13). O tensor 휀p é definido através do cálculo do gradiente da função 𝑃(𝜎). Logo, o 

tensor 휀p é dado por: 

 

휀p = 휀p
𝜕𝑃(𝜎)

𝜕𝜎
 (2.14) 

 

As Equações (2.11) à (2.14) fundamentam o desenvolvimento analítico do campo de 

tensões e deslocamentos do maciço escavado em elasticidade e elasto-plasticidade. Na 

metodologia deste trabalho serão definidas as componentes de tensões e deslocamento radial 

para o regime elástico e elasto-plástico, considerando o critério de Mohr-Coulomb e Tresca. 
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2.5.3 Método de Homogeneização aplicada à simulação de túneis reforçados com tirantes 

passivos 

 

A ideia intuitiva do Método de Homogeneização é transformar o problema heterogêneo, 

de um maciço rochoso reforçado por tirantes, em um meio homogêneo equivalente, 

considerando um ponto de vista macroscópico para as propriedades do maciço. O material 

homogeneizado apresenta características anisotrópicas, provocadas principalmente pela 

orientação dos reforços aplicados no maciço (DE BUHAN; SALENÇON, 1990).  

Neste item serão descritos os conceitos básicos e de caráter geométrico pertinentes a 

túneis com tirantes, que delimitam as metodologias analítica e numérica do Método de 

Homogeneização.  

 

2.5.3.1 Características geométricas de um túnel reforçado com tirantes 

A Figura 2.20 ilustra um túnel em axissimetria com tirantes radiais e frontais, escavado 

em maciço homogêneo e isotrópico. Este túnel é submetido a um campo de pressões 

hidrostáticas 𝜎0 = 𝑃∞1 com 𝑃∞ = 𝛾m𝐻. A razão entre 𝑅i e 𝐻 é muito pequena, de modo que o 

efeito da gravidade ao redor do túnel pode ser desprezado. Os tirantes radiais são produzidos 

em aço e dispostos ao redor da parede do túnel com a função de reduzir as convergências do 

mesmo e reforçar o maciço escavado. Os tirantes frontais, em geral produzidos em fibra de 

vidro e introduzidos no maciço da frente de escavação, tem como função estabilizar e reforçar 

o entorno do túnel e a sua frente na fase de construção. Posteriormente, os tirantes frontais são 

destruídos pelo próprio avanço da escavação (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a).  
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Figura 2.20: Características geométricas de um túnel circular reforçado por tirantes passivos 

(Adaptado de BERNAUD, DE BUHAN e MAGHOUS, 1995a). 

 

No caso ilustrado na Figura 2.20 existem duas zonas onde os tirantes são instalados de 

forma periódica e regular. Estas zonas são chamadas de Zona Radial (ZR), que é a região do 

maciço circundante ao túnel, enquanto a Zona Frontal (ZF) trata-se da região não escavada 

afrente da direção de escavação. A Figura 2.20 também ilustra a disposição dos tirantes passivos 

nessas regiões através dos detalhes dos cortes A-A' e B-B' (BERNAUD; DE BUHAN; 

MAGHOUS, 1995a).  
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Com relação ao reforço, a Figura 2.20 mostra que os tirantes radiais são posicionados 

na região ZR, de forma perpendicular a direção do eixo z e espaçados por uma distância regular 

𝑑r na direção deste eixo. Os tirantes radiais apresentam um comprimento 𝑙r na direção radial 

𝑒r, a seção transversal A-A' mostra que os tirantes são instalados na parede do túnel afastados 

por um espaçamento angular 𝛽r. Além de 𝛽r, no caso de túneis revestidos e com tirantes é 

preciso lidar com dois tipos de espaçamentos na instalação dos mesmos: espaçamento 𝑑0c entre 

a frente da escavação e o revestimento em concreto, e espaçamento 𝑑0r entre a frente de 

escavação e o reforço em tirantes. Os tirantes frontais são posicionados na região ZF, com um 

comprimento 𝑙z. A seção transversal B-B'  mostra que os tirantes frontais são instalados 

afastados por uma distância ℎf, paralela a direção y, e 𝑑f, paralela a direção x. 

Para aplicação do procedimento de homogeneização ao túnel descrito, é necessário que 

os reforços radial e frontal sejam suficientemente densos. Para que os tirantes apresentem uma 

densidade alta, quando incorporados ao maciço, é necessário que as relações 𝛽r 𝜋⁄ , 𝑑r 𝑅i⁄ , 

𝑑f 𝑅i⁄ , ℎf 𝑅i⁄  sejam pequenas. Desta maneira, o maciço com tirantes passivos pode ser 

considerado, em escala macroscópica, como um meio ortotrópico na região ZR, e ortotrópico 

homogêneo no entorno do eixo z para a região ZF,  transformando o meio heterogêneo em um 

meio homogêneo equivalente (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a). A Figura 2.21 

ilustra os domínios homogeneizados do túnel, representados por um volume de prisma 

piramidal na zona ZR e um volume de prisma retangular na zona ZF. 

 

 

Figura 2.21: Volume representativo do domínio homogeneizado de um túnel em axissimetria 

(BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a). 

 

A proporção do volume de tirantes 휂 é definida como a relação entre a área da seção 

transversal dos tirantes, 𝑆r e 𝑆f, e a de uma seção específica do volume representativo analisado. 



67 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

Assim, a proporção do volume de tirantes em ZR e ZF é dada por (BERNAUD; DE BUHAN; 

MAGHOUS, 1995a): 

 

휂 = {
휂r(𝑟) =

𝑆r

𝑑r𝛽r𝑟

휂f =
𝑆f

𝑑fℎf

  (2.15) 

 

A proporção de tirantes 휂r(𝑟) em ZR diminui em função da distância radial r, uma vez 

que o espaçamento entre os tirantes radiais aumenta com o afastamento da parede do túnel, 

enquanto a proporção 휂f  em ZF é constante. A densidade de reforço 𝛿r em ZR é definida como 

a quantidade de tirantes por unidade de área (tirantes/m²) na parede do túnel, dada pela Eq. 

(2.15) considerando 𝑟 = 𝑅i e 𝑆r = 1 (𝛿r =
1

𝑑r𝛽r𝑅i
). De forma análoga, a densidade de reforço 

𝛿f em ZF é definida como a quantidade de tirantes por unidade de área na superfície da frente 

de escavação, dada pela Eq. (2.15) considerando 𝑆f = 1 (𝛿f =
1

𝑑fℎf
). 

Apesar da proporção de tirantes 휂(𝑟) ser pequena em relação ao maciço, as 

características de rigidez do reforço são consideravelmente altas quando comparadas as do 

maciço. Analiticamente, esta situação é representada fazendo a proporção de volume dos 

tirantes tender a zero (휂 → 0), o que resulta na seguinte equação (DE BUHAN; HASSEN, 

2008): 

 

𝜔(𝑟) = {
휂r(𝑟)𝐸r =

𝑆r

𝑑r𝛽r𝑟
𝐸r = 𝛿r𝑅i

𝜋𝐷2

4

𝐸r

𝑟
=

𝑤

𝑟

휂f𝐸f =
𝑆f

𝑑fℎf
𝐸f = 𝛿f𝐸f

𝜋𝐷2

4

  (2.16) 

 

onde 𝐸r e 𝐸f são o módulo de Young dos tirantes em ZR e ZF e 𝑤 = 𝛿r𝑅i
𝜋𝐷2𝐸r

4
. 

 

2.5.3.2 Representação do comportamento mecânico do maciço em elasticidade 

Limita-se à situação de túneis com tirantes puramente radiais. Conforme mostra a Figura 

2.22, o maciço escavado e reforçado é dividido em duas regiões concêntricas ao redor do túnel, 

definidas como (GREUELL, 1993): 

• Região (1): afastada da parede do túnel e não reforçada, constituída de um meio isotrópico 

composto apenas pelo maciço escavado que se estende ao infinito; 
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• Região (2): próxima da parede do túnel e reforçada por tirantes radiais, constituída de um 

meio homogeneizado anisotrópico composto pelo maciço e tirantes, compreende a extensão 

entre a parede da escavação (𝑟 = 𝑅i) e o limite entre o maciço reforçado e não reforçado (𝑟 =

𝑅i + 𝑙r). 

 

 

Figura 2. 22 : Regiões concêntricas de um túnel em axissimetria reforçado por tirantes 

passivos radiais (Adaptado de GREUELL, 1993).  

 

A representação analítica da convergência da escavação, próxima ao que ocorre na 

realidade, é composta de duas fases distintas: a convergência da parede antes da instalação do 

reforço e após a instalação do reforço por tirantes passivos. No caso da elasticidade, a instalação 

do reforço obedece a seguinte restrição (GREUELL, 1993): 

 

𝑐

𝑃∞
> 𝜆d (2.17) 

 

onde 𝜆d é a taxa de desconfinamento do solo não reforçado no momento da instalação dos 

tirantes e 𝑐 é a coesão do maciço escavado.  

A Figura 2.23 descreve a evolução da curva de convergência em elasticidade, 

considerando as duas fases distintas. Nela é possível visualizar claramente o desenvolvimento 

da convergência do túnel não reforçado, até o momento da instalação do reforço, que provoca 

uma mudança de inclinação da curva. 
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Figura 2.23: Curva de convergência em uma seção transversal específica de um túnel 

reforçado por tirantes passivos (Adaptado de GREUELL, 1993). 

 

De acordo com o gráfico da Fig. 2.23, a análise analítica associada a evolução da 

convergência e instalação do reforço é similar ao que foi descrito no item 2.3.1. Quando o 

procedimento de escavação atinge a seção transversal analisada ocorre o alívio da pressão 

interna 𝑃i, representada analiticamente por (GREUELL, 1993): 

 

𝑃i = (1 − 𝜆nr)𝑃∞ (2.18) 

 

sendo 𝜆nr a taxa de desconfinamento do maciço não reforçado (0 ≤ 𝜆nr ≤ 𝜆d). Nesta etapa, o 

comportamento mecânico do maciço escavado é regido pelas equações de campo referentes a 

elasticidade. Quando a frente de escavação atinge uma distância 𝑧 = 𝑑 da seção analisada, 

ocorre a exata pressão 𝑃i = 𝜎d em que inicia a instalação dos tirantes: 

 

𝑃i = 𝜎d = (1 − 𝜆d)𝑃∞ (2.19) 

 

Após a instalação dos tirantes, a convergência segue evoluindo juntamente com o alívio da 

pressão 𝑃i: 
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𝑃i = (1 − 𝜆r)𝜎d (2.20) 

 

sendo 𝜆r a taxa de desconfinamento do maciço reforçado, que varia entre 0 e 1. 

 

2.5.3.3 Representação do comportamento mecânico do maciço em elasto-plasticidade 

De forma análoga ao comportamento mecânico do maciço em elasticidade, visto no item 

anterior, será considerado o tempo de convergência do maciço em comportamento elasto-

plástico antes da instalação do reforço. O reforço é colocado apenas radialmente e a plasticidade 

do material não reforçado (solo) é descrita pelo modelo de Tresca associado.  

Com relação ao momento de instalação do reforço, existem duas situações de 

comportamento mecânico do maciço: elasticidade (visto no item anterior) e elasto-plasticidade. 

A Figura 2.24 (a) descreve a situação em que o maciço atinge a plasticidade antes da instalação 

dos tirantes. Neste caso, os equacionamentos para os campos de tensões e deslocamentos, no 

momento da instalação do reforço, são definidos com base nos critérios de plasticidade adotados 

(GREUELL, 1993).  

Uma vez que o reforço é instalado, o maciço plastificado, agora reforçado pelos tirantes, 

recupera sua rigidez e, consequentemente, o comportamento elástico. Porém, conforme mostra 

a Fig. 2.24 (b), o maciço reforçado pode apresentar uma posterior evolução elasto-plástica, onde 

se desenvolve uma zona plástica novamente. Segundo Greuell (1993), podemos ter os tirantes 

posicionados de duas formas diferentes nesta situação (ver Fig. 2.24 (b)): 

• 𝑅p1 = 𝑅pr1 < 𝑅i + 𝑙r: o raio plástico do maciço reforçado (em azul) é menor que a distância 

𝑟 = 𝑅i + 𝑙r referente ao raio do comprimento de tirantes, indicando que estes estão 

posicionados tanto na zona elástica como plástica do maciço reforçado; 

• 𝑅p2 = 𝑅pr2 > 𝑅i + 𝑙r: o raio plástico do maciço reforçado (em vermelho) é maior que a 

distância 𝑟 = 𝑅i + 𝑙r referente ao raio do comprimento de tirantes, indicando que estes estão 

posicionados totalmente na zona plástica do maciço reforçado. 

 

  



71 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

 

Figura 2.24: Maciço em elastoplasticidade durante a instalação de tirantes: (a) Maciço com 

raio plástico 𝑅p
d no momento da instalação dos tirantes; (b) Situações de ocorrência da 

plasticidade no maciço reforçado (Adaptado de GREUELL, 1993). 

 

As diferentes situações de posicionamento dos tirantes nas zonas elástica e plástica 

geram dificuldades na modelagem analítica do campo de tensões e deslocamentos do túnel, 

sendo necessário adotar uma hipótese de simplificação para facilitar os equacionamentos. 

Greuell (1993) sugere restringir o comprimento dos tirantes a uma dimensão infinita (𝒍𝐫 = ∞), 

simplificando assim os equacionamentos somente para as regiões elástica e plástica do maciço 

reforçado.  

A simplificação descrita apresenta uma aproximação razoável à realidade, considerando 

que a proporção de aço do reforço reduz à medida que se afasta da parede da escavação. Greuell 

(1993) realizou um estudo paramétrico onde foram desenvolvidas as curvas de convergência, 

tensões e deformações para um túnel com tirantes de comprimento 𝑙r = 2m e 𝑙r = ∞. A 

diferença entre as curvas para os dois comprimentos adotados foi mínima, o que verifica a 

hipótese de simplificação descrita. 
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA DA CONFIABILIDADE APLICADA NA 

ENGENHARIA 

 

A confiabilidade surgiu com a necessidade crescente do setor industrial em reduzir a 

quantidade de erros e falhas em seus sistemas de produção. Para isso, eram realizadas análises 

a partir de dados estatísticos, que resultavam em probabilidades de ocorrência de falhas nos 

sistemas. Os primeiros setores a utilizar a confiabilidade no campo da engenharia foram a 

indústria de fabricação de aeronaves e setores responsáveis pela construção de usinas nucleares 

(VERMA; KARANKI; AJIT, 2016).  

Os dados são obtidos através de uma análise estatística das medições, onde são 

verificados que alguns resultados ocorrem com maior frequência do que outros. Os múltiplos 

resultados nas medições, que não apresentam um padrão definido, originam um meio 

estocástico. O termo estocástico deriva do grego sthocos, que significa incerteza, aleatoriedade 

ou indeterminação (HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

A confiabilidade é a garantia probabilística de que um sistema irá satisfazer um critério 

de desempenho pré-estabelecido. Por outro lado, a probabilidade de falha ocorre quando um 

sistema não satisfaz um critério de desempenho. Logo, confiabilidade e probabilidade de falha 

são termos complementares entre si (HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

Durante o projeto e análise de qualquer tipo de estrutura ou obra geotécnica existem 

muitas incertezas, como as propriedades dos materiais, dimensões, carregamentos, métodos de 

cálculo, etc. A confiabilidade é aplicada com o objetivo de verificar se as definições e análises 

realizadas proporcionam percentuais de falha aceitáveis ao sistema projetado finalizado. Sendo 

assim, a análise de confiabilidade e riscos apresenta extrema importância em projetos que 

necessitam de altos índices de segurança, como: edificações e industrias de grande porte, 

plataformas de petróleo, sistemas de canais e diques, barragens, pontes, túneis, etc. 

Neste capítulo será apresentada uma revisão bibliográfica, que aborda as principais 

contribuições na literatura científica no que tange o uso da confiabilidade aliada a modelos 

analíticos e numéricos para análise geotécnica e estrutural de túneis. Também serão revisados 

os conceitos básicos de probabilidade e os principais métodos de confiabilidade utilizados na 

engenharia. 
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3.1 REVISÃO BIBLIOGRAFICA DA CONFIABILIDADE APLICADA A TÚNEIS 

As primeiras pesquisas referentes à aplicação da confiabilidade acoplada com a análise 

geotécnica e estrutural de túneis surgiram com Kohno (1989), Laso (1991) e Kohno et al. 

(1992). Outras pesquisas iniciais, que permitiram a evolução do estudo da confiabilidade em 

túneis, foram desenvolvidas por Laso et al. (1995), Low e Tang (1997) e Hoek (1998). 

Kohno (1989) propôs a utilização de métodos probabilísticos para avaliar as incertezas 

na fase de dimensionamento de um túnel. Foi verificada a confiabilidade do revestimento de 

um túnel considerando um maciço rochoso, através do Método de Primeira Ordem e Segundo 

Momento (First Order and Second Moment Method – FOSM). Laso et al. (1995) realizaram 

um estudo de confiabilidade em projeto de túneis, onde o critério de Mohr-Coulomb foi 

utilizado na análise do maciço escavado, que foi revestido com tela metálica e concreto 

projetado, além de reforçado com tirantes passivos. Os índices de confiabilidade para dois 

túneis, obtidos através do Método da Superfície de Resposta (MSR), foram avaliados por meio 

do FOSM. Os resultados mostram probabilidades de falha de 9,56% e 20,43% para o maciço, 

9,18% e 0,58% para o revestimento, enquanto os tirantes e estruturas metálicas apresentaram 

uma probabilidade de falha de 0,00001% e 0,0025%. 

Low e Tang (1997) desenvolveram um método prático, utilizando planilhas e baseado 

no FORM, para determinar o índice de confiabilidade de um sistema estrutural qualquer, 

incluindo túneis e seus revestimentos. Foram obtidas probabilidades de falha para os problemas 

propostos utilizando a ferramenta de otimização Solver do Microsoft Excel, considerando 

variáveis aleatórias de distribuição normal e não normal. Hoek (1998) desenvolveu uma nota 

técnica que estabelece procedimentos para avaliar a confiabilidade nos procedimentos de 

cálculo e análise de suportes em túneis. A influência da variação das propriedades do maciço 

escavado, aleatórias e com distribuição normal, foi estudada a partir de análises de Monte Carlo, 

utilizando o software @RISK e o Microsoft Excel.  

O estudo de Mollon, Dias e Soubra (2009) apresenta uma análise de confiabilidade de 

um túnel circular superficial em solo coesivo. Duas funções de estado limite são definidas para 

avaliar a pressão de colapso e o recalque máximo do maciço escavado, onde o MSR foi utilizado 

para o cálculo dos índices de confiabilidade devido ao uso da simulação numérica nas análises. 

Os resultados mostraram que a distribuição não normal das variáveis aleatórias e a correlação 

entre as mesmas não produziram efeitos significativos nos índices de confiabilidade.  

Li e Low (2010) estudaram a aplicação da confiabilidade na análise de um túnel circular 

pelo critério de Mohr-Coulomb, utilizando a ferramenta Solver do Microsoft Excel aliada aos 
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procedimentos e diretrizes definidos por Low e Tang (1997). A análise em confiabilidade foi 

realizada através do Método de Confiabilidade de Primeira Ordem (First Order Reliability 

Method – FORM), utilizando variáveis aleatórias de distribuição normal e não normal. Os 

índices de confiabilidade, obtidos para túneis com revestimento, são comparados com 

resultados obtidos pelo método de Monte Carlo, apresentando excelente concordância.    

Lü e Low (2011) desenvolveram análises probabilísticas de túneis utilizando o FORM 

e o Método de Confiabilidade de Segunda Ordem (Second Order Reliability Method – SORM). 

As análises são realizadas para um túnel, circular e revestido, pelos critérios de plasticidade de 

Mohr-Coulomb e Hoek-Brown separadamente, além de um túnel em seção ferradura suportado 

por tirantes passivos. Os resultados mostram a grande influência da pressão do suporte na 

probabilidade de falha dos túneis circulares, enquanto os túneis com tirantes apresentam uma 

probabilidade de falha de 1,43% pelo FORM e 1,79% pelo SORM. Low e Einstein (2013) 

aplicaram os métodos FORM e SORM em um túnel circular com maciço homogêneo e 

isotrópico, revestido e reforçado por tirantes. O objetivo do estudo foi incorporar a 

confiabilidade no projeto do reforço, de modo a definir o comprimento e espaçamento dos 

tirantes que produzam baixas probabilidades de falha estrutural. O estudo também utilizou 

simulações de Monte Carlo para verificar os resultados dos métodos FORM e SORM. 

Lü et al. (2017) utilizaram o FORM aliado ao MSR para analisar a confiabilidade de 

túneis circulares revestidos com concreto projetado e reforçado por tirantes. Foi investigada a 

influência das variáveis aleatórias do revestimento nos modos de falha do maciço e dos tirantes, 

além do próprio revestimento. As medidas de desempenho e índice de confiabilidade 

apresentaram boa concordância e otimização. O estudo de Lü et al. (2018) descreve a avaliação 

probabilística da convergência de um túnel considerando a variabilidade espacial das 

propriedades do maciço. Um modelo numérico baseado em analises de diferenças finitas é 

utilizado para simular o maciço escavado, onde é necessário o uso do MSR para definir modelos 

compatíveis com FORM para definição dos parâmetros de confiabilidade. Os resultados 

mostraram que a probabilidade de falha é superestimada quando a variabilidade espacial dos 

parâmetros é negligenciada. 

Li e Yang (2018) desenvolveram um estudo de confiabilidade, aplicado a estabilidade 

da frente de escavação de túneis, através da consolidação de mecanismos múltiplos de falha 

com o Método da Superfície de Resposta (MSR). Os parâmetros geotécnicos do maciço, como 

a coesão e o ângulo de atrito, são considerados como variáveis aleatórias. Os resultados do 

estudo definem os comportamentos globais de falha da face da escavação, além da influência 

de variáveis aleatórias e fixas nos resultados de confiabilidade obtidos. Outras pesquisas, como 
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as de Mollon et al. (2011) e Zeng et al. (2014), também utilizaram a confiabilidade para 

verificar a estabilidade da frente de escavação de túneis. 

Zhao et al. (2021) e Zhao et al. (2022) desenvolveram estudos de confiabilidade em 

túneis combinando modelos numéricos com expansão caótica polinomial associados com o 

método FORM e Monte Carlo. Os estudos de caso, aplicados a túneis circulares e em seção 

ferradura, produziram resultados de confiabilidade em excelente concordância para os dois 

métodos utilizados. A expansão polinomial caótica mostrou-se uma ferramenta eficaz e útil 

para substituir outros métodos clássicos e com maior demanda de tempo computacional, como 

o MSR.    

 

3.2 CONCEITOS BÁSICOS SOBRE PROBABILIDADE E ESTATÍSTICA  

De acordo com Haldar e Mahadevan (2000), as incertezas de observações físicas 

decorrem do fato de diversas medições de certa quantidade física não resultarem em valores 

iguais, e, naturalmente, levam as incertezas estatísticas. Nas incertezas estatísticas, devido a 

informações limitadas de dados, não há informações precisas sobre a variabilidade das 

quantidades físicas de interesse. A variabilidade das medições ocorre devido às inúmeras 

flutuações do ambiente, procedimentos de teste realizados, instrumentos utilizados, observador 

das medições, etc. Estas incertezas podem ser resolvidas através da coleta de um grande número 

de medições ou observações, que resultam em uma alta probabilidade de confiança nas medidas 

adotadas no projeto.  

As incertezas decorrentes de procedimentos de modelagem são aquelas que determinam 

as diferenças, ou erros percentuais, entre o comportamento de um sistema modelado 

numericamente e o seu comportamento real. Modelos computacionais similares podem ser 

usados para definir uma descrição estatístico-probabilística do erro de modelagem, a qual pode 

ser usada como uma variável adicional na análise por confiabilidade. 

Conforme mostra o fluxograma da Figura 3.1, as análises probabilísticas são iniciadas 

a partir de um espaço amostral, que contém todas as medidas físicas de cada incerteza, ou seja, 

todas as possibilidades que podem ocorrer em uma análise. As características das incertezas ou 

aleatoriedades podem ser descritas graficamente em forma de histogramas ou diagramas de 

frequência, que podem ser representados de forma generalizada pelas distribuições de 

probabilidade. Em um projeto estrutural, a variabilidade de certos parâmetros é quantificada 

usando conceitos estatísticos e funções de distribuição, e assim, a análise de confiabilidade pode 

ser realizada para um critério de desempenho específico (HALDAR e MAHADEVAN, 2000). 
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Figura 3.1: Etapas de um estudo probabilístico (Adaptado de HALDAR e MAHADEVAN, 

2000). 

 

As principais distribuições de probabilidade usuais em engenharia, baseadas em 

variáveis aleatórias contínuas, são a Distribuição Normal e Lognormal. Outras distribuições 

podem ser citadas, como as Distribuições de Valores Extremos Tipo I (Gumbel), Tipo II 

(Fisher-Tippett) e Tipo III (Weibull) (ANG; TANG, 2007). Grande parte das pesquisas 

encontradas na bibliografia científica internacional utiliza a confiabilidade, aliada a 

distribuições de probabilidade, na análise de riscos em túneis e estruturas subterrâneas. 

Os princípios fundamentais analíticos da probabilidade e estatística podem ser 

encontrados nas bibliográficas clássicas sobre o assunto, como: Haldar e Mahadevan (2000), 

Ang e Tang (2007), Ayyub e McCuen (2011), Melchers e Beck (2018), Beck (2019), etc.  

 



77 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

3.3 ÍNDICE DE CONFIABILIDADE E MEDIDAS DE SEGURANÇA 

De acordo com Melchers e Beck (2018), o princípio básico da confiabilidade consiste 

em descrever as solicitações (representadas por S) e a resistência (representada por R), de um 

sistema estrutural qualquer, através de suas Funções Densidade de Probabilidade (FDP) 

conhecidas. As variáveis S e R devem ser expressas na mesma unidade e obtidas de forma 

determinística ou aleatória. Um elemento ou sistema estrutural falhará se sua resistência R for 

menor que a solicitação S atuante sobre ele. Deste modo, a probabilidade de falha, 𝑝f, é dada 

por (MELCHERS; BECK, 2018): 

 

𝑝f = 𝑃(𝑅 ≤ 𝑆) = 𝑃(𝑅 − 𝑆 ≤ 0) = 𝑃[𝐺(𝑅, 𝑆) ≤ 0]             (3.1) 

  

onde 𝐺(𝑅, 𝑆) = 0 é a Função Estado Limite, que representa o limite entre a probabilidade de 

falha (ao atingir valores negativos) e a probabilidade de segurança (ao atingir valores positivos).  

Conforme mostra a Figura 3.2 (a), a região abaixo da curva de 𝐺(𝑅, 𝑆) indica valores 

de resistência e solicitação estrutural que podem causar falha, enquanto valores de 𝐺(𝑅, 𝑆) 

positivos indicam uma região segura. 

 

 

Figura 3.2: Função Estado Limite 𝐺(𝑅, 𝑆): (a) variáveis R e S no espaço bidimensional; (b) 

FDP conjuntas marginais de R e S (ANG; TANG, 2007; MELCHERS; BECK, 2018). 
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A Figura 3.2 (b) ilustra graficamente a função 𝐺(𝑅, 𝑆) que estabelece as regiões seguras 

e inseguras considerando funções de densidade conjuntas e marginais de R e S. Neste caso, a 

probabilidade de falha, dada pela Eq. (3.1), pode ser reescrita como: 

 

𝑝f = 𝑃(𝑅 − 𝑆 ≤ 0) = ∬𝑓R,S(𝑟, 𝑠)𝑑𝑟𝑑𝑠
D

             (3.2) 

 

onde 𝑓R,S(𝑟, 𝑠) é a FDP conjunta de R e S. Quando R e S são variáveis independentes, significa 

que 𝑓R,S(𝑟, 𝑠) = 𝑓R(𝑟)𝑓S(𝑠), sendo 𝑓R(𝑟) e 𝑓S(𝑠) as FDP de R e S. Neste caso, a probabilidade 

de falha é dada por: 

 

𝑝f = 𝑃(𝑅 − 𝑆 ≤ 0) = ∫ ∫ 𝑓R(𝑟)𝑓S(𝑠)
𝑆≥𝑟

−∞

∞

−∞

𝑑𝑟𝑑𝑠 = ∫ 𝐹R(𝑠)
∞

−∞

𝑓S(𝑠)𝑑𝑠             (3.3) 

 

onde 𝐹R(𝑠) é a Função Distribuição de Probabilidade Acumulada (FDPA) 𝐹R(𝑠) =

∫ 𝑓R(𝑟)𝑑𝑟
𝑠

−∞
. A Equação (3.3) é denominada Integral de Convolução e sua representação 

gráfica é ilustrada na Fig. 3.3.  

 

 

Figura 3.3: Ilustração da probabilidade de falha envolvendo as solicitações e resistência de um 

sistema estrutural e suas funções de distribuição normais (MELCHERS; BECK, 2018). 

  

Conforme mostra a Figura 3.3, a probabilidade 𝑝f é proporcional à área formada pela 
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sobreposição entre as curvas de R e S, onde dentro dessa região é possível que existam 

solicitações maiores que a resistência. A função 𝐹R(𝑠) = 𝑃(𝑅 ≤ 𝑠) representa a probabilidade 

das solicitações serem maiores que a resistência, enquanto a função de densidade 𝑓S(𝑠) 

representa a probabilidade das solicitações apresentarem um valor entre s e 𝑠 + Δ𝑠 (com Δ𝑠 →

0). 

A área de sobreposição das curvas de R e S da Figura 3.3 fornece uma medida qualitativa 

da probabilidade de falha, a qual poderá variar de acordo com os seguintes fatores que 

influenciam a dimensão da área de sobreposição (HALDAR; MAHADEVAN, 2000):  

a) Posição relativa das curvas: quanto mais afastadas as curvas 𝑓R(𝑟) e 𝑓S(𝑠) estiverem, menor 

será a área de sobreposição entre elas e, consequentemente, menor será a probabilidade de falha. 

A posição relativa entre as curvas pode ser medida pelo Coeficiente de Segurança Central ou 

pela Margem de Segurança; 

b) Dispersão entre as curvas: a baixa dispersão de resultados reduz a amplitude das curvas 𝑓R(𝑟) 

e 𝑓S(𝑠), a área de sobreposição e a probabilidade de falha do sistema. A dispersão é medida a 

partir dos coeficientes de variação, 𝛿R e 𝛿S; 

c) Forma geométrica das curvas: o tipo de distribuição de probabilidade das funções 𝑓R(𝑟) e 

𝑓S(𝑠) irão influenciar a dimensão da área de sobreposição e, consequentemente, a probabilidade 

de falha.  

Obviamente, a confiabilidade ou a probabilidade de segurança, que indica se um sistema 

irá desempenhar suas funções sem a ocorrência de falhas, pode ser calculada pela seguinte 

operação: 𝑝s = 𝑃(𝑅 > 𝑆) = 1 − 𝑝f.  

Quando as funções são dependentes, as probabilidades de ocorrência de solicitações 

estão condicionadas a valores de resistência de um sistema ou vice-versa, resultando em 𝑝S =

𝑃(𝑆 < 𝑅|𝑅 = 𝑟) ≠ 𝑃(𝑆 < 𝑟) ou 𝑝f = 𝑃(𝑅 < 𝑆|𝑆 = 𝑠) ≠ 𝑃(𝑅 < 𝑠). Nestes casos, deve-se 

empregar a distribuição conjunta entre R e S da seguinte forma (ANG; TANG, 2007): 

 

𝑝S = ∫ [∫ 𝑓R,S(𝑟, 𝑠)𝑑𝑠
𝑟

−∞

] 𝑑𝑟
∞

−∞

             (3.4) 

 

𝑝f = ∫ [∫ 𝑓R,S(𝑟, 𝑠)𝑑𝑟
𝑠

−∞

] 𝑑𝑠
∞

−∞

             (3.5) 

 

Quando as variáveis aleatórias R e S apresentam distribuições normais e estatisticamente 

independentes, a integral de convolução da Eq. (3.3) pode ser solucionada de forma analítica. 
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Sendo assim, as variáveis R e S apresentam seus devidos parâmetros de distribuição normal 

𝑁(𝜇R, 𝜎R) e 𝑁(𝜇S, 𝜎S), sendo 𝜇R, 𝜇S, 𝜎R e 𝜎S as médias e desvios-padrão de R e S. Estes podem 

ser representados em termos de margem de segurança como: 𝜇Z = 𝜇R − 𝜇S e 𝜎Z
2 = 𝜎R

2 + 𝜎S
2, 

onde 𝑍 = 𝑅 − 𝑆 é a margem de segurança de um sistema qualquer (MELCHERS; BECK, 

2018).  

Uma medida de segurança ou de confiabilidade deve ser determinada de modo que a 

probabilidade de falha seja uma função da posição relativa entre as curvas de R e S e de seus 

graus de dispersão, ou de forma analítica, que 𝑝𝑓 ≈ 𝑔(𝜇R 𝜇S⁄ , 𝛿R, 𝛿S) (ANG; TANG, 2007). 

Neste contexto, a probabilidade pode ser escrita com base na margem de segurança Z conforme 

segue (HALDAR; MAHADEVAN, 2000; MELCHERS; BECK, 2018): 

 

𝑝f = 𝑃(𝑍 ≤ 0) = Φ(−
𝜇R − 𝜇S

√𝜎R
2 + 𝜎S

2
) = Φ(−𝛽) = 1 − Φ(𝛽)             (3.6) 

 

Na Equação (3.6), a função Φ é referente a distribuição normal padronizada, indicando 

que a probabilidade 𝑝f = 𝑃(𝑍 ≤ 0) é uma FDPA de Z (𝐹Z(0)). Conforme ilustra a Fig. 3.4, o 

índice 𝛽 é denominado índice de confiabilidade e relaciona as posições relativas e os desvios 

padrões de R e S em termos de margem de segurança Z. 

 

 

Figura 3.4: Função de distribuição normal padrão para a margem de segurança Z, onde a área 

hachurada indica a probabilidade de falha do sistema em estudo (MELCHERS; BECK, 2018). 
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Logo, a probabilidade de falha é dada pela área abaixo da curva de distribuição para 

𝑍 < 0 e calculada com a Eq. (3.6), enquanto a probabilidade de segurança ou a confiabilidade 

é dada pela área abaixo da curva de distribuição para 𝑍 > 0, ou seja, 𝑝S = 1 − 𝑝f = Φ(𝛽). Os 

valores do índice 𝛽 são inversamente proporcionais a probabilidade de falha, ou seja, valores 

altos do índice de confiabilidade 𝛽 geram baixos valores de probabilidade de falha e vice-versa.  

As variáveis R e S com distribuição lognormal e estatisticamente independentes, que 

apresentam seus devidos parâmetros 𝑁(𝜆R, 휁R) e 𝑁(𝜆S, 휁S), podem ser relacionadas a partir do 

coeficiente de segurança 𝑌 = 𝑅/𝑆. O coeficiente de segurança é a representação lognormal da 

margem de segurança Z normal, onde 𝑍 = ln 𝑌 = ln𝑅 − ln 𝑆. A probabilidade de falha para 

variáveis lognormais ocorre quando 𝑌 < 1 ou 𝑍 < 0, logo, a probabilidade 𝑝f é escrita de forma 

similar a Eq. (3.6) (HALDAR; MAHADEVAN, 2000): 

 

𝑝f = 1 − Φ [
ln (

𝜇R
𝜇S
)

√𝛿R
2 + 𝛿S

2
] = 1 − Φ[𝛽]             (3.7) 

 

Onde a relação 휃 = 𝜇R 𝜇S⁄  é o coeficiente de segurança central.  

 

3.4 MÉTODOS DE APROXIMAÇÃO ANALÍTICA APLICADOS A CONFIABILIDADE  

Para a análise da confiabilidade e da probabilidade de falha de uma estrutura, 

primeiramente é necessário definir um critério de performance específico e os parâmetros 

relevantes de resistência e carregamento, denominados de variáveis básicas 𝑋i, além das 

relações funcionais entre cada critério de performance adotado. Analiticamente, estas relações 

funcionais são denominadas funções performance (ou funções estado limite), também 

denominadas como margem de segurança e descritas pela função 𝑍 = 𝑔(𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋n) 

(HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

 Em termos gerais e gráficos, uma função estado limite de interesse é denominada 

superfície de falha e ocorre quando 𝑍 = 𝑔(𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋n) = 0, sendo responsáveis pelas 

regiões de falha e de segurança dos parâmetros de projeto. Sendo assim, através do 

conhecimento da superfície de falha, é possível escrever uma generalização da Eq. (3.3) para a 

probabilidade 𝑝f (HALDAR; MAHADEVAN, 2000; ANG; TANG, 2007): 
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𝑝f = ∫…∫ 𝑓X(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n)𝑑𝑥1𝑑𝑥2. . . 𝑥n
𝑔(𝑥n)<0

             (3.8) 

 

onde a função 𝑓X(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) é a FDP conjunta para as variáveis aleatórias 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋n. 

Caso estas variáveis sejam estatisticamente independentes, a FDP da Eq. (3.8) pode ser 

simplificada para um produto de integrais das funções de cada variável aleatória. Para variáveis 

dependentes, a FDP conjunta 𝑓X(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) é extremamente dificil de ser determinada ou 

integrada, devido ao grande número de variáveis empíricas, a dependência entre elas e a 

linearidade complexa das funções.  

Para solucionar estas dificuldades, métodos de aproximação, ou transformação analítica 

para a integração de 𝑓X(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) podem ser aplicados, dividindo-se em três tipos de acordo 

com a distribuição de probabilidade e a linearidade da função (MELCHERS; BECK, 2018): 

método de confiabilidade de primeira ordem e segundo momento (First-order second moment 

method – FOSM), método de confiabilidade de primeira ordem (First Order Reliability Method 

– FORM) e o método de confiabilidade de segunda ordem (Second Order Reliability Method – 

SORM).  

Segundo Melchers e Beck (2018), o método FOSM é desenvolvido somente para 

momentos e distribuições estatísticas normais, enquanto o FORM é utilizado para distribuições 

não normais e transformação de funções não lineares. O método SORM promove avanços 

significativos nos resultados do FORM, através de derivadas de segunda ordem que fornecem 

informações adicionais sobre a curvatura das funções não lineares. Alguns autores, como 

Haldar e Mahadevan (2000), abordam o método FOSM como uma sub-divisão do método 

FORM, aplicada para funções com distribuição normal, além de outras sub-divisões aplicadas 

em funções com distribuições não normais e funções não lineares.  

O método FOSM tem como principio a aproximação das equações de estado limite para 

uma forma linear, com os parâmetros estatísticos para a construção de 𝑓X(𝑥i) limitados somente 

aos momentos de primeira e segunda ordem (média e desvio padrão de uma distribuição 

normal). O desenvolvimento do método FOSM consiste em linearizar a função performance 

𝑍 = 𝑔(𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋n) a partir de uma expansão em séries de Taylor de primeira ordem, 

utilizando como parâmetros estatísticos a média e a covariância das variáveis aleatórias. A 

solução pelo método FOSM é a base teórica para a construção de soluções mais robustas e de 

maior aplicação prática, servindo de base aos demais métodos de aproximação ou 

transformação (MELCHERS; BECK, 2018).  
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O método FORM é uma extensão do FOSM, utilizado na interpretação geométrica do 

índice de confiabilidade 𝛽, conceito fundamental na teoria deste método. O FORM apresenta 

excelente precisão na determinação da probabilidade de falha quando aplicado em variáveis 

aleatórias estatisticamente independentes, normalmente distribuídas e com superfície de falha 

linear. Além disso, apresenta uma solução para variáveis não normais e correlacionadas, sendo 

uma extensão que transforma estas em variáveis normais equivalentes (MELCHERS; BECK, 

2018).  

A relação não linear entre as variáveis aleatórias, bem como o fato de algumas 

apresentarem distribuição não normal, pode tornar a superfície de falha não linear nas análises 

pelos métodos FOSM e FORM. Esta situação ocorre quando um estado limite linear tem suas 

variáveis não normais originais transformadas em uma distribuição normal padrão, ou na 

transformação de variáveis correlacionadas para não correlacionadas (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000).  

Existem diversos autores que desenvolveram algoritmos para resolver o problema de 

otimização proposto para funções performances não lineares. Estes algoritmos são descritos 

com maiores detalhes em Haldar e Mahadevan (2000), Verma, Karanki e Ajit (2016) e Melchers 

e Beck (2018).  

O algoritmo de Hasofer, Lind, Rackwitz e Fiessler (HLRF), proposto em Hasofer e Lind 

(1974) e Rackwitz e Fiessler (1976), ainda é uma solução para superfícies não lineares de 

grande popularidade devido a sua simplicidade, mesmo que em alguns casos extremamente 

não-lineares possa não haver convergência. Zhang e Der Kiureghian (1995) desenvolveram 

melhorias no algoritmo HLRF, chamadas improved HLRF (iHLRF) (TITELLO, 2020). Este 

trabalho faz uso dos algoritmos HLRF e iHLRF para análise com variáveis correlacionadas de 

qualquer distribuição.  

Os métodos de aproximação também incluem procedimentos para aplicação no estudo 

da confiabilidade envolvendo variáveis aleatórias correlacionadas. Estes procedimentos 

consistem em técnicas de transformação, que convertem as variáveis correlacionadas não 

normais em variáveis normais padronizadas não correlacionadas, como a Transformação de 

Rosenblatt e Nataf. A transformação de Rosenblatt é eficiente somente quando as distribuições 

conjuntas de todas as variáveis aleatórias correlacionadas são conhecidas (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000). A transformação de Nataf permite definir uma forma aproximada para 

a FDP conjunta desconhecida de variáveis aleatórias correlacionadas, sendo, de forma geral, 

um método de transformação eficiente nas análises de confiabilidade (TITELLO, 2020) 
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3.5 SIMULAÇÃO NUMÉRICA APLICADA À CONFIABILIDADE 

A ideia básica de uma simulação numérica é representar e manipular sistemas de forma 

computacional, uma vez que a manipulação real ou em laboratório não é possível de ser 

realizada ou é muito dispendiosa. O analista que gerencia uma simulação possui total controle 

nas condições, parâmetros e variáveis, o que permite avaliar as respostas futuras de um sistema 

real bem como os efeitos de prevenções a serem implantados para os riscos (AYYUB; 

MCCUEN, 2011).  

Embora a simulação seja extremamente útil, podem existir alguns problemas no seu uso. 

Diversos modelos são simulados para um sistema real, o que pode levar a decisões diferentes 

para o projeto. Além disso, os dados usados para calibrar o modelo podem ser limitados, de 

modo que extrapolações além da faixa dos dados medidos podem ser imprecisas (AYYUB; 

MCCUEN, 2011). 

Para descrever de maneira clara e objetiva o conceito de simulação numérica é 

necessário definir os conceitos de sistema, modelo e experimento. Os conceitos de ciclo, 

parâmetro, variável (variáveis de entrada e saída) e condições iniciais de um modelo também 

serão definidos.  

De acordo com Ayyub e McCuen (2011), um sistema é definido como um conjunto de 

processos ou componentes dependentes entre si, como uma rede rodoviária ou grandes 

estruturas. Um modelo é definido como uma representação física ou analítica de um sistema 

real, que são desenvolvidos a partir de leis teóricas ou análises empíricas. O experimento é 

definido como o processo de observar um sistema ou um modelo, na falta da possibilidade de 

observação de um sistema real.  

O termo ciclo é definido como a execução de um modelo através de todas as operações 

definidas dentro do período de tempo da simulação. Os parâmetros do modelo são os valores 

mantidos constantes durante a simulação, que só podem ser alterados após o fim de uma 

execução e o início de outra, enquanto a variável é o valor não exato durante a execução da 

simulação. As variáveis de entrada são aquelas inseridas antes da execução da simulação, 

enquanto as variáveis de saída refletem o estado final do sistema podendo ser valores únicos ou 

um vetor de valores. As condições iniciais são as variáveis e parâmetros que estabelecem o 

comportamento do modelo no início da simulação. 

Considerando que as variáveis de entrada de um modelo são aleatórias e com suas 

próprias distribuições de probabilidade, as variáveis de saída também são aleatórias e 

governadas por funções de distribuição de probabilidade não lineares, que não apresentam uma 
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solução analítica explícita. Neste contexto, os métodos de simulação numérica permitem 

estimar a forma da distribuição das variáveis de saída de um sistema e suas características 

probabilísticas em função das distribuições das variáveis de entrada (ANG; TANG, 2007). 

O principal método numérico para realizar análises de confiabilidade em sistemas de 

engenharia é o Método de Monte Carlo. O princípio fundamental do Método de Monte Carlo é 

desenvolver um modelo analítico computacional, que será reproduzido por meio de ciclos 

compostos de inúmeras simulações, para prever o comportamento real de um sistema. Cada 

simulação é desenvolvida com base em um determinado conjunto de variáveis de entrada 

aleatórias do sistema, que são selecionadas a partir de ferramentas estatísticas e suas respectivas 

distribuições de probabilidade. Os resultados do sistema, ou variáveis de saída, são obtidos e 

avaliados da mesma maneira proposta para as variáveis de entrada: métodos estatísticos e 

distribuições de probabilidade (AYYUB; MCCUEN, 2011). Os resultados obtidos com as 

simulações numéricas pelo Método de Monte Carlo podem ser utilizados para avaliar a 

confiabilidade e o risco de um sistema de engenharia, utilizando os conceitos básicos de 

probabilidade de falha. 

De acordo com Ang e Tang (2007), o comportamento do sistema de simulações é 

estimado pela análise estatística das respostas obtidas, através de histogramas, cálculo de 

médias e desvio-padrão, intervalos de confiança, etc. A precisão do Método de Monte Carlo 

depende do número de ciclos e simulações realizadas. Quanto maior o número de simulações 

contido em um ciclo, maior será a exatidão dos resultados para o comportamento de um sistema 

ao custo de uma demanda computacional e de tempo alta. A quantidade de ciclos da análise 

também afeta a exatidão e a variabilidade dos resultados, da demanda computacional e do 

tempo das análises. 

A eficiência do método de Monte Carlo, aplicado em problemas de confiabilidade na 

engenharia, pode ser substancialmente melhorada a partir da aplicação de técnicas de redução 

do número de simulações das análises. As técnicas de Amostragem por Importância e 

Amostragem Adaptativa são as mais conhecidas. A idéia básica da amostragem por importância 

é concentrar a distribuição dos pontos amostrais de cada simulação em regiões de maior 

importância para a análise de confiabilidade, ou seja, regiões além daquelas limitadas pela 

função estado limite 𝐺(𝑅, 𝑆) = 0. A amostragem adaptativa utiliza as informações obtidas nos 

primeiros ciclos de simulações para melhorar a eficiência da análise, uma vez que , geralmente, 

a região de importância não é conhecida com antecedência (HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

Em experimentos físicos e sistemas de engenharia analisados por meio da simulação, é 

possível selecionar um valor amostral para cada variável básica, que são baseadas na seleção 
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aleatória e arbitrária de um valor amostral em um intervalo numérico. A abordagem mais 

comum para a seleção de valores amostrais é a utilização de “pseudo geradores” de números 

aleatórios, disponíveis em praticamente todos os sistemas de computadores. A geração de 

números aleatórios é aplicada com o objetivo de determinar a variação aleatória dos parâmetros 

básicos do problema a ser estudado (MELCHERS; BECK, 2018).   

Os “pseudo geradores” de números aleatórios apresentam essa denominação devido a 

utilização de fórmulas para gerar sequências de números aleatórios. Embora as sequências 

sejam coerentes e se repitam após grandes ciclos de geração, para propósitos práticos, a técnica 

é indistinguível em comparação a uma sequência de números estritamente verdadeira 

(RUBINSTEIN; KROESE, 2017).   

Os geradores devem apresentar exatidão, para assegurar que os números aleatórios 

sigam a distribuição de probabilidade assumida, a eficiência dependerá da memória 

computacional e das configurações e execuções para a geração dos números. Além disso, os 

números aleatórios gerados devem ser razoáveis para amplos intervalos de valores, onde pode 

ser necessário a geração sincronizada destes valores. Um gerador de números aleatórios deve 

ser desenvolvido nivelando suas propriedades de acordo com sua aplicabilidade (AYYUB; 

MCCUEN, 2011). 

 

3.6 MÉTODO DA SUPERFÍCIE DE RESPOSTA 

Na maioria dos casos, a análise estrutural é intermediada por modelos numéricos, como 

por exemplo aqueles baseados no MEF. Nestes casos, não há uma função estado limite explícita 

associada aos métodos de confiabilidade estrutural disponíveis, onde estes são adaptados a 

funções de estado limite implícitas definidas pelo modelo numérico adotado. Porém, os 

métodos que utilizam a derivação da função estado limite junto da aplicação das variáveis 

básicas, como o método FORM, têm sua performance seriamente comprometida com a função 

na forma implícita. Mesmo os métodos de simulação que não utilizam a derivação, como o 

método de Monte Carlo, têm sua utilização inviabilizada devido a alta demanda de ciclos de 

simulações necessárias para obter os resultados de confiabilidade. A própria execução da 

modelagem numérica estrutural em cada simulação de Monte Carlo torna o processo inviável 

devido a alta demanda de tempo necessária das simulações (GOMES, 2001). 

Uma alternativa para a aplicação da modelagem em elementos finitos associada a 

confiabilidade estrutural é a utilização do Método da Superfície de Resposta (MSR). O MSR 

tem suas definições originais no trabalho de Box e Wilson (1951), onde os conceitos básicos 
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do método são descritos e aplicados em processos desenvolvidos na área da química. Em suma, 

o MSR é uma coleção de técnicas estatísticas e matemáticas úteis para desenvolver, melhorar e 

otimizar processos (MYERS; MONTGOMERY; ANDERSON-COOK, 2016).  

Para a aplicação na área da confiabilidade estrutural em engenharia, o MSR tem a função 

de representar a influência das variáveis de entrada (dados de um maciço escavado, 

revestimento e suporte) em uma variável de saída (raio plástico e deslocamento radial do túnel, 

por exemplo), através de uma função analítica de aproximação. Esta função, normalmente na 

forma polinomial e definida graficamente por uma superfície, é obtida através da regressão de 

resultados discretos obtidos por uma quantidade pequena de simulações, desenvolvidas com 

modelos numéricos (MONTGOMERY, 2012). Com a função da superfície de resposta ajustada 

por uma sequência de pontos amostrais, a análise de confiabilidade pode ser realizada 

normalmente através da associação da função com os métodos de confiabilidade usuais. 

De acordo com Gomes (2001), a aplicação otimizada do MSR está intimamente ligada 

a um bom ajuste dos pontos amostrais (resultados discretos), particularmente nas vizinhanças 

do ponto de projeto. Os principais métodos de amostragem para ajuste de funções polinomiais 

junto ao MSR são: amostragem compósita central (Central Composite Design), amostragem 

fatorial fracionada (Fractional Factorial Design), amostragem aleatória (Random Design), etc. 

Os métodos de amostragem surgiram com a função de diminuir o número de amostras 

necessárias para o ajuste da função polinomial, geralmente empregadas na forma quadrática 

(com ou sem termos cruzados). Este trabalho se limita a aplicação do método Central 

Composite Design (CCD) para o ajuste das funções polinomiais obtidas pelo MSR. 
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4 MODELAGEM GEOMECÂNICA ESTRUTURAL DE TÚNEIS: ABORDAGENS 

ANALÍTICA E NUMÉRICA 

 

O estudo da confiabilidade aplicada a túneis exige a definição de metodologias 

analíticas e numéricas específicas de análise destas estruturas. Primeiramente serão 

apresentadas as metodologias analíticas e numéricas para o dimensionamento de túneis sem 

reforço do maciço escavado. Os modelos analíticos e numéricos, baseados no método de 

homogeneização, para dimensionamento de túneis reforçados por tirantes passivos, serão 

apresentados na sequência.  

 

4.1 CONFIGURAÇÃO DE TÚNEL SEM REFORÇO DO MACIÇO 

Em situações idealizadas, métodos analíticos são desenvolvidos para determinar a 

convergência na parede de túnel, assim como as tensões no maciço, tanto no regime puramente 

elástico quanto no regime elastoplástico. O cálculo da convergência e pressão no revestimento 

é realizado por métodos considerando o revestimento elástico do material. Todos os casos se 

restringem às hipóteses de estado plano de deformações e axissimetria em túneis profundos. 

O caso do maciço escavado em elasto-plasticidade sem tirantes será definido com base 

no critério de Mohr-Coulomb. O critério de Tresca, para um maciço em situação análoga, será 

aplicado posteriormente no modelo analítico para túneis reforçados por tirantes passivos. 

Ambos os critérios apresentam o mesmo desenvolvimento analítico para obtenção dos campos 

de tensões e deslocamentos de túneis sem reforço, mudando apenas as funções principais de 

cada critério. 

 

4.1.1 Modelo analítico em elasticidade 

Conforme descrito na Figura 2.18 (item 2.5.2), o estado de tensões em um ponto 

qualquer do maciço escavado é determinado a partir das componentes de tensões principais do 

tensor de tensões 𝜎. Em condições de simetria de revolução, estas componentes são definidas a 

seguir, considerando a elasticidade (SALENÇON, 1969; CORBETTA, 1990) : 

 

𝜎rr(𝑟) = (𝑃∞ − 𝑃i) (
𝑅i
𝑟
)
2

− 𝑃∞  (4.1) 
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𝜎θθ(𝑟) = −(𝑃∞ − 𝑃i) (
𝑅i
𝑟
)
2

− 𝑃∞     (4.2) 

 

𝜎zz(𝑟) = −𝑃∞   (4.3) 

 

A partir das Equações (4.1) a (4.3), para as distâncias variando de 𝑟 = 𝑅i a 𝑟 = ∞, é possível 

traçar um gráfico que mostra a variação das componentes de tensão de acordo com a distância 

radial adotada, conforme descrito na Fig. 4.1. 

 

 

Figura 4.1: Variação das componentes de tensões em elasticidade para um túnel de seção 

circular (Adaptado de BERNAUD, 1991). 

 

Analisando o gráfico de 𝜎rr na Figura 4.1, verifica-se que em distâncias pouco afastadas 

do túnel (𝑅i ≤ 𝑟 ≤ 4𝑅i) ocorre uma redução da perda de confinamento, enquanto para uma 

distância radial suficientemente afastada (𝑟 = ∞ ou 𝑟 ≥ 6𝑅i), a escavação não influencia a 

perda de confinamento do maciço. Obviamente, as tensões tangenciais 𝜎θθ aumentam para 

distâncias 𝑟 próximas de 𝑅i. 

O deslocamento radial do maciço escavado, em um ponto localizado a uma distância r 

do centro da escavação (ver Fig. 2.18), é dado pelo seguinte equacionamento (CORBETTA, 

1990): 



90 
 

Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

 

𝑢ie(𝑟)

𝑟
= −(

1 + 𝜈m
𝐸m

) (𝑃∞ − 𝑃𝑖) (
𝑅𝑖
𝑟
)
2

 (4.4) 

 

Considerando a distância 𝑟 = 𝑅i, a Eq. (4.4) pode ser reescrita da seguinte forma: 

 

𝑈ie = −
𝑢ie(𝑅i)

𝑅i
= (

1 + 𝜈m
𝐸m

) (𝑃∞ − 𝑃i) (4.5) 

 

Neste caso, 𝑈ie é a convergência do túnel em elasticidade.  

Através da Equação (4.5) é possível traçar a curva de convergência para o maciço 

escavado, a qual está ilustrada na Fig. 4.2. A curva de convergência no regime elástico 

representa o comportamento mecânico de uma seção transversal específica do maciço escavado, 

conforme o avanço da frente de escavação do túnel. A convergência 𝑈i é dada em valores 

percentuais. 

 

 

Figura 4.2: Curva de convergência do maciço rochoso em elasticidade (Adaptado de 

BERNAUD, 1991). 

 

4.1.2 Modelo analítico em elasto-plasticidade pelo critério de Mohr-Coulomb e Tresca 

Serão descritas as equações para o cálculo da convergência e estado de tensões de um 

túnel em maciço elasto-plástico perfeito considerando o critério de plasticidade de Mohr-
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Coulomb. A partir deste critério, o raio plástico pode ser calculado da seguinte forma 

(CORBETTA, 1990; SALENÇON, 1969): 

𝑅p

𝑅i
= [

2(𝑃∞ + 𝑎)

(𝐾p + 1)(𝑃i + 𝑎)
]

1
𝐾p−1

   (4.6) 

 

onde o coeficiente de empuxo passivo 𝐾p e o parâmetro 𝑎 são dados pelas Eq. (4.7) e (4.8), 

como funções do ângulo de atrito 𝜑 e coesão 𝑐 do maciço.  

 

𝐾p =
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜑

1 − 𝑠𝑖𝑛 𝜑
 (4.7) 

 

𝑎 =
𝑐

tan𝜑
 (4.8) 

 

A pressão que define a mudança do comportamento elástico para o elastoplástico 𝑃lim é definida 

pela Eq. (4.9). 

 

𝑃lim =
2𝑃∞ + 𝑎(1 − 𝐾p)

(𝐾p + 1)
   (4.9) 

 

As componentes da tensão e o deslocamento radial na zona elástica (𝑅p ≤ 𝑟) do maciço, 

conforme ilustrado na Fig. 2.19 do item 2.5.2, não serão apresentadas neste trabalho. As 

expressões correspondentes são definidas em Salençon (1969), Corbetta (1990) e Bernaud 

(1991). As componentes do tensor 𝜎 na zona elasto-plástica (𝑅i ≤ 𝑟 ≤ 𝑅p) são dadas por: 

 

𝜎rr(𝑟) = −(𝑃i + 𝑎) [
𝑟

𝑅i
]
𝐾p−1

+ 𝑎   (4.10) 

 

𝜎θθ(𝑟) = −𝐾p(𝑃i + 𝑎) [
𝑟

𝑅i
]
𝐾p−1

+ 𝑎     (4.11) 

 

𝜎zz(𝑟) = 𝜈m(𝐾p + 1)(𝑃i + 𝑎) [(
𝑅p

𝑅i
)
𝐾p−1

− (
𝑟

𝑅i
)
𝐾p−1

] − 𝑃∞  (4.12) 

 



92 
 

Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

onde 𝜈m é o coeficiente de Poisson do maciço. O deslocamento radial no regime elasto-plástico, 

em um ponto localizado no intervalo 𝑅i ≤ 𝑟 ≤ 𝑅p, é dado por: 

 

𝑢ip(𝑟)

𝑟
= (

1 + 𝜈m
𝐸m

) [𝐴 + 𝐵 (
𝑟

𝑅p
)

𝐾p−1

+ 𝐶 (
𝑅p

𝑟
)
𝐾b+1

] (4.13) 

 

onde os valores de A, B e C são definidos como: 

 

𝐴 = (1 − 2𝜈m)(𝑃∞ + 𝑎)      (4.14) 

 

𝐵 = −[
(1 − 𝜈m)(𝐾b𝐾p + 1)

𝐾p + 𝐾b
− 𝜈m] [

2(𝑃∞ + 𝑎)

𝐾p + 1
] (4.15) 

 

𝐶 = −2(1 − 𝜈m) [
(𝐾p − 1)(𝑃∞ + 𝑎)

𝐾p + 𝐾b
] (4.16) 

 

O coeficiente de dilatância 𝐾b é definido a seguir: 

 

𝐾b =
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜓

1 − 𝑠𝑖𝑛 𝜓
 (4.17) 

 

Para o critério de Tresca, que pode ser visto como um caso limite (𝜑 → 0) do critério 

de Mohr-Coulomb, serão definidas as formulações para o cálculo da convergência e estado de 

tensões de um túnel em maciço elasto-plástico perfeito e sob hipótese de incompressibilidade 

(𝜈m = 0,5). O raio plástico pelo critério de Tresca se resume a seguinte equação (GREUELL, 

1993): 

 

𝑅p

𝑅i
= 𝑒

𝜆𝑃∞−𝑐
2𝑐  (4.18) 

 

sendo 𝜆 a taxa de desconfinamento do maciço escavado, definida no item 2.3.1 como um valor 

entre 0 e 1 que define a evolução das convergências na parede da escavação. A pressão 𝑃lim é 

reduzida para a seguinte forma: 
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𝑃lim = 𝑃∞ − 𝑐   (4.19) 

 

As componentes de tensões do tensor 𝜎 pelo critério de Tresca, em sua forma diagonal 

e na zona plástica (𝑅i ≤ 𝑟 ≤ 𝑅p), são dadas por: 

 

𝜎rr(𝑟) = 2𝑐 ln
𝑅

𝑟
− 𝑃∞[1 − 𝜆]   (4.20) 

 

𝜎θθ(𝑟) = 2𝑐 (ln
𝑅

𝑟
− 1) − 𝑃∞[1 − 𝜆]     (4.21) 

 

𝜎zz(𝑟) = 2𝑐𝜈m (2ln
𝑅

𝑟
− 1) − 𝑃∞[2𝜈m𝜆 − 1]  (4.22) 

 

O deslocamento radial do maciço no regime elasto-plástico pelo critério de Tresca, 

valido para a zona elástica e plástica, é dado por: 

 

𝑢ip(𝑟)

𝑟
= −𝑐 (

1 + 𝜈m
𝐸m

) (
𝑅p

𝑟
)
2

 (4.23) 

 

As Equações (4.13) e (4.23), considerando a distância radial 𝑟 = 𝑅i, definem a 

convergência na parede do túnel no regime elasto-plástico, 𝑈ip. A representação gráfica da 

convergência é feita através do traçado da curva de convergência para diferentes valores de 𝑃i, 

conforme mostra a Fig. 4.3. Para valores de 𝑃i ≤ 𝑃lim o regime elásto-plástico é definido e a 

curva de convergência é traçada a partir das Eq. (4.13) e (4.23), enquanto para 𝑃i ≥ 𝑃lim o 

regime elástico é definido e a curva de convergência é dada pela Eq. (4.5). 
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Figura 4.3: Curva de convergência para um maciço em regime elástico e elasto-plástico 

perfeito (Adaptado de BERNAUD, 1991). 

 

O desenvolvimento analítico e demais formulações pertinentes ao comportamento 

mecânico de túneis sem tirantes escavados em maciço elástico e elasto-plástico são encontradas 

em Salençon (1969), Corbetta (1990), Bernaud (1991) e Greuell (1993). 

 

4.1.3 Comportamento elástico do revestimento 

Neste item serão descritos os equacionamentos para a definição das grandezas 

mecânicas referentes ao comportamento do concreto projetado aplicado no entorno da 

escavação. A seguinte equação, abordada no item 2.3.1, é adotada para dimensionar os valores 

de 𝑃i e 𝑈i do revestimento em túneis axissimetricos (BERNAUD, 1991): 

 

𝑃i = 𝐾c[𝑈i(𝑧) − 𝑈0] (4.24) 

 

A convergência 𝑈i(𝑧) é referente ao revestimento, logo, será sempre maior ou igual à 

𝑈0, que é a convergência no momento da colocação do revestimento. A partir da definição do 

valor de 𝑈i(𝑧) = 𝑈eq é possível definir 𝑃eq através da Eq. (4.24).  A rigidez 𝐾c do concreto em 

regime elástico é calculada de acordo com as condições geométricas em casca cilíndrica ou 

tubo espesso do revestimento. O revestimento apresenta características de casca cilíndrica 
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quando (𝑅i 𝑡c⁄ ) > 10 ou (𝑡c 𝑅i⁄ ) < 0,10, onde 𝑡c é a espessura do revestimento. A rigidez 𝐾c 

e a pressão máxima 𝑃máx do revestimento, para casca cilíndrica, são dadas por (PANET; 

GUELLEC, 1974): 

 

{
𝐾c =

𝐸c

(1−𝜈c
2)

𝑡c

𝑅i

𝑃máx =
𝜎c𝑡c

𝑅i

   (4.25) 

 

onde 𝐸c, 𝜎c e 𝜈c são, respectivamente, o módulo de Young, a resistência à compressão uniaxial 

e o coeficiente de Poisson do concreto.  

O revestimento apresenta características de tubo espesso quando (𝑅i 𝑡c⁄ ) ≤ 10 ou 

(𝑡c 𝑅i⁄ ) ≥ 0,10. Neste caso, 𝐾c e 𝑃máx são dados por (HOEK; BROWN, 1980; PANET; 

GUELLEC, 1974): 

 

{
 
 

 
 𝐾c =

𝐸c[𝑅i
2 − (𝑅i − 𝑡c)

2]

(1 + 𝜈c)[(1 − 2𝜈c)𝑅i
2 + (𝑅i − 𝑡c)2]

𝑃máx =
𝜎c
2
[1 −

(𝑅i − 𝑡c)
2

𝑅i
2 ]

  (4.26) 

 

4.1.4 Modelagem em elementos finitos através do software GEOMEC91 

A técnica fundamental usada no software GEOMEC91 para simular as fases de 

escavação e colocação do revestimento é baseada no método de ativação-desativação de 

elementos finitos. A principal característica deste método é a sua relevância para modelar as 

sequências de escavação e instalação do revestimento, onde são feitas modificações na rigidez 

dos elementos finitos afetados durante a análise. A aplicação inicial do modelo consiste em 

prever o contorno da zona a ser escavada, bem como as características básicas do revestimento, 

para então construir a malha de elementos finitos em uma única etapa (BERNAUD, 1991).  

A Figura 4.4 descreve as etapas do método de ativação-desativação de elementos finitos 

aplicado ao GEOMEC91, referente a um túnel axissimétrico visto em um plano vertical, 

passante no eixo longitudinal do túnel. O comprimento do passo de escavação é dado por “p”, 

enquanto a distância não revestida (múltiplo do passo) é dada por 𝑑0, “n” é o número total de 

escavações.  
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 Na ilustração da escavação (1) os elementos correspondentes ao maciço em uma 

extensão de três vezes o passo de escavação (3p) são desativados (representados na cor 

amarela). Na linguagem computacional do software, significa que foi escavado um 

comprimento de dimensão 3p do túnel. A modelagem numérica simula a escavação a partir de 

uma forte redução do Módulo de Young dos elementos finitos desativados. A partir da 

escavação (2) são ativados os elementos correspondentes ao revestimento (representado em 

cinza) mantendo a distância não revestida 𝑑0 da face de escavação (QUEVEDO, 2017). 

 

 

Figura 4.4: Ilustração das etapas do Método de ativação-desativação de elementos finitos em 

um túnel axissimétrico (QUEVEDO, 2017). 

 

A ativação ocorre através da imposição das propriedades do revestimento aos elementos 

correspondentes. Nas demais escavações se repete o processo, com exceção do último passo 

(escavação (n)), onde são ativados os elementos do revestimento correspondentes ao último 

passo escavado e a frente da escavação (QUEVEDO, 2017). 

O processo de entrada dos parâmetros do maciço e do revestimento é realizado 

diretamente no código em elementos finitos executado pelo software, escrito na linguagem 
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FORTRAN. Após a execução, o software é programado para gerar uma malha com 5355 nós e 

1298 elementos finitos quadrangulares, representativa do maciço a ser escavado, sendo que a 

escavação realizada apresenta raio unitário (𝑅i = 1) e passo de escavação p = (1/3)𝑅i. O 

método de ativação-desativação é executado em seguida para um total de 37 escavações, onde 

cada uma apresenta 30 m de extensão longitudinal. O GEOMEC91 fornece como resposta a 

variação da convergência radial 𝑈i(𝑧) ao longo dos 30 metros de extensão para cada escavação. 

A convergência 𝑈i(𝑧) é máxima (𝑈máx) quando o maciço não apresenta revestimento, e 𝑈eq 

quando o túnel é revestido em concreto projetado. Os resultados também fornecem a 

convergência axial, ou frontal, na frente de escavação, dada por 𝑈z(𝑧 = 0).  

A Figura 4.5 ilustra uma malha em elementos finitos quadrangulares aplicada a um túnel 

em axissimetria, sendo esta uma malha ideal para aplicação do Método de ativação-desativação 

de elementos através do GEOMEC91. 

 

 

Figura 4.5: Malha em elementos finitos aplicada a modelagem numérica de um túnel 

axissimétrico (BERNAUD; BENAMAR; ROUSSET, 1994). 

 

Considerando uma modelagem numérica utilizando o GEOMEC91, o gráfico da Fig. 

4.6 descreve as curvas de convergência 𝑈i x (𝑧/𝑅i) apenas da primeira e última escavação de 

30 m (37 escavações simuladas). Pela curva referente ao último passo de escavação (curva 

vermelha) é possível determinar os valores das convergências 𝑈0 e 𝑈eq (ou 𝑈∞ para túneis sem 

revestimento) diretamente no gráfico. Neste caso, o valor de 𝑈0 no momento da instalação do 
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revestimento é atingido quando a curva de convergência para de aumentar e sofre uma pequena 

redução. A partir deste momento, os resultados começam a convergir e o valor de 𝑈eq é definido 

graficamente pela média das variações de resultados no gráfico da Fig. 4.6.  Os valores de 𝑈0 e 

𝑈eq também podem ser verificados realocando os resultados obtidos em planilhas. 

A modelagem também fornece a curva de convergência axial 𝑈z, que define a 

convergência do maciço na direção longitudinal 𝑧 para 25 m à frente da face da escavação, 

conforme mostra a Fig. 4.7. Na distância 𝑧 = 0 do gráfico é obtida a convergência axial 𝑈z na 

face da escavação. 

 

 

Figura 4.6: Curvas de convergência derivadas dos resultados numéricos do GEOMEC91, 

referentes à primeira (curva preta) e última (curva vermelha) escavação (Elaborada pelo 

autor).  
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Figura 4.7: Curva de convergência axial derivada dos resultados numéricos do GEOMEC91 

(Elaborada pelo autor). 

 

O software GEOMEC91 é uma ferramenta já consolidada e eficiente para análise em 

engenharia de túneis, onde existem diversos estudos que verificaram e validam o software por 

meio de soluções analíticas específicas, soluções numéricas e resultados experimentais. Para 

maiores detalhes sobre verificações e validações do GEOMEC91 é indicado o estudo de 

Bernaud (1991). 

 

4.2 MÉTODO DE HOMOGENEIZAÇÃO PARA TÚNEIS COM TIRANTES PASSIVOS 

Neste item serão apresentados os princípios da abordagem pelo Método de 

Homogeneização aplicado a túneis considerando meios elásticos e elasto-plásticos, bem como 

a definição do campo de tensões e deslocamentos radiais para túneis com tirantes. Para isso, os 

conceitos básicos abordados no item 2.5.3 serão considerados. 

 

4.2.1 Elasticidade do meio homogeneizado 

O material constituindo o maciço é descrito por um comportamento elástico isótropo, 

enquanto os tirantes dispostos ao longo das direções radial ou frontal são vistos como inclusões 

lineares incorporadas no maciço. Aderência perfeita é assumida ao longo da interface 

maciço/tirantes. Na escala macroscópica, o meio homogeneizado equivalente ao maciço 

reforçado é ortotrópico de revolução em torno da direção longitudinal do reforço. 
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O parâmetro de reforço 𝜔(𝑟), definido na Equação (2.16) permite simplificar os 

equacionamentos que determinam os parâmetros elásticos homogeneizados independentes, que 

também dependem dos parâmetros do domínio do maciço. As equações simplificadas para 

determinar estes parâmetros são dadas por (BERNAUD et al., 1995a; BERNAUD et al., 2009; 

DE BUHAN e HASSEN, 2008): 

 

𝐸L
hom ≅ 𝐸m + 𝜔(𝑟) (4.27) 

 

𝐺L
hom ≅ 𝐺T

hom ≅ 𝐺m =
𝐸m

2(1 + 𝜈m)
 (4.28) 

 

𝜈L
hom ≅ 𝜈m (4.29) 

 

𝐸T
hom ≅

𝐸m + 𝜔(𝑟)

1 + 𝜔(𝑟)
(1 − 𝜈m2 )
𝐸m

 
(4.30) 

 

𝜈T
hom ≅ 𝜈m

1 + 𝜔(𝑟)
(1 + 𝜈m)
𝐸m

1 + 𝜔(𝑟)
(1 − 𝜈m2 )
𝐸m

 (4.31) 

 

As Equações (4.27) a (4.31) são referentes, respectivamente, aos seguintes parâmetros 

elásticos homogeneizados: módulo de Young longitudinal, módulo de cisalhamento transversal, 

coeficiente de Poisson longitudinal, módulo de Young transversal e coeficiente de Poisson 

transversal. Os parâmetros 𝐸m e 𝜈m são referentes ao módulo de Young e coeficiente de Poisson 

do maciço. 

A relação tensão-deformação macroscópica, no meio homogêneo elástico, é escrita na 

forma tensorial como (SALENÇON, 2001): 

 

Σ = 𝐶hom : 휀   com 𝐶hom = 𝜆m1⊗ 1 + 2𝜇m1 + 𝜔(𝑟)𝑒i⊗𝑒i⊗𝑒i⊗ 𝑒i (4.32) 

 

Os tensores Σ e 휀 são referentes às tensões e deformações macroscópicas, enquanto 𝐶hom é o 

tensor de elasticidade homogeneizado. Os coeficientes de Lamé do maciço são dados por 𝜆m e 
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𝜇m, o índice i = r representa o caso dos tirantes analisados em ZR, enquanto i = z é dado para 

os tirantes em ZF. 

 

4.2.2 Elasto-plasticidade do meio homogeneizado  

A abordagem constitutiva em elasto-plasticidade é baseada na determinação de um 

critério de resistência macroscópico para o meio homogeneizado, definido pelo domínio 𝐺hom, 

a partir dos convexos de resistência do maciço 𝐺m e dos tirantes 𝐺t. Uma formulação 

simplificada para o comportamento elastoplástico do meio reforçado consiste em adotar o 

critério de resistência 𝐺hom como domínio de elasticidade para o meio homogeneizado. Partindo 

da hipótese que o maciço e os tirantes são elásticos perfeitamente plásticos, esta aproximação 

é implicitamente equivalente a desconsiderar a fase de encruamento elastoplástico induzido 

pelo processo de homogeneização. Considerando as hipóteses de deformações planas e 

axissimetria (simetria de revolução), um modelo homogeneizado analítico baseado no critério 

de plasticidade de Tresca para o maciço será apresentado para o equacionamento do campo de 

tensões e deslocamentos radiais.  

 

4.2.2.1 Critério de resistência do meio homogeneizado 

O critério de resistência macroscópico de 𝐺hom pode ser representado por uma função 

convexa 𝐹hom do tensor Σ, que define as propriedades de tensões para o meio homogeneizado. 

Sendo assim, o critério de resistência macroscópico, 𝐹hom, do meio homogeneizado é definido 

pela função 𝐹m do maciço, conforme segue (DE BUHAN; SALENÇON, 1990): 

 

𝐹hom(Σ) ≤ 0 ↔ {
Σ = 𝜎m + 𝜎𝑒i⊗ 𝑒i

𝐹m (𝜎m) ≤ 0  e − 𝜏𝜎0(𝑟) ≤ 𝜎 ≤ 𝜎0(𝑟) 
  (4.33) 

 

onde 𝐹m refere-se ao critério de resistência do maciço. O valor de Σ é dado pela Eq. (4.32) 

enquanto a tensão 𝜎 representa a contribuição de tensão axial dos tirantes ao meio 

homogeneizado, limitada pelo intervalo −𝜏𝜎0(𝑟) ≤ 𝜎 ≤ 𝜎0(𝑟). O parâmetro 𝜏, o qual varia 

entre 0 e 1, define a redução da resistência à compressão por flambagem. O parâmetro 𝜎0(𝑟) 

representa a resistência uniaxial dos tirantes por unidade de área transversal: 
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𝜎0(𝑟) = {
𝜎lim휂r(𝑟)
𝜎lim휂f 

 (4.34) 

 

sendo 𝜎lim a tensão máxima suportada pelo tirante (tensão admissível), 휂r(𝑟) e 휂f são as 

proporções de tirantes nas direções radial e frontal respectivamente (definidas na Eq. (2.15)).  

 A interpretação geométrica do domínio 𝐺hom é feita através do critério de resistência 

𝐹hom, que descreve a superfície ilustrada na Fig. 4.8. 

 

 

Figura 4.8: Representação geométrica do domínio de resistência macroscópico 𝐺hom (DE 

BUHAN e SALENÇON, 1990; BERNAUD et al., 1995a). 

 

O ganho de resistência do maciço através da inclusão de tirantes é claramente 

evidenciado na Eq. (4.33) e na interpretação geométrica da Fig. 4.8, uma vez que para o maciço 

sem reforço (𝜎 = 0) tem-se 𝐹hom(Σ) ≤ 𝐹m(Σ) e 𝐺m ⊂ 𝐺hom. De acordo com a Fig. 4.8, a 

dimensão da superfície de contorno de 𝐺m é dada de acordo com a região de tirantes estudada 

por: 𝐹m(Σ− 𝜎𝑒r⊗𝑒r) = 0 para a zona radial ZR e 𝐹m(Σ− 𝜎𝑒z⊗𝑒z) = 0 para a ZF. Para ZR 

a superfície 𝐺m é direcionada pelo eixo Σrr e afastada a uma distância 𝜎 deste eixo, enquanto 

para ZF a superfície 𝐺m é direcionada pelo eixo Σzz. 

As regiões A, B e C da superfície da Figura 4.8 definem os modos de falha para o maciço 

reforçado. A região A corresponde a um modo de falha para o maciço com reforço, sendo que 

os tirantes rompem devido a tensão admissível de tração, a região B corresponde a um modo 
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de falha análogo a região A, porém os tirantes rompem por compressão. A região C corresponde 

a um modo de falha exclusivo do maciço, uma vez que esta superfície é paralela ao eixo Σrr ou 

Σzz, que é a direção responsável pelos esforços aplicados aos tirantes (DE BUHAN e 

SALENÇON, 1990; BERNAUD et al., 1995a).  

 

4.2.2.2 Critério de plasticidade de von Mises e Druker-Prager para o meio homogeneizado 

Adotando uma estratégia rápida e direta baseada em um raciocínio heurístico, uma 

releitura do critério de resistência é realizada de forma a adotá-lo como critério de plasticidade 

para o meio homogeneizado. O modelo apresentado será baseado em uma lei elasto-plástica 

perfeita associada, onde o domínio 𝐺hom ilustrado na Fig. 4.8 será o meio elástico 

homogeneizado. A taxa de deformação total do meio homogeneizado pode ser calculada como 

a soma de uma taxa de deformação elástica e plástica, ou seja, 휀̇ = 휀̇e + 휀̇p. A taxa 휀̇e é 

relacionada com a taxa de tensão aplicada ao meio homogeneizado da seguinte forma 

(BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a): 

 

Σ̇ = 𝐶hom : 휀̇e  (4.35) 

 

enquanto a taxa de deformação plástica é uma função do potencial plástico homogeneizado, 

𝑃hom(Σ), dada pela Eq. (4.36). 

 

휀̇p = Λ̇
𝜕𝑃hom

𝜕Σ
(Σ)  (4.36) 

 

O multiplicador plástico Λ̇ pode apresentar, de acordo com 𝐹hom(Σ), os seguintes valores: 

 

{
 
 

 
 Λ̇ = 0, se 𝐹hom(Σ) < 0                                   

Λ̇ = 0, se 𝐹hom(Σ) = 0 com �̇�hom(Σ) < 0

Λ̇ ≥ 0, se 𝐹hom(Σ) = 0 com �̇�hom(Σ) = 0

 

 

(4.37) 

Para o caso de uma regra de fluxo associada, a função de potencial plástico da Eq. (4.36) 

é dada de forma análoga ao critério do meio homogeneizado, ou seja, 𝑃hom(Σ) = 𝐹hom(Σ). A 
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superfície formada por 𝐹hom(Σ) = 0  (considerado como um critério de plasticidade com fluxo 

associado) está ilustrada na Fig. 4.9. O regime elástico do meio homogeneizado encontra-se 

dentro do domínio de 𝐹hom(Σ) = 0, enquanto o regime elasto-plástico perfeito ocorre na 

superfície deste domínio.  

 

 

Figura 4.9: Domínio elástico do meio homogeneizado (BERNAUD; DE BUHAN; 

MAGHOUS, 1995a). 

 

Se o maciço apresentar uma lei de fluxo não associada, as mesmas regras para túneis 

não reforçados são válidas, ou seja, o critério de plasticidade 𝐹hom será transformado em uma 

função de potencial plástico 𝑃hom para o meio homogeneizado, conforme as definições do item 

2.5.1 (BERNAUD et al., 2009). 

O critério de resistência que define o material homogeneizado no regime elastoplástico, 

descrito pela Eq. (4.33), pode ser reescrito como (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 

1995b): 

 

𝐹hom(Σ) = min
𝜎∈𝐼

𝐹m (Σ − 𝜎𝑒i⊗ 𝑒i) (4.38) 

 

onde 𝐼 = [−𝜏𝜎0(𝑟), 𝜎0(𝑟)] é o intervalo de resistência dos tirantes mencionado na Eq. (4.39). 

Considerando Σ constante, a Eq. (4.38) pode ser definida como uma função dependente 

apenas da variável 𝜎: 
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𝑔(𝜎) = 𝐹m(Σ− 𝜎𝑒i⊗ 𝑒i) (4.39) 

 

Este equacionamento é resultado da convexidade da função 𝐹m(∙), a qual define um único valor 

mínimo para a função 𝑔: 

 

𝑔(𝜎mín) = min
𝜎∈ℜ

𝐹m (Σ− 𝜎𝑒i⊗ 𝑒i) (4.40) 

 

Para um valor 𝜎 = 𝜎mín, a derivada da função 𝑔(𝜎𝑚í𝑛) é nula visto que:  

 

𝜕𝐹m
𝜕𝜎ii

(Σ − 𝜎mín𝑒i⊗ 𝑒i) = 0 (4.41) 

 

Desta forma, o critério de resistência da Eq. (4.38) pode ser reescrito como: 

 

𝐹hom(Σ) = 𝐹m(Σ− 𝜎
∗𝑒i⊗ 𝑒i) (4.42) 

 

Na Equação (4.42), 𝜎∗ é a projeção de 𝜎mín no intervalo 𝐼 = [−𝜏𝜎0(𝑟), 𝜎0(𝑟)] , definido como: 

 

𝜎∗ = {

−𝜏𝜎0(𝑟) se 𝜎mín ≤ −𝜏𝜎0(𝑟)
𝜎mín se 𝜎mín ∈ 𝐼       
𝜎0(𝑟) se 𝜎mín ≥ 𝜎0(𝑟) 

 (4.43) 

 

Para finalizar a formulação da lei constitutiva, é necessário descrever a derivada do 

critério 𝐹hom(Σ), exigida pela regra de fluxo plástico associada definida na Eq. (4.36). 

Considerando o tensor Σ dependente da variável 𝜎∗, a derivada da Eq. (4.42) é calculada 

conforme segue (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a): 

 

𝜕𝐹hom

𝜕Σ
(Σ) =

𝜕𝐹m

𝜕𝜎
(Σ− 𝜎∗𝑒i⊗ 𝑒i) −

𝜕𝐹m

𝜕𝜎ii
(Σ− 𝜎∗𝑒i⊗ 𝑒i)

𝜕𝜎∗

𝜕Σ
(Σ)   (4.44) 

 

O segundo termo da Equação (4.44) pode ser anulado mediante duas situações distintas. 

Quando 𝜎mín ∈ 𝐼 a Eq. (4.43) define 𝜎∗ = 𝜎mín que resulta em: 
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𝜕𝐹m
𝜕𝜎ii

(Σ − 𝜎∗𝑒i⊗ 𝑒i) = 0 (4.45) 

 

Caso 𝜎mín ∉ 𝐼 a Eq. (4.43) define 𝜎∗ = −𝜏𝜎0(𝑟) ou 𝜎∗ = 𝜎0(𝑟)  que resulta em: 

 

𝜕𝜎∗

𝜕Σ
(Σ) = 0 (4.46) 

 

Logo, as definições impostas pelas Eq. (4.45) ou (4.46) reduzem a Eq. (4.44) para a seguinte 

forma: 

 

𝜕𝐹hom

𝜕Σ
(Σ) =

𝜕𝐹m

𝜕𝜎
(Σ− 𝜎∗𝑒i⊗𝑒i)  (4.47) 

 

O comportamento plástico homogeneizado será especificado considerando dois casos 

particulares para o critério de resistência 𝐹m(𝜎) ≤ 0 do material constituindo um maciço não 

reforçado: critério de von Mises e critério de Drucker-Prager. 

O critério de resistência de von Mises pode ser escrito da seguinte forma alternativa 

(NETO; PERIC; OWEN, 2008): 

 

𝐹m(𝜎) = √3𝐽2 − 𝜎y = √
3

2
‖𝑠‖ − 𝜎y ≤ 0 (4.48) 

 

onde 𝜎y é a tensão de escoamento do material. Considerando que 𝜕𝐹𝑚 𝜕𝜎⁄  é proporcional a 𝑠, 

o valor de 𝜎m é dado por (3 2⁄ )𝑆ii, onde 𝑆 é a parte desviadora de Σ e 𝜎∗(Σ) é dado por 

(BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995b): 

 

𝜎∗(Σ) =

{
 
 

 
 −𝜏𝜎0(𝑟)            para 𝑆ii ≤ −

2

3
𝜏𝜎0(𝑟)

3

2
𝑆ii            para 𝑆ii ∈ [−

2

3
𝜏𝜎0(𝑟),

2

3
𝜎0(𝑟)]

𝜎0(𝑟)           para  𝑆ii ≥
2

3
𝜎0(𝑟)

 (4.49) 
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A solução da Equação (4.47), considerando o critério de von Mises, é dada por: 

 

𝜕𝐹hom

𝜕Σ
(Σ) = √

3

2

𝑆 − 𝑠 ∗

‖𝑆 − 𝑠 ∗‖
 (4.50) 

 

onde o tensor desviador 𝑠∗ é dado por: 

 

𝑠∗ =
𝜎 ∗

3
(3𝑒i⊗ 𝑒i − 𝑒r⊗𝑒r − 𝑒θ ⊗𝑒θ − 𝑒z⊗ 𝑒z) (4.51) 

 

sendo 𝜎 ∗ definido pela Eq. (4.49). 

O segundo caso considerado aqui para o critério 𝐹m(𝜎) ≤ 0  refere ao critério de 

resistência de Drucker-Prager. O critério de resistência de Drucker-Prager pode ser definido 

com base na tensão de von Mises efetiva ou equivalente, comumente aplicada quando o material 

é submetido a condição de tensão uniaxial simples. Desta forma, o critério de Drucker-Prager 

para o material do maciço escavado, dado pela Eq. (2.8), pode ser reescrito da seguinte forma: 

 

𝐹m (𝜎) = √3𝐽2 + 𝛼m(𝐽1 − 𝜎y) − 𝜎y = √
3

2
‖𝑠‖ + 𝛼m (tr𝜎 − 𝜎y) − 𝜎y ≤ 0 

 

(4.52) 

 

A derivada do critério de Drucker-Prager resulta em: 

 

𝜕𝐹m
𝜕𝜎

(𝜎) = √
3

2

𝑠

‖𝑠‖
+ 𝛼m1 (4.53) 

 

De forma similar ao equacionamento pelo critério de von Mises, o valor de 𝜎m para 

Drucker-Prager é dado por 𝜎m = (3/2)( 𝑆ii + 𝜒), onde: 

 

𝜒 = √
3

2

𝛼m

√1 − 𝛼m2
‖𝑆 −

𝑆ii
2
(3𝑒i⊗𝑒i − 𝑒r⊗ 𝑒r − 𝑒θ ⊗ 𝑒θ − 𝑒z⊗ 𝑒z)‖ (4.54) 

 

A solução para a Equação (4.47), considerando o critério de Drucker-Prager, é dada por: 
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𝜕𝐹hom

𝜕Σ
(Σ) = 𝛼m1 + √

3

2

𝑆 − 𝑠∗

‖𝑆 − 𝑠∗‖
 (4.55) 

 

onde 𝜎 ∗ e 𝑠∗ são calculados, respectivamente, pelas Eq. (4.43) e (4.51). 

 

4.2.3 Implementação numérica do comportamento homogeneizado  

A implementação numérica em elementos finitos da elasticidade e da plasticidade do 

meio homogeneizado (maciço com tirantes) consiste em um algoritmo iterativo que calcula a 

projeção de um estado de tensões qualquer no domínio elástico convexo 𝐺hom. Se Σ é um dado 

estado de tensões fora do domínio 𝐺hom, este pode ser expresso pela condição 𝐹hom(Σ) > 0. A 

projeção Σ̃ de Σ no domínio convexo 𝐺hom é definida pela Eq. (4.56). A Fig. 4.10 ilustra a 

situação de projeção definida (BERNAUD et al., 2009). 

 

{
Σ  −  Σ̃ = Λ̇ 𝐶hom:

𝜕𝐹hom

𝜕Σ
(Σ̃), Λ̇ ≥ 0 

𝐹hom(Σ̃) = 0

 (4.56) 

 

 

Figura 4.10: Projeção de um estado de tensões Σ  no domínio elástico 𝐺hom (BERNAUD et 

al., 2009). 
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De acordo com os resultados explicitados na Eq. (4.49), duas soluções gerais podem ser 

equacionadas para a projeção Σ̃. Considerando o critério de von Mises, quando 𝜎 ∗= �̃� ∗=
3

2
�̃�ii, 

tem-se (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995b): 

 

Σ̃ = Σ −
𝐹hom (Σ)

𝐹hom (Σ) + 𝜎y
(𝑆 − 𝑠 ∗) (4.57) 

 

Enquanto para  𝜎 ∗= �̃� ∗= 𝜎0(𝑟) (ou −𝜏𝜎0(𝑟)), a seguinte expressão para a projeção Σ̃ pode 

ser escrita: 

 

Σ̃ = Σ−√
3

2
Λ̇ 𝐶hom:

𝑇

‖𝑇‖
 (4.58) 

 

sendo: 

 

𝑇 = (𝑆 − 𝑠∗) − �̇�(𝑆ii −
2

3
𝜎∗)[(3𝑒i⊗ 𝑒i − 𝑒r⊗𝑒r − 𝑒θ ⊗𝑒θ − 𝑒z⊗ 𝑒z)] (4.59) 

 

Nas Equações (4.58) e (4.59), Λ̇ e �̇� são computados numericamente como funções de Σ. 

De forma análoga, quando 𝜎 ∗= �̃� ∗=
3

2
�̃�ii no critério de Druker-Prager, a projeção Σ̃ é 

definida como (BERNAUD et al., 2009): 

 

Σ̃ = Σ −
𝐹hom (Σ)

3𝜇m + 9𝜅m𝛼m2
{3𝜅m𝛼m1 + √6𝜇m

𝑆 − 𝑠∗

‖𝑆 − 𝑠∗‖
} (4.60) 

 

Enquanto para  𝜎 ∗= �̃� ∗= 𝜎0(𝑟) (ou −𝜏𝜎0(𝑟)), a expressão para a projeção Σ̃ pelo critério de 

Druker-Prager é dada por: 

 

Σ̃ = Σ−
𝐹hom (Σ)

3𝜇m + 9𝜅m𝛼m2
Λ̇ 𝐶hom: (𝛼m1 + √

3

2

𝑇

‖𝑇‖
) (4.61) 
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sendo: 

 

𝑇 = (𝑆 − 𝑠∗) −
[𝛼1̇(𝑆ii − 𝑠ii

∗) + 𝛼2̇𝛼m]

3
[(3𝑒i⊗ 𝑒i − 𝑒r⊗ 𝑒r − 𝑒θ ⊗ 𝑒θ − 𝑒z⊗ 𝑒z)] (4.62) 

 

onde Λ̇, 𝛼1̇ e 𝛼2̇ são computados numericamente como funções de Σ. 

 

4.2.4 Simulação numérica através do código computacional GEOMEC91  

De forma análoga à simulação numérica de túneis sem tirantes, o código computacional 

GEOMEC91 será utilizado para a simulação numérica do processo de escavação do túnel e 

instalação de tirantes. O objetivo da modelagem computacional do problema é calcular as 

tensões e deformações geradas no processo de escavação, bem como quantificar a contribuição 

dos tirantes na redução da convergência da escavação (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 

1995a).  

 A Figura 4.11 mostra o procedimento de simulação do código, que segue os mesmos 

princípios descritos no item 4.1.4, com a diferença que neste caso serão ativados os elementos 

finitos correspondentes ao meio homogeneizado composto pelo maciço e tirantes radiais. Da 

mesma forma, após a desativação dos elementos frontais do maciço do túnel na primeira 

escavação, são ativados os elementos do meio homogeneizado do maciço e tirantes frontais, 

que serão ativados e desativados ao longo do processo simulando a escavação do túnel com a 

frente reforçada. 
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Figura 4.11: (a) malha bidimensional de elementos finitos do maciço rochoso; (b) escavação 

do túnel por desativação de elementos finitos; (c) instalação dos tirantes por meio de ativação 

de elementos finitos (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a).  

 

Com relação aos parâmetros da matriz de rigidez do meio homogeneizado, que deve ser 

introduzida no cálculo numérico por elementos finitos, o termo a ser modificado será o 

acréscimo da contribuição dos tirantes (dada por 𝜔(𝑟)) nos coeficientes de Lamé do maciço, 

ou seja, 𝜆m + 2𝜇m + 𝜔(𝑟). Deste modo, só ocorrem alterações na direção radial e frontal do 

túnel, onde existe o meio homogeneizado composto pelos materiais do maciço e tirante 

(BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a). 

A integração numérica para a determinação do comportamento elasto-plástico do meio 

homogeneizado através do MEF envolve o cálculo da matriz de rigidez de cada elemento, onde 

é recomendado adotar uma linearização por partes do parâmetro 𝜔(𝑟) definido na Eq. (2.16). 

Conforme ilustra a Fig. 4.11 (a), a malha de elementos finitos é formada de elementos 

retangulares cujos lados são paralelos aos eixos r e z. Sendo assim, qualquer elemento 

compreendido entre 𝑟 = 𝑟1 e 𝑟 = 𝑟2 ou 𝑧 = 𝑧1 e 𝑧 = 𝑧2 permite que 𝜔(𝑟) seja linearizada a 

partir das seguintes fórmulas (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995a):  
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�̅�(𝑟) =

{
 

 
휂r(𝑟)𝐸r
𝑟1𝑟2

(𝑟1 + 𝑟2 − 𝑟)

휂f𝐸f
𝑧1𝑧2

(𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧)

 (4.63) 

 

onde 휂r(𝑟) e 휂f são os volumes de reforço na região frontal e radial, definidos na Eq. (2.15). 

Desta forma, além dos dados do maciço e revestimento, os dados de entrada no código base do 

GEOMEC91 para os tirantes ficam resumidos a: 𝜔(𝑟) calculado pela Eq. (2.16); 𝜎0(𝑟) 

calculado pela Eq. (4.34); comprimentos 𝑙r e 𝑙f dos tirantes;  e espaçamento 𝑑0r entre a frente 

de escavação e o inicio da instalação dos tirantes radiais. 

A ferramenta para análise de túneis com tirantes do GEOMEC91 foi verificada através 

de comparações de resultados obtidos pelo software com soluções analíticas descritas em 

Greuell (1993), onde foram analisados túneis em axissimetria com tirantes radiais supondo um 

critério de plasticidade de Tresca (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 1995b).  

 

4.2.5 Modelo analítico para túneis reforçados com tirantes radiais passivos: análise em 

deformações planas e axissimetria  

 

As hipóteses de estado plano de deformações e axissimetria serão adotadas na 

formulação do campo de tensões e de deslocamento radial de um túnel reforçado por tirantes 

passivos, considerando a elasticidade e elasto-plasticidade baseada no critério de Tresca.  

 

4.2.5.1 Formulação explícita para o maciço reforçado em elasticidade 

As equações para o campo de tensões e deslocamento radial serão apresentadas 

conforme as definições do item 2.5.3.2, considerando somente a região (2) da Fig. 2.22, por ser 

esta a região reforçada no entorno do túnel escavado. Primeiramente, as seguintes constantes 

são definidas (GREUELL, 1993): 

 

𝑍0 =
𝜆r𝜎d

𝐺R𝐻i − 𝐹R
 (4.64) 

 

𝐶0 =
𝜆r𝜎d + 𝑍0𝐹R

𝐺R
 (4.65) 
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sendo 𝐻i, 𝐺R e 𝐹R dados por: 

 

𝐻i = [
2

2𝑟i+𝑘
−

1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟i
)]   com  𝑟i = 𝑅i + 𝑙r  (4.66) 

 

𝐺R = (2𝜇m + 𝜆m) (1 +
𝑘

𝑅i
) + 𝜆m  (4.67) 

 

𝐹R =
2(𝜇m+𝜆m)

𝑅i
−
𝐺R

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑅i
)  (4.68) 

 

O parâmetro 𝑘 é equacionado com base na Eq. (2.16): 

 

𝑘 =
𝛿r𝑅i𝜋𝐷

2𝐸r

4(2𝜇m+𝜆m)
=

𝑊

(2𝜇m+𝜆m)
  (4.69) 

 

enquanto os coeficientes de Lamé 𝜇m e 𝜆m são dados por: 

 

𝜇m =
𝐸m

2(1+𝜈m)
  (4.70) 

 

𝜆m  =
𝐸m𝜈m

(1+𝜈m)(1−2𝜈m)
  (4.71) 

 

A partir da definição das Equações (4.32) e (4.33), que divide o campo de tensões 

macroscópicas em duas partes referentes a contribuição de tensões do maciço e do reforço em 

tirantes (Σ = σm + σr), é possível definir as componentes do campo de tensões da região (2): 

 

𝜎rr
(2)(𝑟) = (2𝜇m + 𝜆m) (1 +

𝑘

𝑟
) {𝐶0 − 𝑍0 [

1

𝑟 + 𝑘
−
1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)]} + 

𝜆m {𝐶0 − 𝑍0 [
1

𝑟
−
1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)]} + 𝜎rr

d  

(4.72) 

 

𝜎θθ
(2)(𝑟) = 𝜆m (1 +

𝑘

𝑟
) {𝐶0 − 𝑍0 [

1

𝑟 + 𝑘
−
1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)]} + 

(2𝜇m + 𝜆m) {𝐶0 − 𝑍0 [
1

𝑟
−
1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)]} + 𝜎θθ

d  

(4.73) 
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𝜎zz
(2)(𝑟) = 𝜆m {𝐶0 − 𝑍0 [

1

𝑟 + 𝑘
−
1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)]} + 

𝜆m {𝐶0 − 𝑍0 [
1

𝑟
−
1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)]} + 𝜎zz

d  

(4.74) 

 

onde as componentes 𝜎rr
d , 𝜎θθ

d  e 𝜎zz
d  são referentes ao campo de tensões do maciço em 

elasticidade no momento da instalação do reforço, definidas pelas Eqs. (4.1) a (4.3). 

O deslocamento radial na região (2) do maciço escavado é definido a partir da seguinte 

equação: 

 

𝑢ie
(2)(𝑟) = 𝐶0𝑟 − 𝑍0 [1 −

𝑟

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)] + 𝑢ie

d  (4.75) 

 

A componente 𝑢ie
d  representa o deslocamento radial em elasticidade no momento da instalação 

do reforço, definida pela Eq. (4.4).  

 

4.2.5.2 Formulação explícita para o maciço de Tresca reforçado em elasto-plasticidade 

 

Como complemento ao modelo analítico em elasticidade, será descrita uma metodologia 

analítica em elasto-plasticidade para túneis reforçados por tirantes passivos. Os princípios 

abordados no item 2.5.3.3 serão considerados na definição desta metodologia. 

Considerando as hipóteses de deformações planas e axissimetria, quando é verificado o 

aparecimento da plasticidade na parede da escavação, o critério de Tresca será adotado para 

reger o comportamento plástico do maciço não reforçado. Nesta situação, o critério de 

plasticidade para o meio homogeneizado reduz a seguinte forma (GREUELL, 1993): 

 

𝐹hom = 𝜎rr
(2) − 𝜎θθ

(2) −
𝜎lim𝑅i𝛿r

𝑟
= 2𝑐  (4.76) 

 

onde 𝝈𝐥𝐢𝐦 define a tensão limite nos tirantes, sendo o valor 1 é adotado para 𝝉. A Equação (4.76) 

rege o comportamento plástico até o final do desenvolvimento do deslocamento radial e do 

alivio de tensões do maciço. A verificação do ponto onde inicia a plasticidade não é evidente 

como no caso do solo não reforçado. 

Para obtenção das componentes do campo de tensões e deslocamentos, as expressões 

definidas para o maciço elástico suportado por tirantes (item 4.2.3.1) são modificadas 
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considerando a hipótese de simplificação definida no item 2.5.3.3 (comprimento de tirantes 

infinito).  

Após a convergência e o alívio de pressões do maciço escavado, o reforço em tirantes é 

instalado em 𝑃i = 𝜎d = (1 − 𝜆d)𝑃∞ na condição de maciço em regime elástico ou elasto-

plástico. O maciço com tirantes recupera sua resistência e o comportamento elástico, onde o 

campo de tensões e o deslocamento radial são dados pelas Eqs. (4.72) a (4.75) modificadas pela 

hipótese de simplificação citada (GREUELL, 1993): 

 

𝜎rr
(2)(𝑟) = 𝐴r [(

1

𝑘
−
1 − 𝜈m
𝑅i

) ln (1 +
𝑘

𝑟
) −

1

𝑟
] + 𝜎rr

d (𝑟) (4.77) 

 

𝜎θθ
(2)(𝑟) = 𝐴r [

1

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
) −

1 − 𝜈m
𝑟

−
𝜈m
𝑟 + 𝑘

] + 𝜎θθ
d (𝑟) (4.78) 

 

𝜎zz
(2)(𝑟) = 𝐴r𝜈m [

2

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
) −

1

𝑟
−

1

𝑟 + 𝑘
] + 𝜎zz

d (𝑟) (4.79) 

 

𝑢ie
(2)(𝑟) =

𝐴r(1 + 𝜈m)(1 − 2𝜈m)

𝐸m
[1 −

𝑟

𝑘
ln (1 +

𝑘

𝑟
)] + 𝑢i

d(𝑟) (4.80) 

 

Os valores de 𝜎rr
d (𝑟), 𝜎θθ

d (𝑟), 𝜎zz
d (𝑟) e 𝑢i

d(𝑟) são definidos pelas Eqs. (4.1) a (4.4) caso o maciço 

esteja em regime elástico no momento da instalação do reforço, ou pelas Eqs. (4.20), (4.21), 

(4.22) e (4.23) caso o maciço esteja em regime elasto-plástico pelo critério de Tresca. A 

constante 𝐴r vale: 

 

𝐴r =
𝜆r𝜎d

(
1
𝑘
+
1 − 𝜈m
𝑅i

) ln (1 +
𝑘
𝑅i
) −

1
𝑅i

 
(4.81) 

 

O regime elasto-plástico do maciço reforçado é atingido quando a Eq. (4.76) é anulada. 

Além desta restrição, é adotada a hipótese de incompressibilidade do maciço, que resulta em 

𝜈m = 0,5. Quanto a identificação do início da elasto-plasticidade, esta ocorre a partir do 

surgimento do raio plástico no maciço reforçado 𝑅p
(2)

, o qual surge coincidindo com a parede 

da escavação (𝑅p
(2) = 𝑅i).  
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Primeiramente, é necessário identificar para qual valor de 𝜆r o maciço deixa de 

apresentar o comportamento elástico, regido pelas Eqs. (4.68) a (4.80). Esta situação é análoga 

a verificar qual o valor de 𝜆nr quando 𝑅p
(2) = 𝑅i. Logo, o valor de 𝜆r é variado até que seja 

atingida a seguinte condição do critério de plasticidade em 𝑟 = 𝑅i = 𝑅p
(2)

: 

 

𝜎rr
(2)(𝑅p

(2)) − 𝜎θθ
(2)(𝑅p

(2)) −
𝜎lim𝑅i𝛿r

𝑅p
(2)

− 2𝑐 = 0 (4.82) 

 

onde 𝜎rr
(2)(𝑅p

(2)) = (1 − 𝜆r)𝜎d e 𝜎θθ(𝑅p
(2)) é calculado pela Eq. (4.78). Ainda, é necessário 

verificar a condição de 𝑅p
(2) = 𝑅i na Eq. (4.82).  

Uma vez definido o valor de 𝜆r que inicia a plasticidade, é possível obter o intervalo de 

variação de 𝑅p
(2)

 definido entre 𝑅i e 𝑅p,máx
(2)

. Serão descritos somente os campos de tensões e 

deslocamento radial na zona plástica (região do túnel com tirantes entre 𝑅i < 𝑟 < 𝑅p
(2)

): 

 

𝜎rr
(2)(𝑟) = 2𝑐 ln (

𝑅p
(2)

𝑟
) − 𝛿r𝑇r𝑅i (

1

𝑟
−

1

𝑅p
(2)
) +

𝐴p

2(𝑅p
(2))

2 (1 +
𝑓1

6𝑅p
(2)
) + 𝜎rr

d (𝑅p
(2)) (4.83) 

 

𝜎θθ
(2)(𝑟) = 2𝑐 ln (

𝑅p
(2)

𝑟
− 1) −

𝛿r𝑇r𝑅i

𝑅p
(2)

+
𝐴p

2(𝑅p
(2))

2 (1 +
𝑓1

6𝑅p
(2)
) + 𝜎rr

d (𝑅p
(2)) (4.84) 

 

𝜎zz
(2)(𝑟) =

2𝜎rr
(2)(𝑟) + [3𝑏(𝑟) + 2]𝜎θθ

(2)(𝑟)

3𝑏(𝑟) + 4
 (4.85) 

 

𝑢ip
(2)(𝑟) =

3𝐴p

4𝐸m𝑟
+ 𝑢i

d(𝑟) (4.86) 

 

Os valores de 𝐴p, 𝑓1 e 𝑏(𝑟) são definidos, respectivamente, por: 
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𝐴p = (𝑅p
(2))

2
2𝑐 +

𝛿r𝑇r𝑅i
𝑅p
(2) + 𝜎θθ

d (𝑅p
(2)) − 𝜎rr

d (𝑅p
(2))

1 +
𝑓1

4𝑅p
(2)

 (4.87) 

 

𝑓1 =
3

4
𝛿r𝑅i𝜋𝐷²

𝐸t
𝐸m

 (4.88) 

 

𝑏(𝑟) = 𝛿r𝑅i
𝜋𝐷²𝐸t
4𝐸m

1

𝑟
 (4.89) 

 

Para a variação de 𝑅p
(2)

 entre 𝑅i ≤ 𝑟 ≤ 𝑅p,máx
(2)

, 𝑅p,máx
(2)

 é atingido quando |𝜎rr(𝑅i)| =

𝑃i = 0 (𝜆r = 1,0), sendo 𝜎rr
(2)(𝑅i) definido pela Eq. (4.83). O processo de variação de 𝜆r é 

continuado a partir do início da plasticidade até 𝜆r = 1,0, quando 𝑅p,máx
(2)

 é atingido. Desta 

forma, fica totalmente definido o campo de tensões e deslocamentos radiais na zona plástica 

durante a evolução da elasto-plasticidade. 

O processo de obtenção da zona plástica 𝑅p,máx
(2)  /𝑅i e do deslocamento radial 𝑢ip

(2)(𝑟) 

máximo no regime elastoplástico do maciço reforçado, foi programado em Python e associado 

aos códigos de Confiabilidade de Monte Carlo e FORM, cujas metologias específicas serão 

descritas no capítulo 5. O processo trata-se de uma estrutura de repetição, ou iteração, 

desenvolvida de acordo com as premissas descritas neste item. 

O desenvolvimento analítico, em elasticidade e plasticidade, bem como as demais 

equações que não foram apresentadas, são definidas de forma detalhada em Greuell (1993). 
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5 ANÁLISE DE CONFIABILIDADE NO CONTEXTO DA ENGENHARIA DE TÚNEIS 

 

As metodologias FOSM e FORM serão adotadas na análise de confiabilidade das 

metodologias de túneis. As simulações pelo Método de Monte Carlo serão adotadas como uma 

forma alternativa de análise para verificação dos resultados. Parte dos resultados são obtidos 

por meio da sincronização dos métodos de confiabilidade com os modelos analíticos de túneis, 

programados por meio da linguagem computacional Python. Os resultados obtidos por meio da 

simulação numérica com o GEOMEC91 são viabilizados a partir do Método da Superfície de 

Resposta (MSR) associado aos métodos de confiabilidade também desenvolvidos na linguagem 

Python. 

  

5.1 MÉTODO DE CONFIABILIDADE DE PRIMEIRA ORDEM E SEGUNDO 

MOMENTO (FOSM) 

 

A restrição ao uso de dados de segundo momento (média e variância) permite que o 

FOSM seja aplicado apenas para variáveis aleatórias com distribuição normal. A FDP referente 

à distribuição normal é definida pela Eq. (5.1), enquanto a FDP e a FDPA, referente a 

distribuição normal padronizada, são regidas pelas Eqs. (5.2) e (5.3) (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000). 

 

𝑓X(𝑥) =
1

𝜎X√2𝜋
exp [−

1

2
(
𝑥 − 𝜇X
𝜎X

)
2

]             (5.1) 

 

𝑓X(𝑥) = 𝜙(𝑥) =
1

√2𝜋
exp [−

1

2
𝑥2]             (5.2) 

 

𝐹X(𝑥) = Φ(𝑥) =
1

√2𝜋
∫ exp [−

1

2
𝑥2] 𝑑𝑥

𝑥

−∞

             (5.3) 

 

A distribuição normal é denotada por 𝑁(𝜇X, 𝜎X), enquanto a distribuição normal padronizada, 

com média zero e desvio padrão unitário, é denotada por 𝑁(0,1).  

O primeiro passo (usual, porém não essencial) na aplicação do FOSM, é a transformação 

das variáveis normais em suas formas padronizadas com a seguinte equação (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000; MELCHERS; BECK, 2018):  



119 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

 

𝑋i
′ =

𝑋i − 𝜇Xi
𝜎Xi

 (i=1,2,… ,n) (5.4) 

 

onde 𝑋i
′ é uma variável aleatória não correlacionada e com distribuição normal padronizada. O 

sistema de coordenadas de X é referido como o sistema de coordenadas original (análogo ao 

ilustrado na Fig 3.2 (a)), enquanto o de 𝑋′ é o sistema de coordenadas reduzido ou transformado.  

A Equação (5.4) transforma sem dificuldades variáveis aleatórias 𝑋i, normais e não 

correlacionadas (independentes), porém estas situações são raras. Nos casos usuais é necessária 

uma metodologia intermediária para definir as variáveis não correlacionadas 𝑋i
′ a partir de 

variáveis 𝑋i correlacionadas (MELCHERS; BECK, 2018). 

O índice de confiabilidade 𝛽 definido no item 3.3, pode ser ilustrado como uma 

interpretação geométrica específica do FOSM. Considerando uma função não linear 𝑔(𝑥) e 

outra linear 𝑔L(𝑥) no sistema de coordenadas original, ilustradas na Fig. 5.1, esta última pode 

ser transformada para um sistema de coordenadas reduzido através da Eq. (5.4), conforme 

mostra a Fig. 5.2. A FDP normal de 𝑔L(𝑋), 𝑓X(𝑥), é transformada na FDP normal padronizada 

𝑓X′(𝑥
′). O índice 𝛽 é definido como a menor distância entre a origem do sistema de 

coordenadas reduzido e um ponto na superfície de falha de 𝑔L(𝑥) = 0 na Fig. 5.2 (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000): 

 

𝛽 = mín (√𝒙′∗𝑇𝒙′∗) (5.5) 

 

O ponto na superfície de 𝑔L(𝑥) = 0 é denominado ponto de projeto, dado pelo vetor 𝒙′∗ no 

sistema de coordenadas reduzido e 𝒙∗ no sistema de coordenadas original.  
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Figura 5.1: Representação das funções estado limite e das distribuições de suas variáveis 

aleatórias no sistema de coordenadas original (Adaptado de MELCHERS; BECK, 2018). 

 

 

Figura 5.2: Interpretação geométrica do índice de confiabilidade 𝛽, para funções estado limite 

no sistema de coordenadas reduzido (Adaptado de MELCHERS; BECK, 2018). 

 

A formulação de 𝛽, para uma função estado limite linear, pode ser determinada facilmente por 

trigonometria e pela Eq. (5.4) (ver Fig. 5.2): 
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𝛽 =
𝜇X1 − 𝜇X2

√𝜎X1
2 + 𝜎X2

2

 
(5.6) 

 

Em geral, uma função estado limite, em ambos sistemas de coordenadas das Figs. 5.1 e 

5.2, não é linear. Para a superfície de estado limite não linear da Fig. 5.2, o índice 𝛽 pode ser 

novamente definido como a distância mínima entre a origem do sistema cartesiano e o ponto 

de projeto 𝒙′∗ = (𝑥1
′∗, 𝑥2

′∗). Nesta definição, o índice de confiabilidade é invariável porque, 

independente da forma em que a equação do estado limite é escrita, a distância da origem 

permanece constante. Logo, o cálculo da distância mínima torna-se um problema de otimização: 

busca-se a o ponto 𝑃 = √𝒙′∗𝑇𝒙′∗ com distância mínima em relação à origem, estipulando como 

restrição que 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥′) = 0 (HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

O vetor 𝒙′ representa as coordenadas reduzidas do ponto de verificação na equação da 

função estado limite. Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, é obtido o índice 

𝛽 para funções estado limite não lineares (HALDAR; MAHADEVAN, 2000; MELCHERS; 

BECK, 2018): 

 

𝛽 =

∑ 𝑥i
′∗ (

𝜕𝑔

𝜕𝑋i
′)

∗

n
i=1

√∑ 𝑥i
′∗ (

𝜕𝑔

𝜕𝑋i
′)

2∗

n
i=1

 (5.7) 

 

onde (𝜕𝑔 𝜕𝑋i
′⁄ ) ∗ é a i-ésima derivada parcial calculada para o ponto de projeto com 

coordenadas reduzidas (𝑥1
′∗, 𝑥2

′∗, … , 𝑥n
′∗). As coordenadas reduzidas do ponto de projeto e os 

cossenos diretores no sistema 𝑋i
′ são dados por: 

 

𝑥i
′∗ = −𝛼i𝛽 (i=1,2, … ,n) (5.8) 

 

𝛼i =

(
𝜕𝑔

𝜕𝑋i
′)

∗

√∑ (
𝜕𝑔

𝜕𝑋i
′)

2∗

𝑛
i=1

 (5.9) 
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Com o valor da Equação (5.8) aplicado na Eq. (5.4) é determinado o ponto de projeto no sistema 

de coordenadas originais 𝑋i da seguinte forma:  

 

𝑥i
∗ = 𝜇Xi − 𝛼i𝜎Xi𝛽 (5.10) 

 

5.2 MÉTODO DE CONFIABILIDADE DE PRIMEIRA ORDEM (FORM) 

A metodologia FORM para análise de confiabilidade consiste no desenvolvimento de 

um modelo analítico para conversão das variáveis aleatórias não normais em variáveis normais 

equivalentes. O FORM também aborda metodologias para o caso de variáveis correlacionadas, 

independente de suas distribuições originais. 

 

5.2.1 Modelo para conversão de variáveis aleatórias não normais em variáveis normais 

Para uma problemática envolvendo variáveis aleatórias não normais, Rackwitz e 

Fiessler (1976) estimaram os parâmetros para uma distribuição normal equivalente, 𝜇Xi
𝑁  e 𝜎Xi

𝑁 , 

considerando a seguinte condição: as funções FDPA e FDP das variáveis não normais e das 

variáveis normais equivalentes devem ser iguais no ponto de projeto 𝑋∗ = (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥n
∗). 

Aplicando a condição de igualdade entre a FDPA de cada variável não normal e normal 

padronizada equivalente no ponto de projeto, tem-se (HALDAR; MAHADEVAN, 2000): 

 

𝐹Xi(𝑥i
∗) = Φ(

𝑥i
∗−𝜇Xi

𝑁

𝜎Xi
𝑁 ) ou Φ−1[𝐹Xi(𝑥i

∗)] =
𝑥i
∗−𝜇Xi

𝑁

𝜎Xi
𝑁  (5.11) 

  

Na Equação (5.11), Φ é a FDPA normal padronizada equivalente enquanto 𝐹Xi(𝑥i) é a 

FDPA da variável não normal original, 𝜇Xi
𝑁  e 𝜎Xi

𝑁  são referentes ao ponto de projeto. A condição 

de igualdade entre as FDP resulta em: 

 

𝑓Xi(𝑥i
∗) =

1

𝜎Xi
𝑁 𝜙(

𝑥i
∗ − 𝜇Xi

𝑁

𝜎Xi
𝑁 ) (5.12) 
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Na Equação (5.12), 𝜙 e 𝑓Xi(𝑥i
∗) são, respectivamente, a FDP da variável normal 

padronizada equivalente e da variável não normal original. Isolando 𝜇Xi
𝑁  na Eq. (5.11) obtém-

se a média da variável normal equivalente: 

 

𝜇Xi
𝑁 = 𝑥i

∗ − 𝜎Xi
𝑁Φ−1[𝐹Xi(𝑥i

∗)] (5.13) 

 

Aplicando este resultado na Eq. (5.12) e isolando 𝜎Xi
𝑁 , obtém-se o desvio padrão da variável 

normal equivalente: 

 

𝜎Xi
𝑁 =

Φ−1[𝐹Xi(𝑥i
∗)]

𝑓Xi(𝑥i)
 (5.14) 

  

O algoritmo de Rackwitz-Fiessler é uma opção bastante simples e restrita para aplicação 

do processo iterativo de cálculo do índice 𝛽, considerando a restrição de parâmetros 𝜇Xi
𝑁  e 𝜎Xi

𝑁 

normais e com variáveis aleatórias não correlacionadas. Como estas restrições são raras nas 

análises de confiabilidade, torna-se necessária a aplicação de métodos que englobem variáveis 

correlacionadas.  

 

5.2.2 Modelo para análise de variáveis aleatórias correlacionadas 

A transformação vista no item anterior é baseada na conversão de uma distribuição não 

normal em uma distribuição normal conjunta, onde, na maioria dos casos de variáveis 

correlacionadas, tem-se apenas disponível a FDPA 𝐹Xi(𝑥i) e a matriz de correlação referente as 

variáveis aleatórias originais (MELCHERS; BECK, 2018). O modelo de Nataf permite a 

construção de uma FDP normal conjunta aproximada, onde as variáveis aleatórias 

correlacionadas originais são convertidas para variáveis não correlacionadas (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000; MELCHERS; BECK, 2018). 

Supondo duas variáveis aleatórias correlacionadas 𝑋i e 𝑋j com médias 𝜇Xi e 𝜇Xj e 

variâncias 𝜎Xi
2  e 𝜎Xj

2 , a matriz de covariância 𝑪 é definida pela Eq. (5.15). A covariância entre 

𝑋i e 𝑋j é formulada pela Eq. (5.16), onde 𝜌Xi,Xj é o coeficiente de correlação entre 𝑋i e 𝑋j. A 

matriz de correlação 𝑪′, definida na Eq. (5.17), é referente as variáveis 𝑋i e 𝑋j no sistema de 

coordenadas reduzido (HALDAR; MAHADEVAN, 2000).  



124 
 

Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

 

𝐶 =

[
 
 
 

𝜎X1
2

Cov(𝑋2, 𝑋1)
⋮

Cov(𝑋n, 𝑋1)

Cov(𝑋1, 𝑋2)

𝜎X2
2

⋮
Cov(𝑋n, 𝑋2)

⋯…

…

Cov(𝑋1, 𝑋n)
Cov(𝑋2, 𝑋n)

⋮
𝜎Xn
2

]
 
 
 

 (5.15) 

 

Cov(𝑋i, 𝑋j) = 𝜌Xi,Xj𝜎Xi𝜎Xj             (5.16) 

 

𝐶′ = [

1
𝜌X2,X1
⋮

𝜌Xn,X1

𝜌X1,X2
1
⋮

𝜌Xn,X2

⋯
⋯

…

𝜌X1,Xn
𝜌X2,Xn
⋮
1

] (5.17) 

 

Ao transformar as variáveis originais 𝑋i e 𝑋j  para o sistema reduzido 𝑋i
′ e 𝑋j

′, os 

coeficientes originais 𝜌Xi,Xj assumem valores desconhecidos 𝜌′ = 𝜌Xi
′ ,Xj

′ . O modelo de Nataf é 

uma transformação prática do sistema original para o sistema reduzido, onde as variáveis são 

transformadas em normais equivalentes (conforme item 5.2.1) com coeficientes 𝜌′ definidos. 

Posteriormente, os coeficientes de correlação são eliminados, sendo obtida uma FDP normal 

padronizada conforme ilustração gráfica da Fig. 5.2 (TITELLO, 2020). 

Liu e Der Kiureghian (1985) sugerem uma formulação, baseada em um fator empírico 

𝐹e, para o cálculo 𝜌′: 

 

𝜌′ = 𝐹e𝜌Xi,Xj             (5.18) 

 

Haldar e Mahadevan (2000) relata que Liu e Der Kiureghian (1986) estimaram valores 

de 𝐹e para diferentes distribuições de 𝑋i e 𝑋j, conforme mostra a Tab. 5.1. As distribuições 

apresentadas na tabela são exatas, sendo que outras distribuições, definidas em Haldar e 

Mahadevan (2000), podem apresentar margens de erro aceitáveis. O coeficiente de variação 𝛿Xi 

é dado pela razão entre a média e o desvio padrão de 𝑋i.  
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Tabela 5.1: Fatores de correção 𝐹e. 

Distrib. 𝑋i Distrib. 𝑋j 𝐹e 

Normal Normal 1,0 

Normal Lognormal 

𝛿Xj

√ln (1 + 𝛿Xj
2 )

 

Lognormal Lognormal 

ln (1 + 𝜌𝑋i,𝑋j𝛿Xi𝛿Xj)

𝜌𝑋i,𝑋j√ln(1 + 𝛿Xi
2 ) ln (1 + 𝛿Xj

2 )

 

Fonte: HALDAR e MAHADEVAN (2000). 

 

A conversão para variáveis não correlacionadas pode ser realizada a partir dos 

autovetores da matriz 𝑪′, cujo modelo é apresentado em Haldar e Mahadevan (2000). Porém, o 

método de decomposição de Cholesky apresenta melhor eficiência na obtenção de variáveis não 

correlacionadas. Segundo Haldar e Mahadevan (2000), a matriz 𝑪′ deve ser reconstruída 

e decomposta a cada ciclo em função dos desvios padrões equivalentes, conforme segue: 

 

𝑪′ = 𝛔𝑵𝝆′𝛔𝑵             (5.19) 

 

sendo 𝛔𝑵 a matriz diagonal dos desvios padrões equivalentes de cada ciclo e 𝝆′ a matriz dos 

coeficientes de correlação no sistema reduzido. 

A decomposição de Cholesky permite escrever a Eq. (5.19) em função de uma matriz 

triangular inferior 𝑳: 

 

𝑪′ = 𝑳𝑳𝑇             (5.20) 

 

Reescrevendo a Equação (5.4) na forma matricial com a parte referente a 𝜎Xi
𝑁  regida pela matriz 

𝑳, obtém-se o vetor 𝑿′ das variáveis não correlacionadas reduzidas (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000): 

 

𝑿′ = 𝑳−1(𝑿 − 𝝁𝑵)             (5.21) 

 

Na Equação (5.21), 𝑿 é o vetor das variáveis correlacionadas originais e 𝝁𝑵 é o vetor das médias 

normais equivalentes. 
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Com a definição dos parâmetros estatísticos equivalentes e das variáveis não 

correlacionadas no sistema reduzido, o procedimento de obtenção do ponto de projeto e do 

índice 𝛽 definidos no método FOSM podem ser aplicados normalmente. 

 

5.3 ALGORITMO ITERATIVO PARA O CÁLCULO DO ÍNDICE DE CONFIABILIDADE 

As funções de estado limite 𝑔(𝑥) para análise de confiabilidade em túneis são 

extremamente complexas e não lineares, o que leva a dificuldades analíticas na obtenção do 

ponto de projeto através dos métodos FOSM e FORM. O algoritmo desenvolvido por Hasofer 

e Lind (1974) e Rackwitz e Fiessler (1978), denominado HLRF, lineariza a função 𝑔(𝑥) em 

cada iteração realizada no processo de definição do ponto de projeto 𝒙∗. O algoritmo HLRF é 

um meio recursivo do tipo Newton-Raphson que utiliza processos de derivação de 𝑔(𝑥) na 

busca do ponto referente a próxima iteração do processo (HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

Considerando uma função performance 𝑔(𝑥) não linear, a iteração é iniciada arbitrando 

um vetor inicial dos pontos de projeto 𝒙0
′∗ = {𝑥01

′∗ , 𝑥0n
′∗ } (usualmente definido como o vetor das 

médias das variáveis aleatórias). Os vetores 𝒙k
′∗ das próximas iterações do processo de 

otimização são calculados por (HALDAR; MAHADEVAN, 2000): 

 

𝒙k+1
′∗ =

1

|∇𝑔(𝒙k
′∗)|

2
[∇𝑔(𝒙k

′∗)𝑇𝒙k
′∗ − 𝑔(𝒙k

′∗)]∇𝑔(𝒙k
′∗)             (5.22) 

 

onde ∇𝑔(𝒙k
′∗) é o vetor gradiente da função performace de 𝒙k

′∗, que representa o vetor dos pontos 

de projeto da k-ésima iteração, ou seja, 𝒙k
′∗ = {𝑥1k

′∗ , 𝑥2k
′∗ , … , 𝑥nk

′∗ }𝑇 com n representando o número 

de variáveis da análise.  

O processo iterativo do método HLRF é melhor compreendido através da interpretação 

geométrica da Fig. 5.3. Em cada ponto de iteração a função 𝑔(𝑿′) é aproximada por uma reta 

tangente no ponto 𝒙k
′∗, sendo que o próximo ponto de iteração é definido pela Eq. (5.22). Assim, 

o algoritmo segue linearizando 𝑔(𝑿′) para 𝒙k+1
′∗  até que a convergência, definida pela Eq. 

(5.23), seja atingida. 

 

𝒙k+1
′∗ ≅ 𝒙k

′∗;  𝑔(𝒙k
′∗) ≅ 0             (5.23) 
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Figura 5.3: Processo iterativo de linearização 𝑔(𝑿′) e definição do ponto de projeto 

(Adaptado de HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

 

A convergência do algoritmo HLRF pode ocorrer de forma bastante lenta, oscilar em 

torno de uma solução sem convergir, ou ainda divergir da solução correta em muitas situações. 

Para contornar estes problemas, Zhang e Der Kiureghian (1995) definiram melhorias ao 

algoritmo HLRF, criando uma versão mais desenvolvida do algoritmo (improved HLRF ou 

iHLRF). O iHLRF consiste na geração dos pontos de projeto das iterações a partir da seguinte 

regra (ZHANG E DER KIUREGHIAN, 1995): 

 

𝒙k+1
′∗ = 𝒙k

′∗ + 𝜆k𝐝k             (5.24) 

 

sendo 𝐝k o vetor direção entre a origem e 𝒙k
′∗, e 𝜆k um passo de otimização (no método HLRF 

𝜆k = 1 e busca-se 𝐝k ≅ 0 para a convergência). Para evitar os problemas de convergência, o 

iHLRF busca um valor para 𝜆k com base na redução de uma função de mérito 𝑚(𝒙k
′∗) em cada 

iteração. Os equacionamentos de 𝜆k e 𝑚(𝒙k
′∗) são dados a seguir: 

 

𝜆k = max
n
[𝑏n|𝑚(𝒙k

′∗ + 𝑏n𝐝k) − 𝑚(𝒙k
′∗) ≤ 𝑎𝑏n∇𝑚(𝒙k

′∗)𝑇𝐝k]             (5.25) 

 

𝑚(𝒙k
′∗) =

1

2
‖𝒙k

′∗‖2 + 𝑐|𝑔(𝒙k
′∗)|             (5.26) 
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𝑐 >
‖𝒙k

′∗‖

‖∇𝑔(𝒙k
′∗)‖

             (5.27) 

 

Na Equação (5.25), os parâmetros 𝑎, 𝑏 ∈ (0,1), onde Beck (2019) orienta o uso dos 

seguintes valores: 𝑎 = 0,10 e 𝑏 = 0,50. O mesmo autor recomenda que a Eq. (5.27) seja 

substituída pela Eq. (5.28), com 𝜗t sendo a tolerância para a definição de 𝑔(𝒙k
′∗) ≅ 0 no 

processo de otimização (TITELLO, 2020). 

 

𝑐 =

{
 
 

 
 2max [

‖𝒙k
′∗‖

‖∇𝑔(𝒙k
′∗)‖

,
1

2

‖𝒙k
′∗ + 𝐝k‖

2

|𝑔(𝒙k
′∗)|

] ,   se |𝑔(𝒙k
′∗)| ≥ 𝜗t

2
‖𝒙k

′∗‖

‖∇𝑔(𝒙k
′∗)‖

,   se |𝑔(𝒙k
′∗)| < 𝜗t

             (5.28) 

 

 

Segundo Zhang e Der Kiureghian (1995), a convergência do algoritmo iHLRF é, 

incondicionalmente, garantida quando a Eq. (5.27) é atingida, o que permite a definição do 

vetor dos pontos de projeto 𝒙k
′∗ cuja distância da origem do sistema reduzido é a menor possível. 

Após esta etapa, os passos do algoritmo FOSM para o cálculo do índice 𝛽 pode seguir conforme 

definido nos itens anteriores. 

Conforme Haldar e Mahadevan (2000), o algoritmo final iHLRF pode ser descrito 

através dos seguintes passos: 

 

1. Definir a função estado limite 𝑔(𝑋) = 0 em termos de variáveis aleatórias básicas; 

2. Adotar os valores iniciais para o ponto de projeto 𝒙0
∗ = {𝑥01

∗ , 𝑥02
∗ , … , 𝑥0n

∗ }; 

3. Aplicação do método FORM: conversão das variáveis não normais e correlacionadas 𝑥i
∗ para 

normais equivalentes e não correlacionadas; 

4. Aplicação do método FOSM: conversão das variáveis normais originais 𝑥i
∗ para as variáveis 

reduzidas padronizadas 𝑥i
′∗, contidas no vetor 𝒙k

′∗; 

5. Calcular as variáveis 𝑥i
′∗ da próxima iteração, por meio da Eq. (5.22); 

6. Calcular o valor do índice 𝛽 e das variáveis 𝑥i
∗ de acordo com as especificações do método 

FOSM; 

7. Verificação das convergências propostas pelos métodos HLRF e iHLRF, repetindo os passos 

3 à 6 até atingir as convergências especificadas. 
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5.4 SIMULAÇÃO NUMÉRICA DA CONFIABILIDADE ATRAVÉS DO MÉTODO DE 

MONTE CARLO 

 

Os passos analíticos e computacionais necessários para a aplicação do Método de Monte 

Carlo são (AYYUB; MCCUEN, 2011): a definição de um sistema através de um modelo para 

a simulação, a geração de números e variáveis aleatórias, a avaliação do modelo a partir de 

diversos ciclos de simulação, análise estatística dos resultados obtidos e o estudo da 

convergência e eficiência da simulação.  

Assim como nos métodos FOSM e FORM, a definição do modelo de um sistema ocorre 

a partir de um vetor de variáveis aleatórias X, que descreve as diversas variáveis de entrada de 

um modelo (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥n), onde estas podem ter distribuições de probabilidade diferentes entre 

si. A variável aleatória Z representa a resposta do modelo, dada por 𝑍 = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥n) =

𝑓Z(𝑧), onde a forma da FDP 𝑓Z(𝑧) é determinada a partir das simulações do modelo. 

 

5.4.1 Geração de números e variáveis aleatórias 

Considerando um intervalo com extremos próximos e com uma grande quantidade de 

valores, estes podem ser representados por uma distribuição uniforme e retangular acumulada, 

ou seja: 𝑓R(𝑟) = 𝑃(𝑅 ≤ 𝑟) = 𝑟 para 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, onde r é um número aleatório dentro do 

intervalo dado (MELCHERS; BECK, 2018). As variáveis aleatórias raramente apresentam uma 

distribuição de probabilidade uniforme e podem ser obtidas por técnicas analíticas, sendo a 

técnica de transformação inversa a mais comum entre elas, ilustrada na Figura 5.4. 

Conforme a Figura 5.4, a técnica da transformação inversa é utilizada para gerar um 

número aleatório 𝑟i dentro de um intervalo de valores uniformemente distribuídos 0 ≤ 𝑟i ≤ 1, 

e definir uma relação de igualdade deste com a FDPA 𝐹X(𝑥i): 𝑟i = 𝐹X(𝑥i) ou 𝑥i = 𝐹X
−1(𝑟i). Se 

existir uma expressão analítica para a solução de 𝐹X
−1(𝑟i), é possível obter um valor fixo para 

a variável aleatória 𝑥i ilustrada na Fig. 5.4. A técnica da transformação inversa é eficiente para 

os casos onde a função inversa apresenta solução analítica e os casos onde a função de 

distribuição acumulada é obtida por observação direta. As técnicas especializadas para gerar 

variáveis aleatórias a partir de distribuições específicas são mais eficientes que o método da 

transformação inversa, onde a maioria dos sistemas computacionais possuem sub-rotinas 

padronizadas para aplicação destas técnicas (MELCHERS; BECK, 2018). 

  



130 
 

Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

 

Figura 5.4: Método da transformação inversa para a geração de variáveis aleatórias (Adaptado 

de HALDAR; MAHADEVAN, 2000). 

 

Quando as variáveis aleatórias são independentes, os números randômicos podem ser 

gerados de forma independente para cada variável utilizando o método da transformação 

inversa, por exemplo. Por outro lado, quando existe correlação entre as variáveis aleatórias o 

modelo de Nataf pode ser aplicado novamente, porém o procedimento visto é realizado de 

forma inversa. 

No modelo de Nataf, todas as variáveis são convertidas para o sistema reduzido, ou seja, 

para uma distribuição normal padronizada N(0,1), o que implica a igualdade das matrizes de 

covariância e de correlação: 𝑪′ = 𝝆′ = 𝑳𝑳𝑇 (ver Eqs. (5.19) e (5.20)). De forma semelhante a 

Eq. (5.21), as variáveis correlacionadas reduzidas 𝒙c
′  são definidas por (TITELLO, 2020): 

 

𝒙c
′ = 𝑳𝒙′             (5.30) 

 

Com o vetor 𝒙c
′  definido, é possível retornar aos conceitos básicos do método da 

transformação inversa. Como 𝒙c
′  contém variáveis normais padronizadas, os números 

randômicos 𝑟i, agora considerando a correlação, podem ser determinados pelo seguinte vetor: 

 

𝒓 = Φ(𝒙c
′ )             (5.31) 
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Com as componentes 𝑟i de 𝒓 definidas, as variáveis correlacionadas originais para aplicação do 

método de Monte Carlo são calculadas por: 𝑥i = 𝐹X
−1(𝑟i). 

 

5.4.2 Método de Monte Carlo por amostragem direta 

As variáveis aleatórias, geradas a partir das técnicas vistas no item anterior, 

desempenham um papel fundamental no método de Monte Carlo, onde são inseridas em um 

modelo matemático apropriado, no caso a função estado limite 𝑔(𝒙) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥n) = 0. 

De acordo com Melchers e Beck (2018), a técnica de amostragem direta é a aplicação mais 

simples do método de Monte Carlo, onde a probabilidade de falha pode ser escrita com base na 

Eq. (3.8): 

 

𝑝f = ∫…∫𝐼𝑔(𝒙)𝑓𝑋(𝒙)𝑑(𝒙) (5.32) 

 

onde 𝐼𝑔 é o indicador de falha, definido por: 

 

𝐼𝑔(𝒙) = {
 1, se 𝑔(𝒙) ≤ 0 

0, se 𝑔(𝒙) > 0
 (5.33) 

 

De forma prática, o conceito de probabilidade de falha pode ser definido pelo valor 

esperado do indicador 𝐼𝑔(𝒙). Se 𝒙k representa o vetor da k-ésima simulação de um ciclo com 

N simulações, a probabilidade 𝑝f é dada por: 

𝑝f =
𝑁f
𝑁
=
1

𝑁
∑𝐼𝑔

𝑁

k=1

(𝒙k) (5.34) 

 

A precisão da probabilidade de falha é um valor importante, uma vez que probabilidades 

de falha pequenas e ciclos de simulação baixos estão sujeitos a erros consideráveis. A precisão 

da Eq. (5.34) pode ser determinada através da avaliação da variância, ou do coeficiente de 

variação, da probabilidade 𝑝f. Neste contexto, o coeficiente de variação pode ser estimado 

assumindo que o número de falhas 𝑁f em 𝑁 ciclos de simulação segue uma distribuição 

binomial, onde o coeficiente de variação é dado por (HALDAR; MAHADEVAN, 2000): 
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𝛿𝑝f ≈
√(1 − 𝑝f)𝑝f

𝑁
𝑝f

 
(5.35) 

 

Quando 𝛿𝑝f se aproxima de zero, o número de simulação tende ao infinito, resultando em uma 

precisão maior do ciclo de simulações solucionado.  

O fluxograma da Figura 5.5 descreve as etapas do procedimento numérico de Monte 

Carlo. As primeiras etapas, para cada simulação, consistem na geração das variáveis aleatórias 

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥n) e inclusão dos parâmetros fixos de entrada, para então realizar o cálculo da 

função estado limite 𝑍 = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥n). Após é verificada a Eq. (5.33) e o processo é repetido 

N vezes em cada ciclo. Após contabilizadas todas as simulações de um ciclo, são contabilizados 

o número de falhas e a probabilidade de falha é calculada pela Eq. (5.34). 

 

 

Figura 5.5: Fluxograma das etapas de um ciclo de simulações pelo Método de Monte Carlo 

(Elaborado pelo autor). 

 

5.4.3 Técnicas de redução da variância: amostragem por importância e adaptativa 

As técnicas de redução da variância aplicadas neste trabalho, para melhorar a eficiência 

do método de Monte Carlo, serão a Amostragem por Importância e a Amostragem Adaptativa. 

Conforme mostra a Figura 5.6, a técnica de amostragem por importância consiste em limitar a 

variância dos dados estatísticos (domínio da amostragem) para valores próximos a região de 

segurança, definida pelo domínio esférico 𝛽. Desta forma, o domínio de amostragem fica 

limitado a uma área de maior contribuição para a probabilidade de falha (HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000). 
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Figura 5.6: Ilustração do método de amostragem por importância (Adaptado de HALDAR; 

MAHADEVAN, 2000). 

 

Para o cálculo da probabilidade 𝑝f é necessário definir uma FDP de amostragem 𝑓1(𝒙), 

para concentrar as amostras das simulações no domínio de amostragem com variância reduzida. 

Acrescentando 𝑓1(𝒙) na Eq. (5.32) (HALDAR; MAHADEVAN, 2000; MELCHERS; BECK, 

2018): 

 

𝑝f = ∫…∫𝐼𝑔(𝒙)
𝑓𝑋(𝒙)𝑓1(𝒙)

𝑓1(𝒙)
𝑑(𝒙) (5.36) 

 

Alterando de forma análoga a Equação (5.34) obtém-se a probabilidade de falha 

considerando a FDP de amostragem por importância 𝑓1(𝒙k): 

 

𝑝f =
𝑁f
𝑁
=
1

𝑁
∑𝐼𝑔

𝑁

j=1

(𝒙k)𝑤(𝒙k) , com 𝑤(𝒙k) =
𝑓𝑋(𝒙k)

𝑓1(𝒙k)
 (5.37) 

 

A eficiência da técnica esta diretamente relacionada com a escolha da função de amostragem 

𝑓1(𝒙k). De acordo com Beck (2019), 𝑓1(𝒙) é escolhida de forma que: 

 

𝑓1(𝒙) = 𝐼𝑔(𝑥i)
𝑓𝑋(𝒙)

𝑝f
 (5.38) 
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Então a estimativa de 𝑝f se torna idêntica a probabilidade de falha verdadeira, com apenas uma 

simulação sendo suficiente. Logicamente, a Eq. (5.38) não tem utilidade prática pois está em 

função de 𝑝f que é a incógnita a ser calculada, no entanto fica evidente que 𝑓1(𝒙) deve ser 

definida de maneira proporcional a Eq. (5.38). 

No caso das variáveis de 𝒙 serem independentes, as FDP conjuntas de 𝑓𝑋(𝒙) ou 𝑓1(𝒙) é 

dada pelo produto das funções 𝑓𝑋(𝒙k) em cada simulação (ANG; TANG, 1984): 

 

𝑓𝑋k(𝒙) = 𝑓𝑋1(𝒙1)𝑓𝑋2(𝒙2)…𝑓𝑋k(𝒙k)…𝑓𝑋n(𝒙n) (5.39) 

 

Caso as variáveis de 𝒙 sejam correlacionadas, o modelo de Nataf pode ser utilizado para a 

construção das FDP conjuntas. Conforme Liu e Der Kiureghian (1986) e Gomes (2001), a FDP 

conjunta, de 𝑓𝑋(𝒙) ou 𝑓1(𝒙) pelo modelo de Nataf, é dada pela Eq. (5.40).  

 

𝑓𝑋(𝒙) = 𝜙(𝒙′, 𝝆′)
∏ 𝑓𝑋k(𝒙k)
n
k=1

∏ ϕn(𝒙k
′ )n

k=1

 (5.40) 

 

onde 𝜙(𝒙′, 𝝆′) é a FDP normal padronizada, enquanto 𝒙k
′  para variáveis não normais são dadas 

pela Eq. (5.41). 

 

𝒙k
′ = Φ−1[𝐹𝑋k(𝒙k)] (5.41) 

 

Os métodos de amostragem adaptativa buscam melhorar a eficiência da amostragem por 

importância atualizando as informações obtidas nos primeiros ciclos de simulação. Conforme 

mostra a Fig. 5.7, quando a análise envolve apenas um modo de falha, a FDP 𝑓1(𝒙) pode ser 

centrada em torno do ponto de projeto identificado pelo FORM (HALDAR; MAHADEVAN, 

2000). Como as metodologias FOSM/FORM calculam o índice de confiabilidade, não é 

interessante centrar a função 𝑓1(𝒙) no ponto de projeto. 

 



135 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

 

Figura 5.7: Representação geométrica das funções originais e de amostragem por importância 

centrada no ponto de projeto (TITELLO, 2020). 

 

A técnica proposta por Bucher (1988) utiliza dados das simulações anteriores para 

buscar o ponto de centralização da função de amostragem, fazendo o uso do peso das falhas 

𝑤(𝒙k) definido na Eq. (5.37). O ponto de centralização de 𝑓1(𝒙) por esta técnica é dado pela 

Eq. (5.42), onde 𝑁ad é o número de adaptações e N o número de simulações por ciclo 

(TITELLO, 2020). 

 

𝒙j+1 =
∑ ∑ 𝐼𝑔(𝒙k

j
)𝑁

k=1
𝑁ad
j=1 𝑤(𝒙k

j
)𝒙k

j

∑ ∑ 𝐼𝑔(𝒙k
j
)𝑁

k=1
𝑁ad
j=1 𝑤(𝒙k

j
)

 (5.42) 

 

A eficiência do método de Monte Carlo com amostragem por importância é medida pelo 

coeficiente de variação 𝛿pf, análoga a Eq. (5.35) definida para o método de Monte Carlo direto. 

Porém, a probabilidade 𝑝f é referente ao processo de amostragem por importância. Aplicando 

a Eq. (5.37) em (5.35) obtém-se 𝛿𝑝f para o método de amostragem por importância:  

 

𝛿𝑝f =
1

𝑝f√𝑁(𝑁 − 1)
√∑[𝐼𝑔(𝒙k)𝑤(𝒙k)]

2
𝑁

k=1

−
1

𝑁
(∑[𝐼𝑔(𝒙k)𝑤(𝒙k)]

𝑁

k=1

)

2

 (5.43) 
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5.5 METODOLOGIA DA SUPERFÍCIE DE RESPOSTA E AMOSTRAGEM DE DADOS 

Conforme Myers, Montgomery e Anderson-Cook (2016), a regressão linear múltipla é 

uma coleção de técnicas estatísticas aplicadas na definição da função representativa de uma 

superfície de resposta. O modelo de função para uma superfície de resposta, utilizado para 

representar a implementação das simulações numéricas nas análises de confiabilidade, é dado 

por uma função de primeira ou segunda ordem com interação de termos: 

 

�̂� = 𝑎0 +∑𝑎i𝑥i

k

i=1

+∑∑𝑎ij𝑥i𝑥j

k

j≥2

k

i≥2

+∑𝑎jj𝑥j
2

k

j=1

 (5.44) 

 

O modelo da Equação (5.44) é bastante útil e adaptável a diversos tipos de projetos 

experimentais computacionais, onde: �̂� representa a superfície de resposta genérica; 𝑎0, 𝑎i e 𝑎ij 

são os coeficientes ajustados via regressão linear múltipla; 𝑥i e 𝑥j são as variáveis aleatórias de 

entrada da modelagem em elementos finitos. Caso a precisão seja aceitável, a função de segunda 

ordem pode ser reduzida para primeira ordem (∑ 𝑎jj𝑥j
2k

j=1 = 0) com ou sem interação de termos 

(∑ ∑ 𝑎ij𝑥i𝑥j
k
j<2

k
i<2 = 0). 

A natureza geométrica da função de segunda ordem é ilustrada nas Figuras 5.8 (a), (b) 

e (c). As Figs. 5.8 (a) e (b) mostram superfícies e contornos de resposta constantes para uma 

função com k = 2 variáveis, dadas por elipses concêntricas. O centro dos sistemas (ponto de 

máximo na Fig. 5.8 (a) e mínimo na Fig. 5.8 (b)) representam os valores de �̂� provenientes de 

𝑥i e 𝑥j. No caso da Figura 5.8 (c), o centro 𝑥i e 𝑥j posiciona �̂� em um ponto de sela devido a 

geometria hiperbólica do seu contorno (MYERS; MONTGOMERY; ANDERSON-COOK, 

2016). 
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Figura 5.8: Superficies de resposta para uma função aproximadora de segunda ordem: (a) 𝑥i e 

𝑥j em ponto de máximo; (b) 𝑥i e 𝑥j em ponto de mínimo; (c) 𝑥i e 𝑥j em ponto de sela 

(Adaptado de MYERS; MONTGOMERY E ANDERSON-COOK, 2016). 

 

5.5.1 Planejamento Composto Central (CCD) 

O princípio fundamental do MSR é a determinação dos coeficientes 𝑎0, 𝑎i e 𝑎ij visando 

definir a função aproximadora, dada pela Eq. (5.44), que forneça uma resposta �̂� com 

aproximação ótima da resposta y obtida via simulação por elementos finitos, para as variáveis 

de entrada 𝑥i e 𝑥j. Para a obtenção de tais coeficientes torna-se necessário a aplicação da técnica 

de amostragem Central Composite Design (CCD), ou Planejamento Composto Central. O 
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planejamento CCD consiste em gerar amostras em diferentes níveis de probabilidade para cada 

variável aleatória 𝑥k, onde uma amostragem total de pontos é definida em função da 

combinação entre as distintas variáveis aleatórias geradas (SCHERER, 2018). Cada ponto da 

amostragem pode ser classificado como ponto fatorial (factorial point, 𝑛f), ponto axial (axis 

point, 𝑛a) ou ponto central (center point, 𝑛c), onde a amostragem total 𝑛t é dada por (MYERS; 

MONTGOMERY; ANDERSON-COOK, 2016): 

 

𝑛t = 𝑛f + 𝑛a + 𝑛c, com {
𝑛f = 2𝑘

𝑛a = 2𝑘
 (5.45) 

 

sendo 𝑘 o número de variáveis aleatórias da análise, que é diretamente responsável por definir 

o total de amostras 𝑛t. 

A definição da superfície de resposta, em uma região onde os pontos centrais permitam 

que a função aproximadora forneça resultados próximos aos obtidos experimentalmente, 

dependem da escolha da distância axial 𝛼a e da quantidade de pontos centrais 𝑛c. A Fig. 5.9 (a) 

ilustra graficamente um planejamento CCD para  𝑘 = 2, onde o gráfico descreve oito pontos 

igualmente espaçados em um círculo mais os pontos centrais, a distância 𝛼a é dada por √𝑘 =

√2. Para o caso descrito têm-se: 𝑛f = 4 pontos fatoriais, dados por (1,1), (1, −1), (−1,−1) e 

(−1,1); 𝑛a = 4 pontos axiais, dados por (√2, 0), (0, √2), (−√2, 0) e (0, −√2); 𝑛c pontos 

centrais em (0,0). A Figura 5.9 (b) descreve o planejamento CCD para 𝑘 = 3, onde têm-se 14 

pontos locados em um volume esférico mais os pontos centrais.  

 

 

Figura 5.9: Planejamento CCD para: (a) 𝑘 = 2 e 𝛼a = √2; (b) 𝑘 = 3 e 𝛼a = √3 (MYERS; 

MONTGOMERY E ANDERSON-COOK, 2016).  
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 Os gráficos da Figura 5.9 são descritos sob um esquema de codificação amplamente 

utilizado no ajuste de modelos por regressão linear múltipla, onde existem as variáveis 

codificadas 𝜉ik referentes as variáveis 𝑥ik naturais do problema, onde 𝑖 é o total de amostras do 

planejamento e 𝑘 o total de variáveis. A seguinte relação entre 𝜉ik e 𝑥ik permite definir os 

diferentes valores das variáveis aleatórias em cada amostra (MYERS; MONTGOMERY; 

ANDERSON-COOK, 2016): 

 

𝜉ik =
𝑥ik − [max(𝑥ik) + min(𝑥ik)]/2

[max(𝑥ik) − min(𝑥ik)]/2
 (5.46) 

 

sendo max(𝑥ik) e min(𝑥ik) os valores máximos e mínimos mais afastados do entorno dos 

valores centrais 𝑥k nas amostras. O valor de 𝜉ik apresenta limites dentro do intervalo [−1,1] 

para os pontos fatoriais e [−√𝑘,√𝑘] para os pontos axiais. 

Uma vez definido o total de combinações amostrais para as variáveis aleatórias, a 

modelagem computacional é realizada para cada combinação de variáveis, sendo obtido uma 

resposta y para cada combinação modelada. Com as combinações amostrais e suas respectivas 

respostas é possível definir os coeficientes 𝑎0, 𝑎i e 𝑎ij da Eq. (5.44) por meio da regressão linear 

múltipla. Para funções lineares, com ou sem interação entre as variáveis, o cálculo dos 

coeficientes pode ser obtido de forma simples, englobando as combinações e respostas na Eq. 

(5.44) em forma matricial e resolvendo para 𝑎0, 𝑎i, 𝑎ij e 𝑎jj. Funções de segunda ordem 

apresentam dificuldades maiores de resolução, sendo necessário o uso de ferramentas 

numéricas (MYERS; MONTGOMERY; ANDERSON-COOK, 2016). 

Em soluções baseadas na regressão linear múltipla, a aplicação de testes de hipóteses 

sobre os parâmetros podem ser úteis para medir a qualidade e aplicabilidade do modelo. Dentre 

os testes disponíveis, a verificação do coeficiente de múltipla determinação 𝑅2 é um dos 

principais.  

O coeficiente 𝑅2 é uma medida quantitativa da variabilidade das respostas y obtidas 

usando as variáveis regressoras 𝑥k no modelo, a qual varia de 0 a 1 (ou 0 a 100%). Quanto 

maior for a medida, maior a redução da variabilidade das respostas, o que indica uma maior 

exatidão do modelo. No entanto, um valor alto de 𝑅2 não implica necessariamente que o modelo 

de regressão seja bom. Adicionar uma variável ao modelo sempre aumentará 𝑅2, 

independentemente da variável adicional ser estatisticamente signifcativa ou não. Para resolver 
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esta situação, utiliza-se o coeficiente 𝑅2 ajustado, o qual geralmente não aumenta com a adição 

de variáveis (MYERS; MONTGOMERY; ANDERSON-COOK, 2016). 

Outras verificações importantes dizem respeito à utilização de técnicas de análise 

gráfica para verificar a adequação e eficiência do modelo para obtenção das respostas. A técnica 

de Análise Residual é bastante usual na verificação da adequação dos modelos.  

Os resíduos provenientes de ajustes por mínimos quadrados são definidos por 𝑒i = 𝑦i −

�̂�i, sendo 𝑦i as respostas obtidas experimentalmente e �̂�i as respostas obtidas pela função da 

superfície de resposta. A primeira verificação consiste em elaborar um gráfico de distribuição 

de probabilidade normal dos resíduos estatísticos de Student, conforme ilustra a Fig. 5.10. Ao 

definir uma reta ajustada, a proximidade dos pontos amostrais em relação a reta define um nível 

maior de adequação do modelo aos resultados (MYERS; MONTGOMERY; ANDERSON-

COOK, 2016).   

 

 

Figura 5.10: Exemplo de plotagem da distribuição normal de resíduos de um planejamento 

CCD (Adaptado de MYERS; MONTGOMERY E ANDERSON-COOK, 2016). 

 

A segunda verificação consiste em plotar um gráfico dos resíduos estatísticos de Student 

com as respostas �̂�i, conforme ilustra a Fig. 5.11. Neste gráfico, para verificar uma boa 

adequação do modelo adotado, é necessário que os resíduos se espalhem de forma aleatória e 

sem uma tendência definida, o que sugere que a variância das respostas experimentais y sejam 

constantes para cada 𝑦i.  
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Figura 5.11: Exemplo de plotagem da distribuição de resíduos em relação as respostas da 

superfície de resposta (Adaptado de MYERS; MONTGOMERY E ANDERSON-COOK, 

2016). 

O software Design Expert (DESIGN EXPERT, 2021) será utilizado como instrumento 

para a programação, resolução automatizada do planejamento CCD e obtenção de todos os 

resultados e verificações referentes à superfície de resposta neste trabalho.  

 

5.5.2 Automatização das simulações via GEOMEC91 através do Python 

A modelagem em elementos finitos através do GEOMEC91, para cada combinação de 

variáveis aleatórias proposta pelo CCD, apresenta uma demanda de tempo considerável. A 

entrada de dados de cada combinação no código base do GEOMEC é uma tarefa trabalhosa, 

normalmente feita de forma manual, o que também demanda certa quantidade de tempo. Para 

otimizar a grande quantidade de simulações a serem realizadas, foi desenvolvida uma rotina na 

linguagem Python para automatizar as simulações com o GEOMEC91. 

A Figura 5.12 mostra o fluxograma da rotina desenvolvida. Inicialmente é criada uma 

planilha em MS Excel com todas as combinações amostrais geradas para um planejamento 

CCD no software Design Expert. O primeiro passo da rotina é a coleta do código base do 

GEOMEC91 e das combinações da planilha. Como o Python não apresenta comandos para 

editar diretamente o código base, a rotina faz a cópia de todo o código em uma lista, 

possibilitando assim a leitura e edição do mesmo. Os parâmetros aleatórios da combinação a 

ser simulada são copiados da planilha e salvos em variáveis pela rotina, assim como os 

parâmetros fixos. Deste modo, a rotina lê e edita a lista do código base com os parâmetros 
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salvos da combinação, os quais são modificados para o formato string, uma vez que a lista 

alterada será reescrita no arquivo original do código base em forma de texto.  

   

 

Figura 5.12: Fluxograma da rotina Python de automatização das simulações com o 

GEOMEC91 (Elaborado pelo autor). 

 

Uma vez que o arquivo do código base em FORTRAN está editado com os parâmetros 

da combinação a ser simulada, a rotina é pausada por um determinado período de tempo, através 

do módulo time.sleep, e a simulação com o GEOMEC91 é iniciada automaticamente com o 

módulo os.startfile. Após o período de tempo pré-definido para a simulação a rotina finaliza a 

pausa, e então, os resultados de convergência da última escavação e das convergências frontais 

são copiados para listas. Estas são lidas pela rotina, que coleta os resultados de convergência 

de interesse e os salva em variáveis específicas. O processo iterativo é repetido para as demais 

combinações, onde ao final a rotina organiza em planilhas todas as variáveis específicas de 

respostas. 

 

5.6 FUNÇÕES E PARÂMETROS DE ENTRADA DAS ANÁLISES DE CONFIABILIDADE 

Nesta seção serão definidas as funções estado limite, baseadas nas metodologias de 

análise de túneis apresentadas no capítulo 4. Também serão apresentados os parâmetros de 
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entrada, geotécnicos e estruturais, dos maciços e componentes estruturais dos túneis a serem 

analisados.  

 

5.6.1 Função estado limite da zona plástica de um túnel 

De acordo com Laso, Lera e Alarcón (1995), o maciço ao redor da escavação 

desempenha um papel importante na estabilidade do túnel. Sendo assim, é necessário definir 

uma condição limite para avaliar o risco potencial de colapso da escavação devido a 

desagregação do solo. O estado limite final da capacidade de suporte do solo, baseada na 

solicitação que provoca a desagregação do mesmo, é definido com base na zona plastificada ao 

redor da escavação, dada pela relação 𝑅p 𝑅i⁄  (zona plástica da escavação).  

A função estado limite que descreve a confiabilidade estrutural da zona plástica é 

baseada na seguinte equação (LASO; LERA; ALARCÓN, 1995; HOEK, 1998): 

 

𝑍 = 𝑔(𝑥) = 𝐿 −
𝑅p

𝑅i
  (5.47) 

 

onde 𝐿 é o valor admissível para a extensão da zona plástica, ou seja, a resistência à 

desagregação do maciço escavado. 

A solicitação 𝑅p 𝑅i⁄  da Equação (5.47) é definida de acordo com o critério de 

plasticidade para o maciço escavado. Para túneis sem reforço por tirantes será adotado o critério 

de Mohr-Coulomb e Tresca, onde 𝑅p 𝑅i⁄  é dado pelas Eqs. (4.6) e (4.18) (com 𝜆𝑃∞ = 𝜆nr𝑃∞ =

𝑃∞ − 𝑃i). Logo, a Eq. (5.47) pode ser reescrita, considerando os critérios de Mohr-Coulomb e 

Tresca, respectivamente, da seguinte forma: 

 

𝑍1 = 𝑔1(𝑥) = 𝐿1 − [
2(𝑃∞+𝑎)

(𝐾p+1)(𝑃i+𝑎)
]

1

𝐾p−1
  (5.48) 

 

𝑍2 = 𝑔2(𝑥) = 𝐿2 − 𝑒
[
𝑃∞−𝑃i
2𝑐

 − 
1

2
]
  (5.49) 

 

Considerando túneis reforçados com tirantes, a função performance é definida por: 

 

𝑍3 = 𝑔3(𝑥) = 𝐿3 −
𝑅p
(2)

𝑅i
  (5.50) 
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onde 𝑅p
(2)

 é definido de acordo com o item 4.2.5.2 através do critério de Tresca. 

 

5.6.2 Função estado limite baseada nos valores de projeto de um túnel 

O cálculo da convergência está relacionado com diversas propriedades de resistência e 

das tensões in situ do maciço escavado, além das definições do raio da zona plástica, dados por 

𝑅p ou 𝑅p
(2)

, para o caso da plasticidade. Sendo assim, o projeto da pressão de suporte não está 

explicitamente relacionado com a definição da zona plástica da escavação, mas sim com a sua 

convergência (LI; LOW, 2010). 

Uma análise de confiabilidade mais rigorosa pode ser realizada, baseada no cálculo dos 

valores de projeto a partir da simulação numérica associada ao MSR, ou seja, verificar se os 

valores de 𝑃eq e 𝑢eq extrapolam os valores admissíveis do revestimento, 𝑃máx e 𝑢máx. Para este 

tipo de análise, a resistência da função de estado limite é obtida por meio de dados estatísticos 

e/ou determinísticos para o concreto projetado (revestimento). No caso de túneis sem tirantes, 

as solicitações 𝑃eq e 𝑢eq deste estudo são obtidas a partir de modelos analíticos (elasticidade e 

plasticidade com critério de Mohr-Coulomb) e numéricos (diretamente através do GEOMEC91 

associado ao MSR). O valor do deslocamento radial 𝑢0, que representa o início da instalação 

do revestimento, é obtido exclusivamente via modelagem em elementos finitos com o 

GEOMEC91, o qual é associado aos modelos analíticos citados. 

A aplicação da confiabilidade pelo método CV-CF será definida uma função 

performance 𝑍4 = 𝑔4(𝑥) baseada em um deslocamento radial máximo do revestimento, 𝑢máx 

(resistência do sistema), e um deslocamento radial 𝑢eq (solicitação do sistema) (BJURELAND, 

2017): 

 

𝑍4 = 𝑔4(𝑥) = 𝑢máx − 𝑢eq (5.51) 

 

Os valores de 𝑢máx e 𝑢eq, dados em mm, são calculados conforme visto nos itens 4.1.2, 4.1.3 e 

4.1.4. Isolando a convergência do revestimento na Eq. (4.24), as seguintes relações, em termos 

de deslocamentos radiais, são obtidas: 

 

𝑢máx

𝑅i
=
𝑃máx

𝐾c
+
𝑢0
𝑅i

 (5.52) 
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𝑢eq

𝑅i
=
𝑃eq

𝐾c
+
𝑢0
𝑅i

 (5.53) 

 

As Equações (5.52) e (5.53) podem ser reescritas em função de 𝑃máx e 𝑃eq. Os valores 

de 𝑃máx e 𝐾c são determinados pelas Eqs. (4.25) ou (4.26). Para túneis sem tirantes, o valor de 

𝑃eq, considerando a modelagem analítica baseada no critério de Mohr-Coulomb, é calculado de 

acordo com a intersecção das curvas CV e CF.  

Para túneis reforçados com tirantes, serão definidas as funções performance para a 

análise de confiabilidade do deslocamento radial de acordo com os métodos de análise 

estrutural para túneis descritos na metodologia do trabalho: modelo analítico em elasticidade e 

plasticidade pelo critério de Tresca e modelo numérico baseado no Método de Homogeneização 

utilizando o GEOMEC91.  

No caso da modelagem analítica para túneis com tirantes, a função performance adotada 

é semelhante aquelas utilizadas para o estudo da zona plástica da escavação:  

 

𝑍5 = 𝑔5(𝑥) = 𝐿5 − 𝑢i               com i = r, z  (5.54) 

 

Sendo 𝐿5 o valor admissível ou a resistência ao deslocamento radial, adotado como o 

deslocamento radial máximo do maciço escavado sem tirantes e sem revestimento. O valor de 

solicitação 𝑢i é dado pelo deslocamento radial da escavação considerando o critério de 

plasticidade de Tresca, podendo ser máximo quando a taxa de desconfinamento 𝜆 = 1 (𝑢i =

𝑢∞ para o caso sem tirantes e 𝑢i = 𝑢∞
(2)

 para o caso com tirantes), ou um valor específico 

quando é considerado o revestimento e tirantes (𝜆 ≠ 0 e 𝑢i = 𝑢eq
(2)

). 

Para a modelagem numérica de túneis com tirantes através do GEOMEC91, a Eq. (5.54) 

será utilizada novamente para ambas situações envolvendo tirantes radiais e frontais. O valor 

de 𝐿5 será definido pelo deslocamento máximo na zona radial (dado por 𝑢∞) e frontal (dado 

por 𝑢z) da escavação sem tirantes e revestimento. A solicitação 𝑢i na zona radial mantém as 

mesmas definições descritas, porém o maciço escavado apresentará um critério de plasticidade 

de Drucker-Prager. Para a zona frontal as seguintes definições são adotadas: 𝑢i = 𝑢z para a 

condição de maciço sem tirantes frontais e 𝑢i = 𝑢z
(2)

 quando os tirantes frontais são aplicados; 

𝑢i = 𝑢z,eq para a condição sem tirantes e com revestimento no túnel e  𝑢i = 𝑢z,eq
(2)

 quando os 

tirantes frontais e o revestimento são aplicados. 
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5.6.3 Parâmetros estatísticos e determinísticos para um túnel sem tirantes 

Para a análise da confiabilidade em túneis sem reforço por tirantes foram selecionados 

dados geotécnicos de um túnel profundo, denominado “Túnel A”, onde estes foram ajustados 

como variáveis estatísticas com distribuição de probabilidade normal. A Tabela 5.2 mostra os 

dados geotécnicos do Túnel A. O túnel apresenta como parâmetros fixos o raio 𝑅i = 5,0 m e a 

profundidade 𝐻 = 150,0 m. Considerando a elasto-plasticidade, o maciço é analisado por meio 

do critério de Mohr-Coulomb com uma regra de fluxo não associada, onde o ângulo de 

dilatância e o coeficiente de Poisson são parâmetros fixos dados por 𝜓 = 10º e 𝜈m = 0,20.   

O coeficiente de variação 𝛿v mede o grau de dispersão das variáveis adotadas, 

formulado conforme segue (ANG; TANG, 2007): 

 

𝛿v =
𝜎

𝜇
             (5.55) 

 

Tabela 5.2: Parâmetros estatísticos geotécnicos do túnel A. 

Parâmetro Média (𝝁)  Desvio padrão (𝝈) Coef. de variação (𝜹) 

Ângulo de atrito (𝜑)  15,0° 1,5° 0,10 

Coesão (c) 1,5 MPa 0,225 MPa 0,15 

Módulo de Young (𝐸m) 500 MPa 50 MPa 0,10 

Pressão in-situ (𝑃∞)  4,0 MPa 0,40 MPa 0,10 

Fonte: elaborado pelo autor.  

 

Todos os parâmetros da Tabela 5.2 foram adotados, inicialmente, como estatisticamente 

independentes. De acordo com Li e Low (2010), quando o coeficiente 𝛿v de uma variável 

aleatória é maior ou igual a 0,25, os parâmetros adotados podem assumir valores negativos 

durante as análises pelos métodos FORM e Monte Carlo. Isto ocorre devido a função de 

distribuição normal permitir que as variáveis aleatórias assumam valores negativos. Logo para 

os casos de 𝛿 > 0,25 será necessário impor uma restrição nos modelos de confiabilidade para 

que os parâmetros não assumam valores negativos. 

Os parâmetros do revestimento em concreto projetado do túnel A foram selecionados 

do estudo de Bjureland et al. (2019) e dados no regime elástico. O concreto projetado de boa 

qualidade é produzido e aplicado conforme normas e seguindo rigorosos controles de qualidade, 

o que evita a variabilidade elevada dos seus parâmetros, permitindo que estes sejam fixos. Serão 

adotadas duas situações distintas de instalação do revestimento: distância 𝑑0 = 0 e passo 𝑝 =
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(1 3⁄ )𝑅i; distância 𝑑0 = (2 3⁄ )𝑅i e passo 𝑝 = (1 3⁄ )𝑅i. Cada distância 𝑑0 adotada apresenta 

parâmetros fixos diferentes, conforme descrevem as Tabs. 5.3 e 5.4. 

 

Tabela 5.3: Parâmetros determinísticos do revestimento em concreto projetado para a 

distância de instalação 𝑑0 = 0. 

Módulo de Young (𝐸c) 30.000 MPa 

Tensão admissível (𝜎c)  60 MPa 

Espessura 𝑡c 15 cm; 25 cm 

Coeficiente de Poisson 𝜈c 0,25 

Fonte: BJURELAND et al. (2019). 

 

Tabela 5.4: Parâmetros determinísticos do revestimento em concreto projetado para distância 

de instalação 𝑑0 = (2 3⁄ )𝑅i. 

Módulo de Young (𝐸c)  16.000 MPa 

Tensão admissível (𝜎c)  30 MPa 

Espessura (𝑡c) 15 cm; 25 cm 

Coeficiente de Poisson (𝜈c) 0,25 

Fonte: BJURELAND et al. (2019). 

 

5.6.4 Parâmetros estatísticos e determinísticos para túneis reforçados com tirantes 

Para análise da confiabilidade em túneis reforçados com tirantes, foram adotados 

parâmetros estatísticos para o maciço referentes a dois túneis profundos distintos, denominados 

como “Túnel B” e “Túnel C”. O primeiro túnel será aplicado na análise de confiabilidade 

envolvendo os modelos analíticos descritos nos itens 4.2.5.1 e 4.2.5.2, enquanto o segundo será 

aplicado na análise de confiabilidade através do GEOMEC91 aliado ao MSR.  

Os parâmetros referentes ao reforço por tirantes de cada túnel são determinísticos, 

devido a tratar-se de materiais com propriedades e características bem definidas, além de pouca 

variabilidade em seus processos de fabricação. No Túnel B será adotado apenas o uso de tirantes 

radiais em aço, enquanto no Túnel C serão aplicados tirantes radiais em aço e tirantes frontais 

em material polimérico reforçado com fibra de vidro, além do revestimento em concreto 

projetado. 

A Tabela 5.5 apresenta os dados estatísticos referentes ao maciço do Túnel B, o qual 

apresenta comportamento elastoplástico representado pelo critério de Tresca. Os dados foram 

obtidos do trabalho de Greuell (1993), sendo adotada a distribuição normal para os mesmos. O   
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raio do túnel e o coeficiente de Poisson do maciço são fixos e apresentam os seguintes valores: 

𝑅i = 3,0 m e 𝜈m = 0,50 (hipótese de incompressibilidade do maciço).  

 

Tabela 5.5: Parâmetros estatísticos geotécnicos em elastoplasticidade do Túnel B. 

Parâmetro Média (𝝁)  Desvio padrão (𝝈) Coeficiente de variação (𝜹) 

Módulo de Young (𝐸m) 100 MPa 10 MPa 0,10 

Pressão in-situ (𝑃∞) 1,2 MPa 0,12 MPa 0,10 

Coesão (c) 0,4 MPa 0,08 MPa 0,20 

Fonte: GREUELL (1993). 

 

A Tabela 5.6 descreve as propriedades fixas dos tirantes radiais em aço para o Túnel B, 

também obtidos do estudo de Greuell (1993). O comprimento dos tirantes é adotado como 

infinito, conforme exige as restrições do modelo analítico de Tresca para túneis com tirantes 

radiais. Os seguintes parâmetros dos tirantes podem ser modificados futuramente, conforme a 

necessidade e exigência para obtenção de bons níveis de confiabilidade para o túnel: densidade 

𝛿r, diâmetro 𝐷 e a taxa de desconfinamento na instalação dos tirantes, dada por 𝜆d. 

 

Tabela 5.6: Parâmetros determinísticos para os tirantes radiais do Túnel B. 

Módulo de Young (𝐸r) 200 GPa 

Densidade (𝛿r) 1,0 t./m² 

Tensão admissível (𝜎0) 650 MPa 

Diâmetro (𝐷) 20 mm 

Taxa de desconfinamento (𝜆d)  0,7 

Fonte: GREUELL (1993). 

 

O Túnel C trata-se de uma galeria experimental de raio 𝑅i = 3,0 m, escavada a uma 

profundidade de 200 m na cidade de Mol (Bélgica) (BERNAUD; DE BUHAN; MAGHOUS, 

1995b). O maciço apresenta aspecto e característica rochosa, composto por argila mole, com 

uma pressão in-situ inicial fixada em 𝑃∞ = 4,0 MPa e coeficiente de Poisson 𝜈m = 0,45. A 

Tab. 5.7 apresenta os parâmetros estatísticos do maciço da galeria de Mol, onde foi adotado o 

critério de plasticidade de Drucker-Prager para as análises e a distribuição normal para os 

parâmetros. 
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Tabela 5.7: Parâmetros estatísticos geotécnicos em elastoplasticidade do Túnel C. 

Parâmetro Média (𝝁)  Desvio padrão (𝝈) Coeficiente de variação (𝜹) 

Módulo de Young (𝐸m) 500 MPa 50 MPa 0,10 

Ângulo de atrito (𝜑) 4º 0,04º 0,10 

Coesão (c) 1,2 MPa 0,24 MPa 0,20 

Fonte: adaptado de BERNAUD, DE BUHAN e MAGHOUS (1995b). 

 

A Tabela 5.8 descreve as propriedades fixas dos tirantes radiais em aço para o Túnel C. 

A Tab. 5.9 descreve as propriedades fixas dos tirantes frontais em fibra de vidro, enquanto a 

Tab. 5.10 descreve os parâmetros fixos para o revestimento em concreto projetado considerado 

como elástico em todas as simulações. 

 

Tabela 5.8: Parâmetros determinísticos para os tirantes radiais do Túnel C. 

Módulo de Young (𝐸r) 200 GPa 

Densidade (𝛿r) 0,5 t./m²; 2,0 t./m² 

Tensão admissível (𝜎0) 650 MPa 

Diâmetro (𝐷) 20 mm 

Fator de redução da flambagem (𝜏)  0 

Comprimento (𝑙r) 𝑙r > 2𝑅i 

Distância de instalação 𝑑0r = 0; p = (1/3)𝑅i 

Fonte: adaptado de BERNAUD, DE BUHAN e MAGHOUS (1995b). 

 

Tabela 5.9: Parâmetros determinísticos para os tirantes frontais do Túnel C. 

Módulo de Young (𝐸f) 20 GPa 

Densidade (𝛿f) 0,5 t./m²; 2,0 t./m² 

Tensão admissível (𝜎lim) 300 MPa 

Diâmetro interno (𝐷i) 10 mm 

Diâmetro externo (𝐷e) 40 mm 

Fator de redução da flambagem (𝜏)  0 

Comprimento (𝑙f) 𝑙f > 𝑅i 

Fonte: adaptado de BERNAUD, DE BUHAN e MAGHOUS (1995b). 
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Tabela 5.10: Parâmetros fixos para o revestimento em concreto projetado do Túnel C. 

Módulo de Young (𝐸c) 300 MPa 

Coeficiente de Rigidez (𝐾c) 36 MPa 

Espessura (𝑡c) 10 cm 

Coeficiente de Poisson (𝜈c) 0,30 

Distância de instalação 𝑑0c = 0; p = (1/3)𝑅i 

Fonte: adaptado de BERNAUD, DE BUHAN e MAGHOUS (1995b). 

 

Conforme o estudo de Bernaud, De Buhan e Maghous (1995b) a influência do 

comprimento dos tirantes radiais e frontais nas convergências radiais e axiais não é mais 

significativa para comprimentos 𝑙r > 2𝑅i e 𝑙f > 𝑅i, sendo estes parâmetros adotados para a 

análise de confiabilidade do Túnel C. 

De forma análoga ao Túnel B, as densidades 𝛿r e 𝛿f dos tirantes do Túnel C serão 

alternados, conforme a necessidade e exigência para obtenção de bons níveis de confiabilidade 

para o túnel. Para o caso do concreto projetado, é considerada fixa a espessura 𝑡c = 10 cm 

padrão das simulações com o GEOMEC91. 

 

5.7 DEFINIÇÃO DAS FUNÇÕES DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA ATRAVÉS DO 

PLANEJAMENTO CENTRAL COMPOSITE DESIGN (CCD) 

 

A Metodologia da Superfície de Resposta (MSR) associada ao Planejamento CCD, 

detalhada no item 5.5, será utilizada para definir as funções analíticas equivalentes para 

obtenção dos resultados de confiabilidade definidos por métodos não analíticos. 

 

5.7.1 Modelagem numérica do Túnel A através do GEOMEC91 associado ao MSR 

Para a análise de confiabilidade envolvendo o deslocamento radial do Túnel A com a 

função 𝑍4, é necessário determinar a resistência 𝑢máx e a solicitação 𝑢eq da escavação, além do 

deslocamento 𝑢0 de instalação do revestimento. As funções de superfície de resposta calculam 

os valores de �̂�0 e �̂�eq equivalentes aos valores de 𝑢0 e 𝑢eq obtidos nas simulações via 

GEOMEC91.  

A Tabela 5.2 descreve os quatro parâmetros estatísticos para o maciço do Túnel A, os 

quais definem a seguinte amostragem total, dada pela Eq. (5.45), para os planejamentos CCD 

com a adoção de seis pontos centrais na análise: 
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𝑛t = 16 + 8 + 6 = 30, com {
𝑛f = 2𝑘 = 24 = 16
𝑛a = 2𝑘 = 2 × 4 = 8

𝑛c = 6
 (5.56) 

 

A Equação 5.56 indica a necessidade de 30 simulações via GEOMEC91 para a obtenção das 

funções aproximadoras necessárias para as análises de confiabilidade, ou seja, as funções que 

calculam �̂�0 e �̂�eq de forma aproximada a modelagem computacional.  

Os dados fixos do revestimento, descritos nas Tabelas 5.4 e 5.5, também são 

incorporados nas funções aproximadoras como constantes: duas espessuras de revestimento 

distintas, além das duas distâncias de instalação do revestimento. Logo, serão necessários 

quatro planejamentos CCD, com 30 simulações cada. Conforme visto no item 5.5, o software 

Design Expert será utilizado para gerar as 30 combinações de amostras com as variáveis do 

maciço descritas na Tab. 5.2. A rotina Python descrita no item 5.5.2 irá realizar as simulações 

no GEOMEC91 com as combinações geradas e os parâmetros fixos previamente definidos do 

maciço e do revestimento. A Tabela 5.11 mostra os limites mínimos e máximos para cada 

parâmetro informados ao software, adotados como sendo 10% dos valores médios de cada 

parâmetro. Os valores codificados, aplicados aos limites adotados para aplicação do 

planejamento, são: 𝜉ik = ±√𝑘 = ±√4 = ±2 para os pontos axiais e 𝜉ik = ±1 para os pontos 

fatoriais.  Os pontos centrais são adotados como os valores médios das variáveis estatísticas, 

onde, de acordo com a Eq. (5.46), são definidos os limites fatoriais para cada parâmetro. 

 

Tabela 5.11: Limites de variação para os parâmetros aleatórios do Túnel A, definidos no 

software Design Expert. 

VARIÁVEIS 
PONTOS AXIAIS 

PONTOS 

FATORIAIS 

PARÂM. 

ESTATÍSTICOS 

𝐦𝐢𝐧(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐚𝐱(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐢𝐧(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐚𝐱(𝒙𝐢𝐤) 𝝁 𝝈 

𝒙𝐢𝟏 = 𝝋 (𝐫𝐚𝐝) 0,2094 0,3142 0,2356 0,2880 0,2618 0,0238 

𝒙𝐢𝟐 = 𝒄 (𝐌𝐏𝐚) 1,20 1,80 1,35 1,65 1,50 0,1365 

𝒙𝐢𝟑 = 𝑬𝐦 (𝐌𝐏𝐚) 400,0 600,0 450,0 550,0 500,0 45,49 

𝒙𝐢𝟒 = 𝑷∞ (𝐌𝐏𝐚) 3,20 4,80 3,60 4,40 4,00 0,3639 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Todos os planejamentos utilizam os mesmos limites apresentados na Tabela 5.11, onde 

a partir destes são geradas aleatoriamente as 30 combinações de variáveis possíveis a serem 
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simuladas no GEOMEC91 com o auxílio da rotina Python de processamento, mudando apenas 

os dados fixos do revestimento para cada planejamento. A Tabela 5.12 descreve os 

planejamentos CCD de acordo com as características estruturais adotadas para o revestimento. 

 

Tabela 5.12: Planejamentos CCD para análise de confiabilidade do Túnel A via MSR e 

GEOMEC91. 

PLANEJAMENTO CARACTERÍSTICAS ESTRUTURAIS 

CCD1  𝑡c = 15 cm; 𝑑0 = 0; 𝐸c = 30.000 MPa; 𝜎c = 60 MPa 

CCD2 𝑡c = 15 cm; 𝑑0 = (2 3⁄ )𝑅i; 𝐸c = 16.000 MPa; 𝜎c = 30 MPa 

CCD3 𝑡c = 25 cm; 𝑑0 = 0; 𝐸c = 30.000 MPa; 𝜎c = 60 MPa 

CCD4 𝑡c = 25 cm; 𝑑0 = (2 3⁄ )𝑅i; 𝐸c = 16.000 MPa; 𝜎c = 30 MPa 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

O Apêndice A apresenta as verificações para todas as combinações amostrais realizadas 

e as funções de superfície de resposta obtidas. O apêndice também apresenta os resultados 

obtidos pelo GEOMEC91 e pelas funções aproximadoras definidas pelos quatro planejamentos, 

o que permite verificar a qualidade das funções de superfície de resposta em obter resultados 

próximos aos obtidos na modelagem computacional. 

 

5.7.2 Modelagem analítica do Túnel B através de um processo iterativo associado ao MSR  

O processo iterativo de obtenção da zona plástica máxima 𝑅p
(2) 𝑅i⁄ , descrito no item 

4.2.5.2, associado ao Método de Monte Carlo, mostrou-se extremamente lento e inviável na 

geração dos resultados iniciais de confiabilidade para o Túnel B reforçado por tirantes, 

principalmente para níveis de confiabilidade altos. A associação do processo iterativo com o 

método FORM sequer foi possível, devido a falta de compatibilidade entre as derivações 

exigidas pelo método e a grande quantidade de repetições necessárias para definir o valor de 

𝑅p
(2)

. Sendo assim, o MSR e o planejamento CCD serão aplicados de forma a definir uma 

superfície de resposta, baseada no processo iterativo para obtenção do raio plástico 𝑅p
(2)

, 

compatível com os métodos de confiabilidade utilizados.  

O valor do deslocamento radial máximo 𝑢∞
(2)

 também será definido por funções de 

superfície de resposta, pois os equacionamentos do mesmo apresentam funções complexas e de 
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difícil derivação pelo método FORM. Além disso, o valor de 𝑢∞
(2)

  depende diretamente de 𝑅p
(2)

 

e, consequentemente, do processo iterativo de obtenção da zona plástica. 

O Túnel B apresenta três parâmetros estatísticos do maciço, conforme define a Tab. 5.5, 

além dos parâmetros fixos do próprio maciço e do reforço por tirantes, dados na Tab. 5.6.  Logo, 

conforme as  Eqs. (5.45) e (5.57), será necessária uma amostragem total de 20 simulações para 

cada planejamento CCD, as quais serão aplicadas ao processo iterativo de obtenção da zona 

plástica para a definição das funções aproximadoras.  

 

𝑛t = 8 + 6 + 6 = 20, com {
𝑛f = 2

𝑘 = 23 = 8
𝑛a = 2𝑘 = 2 × 3 = 6

𝑛c = 6
 (5.57) 

 

A Tabela 5.13 mostra os limites mínimos e máximos, para cada parâmetro, informados 

ao software Design Expert para obtenção das funções de superfície de resposta, adotados como 

sendo 20% dos valores médios de cada parâmetro. Os valores codificados, aplicados aos limites 

adotados para aplicação do planejamento, são: 𝜉ik = ±√𝑘 = ±√3 para os pontos axiais e 𝜉ik =

±1 para os pontos fatoriais.  Os pontos centrais são adotados como os valores médios das 

variáveis estatísticas. 

 

Tabela 5.13: Limites de variação para os parâmetros aleatórios do Túnel B, definidos no 

software Design Expert. 

VARIÁVEIS 
PONTOS AXIAIS 

PONTOS 

FATORIAIS 

PARÂM. 

ESTATÍSTICOS 

𝐦𝐢𝐧(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐚𝐱(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐢𝐧(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐚𝐱(𝒙𝐢𝐤) 𝝁 𝝈 

𝒙𝐢𝟏 = 𝒄 (𝐌𝐏𝐚) 0,2655 0,5345 0,32 0,48 0,4 0,0678 

𝒙𝐢𝟐 = 𝑬𝐦 (𝐌𝐏𝐚) 66,36 133,64 80,0 120,0 100,0 16,96 

𝒙𝐢𝟑 = 𝑷∞ (𝐌𝐏𝐚) 0,7694 1,60 0,96 1,44 1,20 0,2035 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Após a realização das 20 combinações necessárias, utilizando a rotina Python descrita 

no item 5.5.2 associada ao processo iterativo de obtenção de 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

, o software Design 

Expert define as funções aproximadoras �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 para cada planejamento adotado. Ao todo 

serão considerados cinco planejamentos CCD para a análise de confiabilidade do Túnel B, 

diferenciados conforme mostra a Tab. 5.14. 



154 
 

Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

Tabela 5.14: Planejamentos CCD para análise de confiabilidade do Túnel B através do MSR 

associado ao processo iterativo de cálculo de 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

. 

PLANEJAMENTO CARACTERÍSTICAS ESTRUTURAIS 

CCD5  Túnel reforçado sem revestimento (𝑃i = 0, 𝜆r = 1,0) 

CCD6 Túnel reforçado com revestimento (𝑃i = 0,07 MPa, 𝜆r = 0,8) 

CCD7 Túnel reforçado com revestimento (𝛿r = 2,0 t./m²) 

CCD8 Túnel reforçado com revestimento (𝐷 = 30 mm) 

CCD9 Túnel reforçado com revestimento (𝜆d = 0,5) 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

De acordo com a Tabela 5.14, os planejamentos adotados se diferenciam pela mudança 

nas condições de revestimento do túnel (planejamentos CCD5 e CCD6) e nos parâmetros dos 

tirantes. Os planejamentos CCD7 e CCD8 são análogos ao planejamento CCD6, onde, 

respectivamente, são modificados a densidade de tirantes 𝛿r e o diâmetro dos tirantes 𝐷 que 

foram definidos previamente na Tab. 5.6. O planejamento CCD9 é idêntico ao planejamento 

CCD8, com exceção da taxa de desconfinamento na instalação do reforço, reduzida de 𝜆d =

0,7 para 𝜆d = 0,5. 

As funções de superfície de resposta �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 serão definidas como as solicitações 

das funções de estado limite 𝑍3 e 𝑍5 para análise de confiabilidade do Túnel B, onde as 

resistências destas funções são facilmente calculadas com parâmetros fixos do maciço escavado 

sem tirantes e sem revestimento. 

O Apêndice B apresenta as verificações para todas as combinações amostrais realizadas 

e as funções de superfície de resposta obtidas. O apêndice também apresenta os resultados 

obtidos pelo processo iterativo de cálculo e pelas funções aproximadoras definidas pelos cinco 

planejamentos, o que permite verificar a qualidade das funções de �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 em obter 

resultados próximos aos obtidos com o processo iterativo de cálculo. 

 

5.7.3 Modelagem numérica do Túnel C através do GEOMEC91 associado ao MSR 

De forma similar a modelagem do Túnel A (item 5.7.1), será realizada a análise de 

confiabilidade envolvendo o deslocamentos radiais e frontais do Túnel C com a função 

performance 𝑍5, onde será necessário determinar as solicitações �̂�i equivalentes aos valores de 
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deslocamentos 𝑢i calculados pelo GEOMEC91. A Tabela 5.15 apresenta as características dos 

deslocamentos assumidos pela solicitação �̂�i. 

 

Tabela 5.15: Tipos de solicitações utilizadas nas análises de confiabilidade do Túnel C. 

SOLICITAÇÃO CARACTERIZAÇÃO DO DESLOCAMENTO MÁXIMO 

�̂�i = �̂�∞ Zona radial sem reforço e revestimento. 

�̂�i = �̂�𝐳 Zona frontal sem reforço e revestimento. 

�̂�i = �̂�∞
(𝟐)

 Zona radial com reforço e sem revestimento. 

�̂�i = �̂�𝐳
(𝟐)

 Zona frontal com reforço e sem revestimento. 

�̂�i = �̂�𝐞𝐪 Zona radial sem reforço e com revestimento. 

�̂�i = �̂�𝐞𝐪
(𝟐)

 Zona radial com reforço e com revestimento. 

�̂�i = �̂�𝐳,𝐞𝐪 Zona frontal sem reforço e com revestimento. 

�̂�i = �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

 Zona frontal com reforço e com revestimento. 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Cada solicitação da Tabela 5.15 será definida por uma função de superfície de resposta 

através dos planejamentos CCD. Os parâmetros fixos (tirantes radiais, frontais e revestimento), 

definidos nas Tabelas 5.8, 5.9 e 5.10, serão mantidos iguais em todos os planejamentos, com 

exceção das densidades de tirantes 𝛿r e 𝛿f que variam para cada planejamento. A Tabela 5.16 

apresenta os planejamentos CCD necessários para a análise de confiabilidade do Túnel C. 

 

Tabela 5.16: Planejamentos CCD para análise de confiabilidade do Túnel C via MSR e 

GEOMEC91. 

PLANEJAMENTO DENSIDADE ZR DENSIDADE ZF SOLICITAÇÕES 

CCD10 (sem reforço) 𝛿r = 0 𝛿f = 0 �̂�∞; �̂�z; �̂�eq; �̂�z,eq  

CCD11 𝛿r = 0,5 t./m² 𝛿f = 0,5 t./m² 

�̂�∞
(2)

; �̂�z
(2)

; �̂�eq
(2)

; �̂�z,eq
(2)

 
CCD12 𝛿r = 0,5 t./m² 𝛿f = 2,0 t./m² 

CCD13 𝛿r = 2,0 t./m² 𝛿f = 0,5 t./m² 

CCD14 𝛿r = 2,0 t./m² 𝛿f = 2,0 t./m² 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

O Túnel C apresenta três parâmetros estatísticos do maciço, conforme define a Tab. 5.7, 

onde, de acordo com as Eqs. (5.45) e (5.58), será necessária uma amostragem total de 20 

simulações no GEOMEC91 para cada planejamento CCD adotado.  
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𝑛t = 8 + 6 + 6 = 20, com {
𝑛f = 2

𝑘 = 23 = 8
𝑛a = 2𝑘 = 2 × 3 = 6

𝑛c = 6
 (5.58) 

  

A Tabela 5.17 mostra os limites mínimos e máximos para cada parâmetro, que são 

informados ao software Design Expert para obtenção das funções de superfície de resposta, 

adotados como sendo 20% dos valores médios de cada parâmetro. Os valores codificados, 

aplicados aos limites adotados para aplicação do planejamento, são: 𝜉ik = ±√𝑘 = ±√3 para os 

pontos axiais e 𝜉ik = ±1 para os pontos fatoriais.  Os pontos centrais são adotados como os 

valores médios das variáveis estatísticas. 

 

Tabela 5.17: Limites de variação para os parâmetros aleatórios do Túnel C definidos no 

software Design Expert. 

VARIÁVEIS 
PONTOS AXIAIS 

PONTOS 

FATORIAIS 

PARÂM. 

ESTATÍSTICOS 

𝐦𝐢𝐧(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐚𝐱(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐢𝐧(𝒙𝐢𝐤) 𝐦𝐚𝐱(𝒙𝐢𝐤) 𝝁 𝝈 

𝒙𝐢𝟏 = 𝝋 (𝐫𝐚𝐝) 0,0463 0,0933 0,06 0,08 0,0698 0,0118 

𝒙𝐢𝟐 = 𝒄 (𝐌𝐏𝐚) 0,7964 1,60 0,96 1,44 1,20 0,2035 

𝒙𝐢𝟑 = 𝑬𝐦 (𝐌𝐏𝐚) 331,82 668,18 400,0 600,0 500,0 84,78 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Todos os planejamentos utilizam os mesmos limites apresentados na Tab. 5.17, onde a 

partir destes são geradas aleatoriamente as 20 combinações de variáveis a serem simuladas no 

GEOMEC91, mudando apenas os dados fixos do reforço por tirantes e revestimento em cada 

planejamento.  

O Apêndice C apresenta as verificações para todas as combinações amostrais realizadas 

e as funções de superfície de resposta obtidas. O apêndice também apresenta os resultados 

obtidos pelo GEOMEC91 e pelas funções aproximadoras, o que permite verificar a qualidade 

das funções de �̂�i em obter resultados próximos aos obtidos com o processo iterativo de cálculo. 
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6 ANÁLISE DE CONFIABILIDADE APLICADA A TÚNEIS SEM REFORÇO DO 

MACIÇO ESCAVADO 

 

Neste capítulo será desenvolvida uma análise de confiabilidade para túneis sem a 

presença de tirantes no maciço escavado, considerando os dados do Túnel A descrito no item 

5.6.3. O conjunto desta análise foi objeto de estudo publicado (SILVA; REAL E MAGHOUS, 

2022). 

A primeira análise de confiabilidade é realizada para a função performance da Eq. 

(5.48), que avalia a desagregação do maciço através da zona plástica ao redor da escavação. A 

segunda análise implementa a função performance da Eq. (5.51), que considera o deslocamento 

radial do túnel e do revestimento em concreto projetado, analisados via modelagem numérica 

com o GEOMEC91.  

 

6.1 ANÁLISE DA ZONA PLÁSTICA AO REDOR DA ESCAVAÇÃO 

Inicialmente, os algoritmos FORM e Monte Carlo programados no Python serão 

verificados por meio de resultados obtidos no estudo de Li e Low (2010), para a análise de 

confiabilidade da zona plástica através da função performance 𝑍1 (Eq. (5.48)). Neste estudo, a 

pressão de revestimento 𝑃i é prescrita.  

 

6.1.1 Verificação dos algoritmos implementados 

No estudo de Li e Low (2010) foram apresentados resultados para o índice de 

confiabilidade 𝛽 e a probabilidade de falha 𝑝f com os dados estatísticos da Tab. 6.1, utilizando 

um algoritmo FORM desenvolvido na linguagem VBA nativa do MS Excel e simulações de 

Monte Carlo desenvolvidas no software RISK. O estudo considera um coeficiente de correlação 

entre 𝜑 e c de 𝜌c,𝜑 = −0,5, enquanto a pressão in-situ é fixada em 𝑃∞ = 2,5 MPa. Os 

parâmetros estatísticos apresentam distribuição normal de probabilidade e o valor da resistência 

na Eq. (5.48) é adotado como 𝐿1 = 3,0. Foi considerado o critério de Mohr-Coulomb em regime 

elastoplástico perfeito (𝜓 = 0 e 𝜈 = 0,25). 
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Tabela 6.1: Parâmetros geotécnicos adotados para o túnel do estudo de Li e Low (2010). 

Parâmetro Média (𝝁)  Desvio padrão (𝝈) Coeficiente de variação (𝜹) 

Ângulo de atrito (𝜑)  22,85° 1,31° 0,05733 

Coesão (c) 0,23 MPa 0,068 MPa 0,29565 

Fonte: HOEK (1997).  

 

Os resultados das Tabelas 6.2 e 6.3 mostram uma diferença mínima entre os resultados 

de 𝛽 e 𝑝f da zona plástica pelo método FORM, obtidos com o algoritmo em Python e os 

resultados de Li & Low (2010), independente da pressão de revestimento 𝑃i adotada. Os valores 

de 𝑝f obtidos com 10.000 simulações de Monte Carlo no Python também apresentam uma 

diferença mínima, se comparados aos resultados de Li & Low (2010). Logo, os algoritmos 

implementados são verificados e apresentam exatidão na análise de confiabilidade da zona 

plástica da escavação.  

 

Tabela 6.2: Verificação dos algoritmos de confiabilidade para a zona plástica de um túnel sem 

revestimento, considerando o método FORM. 

Pressão 𝑷𝐢 (MPa) 

Resultados deste trabalho 

(FORM iHRLF / PYTHON) 
Resultados de Li e Low (2010) 

(FORM VBA / MS EXCEL) 

𝛽 𝑝f (%) 𝛽 𝑝f (%) 

0,0 0,697 24,30 0,690 24,41 

0,3 3,223 0,06 3,220 0,06 

Fonte: LI e LOW (2010); elaborada pelo autor. 

 

Tabela 6.3: Verificação dos algoritmos de confiabilidade para a zona plástica de um túnel sem 

revestimento, considerando o método de Monte Carlo por amostragem direta. 

Pressão 𝑷𝐢 (MPa) 

Resultados deste trabalho 

(10.000 simulações / PYTHON) 

Resultados de Li e Low (2010) 

(10.000 SIMULAÇÕES / RISK) 

𝑝f (%) 𝑝f (%) 

0,0 24,45  24,57  

0,3 0,06  0,07  

Fonte: LI e LOW (2010); elaborado pelo autor. 

 

6.1.2 Análise de confiabilidade para a zona plástica do Túnel A 

Aplicando a hipótese de túnel não revestido (𝑃i = 0,0) e os valores médios dos 

parâmetros da Tab. 5.2 na Eq. (4.6), obtem-se um valor médio para a zona plástica da escavação 

referente ao Túnel A, 𝜇𝑅p 𝑅i⁄ = 1,41. Para fins de análise envolvendo confiabilidade, os 
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engenheiros costumam adotar valores majorados em relação a solicitação média para a 

resistência da função performance. Logo, será adotado um valor admissível 𝐿1 = 2,0 para a Eq. 

(5.48), majorado em relação a 𝜇𝑅p 𝑅i⁄  calculada. 

A Tabela 6.4 apresenta os resultados de 𝑝f e 𝛽 para a função performance 𝑍1 do Túnel 

A, obtidos a partir do Método de Monte Carlo por amostragem direta e por importância 

adaptativa. O valor obtido para 𝑝f, após cada ciclo de simulações, é verificado através do 

coeficiente de variação 𝛿𝑝f, dado pelas Eqs. (5.35) e (5.43). O total de ciclos x simulações 

necessárias e os resultados finais de 𝑝f e 𝛽 são obtidos somente após um ciclo atingir um valor 

de 𝛿𝑝f ≤ 0,05, o que confere um grau de precisão aceitável para os resultados finais. 

 

Tabela 6.4: Resultados de confiabilidade para 𝑍1 através do Método de Monte Carlo. 

𝑷𝐢 (MPa) 
Amostragem direta Amostragem por importância 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

0,0 4 x 10.000 0,902 2,365 4 x 10.000 0,901 2,365 

0,1 4 x 10.000 0,544 2,546 4 x 10.000 0,546 2,545 

0,2 10 x 10.000 0,308 2,739 4 x 10.000 0,307 2,740 

0,3 32 x 10.000 0,175 2,919 4 x 10.000 0,172 2,926 

0,4 63 x 10.000 0,093 3,112 6 x 10.000 0,091 3,118 

0,5 86 x 10.000 0,048 3,303 9 x 10.000 0,047 3,305 

1,0 1.879 x 30.000 1,35E-03 4,197 55 x 10.000 1,31E-03 4,203 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Os resultados da Tabela 6.4 mostram a eficiência da técnica de amostragem por 

importância conforme o incremento da pressão 𝑃i referente ao revestimento, o que torna a sua 

aplicação extremamente eficiente em relação a amostragem direta. Para o túnel sem 

revestimento (𝑃i = 0,0) foram necessárias 40.000 simulações para obter os resultados de 𝑝f e 

𝛽 com precisão 𝛿𝑝f ≤ 0,05 pela amostragem direta e por importância.  

Para o caso do revestimento exercendo uma pressão 𝑃i no maciço em desconfinamento, 

a redução no tempo e número de simulações pela amostragem por importância apresenta um 

aumento gradual a partir de 𝑃i = 0,2 MPa, o que segue ocorrendo com o aumento de 𝑃i até 

0,5 MPa. Para 𝑃i = 1,0 MPa a amostragem direta processou 56.370.000 simulações, em 

aproximadamente 1 h 30 min, para obter os resultados de 𝑝f e 𝛽 com precisão aceitável, 

enquanto a amostragem por importância necessitou de apenas 550.000 simulações, processadas 

em 13 s, para obter os mesmos resultados. A amostragem por importância será sempre utilizada 



160 
 

Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

quando a finalidade da análise for apenas obter os valores de 𝑝f e 𝛽, especialmente nos casos 

em que a demanda de simulações e tempo na amostragem direta forem altas.  

A Tabela 6.5 apresenta uma comparação entre os resultados obtidos com a amostragem 

por importância e com o método FORM iHLRF programado em Python. Os resultados de 𝑝f e 

𝛽 pelo método FORM apresentam excelente concordância com os resultados obtidos por Monte 

Carlo com amostragem por importância. 

 

Tabela 6.5: Resultados de confiabilidade para 𝑍1 através do Método de Monte Carlo 

(amostragem por importância) e método FORM iHLRF. 

𝑷𝐢 (MPa) 
Amostragem por importância FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Número iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

0,0 4 x 10.000 0,901 2,365 5 0,911 2,361 

0,1 4 x 10.000 0,546 2,545 5 0,537 2,551 

0,2 4 x 10.000 0,307 2,740 5 0,308 2,740 

0,3 4 x 10.000 0,172 2,926 5 0,171 2,928 

0,4 6 x 10.000 0,091 3,118 5 0,092 3,115 

0,5 9 x 10.000 0,047 3,305 5 0,048 3,302 

1,0 55 x 10.000 1,31E-03 4,203 6 1,22E-03 4,220 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Os resultados de confiabilidade acima mostram um aumento discreto do índice 𝛽 para 

a zona plástica com a instalação do revestimento no maciço escavado, porém o valor de 𝛽 

aumenta consideravelmente junto com o aumento de 𝑃i. O aumento da pressão 𝑃i do 

revestimento provoca uma redução em 𝑝f de 0,911% (𝑃i = 0,0, túnel sem revestimento) para 

0,048% (𝑃i = 0,5 MPa), o que representa um aumento de aproximadamente 40% no valor de 

𝛽. Logo, fica evidente a importância do revestimento em concreto projetado na contenção da 

zona plástica do maciço escavado.   

A Figura 6.1 ilustra os histogramas para as zonas plásticas 𝑅p 𝑅i⁄  considerando 𝑃i =

0,0, 𝑃i = 0,5 MPa e 𝑃i = 1,0 MPa. Os dados de 𝑅p 𝑅i⁄  foram obtidos por meio das simulações 

de Monte Carlo por amostragem direta programadas no Python e lançados no software Minitab 

para geração dos histogramas, ajustes de curvas de distribuição de probabilidade e análise da 

qualidade dos ajustes.  

Os histogramas da Figura 6.1 são perfeitamente ajustados com a distribuição de 

probabilidade Lognormal. A utilização da amostragem por importância para obtenção dos 

dados de 𝑅p 𝑅i⁄  para os histogramas não é recomendada, uma vez que os dados são distorcidos 
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devido à alteração da variância para reduzir o número de simulações do processo. Como a 

finalidade dos histogramas é de, apenas, promover o bom ajuste a uma curva analítica, a 

amostragem direta é suficiente para descrever as funções de densidade (FDP) com precisão. 

 

 
Figura 6.1: Curvas FDP de 𝑅p 𝑅i⁄  obtidas através do método de Monte Carlo por amostragem 

direta (Elaborado pelo autor). 

 

Analisando as distribuições da Figura 6.1 verifica-se que a média 𝜇𝑅p 𝑅i⁄  (que define o 

ponto máximo das curvas) apresenta uma redução discreta com o aumento da pressão 𝑃i, 

mantendo os dados de solicitações afastados da resistência 𝐿1 = 2,0. Através das FDP 

Lognormais é possível verificar a probabilidade de ocorrência de valores para 𝑅p 𝑅i⁄ , 

calculando a área abaixo das curvas, delimitada por um intervalo de valores de 𝑅p 𝑅i⁄ . Deste 

modo, as probabilidades de falha (para 𝑃i = 0,0 MPa, 𝑃i = 0,5 MPa e 𝑃i = 1,0 MPa) definida 

nas Tabs. 6.4 e 6.5 são análogas ao calculo da área abaixo de cada curva da Fig. 6.1 para 

𝑅p 𝑅i⁄ > 2,0. O desvio padrão 𝜎𝑅p 𝑅i⁄  apresenta uma discreta redução com o aumento da 

pressão 𝑃i, o que reduz a amplitude das curvas de distribuição e, consequentemente, as 

probabilidades de falha devido à zona plástica. 
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Estudos como Li e Low (2010) e Bjureland et al. (2017) sugerem a existência de uma 

correlação entre a coesão e o ângulo de atrito de maciços rochosos, sendo que estas podem 

afetar os resultados de confiabilidade de túneis. Retomando os dados estatísticos da Tabela 5.2, 

será verificada a influência da correlação entre a coesão e o ângulo de atrito (dada por 𝜌𝑐−𝜑) 

nos resultados da análise de 𝑍1. Foram calculados os valores de 𝑝f e 𝛽 para 𝜌𝑐−𝜑 variando entre 

-0,9 e 0,9 para os casos 𝑃i = 0,0 MPa, 𝑃i = 0,5 MPa e 𝑃i = 1,0 MPa, através do método FORM 

iHLRF, conforme mostra a Tab. 6.6. Os valores positivos de 𝜌𝑐−𝜑 indicam um aumento linear 

de 𝜑 com o aumento de 𝑐, valores negativos de 𝜌𝑐−𝜑 indicam uma redução linear de 𝜑 com o 

aumento de 𝑐. Valores de 𝜌𝑐−𝜑 ≈ ±1,0 indicam uma correlação forte entre as variáveis, 

enquanto valores próximos de zero indicam uma correlação fraca. 

 

Tabela 6.6: Análise de confiabilidade da zona plástica considerando a variação de 𝜌𝑐−𝜑. 

𝝆𝐜−𝛗 
𝑷𝐢 = 𝟎, 𝟎 𝐌𝐏𝐚 𝑷𝐢 = 𝟎, 𝟓 𝐌𝐏𝐚 𝑷𝐢 = 𝟏, 𝟎 𝐌𝐏𝐚 

𝒑𝐟 (%) 𝜷 𝒑𝐟 (%) 𝜷 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

-0,9 0,057 3,254 9,53E-05 4,763 8,01E-09 6,395 

-0,6 0,217 2,852 0,002 4,073 5,36E-06 5,314 

-0,3 0,507 2,571 0,015 3,623 1,54E-04 4,666 

0,0 0,911 2,361 0,048 3,301 0,001 4,22 

0,3 1,403 2,197 0,113 3,055 0,005 3,888 

0,6 1,957 2,063 0,213 2,859 0,014 3,627 

0,9 2,552 1,951 0,350 2,697 0,032 3,414 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Os resultados mostram que valores de 𝜌𝑐−𝜑 positivos geram uma influência na redução 

da confiabilidade de 𝑅p 𝑅i⁄ , o índice 𝛽 apresenta uma pequena redução com o aumento da 

correlação entre c e 𝜑 de 0,0 para +0,9 nos três casos analisados. No caso do túnel sem 

revestimento a probabilidade de falha 𝑝f aumenta para valores acima de 1%, considerados altos 

no que tange a segurança estrutural em túneis. Por outro lado, valores de 𝜌𝑐−𝜑 negativos 

exercem forte influência nos resultados de confiabilidade de 𝑅p 𝑅i⁄ , o índice 𝛽 apresenta um 

aumento expressivo com o aumento da correlação entre c e 𝜑 de 0,0 para -0,9 (aumento de 38% 

em 𝛽 no caso sem revestimento).  

Com base na análise geral dos resultados da Tabela 6.6, é possível afirmar que a 

instalação do revestimento, para valores entre  𝑃i = 0,5 MPa e 𝑃i = 1,0 MPa, é suficiente para 

manter bons índices de confiabilidade independente da variação do coeficiente 𝜌𝑐−𝜑. Para os 
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casos em que 𝑃i < 0,5 MPa, é importante verificar se os resultados de 𝑝f e 𝛽 são aceitáveis 

quando afetados pela variação de 𝜌𝑐−𝜑. 

 

6.2 ANÁLISE APLICADA AO DESLOCAMENTO RADIAL DO MACIÇO 

Neste estudo, a pressão de revestimento 𝑃i não é prescrita explicitamente. A função 

estado limite 𝑍4 = 𝑔4(𝑥), definida pela Eq. (5.51), será acoplada aos modelos de confiabilidade 

de Monte Carlo e FORM no Python, para então serem obtidos resultados de confiabilidade 

envolvendo a análise do deslocamento radial do Túnel A. Os parâmetros gerais (estatísticos e 

determinísticos) descritos no item 5.6.3 serão utilizados na constituição paramétrica da função 

𝑍4, enquanto as solicitações são calculadas com as funções equivalentes definidas pelos 

planejamentos CCD1 a CCD4 no item 5.7.1 e no Apêndice A. 

A Tabela 6.7 apresenta os resultados de 𝑝f e 𝛽 para a função performance 𝑍4, 

considerando as funções de superfície de resposta e restrições impostas a cada planejamento 

CCD. Novamente, o total de ciclos x simulações necessários no Método de Monte Carlo e os 

resultados finais de 𝑝f e 𝛽 são obtidos somente após um ciclo atingir um valor de 𝛿𝑝f ≤ 0,05, 

o que confere um grau de precisão aceitável para a probabilidade de falha.  

 

Tabela 6.7: Resultados de confiabilidade para 𝑍4 através do Método de Monte Carlo 

(amostragem por importância) e método FORM iHLRF. 

FUNÇÃO MSR 
Amostragem por importância FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Nº iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD1 4 x 10.000 2,39 1,980 5 2,210 2,012 

CCD2 4 x 10.000 0,079 3,160 8 0,077 3,166 

CCD3 4 x 10.000 0,341 2,705 8 0,285 2,764 

CCD4 40 x 10.000 1,112E-08 6,345 27 2,393E-08 6,226 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

A Tabela 6.7 mostra a boa concordância entre os resultados de confiabilidade do método 

de Monte Carlo com amostragem por importância e FORM, o que verifica os resultados obtidos. 

Através de uma análise de segurança rigorosa para a falha estrutural do Túnel A, o planejamento 

CCD1 apresenta fraca eficiência na contenção do deslocamento radial, sendo que a 

probabilidade de �̂�eq exceder �̂�máx é de 𝑝f = 2,21%. A confiabilidade do Túnel A, com 

revestimento 𝑡c = 15 cm e distância 𝑑0 = 0, é otimizada apenas aumentando a distância de 

instalação do revestimento para 𝑑0 = (2/3)𝑅i, situação proposta pelo planejamento CCD2. 
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Neste caso é observado um aumento de aproximadamente 60% no índice de confiabilidade 𝛽, 

o que reduz a probabilidade de falha do revestimento de 2,21% para 0,077%. Em termos de 

segurança estrutural, estes são resultados de confiabilidade aceitáveis, visto que o valor de 𝑝f 

fica abaixo de 1,0%. O planejamento CCD2 ainda utiliza parâmetros de resistência do concreto 

menores e mais econômicos, em comparação ao planejamento CCD1 (ver Tab. 5.12).  

O aumento na espessura do revestimento para 𝑡c = 25cm também produz melhoras nos 

índices de confiabilidade do Túnel A. Comparando os resultados dos planejamentos CCD1 e 

CCD3 (mantendo 𝑑0 = 0 constante), foi verificado um crescimento de 37,4% no índice 𝛽 com 

a variação da espessura 𝑡c de 15 cm para 25 cm, enquanto entre os planejamentos CCD2 e 

CCD4 (mantendo 𝑑0 = (2/3)𝑅i constante) foi verificado um aumento de 97% no índice 𝛽.  

O aumento de 𝛽 chega a um máximo de 125% na comparação entre os planejamentos 

CCD3 e CCD4 (aumento de 𝑑0 para (2/3)𝑅i mantendo 𝑡c = 25 cm), o que provoca uma 

redução em 𝑝f de 0,285% para 2,39E-08%. Novamente, o crescimento expressivo dos níveis de 

confiabilidade ocorre apenas aumentando a distância 𝑑0 de instalação do revestimento, 

considerando parâmetros de resistência do concreto menores e mais econômicos na comparação 

com o planejamento CCD3.  

Os resultados estatísticos de projeto ou solicitação (�̂�eq e �̂�eq) e de resistência máxima 

do revestimento �̂�máx para o Túnel A são definidos por meio do Método de Monte Carlo com 

amostragem direta, onde os resultados de cada simulação são coletados em sequencia. Com os 

dados coletados, o software Minitab é novamente utilizado para a geração dos histogramas, 

ajustes de curvas de distribuição de probabilidade e análise da qualidade dos ajustes. A pressão 

de suporte máxima 𝑃máx depende apenas dos dados fixos do revestimento, calculada pelas Eqs. 

(4.25) e (4.26). As Figuras 6.2 e 6.3 ilustram os histogramas e parâmetros estatísticos de 

�̂�eq(MPa), enquanto as Figs. 6.4 e 6.5 ilustram os histogramas e parâmetros estatísticos de  �̂�0, 

�̂�eq e �̂�máx, para os quatro planejamentos da análise de confiabilidade da Tab. 6.7. 
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Figura 6.2: Distribuição de Probabilidade e parâmetros estatísticos de �̂�eq para os 

planejamentos CCD1 e CCD2 (Elaborado pelo autor).  
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Figura 6.3: Distribuição de Probabilidade e parâmetros estatísticos de �̂�eq para os 

planejamentos CCD3 e CCD4 (Elaborado pelo autor). 

 

Através da análise das Figs. 6.2 e 6.3 verifica-se que os níveis de confiabilidade 

otimizados obtidos com os planejamentos CCD2 e CCD4 ocorrem devido à redução 

significativa dos valores médios e desvios-padrões de �̂�eq, provocados pelo aumento de 𝑑0. 

Comcomitantemente, a redução dos parâmetros de resistência do revestimento nestes casos 

ainda permite obter valores de 𝑃máx elevados em comparação aos valores médios de �̂�eq. O valor 

da probabilidade 𝑝f pode ser interpretado como o cálculo da área abaixo das curvas de densidade 

de probabilidade (FDP) para valores de �̂�eq > 𝑃máx, o que configura valores de 𝑍4 negativos 

que definem a ocorrência de 𝑝f. 
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A comparação das distribuições de probabilidade de �̂�eq entre os planejamentos CCD1 

e CCD3, nas Figs. 6.2 e 6.3, mostram um crescimento de �̂�eq e 𝑃máx apenas com o aumento da 

espessura do revestimento. Nestes casos, é visível a influência na otimização dos índices de 

confiabilidade devido ao aumento da rigidez do revestimento, porém bastante discreta 

comparado ao aumento de 𝑑0 proposto pelo planejamento CCD2. A mesma situação ocorre 

comparando os planejamentos CCD2 e CCD4 nas Figs. 6.2 e 6.3. 

As análises das curvas de �̂�0, �̂�eq e �̂�máx, nas Figs. 6.4 e 6.5, também informam como os 

valores de deslocamento radial influenciam nos níveis de confiabilidade do túnel estudado. A 

análise entre as distribuições de probabilidade de �̂�eq e �̂�máx (curvas vermelha e verde) é 

realizada através das medidas de margem de segurança, dadas pela subtração dos valores 

médios de �̂�máx e �̂�eq para cada planejamento. Os planejamentos CCD2 e CCD4 apresentam 

uma margem de segurança aproximadamente 55% maior que a margem dos planejamentos 

CCD1 e CCD3, respectivamente, sendo estes os casos em que foram aumentadas as distâncias 

𝑑0. O mesmo aumento percentual na margem de segurança é observado na variação apenas da 

espessura do revestimento, definido na comparação entre os planejamentos CCD1 e CCD3, 

CCD2 e CCD4. 
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Figura 6.4: Distribuição de Probabilidade e parâmetros estatísticos de �̂�0, �̂�eq e �̂�máx para os 

planejamentos CCD1 e CCD2 (Elaborado pelo autor). 
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Figura 6.5: Distribuição de Probabilidade e parâmetros estatísticos de �̂�0, �̂�eq e �̂�máx para os 

planejamentos CCD3 e CCD4 (Elaborado pelo autor). 

  

A Figura 6.6 ilustra os gráficos de deslocamentos radiais, em relação ao eixo 

longitudinal de avanço do Túnel A, gerados a partir da aplicação do GEOMEC91 com 

parâmetros médios e fixos dos planejamentos CCD1 à CCD4. Os gráficos fornecem de forma 

direta os valores médios de 𝑢0 e 𝑢eq, a partir da utilização dos parâmetros de cada planejamento 

considerado. 
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Figura 6.6: Gráficos de deslocamento radial com o avanço do túnel obtidos para a última 

escavação do Túnel A no software GEOMEC91, considerando os parâmetros médios dos 

planejamentos CCD1 a CCD4 (Elaborado pelo autor). 

 

Na Figura 6.6, a comparação dos gráficos referentes aos planejamentos CCD1 e CCD3 

com os respectivos gráficos de CCD2 e CCD4, mostram o crescimento expressivo dos valores 

médios de 𝑢0 e 𝑢eq a partir do aumento de 𝑑0, os quais são responsáveis pelo aumento nos 

níveis de confiabilidade destes planejamentos. Já para a comparação entre os gráficos dos 

planejamentos CCD1 e CCD2 com CCD3 e CCD4 respectivamente, é verificada a pouca 

variabilidade dos valores médios de 𝑢0 e 𝑢eq a partir do aumento da espessura do revestimento 

𝑡c, o que torna pouco eficiente os aumentos nos níveis de confiabilidade. Para este último caso, 
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o aumento da confiabilidade é proporcionado apenas pelo aumento da pressão máxima do 

revestimento. 

As Figuras 6.7 e 6.8 apresentam as curvas de deslocamento radial do maciço e 

revestimento, traçadas na intenção de obter os valores médios de 𝑃eq e 𝑢eq a partir dos 

parâmetros médios e fixos dos planejamentos CCD1 à CCD4. As curvas de convergência e 

confinamento são obtidas através dos modelos analíticos em elasticidade e plasticidade de 

Mohr-Coulomb associados ao Método CV-CF, descritos nos itens 4.1.1 e 4.1.2. Os valores de 

𝜇 𝑢0, definidos pelo GEOMEC91 na Fig. 6.6 são adotados como o início do traçado da curva 

referente ao revestimento. A Figura 6.7 ilustra as curvas do maciço e revestimento para os dados 

dos planejamentos CCD1 e CCD2, onde é possível verificar com clareza a melhora estrutural 

do comportamento do túnel. Mesmo com a redução da rigidez do revestimento no planejamento 

CCD2, associada ao aumento da distância 𝑑0, foi possível obter valores médios de 𝑃eq e 𝑢eq 

com uma margem de segurança maior em relação ao planejamento CCD1, dada pelo 

afastamento entre os valores médios de 𝑢eq e 𝑢máx ou 𝑃eq e 𝑃máx. 
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Figura 6.7: Curvas de deslocamento radial do maciço e revestimento referentes aos dados dos 

planejamentos CCD1 e CCD2 (Elaborado pelo autor). 

 

A Figura 6.8 ilustra as curvas do maciço e revestimento para os dados dos planejamentos 

CCD3 e CCD4, onde também se chega as mesmas conclusões da Fig. 6.7. Comparando o 

planejamento CCD1 com CCD2, e CCD3 com CCD4 nas Figs. 6.6 e 6.7, os três últimos 

provocam melhorias significativas no comportamento do deslocamento radial do túnel, o que é 

justificado pelos resultados de confiabilidade obtidos.  
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Figura 6.8: Curvas de deslocamento radial do maciço e revestimento referentes aos dados dos 

planejamentos CCD3 e CCD4 (Elaborado pelo autor). 

 

De forma análoga ao realizado no item 6.1, será verificada a influência da correlação 

entre a coesão e o ângulo de atrito (dada por 𝜌𝑐−𝜑) nos resultados da análise de 𝑍4. Foram 

calculados os valores de 𝑝f e 𝛽 para 𝜌𝑐−𝜑 variando entre -0,9 e 0,9, através do FORM iHLRF, 

conforme mostra a Tab. 6.8. 
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Tabela 6.8: Análise de confiabilidade da função 𝑍4 considerando a variação de 𝜌𝑐−𝜑 para os 

planejamentos CCD estudados. 

 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Os resultados mostram que a variação de 𝜌𝑐−𝜑 gera pouca influência na confiabilidade 

de 𝑍4 para os planejamentos analisados. No caso dos planejamentos CCD1 a CCD3 ocorre uma 

redução pouco significativa do índice 𝛽 com a variação de 𝜌𝑐−𝜑, enquanto o planejamento 

CCD4 é uma exceção, onde ocorre um aumento do índice 𝛽 com a variação de 𝜌𝑐−𝜑. Apesar 

disto, os altos índices de confiabilidade do planejamento CCD4 permitem desprezar a influência 

da correlação 𝜌𝑐−𝜑 e de sua variação no estudo de confiabilidade. A baixa influência de 𝜌𝑐−𝜑 

no estudo da confiabilidade com os planejamentos CCD1 a CCD3 também permite desprezar a 

correlação para estes casos. 

Considerando a análise de confiabilidade da zona plástica, realizada pela função 

performance 𝑍1 no item 6.1, como os valores médios de �̂�eq ficaram acima de 0,5 MPa para 

todos os planejamentos, a confiabilidade da zona plástica é assegurada. Esta segurança é 

garantida através da análise da Tab. 6.5, onde para todos os casos de pressão 𝑃i variando entre 

0,0 e 1,0 MPa foram garantidos probabilidades de falha, devido a zona plástica da escavação, 

abaixo de 1,0%. 

 

 

 

 

 

 

-0,9 2,040 2,046 0,056 3,258 0,141 2,986 2,55E-07 5,844

-0,6 2,090 2,036 0,062 3,228 0,177 2,916 1,21E-07 5,968

-0,3 2,150 2,024 0,069 3,198 0,225 2,841 5,47E-08 6,095

0 2,210 2,012 0,077 3,166 0,285 2,765 2,39E-08 6,226

0,3 2,280 1,999 0,086 3,134 0,357 2,689 1,02E-08 6,358

0,6 2,350 1,986 0,096 3,102 0,442 2,618 4,30E-09 6,489

0,9 2,430 1,972 0,011 3,069 0,539 2,549 1,83E-09 6,617

CCD4CCD3CCD2CCD1𝝆𝐜−𝛗
𝒑𝐟 (%) 𝜷 𝒑𝐟 (%) 𝜷 𝒑𝐟 (%) 𝜷 𝒑𝐟 (%) 𝜷
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7 ESTUDO DA CONFIABILIDADE APLICADA A TÚNEIS REFORÇADOS POR 

TIRANTES PASSIVOS 

 

O estudo de confiabilidade apresentado neste capítulo é referente as análises do 

comportamento geotécnico e estrutural de túneis reforçados com tirantes passivos radiais e 

frontais. A obtenção e análise dos resultados foram divididas em duas partes, de acordo com a 

metodologia adotada para o estudo de túneis: metodologia analítica considerando o critério de 

Tresca para descrever a plasticidade do maciço e utilizando os parâmetros do Túnel B; 

simulações numéricas por elementos finitos utilizando os parâmetros do Túnel C e o 

GEOMEC91 associado ao critério de plasticidade de Drucker-Prager para o maciço não 

reforçado.  

 

7.1 ANÁLISE DE CONFIABILIDADE APLICADA AO TÚNEL B  

 

A análise de confiabilidade aplicada ao Túnel B consiste em avaliar a desagregação do 

maciço através da zona plástica ao redor da escavação reforçada por tirantes radiais, além de 

verificar o deslocamento radial admissível da escavação. Os planejamentos CCD5 a CCD9, 

definidos no item 7.5.2 e no Apêndice B, serão utilizados para o cálculo das solicitações das 

funções de estado limite utilizadas. 

 

7.1.1 Análise de confiabilidade aplicada à zona plástica do maciço reforçado por tirantes 

radiais 

 

A funções de estado limite 𝑍2 e 𝑍3, definidas nas Equações (5.49) e (5.50) do item 5.6.1, 

serão utilizadas na análise de confiabilidade da zona plástica do Túnel B sem tirantes e com 

tirantes radiais, respectivamente. Primeiro será realizada uma análise de confiabilidade 

envolvendo a zona plástica da escavação sem reforço por tirantes e revestimento, dada por 

𝑅p 𝑅i⁄ . O objetivo da análise é definir um valor admissível para as resistências 𝐿2 e 𝐿3 das 

funções 𝑍2 e 𝑍3, bem como obter resultados de confiabilidade da zona plástica somente do 

maciço para fins de comparações. 

A média para a extensão da zona plástica máxima do maciço não reforçado e sem 

revestimento (𝑃i = 0,0 e 𝜆 = 𝜆nr = 1,0) é obtida aplicando os parâmetros estatísticos do Túnel 

B, descritos na Tabela 5.5 e Eq. (4.18): 𝜇𝑅p 𝑅i⁄ = 2,70 ou 𝜇𝑅p = 8,10 m. Para fins de análise 
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da confiabilidade, será adotado um valor admissível 𝐿2 = 4,0 majorado em relação a 𝜇𝑅p 𝑅i⁄  

para o caso do Túnel B sem reforço, que também será utilizado como valor admissível para o 

caso do maciço reforçado por tirantes, logo 𝐿2 = 𝐿3 = 4,0. Os resultados de confiabilidade para 

o Túnel B, sem reforço por tirantes e sem revestimento, são apresentados na Tab. 7.1. 

 

Tabela 7.1: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍2 do Túnel B, referente a zona 

plástica 𝑅p 𝑅i⁄  do maciço não reforçado. 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

4 x 10.000 17,25 0,944 6 17,08 0,952 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Os resultados da Tabela 7.1 mostram uma excelente concordância entre os valores 

obtidos pelo método FORM e Monte Carlo com amostragem direta. Apesar da majoração do 

valor admissível, os índices de confiabilidade obtidos para o maciço sem tirantes são baixos, 

acarretando em uma probabilidade de falha devido à extensão excessiva da zona plástica de 

aproximadamente 17,25%. Deste modo, é justificada a necessidade de instalação de tirantes 

radiais no maciço do Túnel B com o objetivo de fornecer uma estabilidade maior para a 

escavação e reduzir as solicitações na mesma.  

A Tabela 7.2 apresenta os resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍3, 

utilizando os planejamentos CCD5 e CCD6 para o cálculo da zona plástica �̂�p
(2) 𝑅i⁄  do maciço 

reforçado com tirantes do Túnel B. Novamente, o total de ciclos x simulações necessários e os 

resultados finais de 𝑝f e 𝛽, através do Método de Monte Carlo, são obtidos somente após um 

ciclo atingir um valor de 𝛿𝑝f ≤ 0,05, o que confere um grau de precisão aceitável para a 

probabilidade de falha.  

 

Tabela 7.2: Resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍3 do Túnel B, referente 

à zona plástica 𝑅p
(2) 𝑅i⁄  do maciço reforçado com tirantes. 

FUNÇÃO MSR 
MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD5 4 x 10.000 6,81 1,490 5 6,79 1,492 

CCD6  4 x 10.000 4,26 1,720 5 4,29 1,717 

Fonte: elaborado pelo autor. 
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Os resultados de 𝑝f e 𝛽, obtidos pelo Método de Monte Carlo direto e FORM apresentam 

excelente aproximação, o que verifica os resultados de confiabilidade da Tabela 7.2. A 

comparação dos resultados do planejamento CCD5 com os resultados iniciais da Tab. 7.1 

mostram uma melhora significativa do índice de confiabilidade para a zona plástica do Túnel 

B. A instalação do reforço com tirantes passivos na escavação aumentou o índice 𝛽 em mais de 

50%, o que reduziu a probabilidade de falha 𝑝f de 17,10% para 6,79%. A consideração do 

revestimento no maciço reforçado, proposta pelo planejamento CCD6, apresentou pouca 

contribuição no aumento de 𝛽 (aproximadamente 15%), reduzindo 𝑝f de 6,79% para 4,29%. 

Apesar da boa contribuição do reforço com tirantes no aumento dos índices de 

confiabilidade do Túnel B, estes ainda são considerados altos em termos de segurança estrutural 

de túneis. Para obter valores aceitáveis de probabilidade de falha 𝑝f abaixo de 1,0%, é 

necessário modificar os parâmetros dos tirantes utilizando os planejamentos CCD7 e CCD8, 

uma vez que o revestimento não foi eficiente na redução das falhas estruturais.  

A Tabela 7.3 apresenta novamente os resultados de confiabilidade para a função 

performance 𝑍3, utilizando os planejamentos CCD7 e CCD8 para o cálculo da zona plástica 

�̂�p
(2) 𝑅i⁄  do maciço reforçado com tirantes do Túnel B. Os resultados mostram que o aumento 

da densidade de tirantes na escavação, proposto pelo planejamento CCD7, e o aumento do 

diâmetro dos tirantes, proposto pelo planejamento CCD8, produzem melhorias significativas 

nos níveis de confiabilidade do Túnel B. Ambos os planejamentos resultam em probabilidades 

de falha 𝑝f abaixo de 1,0% para o túnel após a execução do reforço com tirantes e revestimento, 

o que confere uma ótima segurança estrutural frente a ocorrência de dimensões de zona plástica 

excessivas. 

 

Tabela 7.3: Resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍3 do Túnel B, referente 

a zona plástica 𝑅p
(2) 𝑅i⁄  do maciço reforçado com tirantes. 

FUNÇÃO 

MSR 

MONTE CARLO (A. IMPORTÂNCIA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD7 11 x 10.000 0,040 3,360 27 0,049 3,293 

CCD8  76 x 10.000 0,000161 4,657 32 0,000181 4,632 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

A Figura 7.1 apresenta os histogramas de �̂�p
(2) 𝑅i⁄   para todos os planejamentos 

estudados juntamente com o histograma de 𝑅p 𝑅i⁄  referente ao maciço sem tirantes. Os 
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histogramas foram obtidos por meio de simulações de Monte Carlo com amostragem direta, 

onde os dados foram tratados e perfeitamente ajustados com a distribuição lognormal no 

software Minitab.  

 

 
Figura 7.1: Funções Densidade de Probabilidade representativas dos planejamentos utilizados 

no estudo da zona plástica do Túnel B (Elaborado pelo autor). 

 

A análise da Figura 7.1 permite verificar de forma gráfica os resultados de 

confiabilidade para a zona plástica do Túnel B. Verifica-se que o baixo índice de confiabilidade 

para o túnel sem tirantes é caracterizado pela alta dispersão do histograma azul, onde percebe-

se uma área maior abaixo do histograma para 𝑅p 𝑅i⁄ > 4,0 (valor admissível da análise de 

confiabilidade). A dispersão diminui consideravelmente com a instalação dos tirantes, 

representada pela curva referente ao planejamento CCD5. A mesma situação não ocorre na 

comparação com o histograma do planejamento CCD6, onde a redução da dispersão foi muito 

pequena com a instalação do revestimento (ver histogramas verde e vermelho da Fig. 7.1). Para 

estes dois últimos planejamentos ainda ocorre uma área considerável abaixo dos histogramas 

para �̂�p
(2)

𝑅i⁄ > 4,0. Os histogramas dos planejamentos CCD7 e CCD8 apresentam dispersões 
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baixas na comparação com os demais, mantendo uma boa margem de segurança em relação ao 

valor admissível 𝐿3 = 4,0, o que justifica os altos índices de confiabilidade nestes casos. 

 Os parâmetros estatísticos dos histogramas da Figura 7.1 são exibidos na Tab. 7.4, onde 

os valores médios e desvios-padrões obtidos apresentam reduções de acordo com os 

histogramas da Fig. 7.1, o que também são coerentes com os resultados de confiabilidade 

obtidos para a zona plástica �̂�p
(2) 𝑅i⁄ .  

 

Tabela 7.4: Parâmetros estatísticos do Túnel B referentes a zona plástica �̂�p
(2) 𝑅i⁄ . 

PLANEJAMENTOS PARÂMETROS ESTATÍSTICOS DE �̂�𝐩
(𝟐) 𝑹𝐢⁄  

Túnel sem tirantes 𝜇𝑅p 𝑅i⁄ = 2,85 𝜎𝑅p 𝑅i⁄ = 0,75 

CCD5 𝜇
�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 2,44 𝜎

�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 0,70 

CCD6 𝜇
�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 2,25 𝜎

�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 0,67 

CCD7 𝜇
�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 1,75 𝜎

�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 0,36 

CCD8 𝜇
�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 1,51 𝜎

�̂�p
(2)

𝑅i⁄
= 0,23 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

7.1.2 Análise de Confiabilidade aplicada ao deslocamento radial do maciço reforçado por 

tirantes radiais 

 

A análise de confiabilidade aplicada ao deslocamento radial do Túnel B, sem tirantes e 

com tirantes radiais, será realizada através da função de estado limite 𝑍5 definida pela Eq. (5.54) 

do item 5.6.1. De forma análoga ao item anterior, será realizada a análise de confiabilidade do 

Túnel B sem reforço por tirantes passivos para fins de comparação. 

 A média do deslocamento radial máximo do maciço não reforçado e sem revestimento 

(𝑃i = 0,0 e 𝜆 = 𝜆nr = 1,0) é obtida aplicando os parâmetros estatísticos do Túnel B, descritos 

na Tabela 5.5, na Eq. (4.23): 𝜇𝑢∞ = 130,2 mm. Será realizada a análise de confiabilidade para 

o Túnel B, sem reforço por tirantes e sem revestimento, considerando um valor admissível 𝐿5 =

0,2 3 𝑅i⁄ = 200 mm, para a função 𝑍5, majorado em relação a média 𝜇𝑢∞. A majoração em 

relação a 𝜇𝑢∞ foi realizada de forma proporcional a de 𝐿2 e 𝐿3 do item anterior para a análise 

da zona plástica. Os resultados de confiabilidade para o Túnel B, com as características 

adotadas, são apresentados na Tab. 7.5. 
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Tabela 7.5: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5 do Túnel B, referente ao 

deslocamento radial máximo do maciço não reforçado. 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

4 x 10.000 24,79 0,681 6 24,20 0,699 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Os resultados da Tabela 7.10 mostram uma excelente concordância entre os valores 

obtidos pelo método FORM e Monte Carlo com amostragem direta. Os índices de 

confiabilidade obtidos para o maciço sem tirantes são extremamente baixos na verificação do 

deslocamento radial máximo da escavação, mesmo com 𝐿5 = 200,0 mm (aproximadamente 

50% majorado em relação a 𝜇𝑢∞). Sendo assim, é justificada a necessidade de instalação de 

tirantes radiais no maciço do Túnel B para contenção dos deslocamentos radiais excessivos.  

Para fins de análise da confiabilidade, será adotado o valor admissível 𝐿5 = 200,0 mm 

para a função 𝑍5 no caso do Túnel B sem reforço, que também será utilizado como valor 

admissível para os demais casos do maciço reforçado por tirantes.  

Os mesmos planejamentos CCD5 a CCD8 serão utilizados novamente para a análise de 

confiabilidade do deslocamento radial do Túnel B. A Tabela 7.6 apresenta os resultados de 

confiabilidade para a função performance 𝑍5, utilizando os planejamentos CCD5 a CCD8 para 

o cálculo do deslocamento radial máximo �̂�∞
(2)

 do Túnel B reforçado com tirantes. O total de 

ciclos x simulações necessários e os resultados finais de 𝑝f e 𝛽, através do Método de Monte 

Carlo, são obtidos somente após um ciclo atingir um valor de 𝛿𝑝f ≤ 0,05, o que confere um 

grau de precisão aceitável para a probabilidade de falha.  

 

Tabela 7.6: Resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍5 do Túnel B, referente 

ao deslocamento radial máximo �̂�∞
(2)

 do maciço reforçado com tirantes. 

FUNÇÃO MSR 
MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD5  4 x 10.000 8,42 1,377 5 8,41 1,378 

CCD6  4 x 10.000 4,61 1,684 5 4,57 1,688 

CCD7  4 x 10.000 1,23 2,249 6 1,20 2,258 

CCD8  7 x 10.000 1,00 2,325 8 0,98 2,335 

Fonte: elaborado pelo autor. 
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Os resultados de 𝑝f e 𝛽, obtidos pelo Método de Monte Carlo direto e FORM apresentam 

excelente aproximação, o que verifica os resultados de confiabilidade da Tabela 7.6. A 

instalação dos tirantes proposta pelo planejamento CCD5 produz uma melhora significativa do 

índice de confiabilidade para a o deslocamento radial do Túnel B, quando comparado ao túnel 

sem tirantes e revestimento. A instalação do reforço com tirantes na escavação aumentou o 

índice 𝛽 em aproximadamente 97%, o que reduziu a probabilidade de falha 𝑝f de 24,20% para 

8,41%. A colocação do revestimento no maciço reforçado, proposta pelo planejamento CCD6, 

produziu um aumento de 𝛽 em aproximadamente 23%, reduzindo 𝑝f de 8,41% para 4,57%. 

Os níveis de probabilidade de falha estrutural obtidos pelos planejamentos CCD5 e 

CCD6 ainda são altos em termos de segurança estrutural. Os planejamentos CCD7 e CCD8 

promovem melhoras discretas nos níveis de confiabilidade a partir do aumento das propriedades 

dos tirantes, onde ambos conseguem percentuais de falha próximos do valor máximo aceitável 

de 1,0%. A rigor, apenas o planejamento CCD8 atende aos critérios de segurança mínima 

necessária, onde foi obtido um aumento de 40% no índice 𝛽, na comparação com o 

planejamento CCD6, além de uma probabilidade 𝑝f = 0,98% de ocorrer deslocamentos radiais 

excessivos. A confiabilidade da zona plástica também é mantida a níveis aceitáveis com o 

planejamento CCD8 (ver Tab. 7.3). Uma alternativa viável para obtenção de níveis aceitáveis 

de confiabilidade é a redução da taxa de desconfinamento na instalação dos tirantes 𝜆d proposta 

pelo planejamento CCD9.  

A Tabela 7.7 apresenta os resultados de confiabilidade para as funções 𝑍3 e 𝑍5 utilizando 

as solicitações �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 referentes ao planejamento CCD9. A concordância entre os resultados 

obtidos com o Método de Monte Carlo e FORM verificam os resultados obtidos. Apesar da 

obtenção de melhores níveis de confiabilidade para a zona plástica com os planejamentos CCD7 

e CCD8 (ver Tab. 7.3) na comparação com o planejamento CCD9, este tem a vantagem de 

manter os níveis de falha estrutural de ambos zona plástica e deslocamento radial máximo 

abaixo de 1,0%. 

 

Tabela 7.7: Resultados de confiabilidade para o planejamento CCD9. 

FUNÇÃO 

PERFORMACE 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

𝑍3 = 𝐿3 − �̂�p
(2)

𝑅i⁄   9 x 10.000 0,44 2,620 8 0,48 2,593 

𝑍5 = 𝐿5 − �̂�∞
(2)

 40 x 10.000 0,075 3,173 8 0,077 3,169 

Fonte: elaborado pelo autor. 
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A Figura 7.2 apresenta os histogramas de �̂�∞
(2)

 para todos os planejamentos estudados 

juntamente com o histograma de 𝑢∞ referente ao maciço sem tirantes. Os histogramas foram 

obtidos por meio das simulações de Monte Carlo com amostragem direta, onde os dados foram 

tratados e perfeitamente ajustados com a distribuição lognormal no software Minitab. 

 

 

Figura 7.2: Funções Densidade de Probabilidade representativas dos planejamentos utilizados 

no estudo do deslocamento radial do Túnel B (Elaborado pelo autor). 

 

Os resultados da Figura 7.2 ilustram graficamente os resultados de confiabilidade, 

indicados pela função 𝑍5, para o deslocamento radial do Túnel B. A área abaixo da curva azul, 

para valores de 𝑢∞ maiores que 200,0 mm, representa a elevada probabilidade de falha que a 

escavação sem reforço por tirantes está submetida. O aumento nos níveis de confiabilidade, 

com a instalação dos tirantes e revestimento, é visível na redução das áreas abaixo das curvas 

referentes aos planejamentos CCD5 a CCD9 para �̂�∞
(2)
> 200 mm. O aumento da 

confiabilidade ocorre concomitantemente ao aumento da margem de segurança, proporcionado 

pelas reduções das médias e desvios-padrões de �̂�∞
(2)

, que geram valores afastados de 𝐿5 =

200,0 mm.  

A variabilidade entre as curvas de CCD5 e CCD6 da Figura 7.2 mostra a baixa influência 

do revestimento na contenção dos deslocamentos radiais e melhoras nos índices de 

confiabilidade. A comparação entre as curvas referentes aos planejamentos CCD7 à CCD9 



183 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

estão em concordância com os resultados de confiabilidade analíticos obtidos pelo MSR: as 

curvas de CCD7 e CCD8 mostram ganhos de confiabilidade quase idênticos, independente do 

aumento da densidade de tirantes ou do diâmetro dos mesmos, enquanto um ganho de 

confiabilidade maior é obtido através da redução da taxa de desconfinamento 𝜆d proposta por 

CCD9. 

Os parâmetros estatísticos dos histogramas da Figura 7.2 são exibidos na Tab. 7.8, onde 

a concordância dos resultados confirma a funcionalidade das funções de superfície de resposta 

dos planejamentos CCD5 a CCD9, utilizadas no cálculo de 𝜇
𝑢∞
(2) e 𝜎

𝑢∞
(2). Os valores de 𝜇

𝑢∞
(2) e 

𝜎
𝑢∞
(2) apresentam reduções de acordo com as dispersões dos histogramas da Fig. 7.2, o que 

também são coerentes com os resultados de confiabilidade obtidos para o deslocamento radial 

�̂�∞
(2)

. A instalação de tirantes e revestimento conforme o planejamento CCD9 reduziu em 75,12 

mm o valor de 𝜇𝑢∞  referente ao túnel sem tirantes, enquanto o desvio padrão 𝜎𝑢∞  foi reduzido 

em 29,27 mm na mesma situação. Referente ao planejamento CCD8, foram obtidas reduções 

de 60,91 mm e 21,63 mm em 𝜇𝑢∞  e 𝜎𝑢∞ respectivamente.  

 

Tabela 7.8: Parâmetros estatísticos do Túnel B referentes ao deslocamento radial máximo 𝑢∞ 

(sem tirantes) e �̂�∞
(2)

 (com tirantes). 

PLANEJAMENTOS MONTE CARLO (A. DIRETA) 

Túnel sem tirantes 𝜇𝑢∞ = 132,08 mm 𝜎𝑢∞ = 48,51 mm 

CCD5 𝜇
𝑢∞
(2) = 98,33 mm 𝜎𝑢ipr = 34,04 mm 

CCD6 𝜇
𝑢∞
(2) = 87,41 mm 𝜎𝑢ipr = 31,11 mm 

CCD7 𝜇
𝑢∞
(2) = 73,63 mm 𝜎𝑢ipr = 28,23 mm 

CCD8 𝜇
𝑢∞
(2) = 71,17 mm 𝜎𝑢ipr = 26,88 mm 

CCD9 𝜇
𝑢∞
(2) = 56,96 mm 𝜎𝑢ipr = 19,24 mm 

Elaborado pelo autor. 

 

Os estudos de confiabilidade, aplicados para as funções performance 𝑍3 e 𝑍5, indicam 

que as características construtivas para o Túnel B definidas pelos planejamentos CCD8 e CCD9 

são as que produzem melhores índices de confiabilidade. Desta forma, as Figs. 7.3 e 7.4 ilustram 

os histogramas de distribuição lognormal para estes dois planejamentos juntamente com o 

histograma para o Túnel B sem tirantes e sem revestimento, apenas para fins de comparação 

dos resultados otimizados. Os gráficos descrevem de forma eficiente o aumento da margem de 

segurança proporcionada pela instalação dos tirantes com as características dos planejamentos 
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CCD8 e CCD9, onde os parâmetros estatísticos das curvas FDP são compatíveis com os 

resultados das Tabs. 7.4 e 7.8. 

 

 

Figura 7.3: Histogramas representativos dos melhores resultados de confiabilidade para o 

Túnel B considerando a função performance 𝑍3 (Elaborado pelo autor). 

 

 

Figura 7.4: Histogramas representativos dos resultados de confiabilidade otimizados para o 

Túnel B considerando a função performance 𝑍5(mm) (Elaborado pelo autor). 
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Para fins de análise e comparação, as curvas de convergência, considerando os 

parâmetros médios do Túnel B, são apresentadas na Fig. 7.5 apenas para os planejamentos 

CCD8, CCD9 e a situação sem reforço e revestimento.  

 

 

Figura 7.5: Curvas de convergência do maciço do Túnel B para os casos sem tirantes e com 

tirantes/revestimento referentes aos planejamentos ótimos CCD8 e CCD9 (Elaborado pelo 

autor). 

 

Comparando os pontos de deslocamento radial máximo, em 𝑃i = 0,0, é possível 

verificar a grande redução de 𝑢∞ na comparação da curva laranja (maciço em plasticidade sem 

tirantes) com as curvas marrom e vermelha (maciço em plasticidade com tirantes nos 

planejamentos CCD8 e CCD9). Porém, esta redução é ainda maior, uma vez que é considerado 

a instalação de revestimento em 𝑃i = 0,07 MPa, ou 𝜆r = 0,8, em ambos planejamentos 

adotados. 

 

7.2 ANÁLISE DE CONFIABILIDADE APLICADA AO TÚNEL C 

Todas as análises geomecânicas realizadas para o Túnel C foram realizadas 

numericamente. A confiabilidade do Túnel C considera os deslocamentos da escavação 

reforçada por tirantes radiais e frontais, além do revestimento em concreto projetado, utilizando 

a modelagem em elementos finitos através do GEOMEC91 associado ao MSR. As análises são 

divididas de acordo com as solicitações atuantes na estrutura do túnel: deslocamentos radiais 
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na parede da escavação (𝑢∞, 𝑢eq, 𝑢∞
(2)

 e 𝑢eq
(2)

) e deslocamentos axiais na face de escavação (𝑢z, 

𝑢z,eq, 𝑢z
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

). Em ambas as análises é considerada a influência do reforço radial, frontal, 

e revestimento em concreto projetado nos resultados.  

A função performance 𝑍5, definida pela Eq. (5.54) no item 5.6.2, será utilizada em todas 

as análises de confiabilidade, enquanto os equacionamentos dos planejamentos CCD10 a 

CCD14, definidos no item 5.7.3 e no Apêndice C, fornecem os resultados das solicitações da 

função 𝑍5. Os parâmetros estatísticos e determinísticos do Túnel C são descritos nas Tabelas 

5.7 a 5.10. 

 

7.2.1 Análise de confiabilidade aplicada ao deslocamento radial do túnel 

A análise de confiabilidade aplicada ao deslocamento radial do Túnel C é similar a 

realizada para o Túnel B no item 7.1.2. Inicialmente, para fins de comparação e definição do 

valor admissível 𝐿5 da função performance 𝑍5, as análises não consideram o reforço com 

tirantes e revestimento,  

 A média do deslocamento radial máximo do maciço do Túnel C, não reforçado e sem 

revestimento, é obtida por meio da modelagem numérica com o GEOMEC91. Após a 

modelagem com os parâmetros geotécnicos médios, descritos na Tabela 5.7, o seguinte 

resultado é obtido para a última escavação realizada pelo software: 𝜇𝑢∞ = 68,73 mm. A análise 

de confiabilidade, para o túnel sem reforço por tirantes e sem revestimento, será realizada 

considerando um valor admissível 𝐿5 = 0,1 3⁄ 𝑅i = 100,0 mm, majorado em relação a média 

𝜇𝑢∞ obtida. Para a análise inicial é necessário o uso da função aproximadora �̂�∞, obtida pelo 

planejamento CCD10 na Eq. (C.1), para o cálculo da solicitação de 𝑍5. A Tabela 7.9 apresenta 

os resultados de confiabilidade iniciais para a solicitação  �̂�∞ do planejamento CCD10. 

 

Tabela 7.9: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente ao planejamento CCD10: 

deslocamento radial máximo do maciço não reforçado e sem revestimento �̂�∞. 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

4 x 10.000 19,36 0,865 5 19,10 0,874 

Fonte: elaborado pelo autor. 
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Os resultados da Tabela 7.9 mostram uma excelente concordância entre os valores 

obtidos pelo método FORM e Monte Carlo com amostragem direta, o que verifica os resultados 

de confiabilidade obtidos pela função aproximadora �̂�∞. A interpretação dos resultados iniciais 

indica que os índices de confiabilidade obtidos para o maciço sem tirantes e sem revestimento 

são extremamente baixos na verificação do deslocamento radial máximo da escavação. Sendo 

assim, torna-se necessária a instalação de tirantes (radiais e frontais) e revestimento para 

melhorar a estabilidade e sustentação da escavação, bem como conter os deslocamentos radiais 

excessivos. O valor admissível 𝐿5 = 100,0 mm será mantido para as demais análises de 

confiabilidade referentes ao deslocamento radial do Túnel C reforçado por tirantes e com 

revestimento. 

A Tabela 7.10 apresenta os resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍5, 

utilizando os planejamentos CCD11 a CCD14 para o cálculo da solicitação �̂�∞
(2)

 do maciço 

reforçado com tirantes do Túnel C (Eqs. (C.5), (C.9), (C.13) e (C.17)). Esta análise consiste 

apenas na instalação dos tirantes durante a escavação do túnel (com os dados das Tabelas 5.8 e 

5.9), sem considerar o revestimento em concreto projetado. Os resultados referentes ao método 

de Monte Carlo e FORM novamente apresentam boa concordância, o que verifica os resultados 

de confiabilidade obtidos também para os casos da escavação reforçada com tirantes radiais e 

frontais. 

 

Tabela 7.10: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente ao deslocamento radial 

máximo do maciço reforçado por tirantes e sem revestimento �̂�∞
(2)

. 

FUNÇÃO 

MSR 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD11  4 x 10.000 16,64 0,969 6 16,17 0,988 

CCD12  4 x 10.000 16,40 0,978 6 16,14 0,989 

CCD13  4 x 10.000 9,11 1,334 7 9,07 1,337 

CCD14  4 x 10.000 9,07 1,336 7 9,06 1,337 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Os resultados da Tabela 7.10 mostram que, considerando uma densidade mínima de 

tirantes radiais e frontais aplicadas (𝛿r = 0,5 t./m² e 𝛿f = 0,5 t./m² proposto pelo 

planejamento CCD11), a probabilidade de falha devido aos deslocamentos radiais excessivos é 

reduzida de 𝑝f = 19,10% (situação da Tab. 7.9) para 𝑝f = 16,17%. Isto significa que a 
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aplicação mínima de tirantes no Túnel C proporciona um aumento de aproximadamente 13% 

no índice de confiabilidade 𝛽.  

O aumento da densidade de tirantes radiais proposta pelo planejamento CCD13 (𝛿r =

2,0 t./m² e 𝛿f = 0,5 t./m²) proporciona uma melhora mais expressiva dos índices 𝛽 referentes 

aos deslocamentos radiais máximos da função 𝑍5, o que gera uma redução da probabilidade de 

falha para 𝑝f = 9,07% e um aumento do índice 𝛽 de aproximadamente 50%. Os resultados dos 

planejamentos CCD12 (𝛿r = 0,5 t./m² e 𝛿f = 2,0 t./m²) e CCD14 (𝛿r = 2,0 t./m² e 𝛿f =

2,0 t./m²) sugerem que os tirantes frontais não contribuem para a redução dos deslocamentos 

radiais máximos. Isto pode ser comprovado comparando os resultados destes planejamentos, 

na Tab. 7.10, com os resultados dos planejamentos CCD11 e CCD13 respectivamente, onde 

verifica-se que os parâmetros 𝑝f e 𝛽 apresentam variação mínima.  

A Tabela 7.11 apresenta os resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍5, 

utilizando os planejamentos CCD10 a CCD14 para o cálculo das solicitações �̂�eq e �̂�eq
(2)

 do 

Túnel C (Eqs. (C.3), (C.7), (C.11), (C.15) e (C.19)). A análise com as solicitações �̂�eq e �̂�eq
(2)

 

consiste na instalação do revestimento em concreto projetado (conforme os dados da Tab. 5.10) 

associado aos casos anteriores da escavação sem reforço e reforçada com tirantes radiais e 

frontais. Novamente, os resultados da Tabela 7.11 apresentam uma excelente concordância 

entre os valores obtidos pelo método FORM e Monte Carlo com amostragem direta, o que 

verifica os resultados de confiabilidade obtidos pelas funções aproximadoras �̂�eq e �̂�eq
(2)

. 

 

Tabela 7.11: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente às solicitações de 

projeto �̂�eq e �̂�eq
(2)

 para túneis com revestimento em concreto projetado. 

FUNÇÃO 

MSR 

MONTE CARLO (A. IMPORTÂNCIA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD10 4 x 10.000 1,95 2,065 6 1,88 2,079 

CCD11  4 x 10.000 1,51 2,166 6 1,41 2,195 

CCD12  4 x 10.000 1,14 2,276 6 1,12 2,285 

CCD13  4 x 10.000 0,76 2,429 6 0,74 2,439 

CCD14  7 x 10.000 0,59 3,521 6 0,56 2,538 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Os resultados de confiabilidade da Tab. 7.11 mostram a importância do revestimento 

em concreto projetado na contenção dos deslocamentos radiais excessivos do túnel. Para o 

planejamento CCD10, a aplicação do revestimento reduziu a probabilidade de falha do túnel, 
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sem qualquer tipo de reforço por tirantes, de 19,10% para 1,88%, o que representa um grande 

aumento do índice 𝛽 de 0,874 para 2,079. No caso da associação dos tirantes radiais e frontais 

com o revestimento, sugeridas pelos planejamentos CCD11 a CCD14 na Tab. 7.11, foram 

verificadas melhoras significativas dos índices de confiabilidade na comparação com os 

resultados da Tab. 7.10. Os planejamentos CCD13 e CCD14 obtiveram probabilidades de falha 

abaixo de 1%, o que indicam uma excelente garantia de segurança estrutural ao túnel.  

As probabilidades de falha dos planejamentos CCD11 a CCD14 na Tabela 7.11 ficaram 

abaixo da obtida com o planejamento CCD10, indicando que o reforço com tirantes é eficiente 

na estabilização e contenção dos deslocamentos excessivos da escavação. Porém, uma análise 

crítica dos resultados, obtidos entre os planejamentos CCD11 a CCD14, aponta evoluções 

pouco significativas da confiabilidade em situações específicas. O planejamento CCD11, por 

exemplo, reduz a probabilidade de falha de 1,88% para 1,41% na comparação com o 

planejamento CCD10, o que gera um aumento de apenas 5,6% no índice 𝛽 mesmo após a 

instalação dos tirantes. Por outro lado, o aumento da densidade 𝛿r, através do planejamento 

CCD13, reduz a probabilidade 𝑝f para 0,74%, gerando um aumento significativo de 

aproximadamente 18% em 𝛽 na comparação com os resultados de CCD10.  

Os resultados de confiabilidade da Tabela 7.11 também são influenciados pelos tirantes 

frontais instalados durante o processo de escavação. A associação dos tirantes frontais com o 

revestimento apresentou uma pequena melhora da confiabilidade se comparado aos resultados 

da Tab. 7.10 (planejamentos CCD12 e CCD14 sem revestimento). Na comparação entre os 

planejamentos CCD11 e CCD12, o aumento da densidade 𝛿f de tirantes frontais, associada ao 

revestimento, reduziu 𝑝f de 1,41% para 1,12%, gerando um aumento discreto de apenas 4,0% 

no índice 𝛽. A mesma situação ocorre na comparação entre os planejamentos CCD13 e CCD14. 

Bernaud, De Buhan e Maghous (1995) definiram que os deslocamentos radiais máximos em 

túneis apresentam pequenas reduções geradas pela associação de tirantes frontais e 

revestimento, sendo que estas podem tornar-se maiores quanto maior for a densidade 𝛿f, o que 

explica a evolução discreta dos índices 𝛽 com o aumento de 𝛿f. 

Retomando as análises referentes aos planejamentos CCD10 e CCD14, será verificada 

a influência da correlação entre a coesão e o ângulo de atrito (dada por 𝜌𝑐−𝜑) nos resultados de 

confiabilidade propostos por 𝑍5. As Tabelas 7.12 e 7.13 apresentam os resultados de 

confiabilidade considerando uma correlação fraca 𝜌𝑐−𝜑 = −0,50 e forte 𝜌𝑐−𝜑 = −0,90, para 

os casos do Túnel C sem revestimento e com revestimento, considerando apenas o método 

FORM.  
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Tabela 7.12: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente as correlações 𝜌𝑐−𝜑 

para túneis sem revestimento em concreto projetado. 

FUNÇÃO 

MSR 

FORM iHLRF 

𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎,𝟓 𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎, 𝟗 

Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD10 5 18,39 0,901 5 17,80 0,923 

CCD14 6 8,32 1,384 6 7,73 1,424 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Tabela 7.13: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente as correlações 𝜌𝑐−𝜑 

para túneis com revestimento em concreto projetado. 

FUNÇÃO 

MSR 

FORM iHLRF 

𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎,𝟓 𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎, 𝟗 

Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD10 5 1,59 2,145 5 1,39 2,200 

CCD14 6 0,43 2,629 6 0,39 2,708 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Os resultados das Tabelas 7.12 e 7.13 sugerem que a consideração da correlação entre 

a coesão e o ângulo de atrito geram reduções das probabilidades de falha no Túnel C, porém 

pouco significativas. Para o planejamento CCD10, ocorreu uma redução de 𝑝f = 19,10% 

(Tabela 7.9 com 𝜌𝑐−𝜑 = 0,00) para 𝑝f = 18,39% (caso de 𝜌𝑐−𝜑 = −0,50) para o caso do túnel 

sem revestimento (Tab. 7.12), o que representa um aumento real de apenas 3% no índice de 

confiabilidade. O aumento da correlação para 𝜌𝑐−𝜑 = −0,90 em CCD10 produziu uma redução 

adicional de apenas 0,60% em 𝑝f, o que representa um aumento de apenas 5% no índice 𝛽 na 

comparação com o caso de 𝜌𝑐−𝜑 = 0,00. Os resultados seguem análogos no caso do uso de 

tirantes (planejamento CCD14 da Tab. 7.12). Para os casos que consideram revestimento (Tab. 

7.13), as evoluções nos parâmetros de confiabilidade seguem conservadoras para ambos 

planejamentos, com aumentos de 𝛽 entorno de 3% para 𝜌𝑐−𝜑 = −0,50 e 7% para 𝜌𝑐−𝜑 =

−0,90. 

A Figura 7.6 ilustra, por meio de histogramas da função 𝑍5, a influência da coesão do 

maciço escavado nos resultados de confiabilidade do Túnel C. Os histogramas da função 𝑍5 

foram gerados por meio da amostragem direta de Monte Carlo com 40.000 simulações, onde 

em cada caso foram modificados apenas o coeficiente de variação 𝛿𝑐 da coesão. Para fins de 
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análise, foi verificada a influência dos parâmetros do maciço apenas nos planejamentos CCD10, 

CCD14 sem revestimento e com revestimento.  

 

 

 
Figura 7.6: Influência da variação da coesão nos resultados de confiabilidade da função 𝑍5: 

(a) Planejamento CCD10 sem reforço e sem revestimento; (b) Planejamento CCD14 sem 

revestimento; (c) Planejamento CCD14 com revestimento (Elaborado pelo autor). 

 

Os histogramas da Figura 7.6 foram perfeitamente adaptáveis com as funções densidade 

de probabilidade de Weibull. Os histogramas mostram que a coesão é um parâmetro geotécnico 

que influencia significativamente os resultados de confiabilidade, onde o aumento de 𝛿𝑐 eleva 

a probabilidade da ocorrência de valores de coesão menores. Como consequência, os 

deslocamentos radiais máximos aumentam junto com a dispersão dos histogramas de 𝑍5, 

reduzindo os índices de confiabilidade do túnel (aumento das áreas abaixo das curvas para 𝑍5 <

0).  
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Na Figura 7.6 (a), a probabilidade 𝑝f aumenta de 5,06% (𝛿𝑐 = 10%) para 19,10% (𝛿𝑐 =

20%) no túnel sem reforço e sem revestimento, o que representa uma redução de 1,639 para 

0,874 no índice 𝛽. Com a instalação dos tirantes, Figura 7.6 (b), percebe-se a melhora nos níveis 

de confiabilidade e falha estrutural do túnel, bem como a redução da variabilidade dos 

resultados com a variação da coesão: 𝑝f aumenta de 0,58% (𝛿𝑐 = 10%) para 9,06% (𝛿𝑐 =

20%), o que representa uma redução de 2,527 para 1,337 no índice 𝛽. Para o túnel com tirantes 

e revestimento, Figura 7.6 (c), novamente é demonstrada a importância do revestimento na 

melhora dos níveis de confiabilidade, proporcionada pela redução nos deslocamentos radiais 

máximos e na perda de coesão do maciço. O revestimento em concreto projetado proporciona 

ótimos níveis de confiabilidade, com falhas abaixo de 1%, independente da variabilidade da 

coesão: 𝑝f aumenta de 0,0000696% (𝛿𝑐 = 10%) para 0,56% (𝛿𝑐 = 20%), o que representa 

uma redução de 4,826 para 2,538 no índice 𝛽.  

De forma análoga ao estudo da coesão, a Figura 7.7 descreve a influência do ângulo de 

atrito 𝜑 do maciço escavado nos resultados de confiabilidade do Túnel C. Os histogramas de 

𝑍5 são adaptados as funções de distribuição de Weibull e mostram que a variabilidade do ângulo 

𝜑 não altera os níveis de confiabilidade do túnel, independente do caso analisado 

(planejamentos CCD10 sem reforço e sem revestimento, CCD14 sem revestimento e com 

revestimento). 
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Figura 7.7: Influência da variação do ângulo de atrito nos resultados de confiabilidade da 

função 𝑍5: (a) Planejamento CCD10; (b) Planejamento CCD14 sem revestimento; (c) 

Planejamento CCD14 com revestimento (Elaborado pelo autor). 

 

O último parâmetro estatístico do Túnel C a ser avaliado é o Módulo de Young 𝐸m do 

maciço escavado, a influência de 𝐸m nos resultados de confiabilidade é ilustrada pelos 

histogramas de 𝑍5 na Fig. 7.8, todos ajustados com a distribuição de Weibull novamente. Os 

resultados mostram uma influência mínima do módulo 𝐸m nos resultados de confiabilidade, 

onde a redução da confiabilidade com a variação do coeficiente 𝛿𝐸m é mais visível nos 

histogramas da Fig. 7.8 (c) (planejamento CCD14 com revestimento). 

Na Figura 7.8 (a), a probabilidade 𝑝f aumenta de 19,10% (𝛿𝐸m = 10%) para 20,52% 

(𝛿𝐸m = 20%) no túnel sem reforço e sem revestimento, o que representa uma redução mínima 

de 0,874 para 0,823 no índice 𝛽. Com a instalação dos tirantes e revestimento, Figura 7.8 (c), a 

probabilidade 𝑝f aumenta de 0,56% (𝛿𝐸m = 10%) para 0,79% (𝛿𝐸m = 20%), o que representa 

uma redução mínima de 2,538 para 2,414 no índice 𝛽. 
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Figura 7.8: Influência da variação do Módulo de Young nos resultados de confiabilidade da 

função 𝑍5: (a) Planejamento CCD10; (b) Planejamento CCD14 sem revestimento; (c) 

Planejamento CCD14 com revestimento (Elaborado pelo autor). 

 

As Figuras 7.9 e 7.10 ilustram as funções densidade de probabilidade das solicitações 

𝑢i de 𝑍5, onde os histogramas foram ajustados com a distribuição de probabilidade lognormal. 

Os ajustes foram realizados apenas para os planejamentos CCD12 e CCD14, uma vez que a 

mudança dos parâmetros dos tirantes frontais dos planejamentos CCD11 e CCD13 não alteram 

de forma significativa os resultados de confiabilidade. Os ajustes do planejamento CCD10 

(túnel sem tirantes) foram ilustrados apenas para fins de comparação de resultados. 

As curvas da Figura 7.9 descrevem graficamente os resultados de confiabilidade obtidos 

pelos planejamentos realizados, onde a área abaixo das curvas para 𝑢i > 100 mm representam 

a probabilidade de falha obtida pela função performance 𝑍5. Na comparação das curvas azul e 

vermelha, verifica-se a grande redução dos deslocamentos máximos e de suas dispersões apenas 

na instalação do revestimento, o que é compatível com a evolução dos parâmetros de 
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confiabilidade definidos nas Tab. 7.9 e 7.11. Considerando apenas a instalação dos tirantes 

radiais e frontais, curvas verde e preta da Fig. 7.9, verificou-se uma redução discreta dos 

deslocamentos máximos e suas dispersões, que é melhorada com o aumento da densidade de 

tirantes proposto pelo planejamento CCD14. Os histogramas dos planejamentos CCD12 e 

CCD14 na Fig. 7.9 também são compatíveis com os resultados de confiabilidade das Tab. 7.10 

e 7.11. 

 

 

Figura 7.9: Funções densidade de probabilidade dos principais planejamentos do Túnel C: 

verificação dos túneis com tirantes e sem revestimento (Elaborado pelo autor).  
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Figura 7.10: Funções densidade de probabilidade dos principais planejamentos do Túnel C: 

verificação dos túneis com tirantes e revestimento (Elaborado pelo autor). 

 

Os histogramas da Figura 7.10 também apresentam reduções das solicitações e suas 

dispersões compatíveis com os resultados das Tab. 7.9 a 7.11. Visualmente é possível 

identificar que as curvas referentes aos planejamentos CCD12 e CCD14 produzem melhores 

reduções das solicitações e dispersões comparadas com as curvas do planejamento CCD10 (sem 

tirantes). Deste modo, fica evidente a obtenção de melhores resultados de confiabilidade através 

da associação de tirantes radiais com o revestimento em concreto projetado.  

Os valores médios e desvios-padrões das solicitações �̂�i são apresentados na Tab. 7.14, 

onde são descritos apenas os valores referentes as curvas da Fig. 7.10, devido aos planejamentos 

CCD12 e CCD14 obterem os melhores resultados e o planejamento CCD10 para fins de 

comparação. As médias e desvios padrões da Tab. 7.14 apresentam reduções visivelmente em 

concordância com as curvas da Fig. 7.10, o que verifica os resultados obtidos. 
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Tabela 7.14: Parâmetros estatísticos do Túnel C obtidos por meio do método de Monte Carlo 

para as solicitações definidas na Figura 7.10. 

PLANEJAMENTOS PARÂMETROS ESTATÍSTICOS DE �̂�𝐢 

CCD10 
𝜇𝑢∞ = 73,42 mm 𝜎𝑢∞ = 36,87 mm 

𝜇𝑢eq = 56,79 mm 𝜎𝑢eq = 15,97 mm 

CCD12 𝜇
𝑢eq
(2) = 53,91 mm 𝜎

𝑢eq
(2) = 13,86 mm 

CCD14 𝜇
𝑢eq
(2) = 49,08 mm 𝜎

𝑢eq
(2) = 11,91 mm 

Fonte: elaborada pelo autor.  

 

Por fim, os valores médios dos deslocamentos radiais máximos 𝑢i do Túnel C podem 

ser obtidos de forma aproximada através da simulação com o GEOMEC91 e utilizando os 

parâmetros médios e fixos do túnel nas simulações. A Figura 7.11 ilustra as curvas de 

deslocamentos radiais referentes a última escavação do Túnel C simulado no GEOMEC91, 

onde novamente são apresentados apenas os resultados para os planejamentos de maior 

importância (descritos na Fig. 7.10 e Tab. 7.14).  

Os resultados da Figura 7.11 mostram que os deslocamentos radiais médios das 

simulações atingem valores médios próximos aos obtidos com as funções aproximadoras 

através do método de Monte Carlo (Tab. 7.14). Para o planejamento CCD10, sem revestimento, 

foi obtido um valor de deslocamento máximo 𝜇𝑢∞ = 73,42 mm com o método de Monte Carlo, 

6,8% maior que o valor obtido pela simulação numérica (𝜇𝑢∞ = 68,73 mm). Esta diferença é 

perfeitamente aceitável tendo em vista a aleatoriedade dos parâmetros no método de Monte 

Carlo. As diferenças entre os valores da Fig. 7.11 e da Tab. 7.14 para os demais planejamentos 

seguem abaixo de 6,0%. 
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Figura 7.11: Curvas de deslocamentos radiais com o avanço da escavação obtidos para a 

última escavação do Túnel C no software GEOMEC91 (Elaborado pelo autor). 

 

7.2.2 Análise de confiabilidade aplicada ao deslocamento axial na face da escavação 

De forma análoga ao procedimento realizado no item 7.2.1, a média do deslocamento 

axial na face da escavação do Túnel C, não reforçado e sem revestimento, é obtida por meio da 

modelagem numérica com o GEOMEC91. Após a modelagem com os parâmetros geotécnicos 

médios e fixos, descritos na Tabela 5.7, é definido o seguinte deslocamento axial médio na face 

da escavação: 𝜇𝑢z = 46,04 mm. A análise de confiabilidade referente ao deslocamento axial 

máximo na face da escavação, para o túnel sem reforço por tirantes e sem revestimento, será 

realizada considerando um valor admissível 𝐿5 = 0,08 3⁄ 𝑅i = 80,0 mm, majorado em relação 

a média 𝜇𝑢z. Para a análise inicial é necessário o uso da função aproximadora �̂�z, obtida pelo 

planejamento CCD10 com a Eq. (C.2), para o cálculo da solicitação de 𝑍5. A Tabela 7.15 

apresenta os resultados de confiabilidade iniciais para a solicitação  �̂�z do planejamento 

CCD10. 
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Tabela 7.15: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente ao planejamento 

CCD10: deslocamento axial �̂�z na face do maciço não reforçado e sem revestimento. 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

4 x 10.000 12,14 1,168 5 12,03 1,173 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Os resultados da Tabela 7.15 mostram uma excelente concordância entre os valores 

obtidos pelo método FORM e Monte Carlo com amostragem direta, o que verifica os resultados 

de confiabilidade obtidos pela função aproximadora �̂�z. Os índices de confiabilidade obtidos 

para o maciço sem tirantes e sem revestimento são extremamente baixos na verificação do 

deslocamento axial na face da escavação. Sendo assim, os níveis de confiabilidade tendem a 

ser melhorados com a contenção dos deslocamentos axiais, proporcionada pela instalação de 

tirantes (radiais e frontais) e revestimento. O valor admissível 𝐿5 = 80,0 mm será mantido para 

as demais análises de confiabilidade referentes ao deslocamento axial na face do Túnel C 

reforçado por tirantes e com revestimento. 

A Tabela 7.16 apresenta os resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍5, 

utilizando os planejamentos CCD11 a CCD14 para o cálculo da solicitação �̂�z
(2)

 do maciço 

reforçado com tirantes do Túnel C (Eqs. (C.6), (C.10), (C.14) e (C.18)). Novamente, esta análise 

consiste apenas na instalação dos tirantes durante a escavação do túnel (com os dados das 

Tabelas 5.8 e 5.9), sem considerar o revestimento em concreto projetado.  

 

Tabela 7.16: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referentes ao deslocamento axial 

�̂�z
(2)

 na face do maciço reforçado por tirantes e sem revestimento. 

FUNÇÃO 

MSR 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD11  4 x 10.000 8,61 1,366 5 8,50 1,372 

CCD12  4 x 10.000 3,55 1,806 6 3,43 1,821 

CCD13  4 x 10.000 6,98 1,477 6 6,89 1,484 

CCD14  4 x 10.000 2,99 1,882 6 3,21 1,851 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Os resultados da Tabela 7.16 mostram uma elevação maior dos índices de confiabilidade 

quando a densidade de tirantes frontais é aumentada, enquanto o aumento da densidade de 

tirantes radiais também contribui com o aumento da confiabilidade, porém de forma discreta. 
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Uma vez considerada a situação mínima de densidade de tirantes aplicada ao túnel 

(planejamento CCD11), o risco de falha devido aos deslocamentos axiais excessivos da frente 

da escavação reduz de 𝑝f = 12,03% (situação da Tab. 7.15) para 𝑝f = 8,50%, o que significa 

um aumento de aproximadamente 17% no índice 𝛽. O planejamento CCD13 gera um aumento 

de apenas 8% no índice 𝛽, se comparado ao planejamento CCD11, o que sugere uma 

contribuição dos tirantes radiais na redução dos deslocamentos axiais na face da escavação, 

mesmo que mínima. A mesma situação é visível na comparação entre os planejamentos CCD12 

e CCD14.  

O aumento da densidade de tirantes frontais, proposto pelos planejamentos CCD12 e 

CCD14 na Tab. 7.16, eleva o índice 𝛽 em torno de 28% e 32% na comparação com os 

planejamentos CCD11 e CCD13, respectivamente. A probabilidade de falha chega a um valor 

próximo de 3,0% no caso do planejamento CCD14, o que representa uma redução de 9,0% em 

𝑝f e um aumento de 58% no índice 𝛽 se comparado ao planejamento CCD10 (Tab. 7.15). 

A Tabela 7.17 apresenta os resultados de confiabilidade para a função performance 𝑍5 

de forma análoga ao apresentado na Tab. 7.11, porém considerando as solicitações �̂�z,eq e �̂�z,eq
(2)

 

do Túnel C (Eqs. (C.4), (C.8), (C.12), (C.16) e (C.20)). O revestimento de concreto está 

instalado com ou sem associação com tirantes radiais e frontais. Os resultados da Tabela 7.17 

novamente apresentam concordância entre os valores obtidos pelo método FORM e Monte 

Carlo com amostragem direta, o que verifica os resultados de confiabilidade obtidos pelas 

funções aproximadoras de �̂�z,eq e �̂�z,eq
(2)

. 

 

Tabela 7.17: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente as solicitações de 

projeto �̂�z,eq e �̂�z,eq
(2)

 para túneis com revestimento em concreto projetado. 

FUNÇÃO 

MSR 

MONTE CARLO (A. DIRETA) FORM iHLRF 

Ciclos x Simulações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD10 4 x 10.000 8,79 1,354 5 8,74 1,357 

CCD11  4 x 10.000 5,81 1,571 5 5,96 1,558 

CCD12  4 x 10.000 2,43 1,973 6 2,49 1,961 

CCD13  4 x 10.000 5,31 1,615 6 5,19 1,627 

CCD14  4 x 10.000 1,95 2,065 6 2,08 2,038 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

A comparação entre os resultados do planejamento CCD10 nas Tab. 7.15 e 7.17 mostra 

uma redução em 𝑝f de 12,03% para 8,74%, o que representa um aumento de 16% em 𝛽.  Quando 
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as mesmas comparações são realizadas com os planejamentos CCD11 a CCD14 (Tab. 7.16 e 

7.17), ocorrem reduções similares em 𝑝f, onde em todos os casos são registrados aumentos 

abaixo de 13% para o índice 𝛽. Estes resultados sugerem uma baixa contribuição do 

revestimento associado com tirantes na redução dos deslocamentos axiais na face da escavação, 

na comparação com os casos que consideram o túnel com tirantes e sem revestimento. 

   Considerando a comparação dos planejamentos CCD11 a CCD14 da Tab. 7.17 com 

CCD10 da Tab. 7.15, os índices de confiabilidade seguem em um crescimento contínuo. A 

evolução dos resultados de confiabilidade na comparação dos planejamentos CCD11 e CCD13 

com CCD12 e CCD14 da Tab. 7.17 seguem conservadoras e em conformidade com a análise 

da Tab. 7.16. Para o caso do planejamento CCD14, que fornece os melhores resultados, ocorre 

um aumento de 74% no índice de confiabilidade se comparado ao planejamento CCD10 da Tab. 

7.15, o que representa uma redução de 10% no valor de 𝑝f.  

De forma geral, a utilização de tirantes radiais e frontais, associada com o revestimento 

em concreto projetado, produz melhoras consistentes nos níveis de confiabilidade para o 

deslocamento axial máximo da frente de escavação, se comparado ao caso do Túnel C sem 

reforço e revestimento. Considerando a densidade de tirantes, os resultados mostram a 

necessidade de um aumento considerável da densidade de tirantes frontais para a obtenção de 

bons índices de confiabilidade nos casos estudados.  

O planejamento CCD14 com revestimento foi a condição que produziu os melhores 

resultados de confiabilidade para o deslocamento axial máximo da frente de escavação, ainda 

que um pouco acima do limite aceitável 𝑝f = 1,0% para a segurança estrutural (ver Tab. 7.17). 

Neste caso, o aumento da densidade de tirantes frontais é indicado manter o valor de 𝑝f abaixo 

do limite aceitável para a segurança estrutural. Os resultados para este caso não serão 

demonstrados, uma vez que a intenção de demonstrar o bom funcionamento da metodologia 

para o estudo da confiabilidade já foi realizada. 

Retomando as mesmas análises realizadas no item anterior, será verificada a influência 

da correlação entre a coesão e o ângulo de atrito (dada por 𝜌𝑐−𝜑) nos resultados de 

confiabilidade propostos para o deslocamento axial máximo de 𝑍5, referentes aos 

planejamentos CCD10 e CCD14. As Tabelas 7.12 e 7.13 apresentam os resultados de 

confiabilidade considerando uma correlação fraca 𝜌𝑐−𝜑 = −0,50 e forte 𝜌𝑐−𝜑 = −0,90, para 

os casos do Túnel C sem revestimento e com revestimento, considerando apenas o método 

FORM. 
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Tabela 7.18: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente as correlações 𝜌𝑐−𝜑 

para túneis sem revestimento em concreto projetado. 

FUNÇÃO 

MSR 

FORM iHLRF 

𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎,𝟓 𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎, 𝟗 

Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD10 5 11,35 1,208 5 10,77 1,239 

CCD14 6 2,75 1,919 6 2,408 1,976 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Tabela 7.19: Resultados de confiabilidade para a função 𝑍5, referente as correlações 𝜌𝑐−𝜑 

para túneis com revestimento em concreto projetado. 

FUNÇÃO 

MSR 

FORM iHLRF 

𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎,𝟓 𝝆𝛗−𝐜 = −𝟎, 𝟗 

Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 Iterações 𝒑𝐟 (%) 𝜷 

CCD10 5 8,11 1,398 5 7,59 1,433 

CCD14 6 1,71 2,119 6 1,43 2,189 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Analogamente ao estudo dos resultados das Tabelas 7.12 e 7.13, os resultados das 

Tabelas 7.18 e 7.19 sugerem que a consideração da correlação entre a coesão e o ângulo de 

atrito, no estudo da confiabilidade aplicada aos deslocamentos axiais da frente de escavação, 

geram reduções das probabilidades de falha pouco significativas podendo ser desprezadas. 

A influência dos parâmetros estatísticos do maciço escavado (coesão, ângulo de atrito e 

Módulo d eelasticidade), serão verificados por meio dos histogramas da função 𝑍5 para os 

deslocamentos axiais máximos, assim como as verificações realizadas anteriormente nas Fig. 

7.6, 7.7 e 7.8. Os histogramas foram gerados por meio da amostragem direta de Monte Carlo 

com 40.000 simulações, onde em cada caso foram modificados apenas o coeficiente de variação 

de cada parâmetro. Para fins de análise, foi verificada a influência dos parâmetros do maciço 

apenas no planejamento CCD10 sem tirantes e revestimento, uma vez que para os demais 

planejamentos os resultados e comportamentos das funções densidade de probabilidade são 

similares aos apresentados nas Fig. 7.6, 7.7 e 7.8. 
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Figura 7.12: Influência dos parâmetros estatísticos do maciço nos resultados de confiabilidade 

da função 𝑍5, referente ao planejamento CCD10 sem reforço e revestimento: (a) Coesão; (b) 

Ângulo de atrito; (c) Módulo de elasticidade (Elaborado pelo autor). 

 

Os resultados da Figura 7.12 apresentam gráficos de distribuições de probabilidade 

menos dispersos que os gráficos correspondentes ao deslocamento radial nas Fig. 7.6 (a), 7.7 

(a) e 7.8 (a), uma vez que os índices de confiabilidade para o estudo dos deslocamentos axiais 

máximos são maiores. Novamente a variação da coesão (Fig. 7.12 (a)) é o parâmetro que afeta 

de forma mais significativa os resultados de confiabilidade: a probabilidade de falha 𝑝f aumenta 

de 1,44% para 12,14% com a variação de 𝛿𝑐 entre 10% e 20%, o que representa uma redução 

do índice 𝛽 de 2,188 para 1,168. A variabilidade dos parâmetros 𝜑 e 𝐸m, ilustrada nas 

distribuições de probabilidade das Fig. 7.12 (b) e (c), não afeta de forma significativa os 

resultados de confiabilidade referentes ao deslocamento axial da frente de escavação. Nestes 

casos, a diferença percentual entre os resultados de 𝛽 ficaram abaixo de 1% com a variação de 

𝛿𝜑 e 𝛿𝐸m entre 10% e 20%. 
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As funções densidade de probabilidade lognormal das Figuras 7.13 e 7.14 descrevem a 

variabilidade dos deslocamentos axiais máximos da função 𝑍5, onde a área abaixo das curvas 

para 𝑢i > 80 mm representam a probabilidade de falha obtida. São definidas apenas as 

distribuções para os planejamentos CCD12 e CCD14, que fornecem os melhores resultados de 

confiabilidade, tanto para as solicitações de deslocamentos radiais (item 7.2.1) como axiais. As 

curvas referentes ao planejamento CCD10 são definidas apenas para fins de comparação. 

 Na comparação das curvas azul e vermelha das Figuras 7.13 e 7.14, verifica-se que a 

instalação do revestimento não contribui significativamente para a redução dos deslocamentos 

axiais máximos, uma vez que a redução da dispersão entre as curvas muda pouco. A análise das 

curvas preta e verde define que o aumento da densidade de tirantes radiais também não contribui 

para a redução dos deslocamentos axiais máximos. Como já é esperado, a instalação dos tirantes 

frontais fornecem reduções significativas dos deslocamentos axiais máximos, melhorando os 

índices de confiabilidade, conforme mostra a redução das dispersões na comparação entre as 

curvas vermelha e preta ou verde nas Fig. 7.13 e 7.14. 

  

 

Figura 7.13: Funções densidade de probabilidade dos principais planejamentos do Túnel C: 

verificação dos túneis com tirantes e sem revestimento (Elaborado pelo autor).  
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Figura 7.14: Funções densidade de probabilidade dos principais planejamentos do Túnel C: 

verificação dos túneis com tirantes e revestimento (Elaborado pelo autor). 

 

Os valores médios e desvios-padrões dos deslocamentos axiais máximos são 

apresentados na Tab. 7.20, onde são descritos apenas os valores referentes as curvas da Fig. 

7.14. De forma análoga aos resultados para os deslocamentos radiais máximos, as médias e 

desvios padrões da Tab. 7.20 apresentam reduções visivelmente em concordância com as curvas 

da Fig. 7.14, o que verifica os resultados obtidos. 

 

Tabela 7.20: Parâmetros estatísticos do Túnel C obtidos por meio do método de Monte Carlo 

para as solicitações definidas na Figura 7.14. 

PLANEJAMENTOS PARÂMETROS ESTATÍSTICOS DE �̂�𝐢 

CCD10 
𝜇𝑢z = 49,21 mm 𝜎𝑢z = 20,81 mm 

𝜇𝑢z,eq = 47,77 mm 𝜎𝑢z,eq = 16,00 mm 

CCD12 𝜇
𝑢z,eq
(2) = 36,54 mm 𝜎

𝑢z,eq
(2) = 10,02 mm 

CCD14 𝜇
𝑢z,eq
(2) = 35,53 mm 𝜎

𝑢z,eq
(2) = 9,79 mm 

Fonte: elaborado pelo autor.  

 

Por fim, os valores médios dos deslocamentos axiais máximos 𝑢i do Túnel C também 

são obtidos diretamente através da simulação com o GEOMEC91 e utilizando os parâmetros 

médios e fixos do túnel nas simulações. A Figura 7.15 ilustra as curvas de deslocamentos axiais 
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para 25 metros a frente da face de escavação do Túnel C simulado no GEOMEC91, onde 

novamente são apresentados apenas os resultados para os planejamentos de maior importância 

(descritos na Fig. 7.14 e Tab. 7.20). Os deslocamentos axiais máximos são dados na origem do 

gráfico (face da escavação) e tendem a reduzir abruptamente para distâncias a frente da face. 

   

 

Figura 7.15: Curvas de deslocamentos radiais com o avanço da escavação obtidos para a 

última escavação do Túnel C no software GEOMEC91 (Elaborado pelo autor). 

 

Conforme ocorreu com os deslocamentos radiais no item 7.2.1, os resultados da Figura 

7.15 mostram que os deslocamentos axiais médios das simulações também atingem valores 

médios próximos aos obtidos com as funções aproximadoras através do método de Monte Carlo 

na Tab. 7.20. É possível observar também a redução das solicitações máximas, provocadas pela 

instalação dos tirantes frontais, ao comparar as curvas dos planejamentos CCD12 e CCD14 com 

CCD10 na Fig. 7.15. As diferenças entre os deslocamentos máximos da Fig. 7.15 e da Tab. 7.20 

seguem abaixo de 7,0% para todos os planejamentos ilustrados. 

Com a análise de confiabilidade referente aos deslocamentos axiais máximos finalizada, 

é possível definir as condições estruturais finais para o Túnel C que produzem os melhores 

resultados de confiabilidade frente as solicitações de deslocamentos radiais e axiais na 

escavação. As condições impostas pelo planejamento CCD14, túnel com revestimento em 

concreto projetado e densidade de tirantes radiais e frontais 𝛿r = 𝛿f = 2,0 t./m², são as que 
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apresentaram os melhores resultados de confiabilidade para o Túnel C. Deste modo, as Figs. 

7.16 e 7.17 apresentam os histogramas para o planejamento CCD14 com revestimento, para os 

casos da função 𝑍5 referente as solicitações por deslocamentos radiais e frontais. Os 

histogramas referentes ao planejamento CCD10, sem reforço por tirantes e revestimento, 

também são apresentados para fins de comparação. 

 

 

Figura 7.16: Histogramas da função performance 𝑍5 referentes as solicitações por 

deslocamentos radiais para as situações favoráveis e desfavoráveis de confiabilidade. 
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Figura 7.17: Histogramas da função performance 𝑍5 referentes as solicitações por 

deslocamentos axiais para as situações favoráveis e desfavoráveis de confiabilidade. 

 

Os histogramas das Figuras 7.16 e 7.17 estão em concordância com os resultados de 

confiabilidade obtidos, uma vez que em ambas as solicitações ocorrem grandes reduções na 

dispersão dos histogramas de CCD14 quando comparados aos de CCD10. Desta forma, a 

implementação do planejamento CCD14 gera reduções na quantidade de valores negativos de 

𝑍5 e, consequentemente, o aumento dos índices de confiabilidade.  
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8 CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi apresentado um amplo estudo de confiabilidade aplicado a análises 

geotécnicas e estruturais de túneis. As análises foram realizadas através de modelos analíticos 

e computacionais. As análises de confiabilidade foram aplicadas em três casos distintos de 

túneis, caracterizados pelos componentes estruturais aplicados: suporte em concreto projetado 

e reforço por meio de tirantes passivos radiais e frontais. O estudo da confiabilidade associada 

ao Método de Homogeneização, aplicado na análise do comportamento mecânico de túneis 

reforçados com tirantes passivos, foi tratado com maior ênfase. 

Os principais modelos e conceitos para a análise analítica e numérica de túneis foram 

fundamentados de forma consistente no referencial teórico do trabalho, assim como os métodos 

e conceitos básicos da confiabilidade aplicada em engenharia de túneis.  

Referente ao estudo de túneis sem reforço do maciço escavado, foi apresentada uma 

abordagem analítica baseada no comportamento do maciço em regime elástico e elasto-plástico, 

além da metodologia numérica baseada no Método dos Elementos Finitos e no uso do software 

GEOMEC91. Para os casos de túneis reforçados com tirantes passivos, as metodologias 

analíticas em elasticidade e elasto-plasticidade foram descritas em detalhes juntamente com as 

simulações numéricas. A metodologia de análise assim como sua implementação foram 

validadas através de comparações com trabalhos disponíveis na literatura. 

Os métodos de Monte Carlo e FORM foram adotados para as análises de confiabilidade 

deste trabalho, ambos os métodos e suas variantes foram detalhados de forma ampla e 

consistente. O Método da Superfície de Resposta (MSR) associado ao Central Composite 

Design (CCD) foi a metodologia de maior importância no trabalho. Como os métodos de 

confiabilidade adotados exigem metodologias analíticas para o bom funcionamento, o MSR 

associado ao CCD forneceu funções analíticas aproximadas aos modelos numéricos e demais 

modelos não compatíveis com as metodologias de confiabilidade. Deste modo, foi possível a 

obtenção de resultados de confiabilidade para todas as metodologias de túneis do estudo. 

Os métodos de Monte Carlo e FORM foram programados na linguagem Python e 

verificados a partir de resultados obtidos no estudo de confiabilidade da zona plástica 

desenvolvido por Li & Low (2010), o que permitiu o uso dos algoritmos desenvolvidos na 

obtenção dos resultados de confiabilidade deste trabalho. Todos os resultados obtidos 

apresentaram boa concordância na comparação entre os dois métodos de confiabilidade 

utilizados, o que verificou os resultados de confiabilidade obtidos na análise de todos os túneis 

propostos. 
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Para os três túneis estudados foi utilizado o MSR para a obtenção das funções 

aproximadoras, necessárias para o cálculo das solicitações nos túneis, definidas pelas 

modelagens via GEOMEC91 e processo iterativo de cálculo da zona plástica. Neste caso, um 

algoritmo de automatização das simulações foi desenvolvido na linguagem Python, o que 

permitiu realizar de forma rápida e eficiente a grande quantidade de simulações necessárias 

para obter as funções aproximadoras das solicitações. Todas as funções aproximadoras obtidas 

foram verificadas, através da comparação dos resultados das mesmas com os obtidos pelos 

modelos originais, apresentando excelente concordância de resultados das solicitações 

conforme observado nos Apêndices A, B e C. 

Os resultados referentes ao Túnel A mostraram um considerável ganho de tempo 

computacional quando o método de Monte Carlo com amostragem por importância é utilizado, 

sendo esta metodologia indicada quando os índices de confiabilidade atingem valores altos. A 

análise de confiabilidade da zona plástica do Túnel A apresentou bons resultados sem a 

aplicação de qualquer tipo de revestimento no túnel, onde os resultados de confiabilidade ainda 

apresentaram uma melhora razoável quando a pressão do revestimento é considerada.  

Quando a análise de confiabilidade referente aos deslocamentos radiais do Túnel A foi 

considerada, verificou-se que o aumento da distância 𝑑0 foi eficiente na contenção dos 

deslocamentos radiais e na melhora dos níveis de confiabilidade. Por outro lado, o aumento da 

espessura do revestimento 𝑡c não foi eficaz na melhora dos níveis de confiabilidade como o 

aumento da distância 𝑑0. Os planejamentos CCD2 e CCD4, que consideram o aumento de 𝑑0 

com parâmetros de revestimento econômicos, foram os que obtiveram os melhores parâmetros 

de confiabilidade para o Túnel A: 𝑝f = 0,08% e 𝛽 = 3,166 para CCD2; 𝑝f = 2,39𝐸 − 08% e 

𝛽 = 6,226 para CCD4. Os parâmetros estruturais dos planejamentos CCD2 e CCD4 também 

mantiveram bons níveis de confiabilidade para a zona plástica da escavação, onde os valores 

médios da pressão de equilíbrio do revestimento ficaram acima de 0,50 MPa, o que gerou 

probabilidades de falha estrutural da zona plástica abaixo de 0,05% e índices 𝛽 acima de 3,30. 

A correlação entre a coesão e o ângulo de atrito do maciço escavado não apresentou influências 

significativas nos resultados finais do Túnel A.  

Os resultados de confiabilidade do Túnel B mostraram a importância do reforço com 

tirantes passivos, associado com revestimentos, na contenção das zonas plásticas e 

deslocamentos radiais da escavação. Foram produzidas melhoras significativas dos níveis de 

confiabilidade em todos os casos do túnel B reforçado com tirantes e considerando o 

revestimento, na comparação com o túnel sem qualquer tipo de reforço ou revestimento. Os 

planejamentos CCD7 e CCD8 mostraram que o aumento da densidade de tirantes radiais ou do 
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diâmetro dos tirantes produz reduções da probabilidade de falha estrutural para valores abaixo 

de 1% no caso da zona plástica e próximos a este valor para o deslocamento radial. 

Posteriormente, a redução da taxa de desconfinamento na instalação dos tirantes produziu níveis 

de confiabilidade ótimos, com probabilidade de falha estrutural abaixo de 1% tanto para a zona 

plástica como deslocamento radial do Túnel B. Deste modo, o planejamento CCD9 apresentou 

as melhores condições estruturais, fornecendo níveis de confiabilidade excelentes para o Túnel 

B (probabilidades de falha abaixo de 1% tanto para zona plástica como deslocamento radial). 

A análise do Túnel C foi baseada em sua totalidade nas simulações numéricas por meio 

do GEOMEC91, onde foram analisados os deslocamentos radiais máximos na parede da 

escavação e os deslocamentos axiais máximos na frente de escavação do túnel. Para a análise 

referente aos deslocamentos radiais máximos, o aumento dos níveis de confiabilidade para 

valores aceitáveis foi proporcionado principalmente pela instalação do revestimento em 

concreto projetado associado ao reforço com tirantes radiais. Apenas a aplicação dos tirantes 

no maciço escavado não produziu melhoras significativas na confiabilidade para o 

deslocamento radial, o que sugere que os tirantes apresentam uma função principal de fornecer 

estabilidade ao maciço escavado e não efetivamente conter o aumento dos deslocamentos. Os 

tirantes radiais atuaram de forma secundária na melhora dos índices de confiabilidade através 

do aumento da densidade dos mesmos na escavação, enquanto os tirantes frontais não 

influenciaram a confiabilidade de forma significativa no caso dos deslocamentos radiais.  

Para a análise referente aos deslocamentos axiais máximos na frente de escavação, o 

aumento dos níveis de confiabilidade para valores aceitáveis foi proporcionado principalmente 

pela instalação dos tirantes frontais. A influência dos tirantes radiais na redução da 

probabilidade de falha para os deslocamentos axiais foi mínima, da mesma forma a instalação 

do revestimento em concreto projetado produziu efeito mínimo na redução da confiabilidade 

para os deslocamentos axiais. 

As verificações das correlações entre a coesão e o ângulo de atrito do maciço para o 

Túnel C mostraram novamente uma influência mínima da correlação destes parâmetros na 

mudança dos deslcoamentos radiais, frontais e nos parâmetros de confiabilidade. Na análise da 

variabilidade dos parâmetros geotécnicos do maciço do Túnel C, a coesão foi o parâmetro que 

influênciou de forma significativa os índices de confiabilidade tanto dos deslocamentos radiais 

como frontais. 

O planejamento CCD14, com revestimento em concreto projetado, foi o que apresentou 

os melhores resultados de confiabilidade para o Túnel C na contenção dos deslocamentos 

radiais e frontais. Os níveis de confiabilidade otimizados foram obtidos principalmente pelo 
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aumento na densidade de tirantes radiais e frontais, associados ao revestimento em concreto 

projetado. Apesar de a probabilidade de falha para os deslocamentos axiais, no caso do 

planejamento CCD14, ficar um pouco acima de 1%, estes resultados podem ser melhorados 

aumentando a densidade de tirantes frontais da escavação.  

De forma geral, este trabalho apresentou uma metodologia clara e objetiva para o estudo 

da confiabilidade utilizando metodologias analíticas e numéricas de análise de túneis. A análise 

de confiabilidade através das metodologias analíticas baseadas no Método de Homogeneização, 

bem como todas as análises de confiabilidade através da modelagem numérica via GEOMEC91 

são estudos inéditos a serem agregados na bibliografia científica sobre o assunto. Os resultados 

obtidos fortalecem o bom funcionamento da metodologia desenvolvida, a qual oferece 

procedimentos funcionais de verificação de segurança em túneis, sendo este um setor da 

engenharia que necessita de extrema atenção e segurança nas fases de análise geotécnica e 

estrutural. 

Como continuidade e estudos futuros associados a este trabalho, diversos aspectos 

podem ser investigados no contexto da modelagem de túneis e estudos de confiabilidade 

baseados nas técnicas MSR e CCD. Como exemplo podem ser citados os modelos analíticos e 

numéricos aplicados a túneis em meios viscoplásticos ou poroplásticos, a utilização de outros 

softwares de análise, bem como outros critérios de plasticidade para o maciço. A utilização de 

outros procedimentos de reforço e suporte estrutural, como anéis metálicos, enfilagens e 

suportes em concreto pré-moldado, também são nichos de estudo a serem explorados. A 

modelagem numérica tridimensional de túneis, que é um campo de estudo recente e em 

constante desenvolvimento na atualidade, é uma metodologia que, em um futuro próximo, 

certamente poderá ser associada a modelos de confiabilidade, o que permitirá obter resultados 

de análise de segurança em túneis muito próximos da realidade. 
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APÊNDICE A – FUNÇÕES DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA APLICADAS AO 

ESTUDO DE CONFIABILIDADE DO TÚNEL A 

 

As funções de superfície de resposta, resultados e verificações descritos a seguir são 

referentes aos planejamentos compostos centrais descritos no item 5.7.1 para o Túnel A. 

 

• PLANEJAMENTO CCD1: 

Após a realização das 30 simulações com o GEOMEC91, o software Design Expert 

define as funções aproximadoras de 𝑢0 e 𝑢eq com base em uma regressão com transformação 

em raiz quadrada para linearizar as respostas: 

 

√�̂�0 𝑅i⁄ = 0,058 − 0,033𝜑 − 0,02𝑐 − 9,4E − 05𝐸m + 0,024𝑃∞ + 0,024𝜑𝑐 

                   +(2,1E − 05)𝜑𝐸m − 0,012𝜑𝑃∞ + (5,739E − 06)𝑐𝐸m − 0,004𝑐𝑃∞ 

                   −(8,175E − 06)𝐸m𝑃∞ + 0,019𝜑
2 + 0,006𝑐2 + (6,389E − 08)𝐸m

2 

                   −5,9E − 5𝑃∞
2 

(A.1) 

 

√�̂�eq 𝑅i⁄ = 0,066 − 0,038𝜑 − 0,021𝑐 − (1,05E − 04)𝐸m + 0,027𝑃∞ + 0,030𝜑 

                     +(2,2E − 05)𝜑𝐸m − 0,014𝜑𝑃∞ + (5,955E − 06)𝑐𝐸m − 0,004𝑐𝑃∞ 

                     −(8,95E − 06)𝐸m𝑃∞ + 0,029𝜑
2 + 0,006𝑐2 + (7,256E − 08)𝐸m

2 

                     +(3,7E − 5)𝑃∞
2 

(A.2) 

 

Onde �̂�0 e �̂�eq são dados em milímetros (mm) ou metros (m). 

A Tabela A.1 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 dos tipos de funções aproximadoras 

propostas pelo software para determinar �̂�0 e �̂�eq, o que verifica que a função quadrática 

definida nas Eqs. (A.1) e (A.2) são adequadas aos resultados da modelagem numérica com 

precisão acima de 99%. 
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Tabela A.1: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑢0 e 𝑢eq no 

planejamento CCD1. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�0 
Linear 99,49% 99,35% 

Quadrática 99,99% 99,98% 

�̂�eq 
Linear 99,47% 99,31% 

Quadrática 99,99% 99,98% 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas A.2 e A.3 apresentam os resultados de 𝑢0 e 𝑢eq definidos pelas simulações 

em elementos finitos com o GEOMEC91, e �̂�0 e �̂�eq calculados pelas formulações equivalentes 

definidas pelas Eqs. (A.1) e (A.2), referente as 30 combinações definidas no software Design 

Expert. 

 



223 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

Tabela A.2: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢0 do planejamento CCD1.

 

Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC 91 MSR DIFERENÇA (%)

0,236 1,65 550,00 4,40 22,50 22,33 0,75

0,262 1,50 600,00 4,00 18,81 18,69 0,62

0,236 1,65 550,00 3,60 17,23 17,08 0,90

0,262 1,50 500,00 3,20 16,04 15,92 0,78

0,288 1,35 550,00 4,40 23,33 23,17 0,67

0,236 1,35 550,00 4,40 24,50 24,33 0,71

0,262 1,50 400,00 4,00 25,28 25,13 0,62

0,262 1,50 500,00 4,00 21,51 21,37 0,63

0,314 1,50 500,00 4,00 20,72 20,57 0,77

0,262 1,80 500,00 4,00 20,31 20,21 0,51

0,236 1,35 450,00 3,60 21,31 21,21 0,48

0,262 1,50 500,00 4,00 21,51 21,37 0,63

0,262 1,50 500,00 4,00 21,51 21,37 0,63

0,209 1,50 500,00 4,00 22,37 22,27 0,48

0,236 1,65 450,00 4,40 26,05 25,91 0,53

0,288 1,35 550,00 3,60 17,70 17,57 0,76

0,288 1,65 450,00 3,60 19,35 19,24 0,54

0,262 1,20 500,00 4,00 23,50 23,33 0,72

0,262 1,50 500,00 4,80 27,71 27,57 0,50

0,236 1,35 450,00 4,40 28,34 28,20 0,49

0,288 1,35 450,00 3,60 20,48 20,38 0,51

0,262 1,50 500,00 4,00 21,51 21,37 0,63

0,288 1,65 550,00 3,60 16,74 16,61 0,80

0,288 1,65 550,00 4,40 21,63 21,46 0,79

0,288 1,35 450,00 4,40 26,98 26,87 0,41

0,236 1,65 450,00 3,60 19,93 19,82 0,59

0,236 1,35 550,00 3,60 18,40 18,27 0,73

0,262 1,50 500,00 4,00 21,51 21,37 0,63

0,288 1,65 450,00 4,40 25,04 24,90 0,54

0,262 1,50 500,00 4,00 21,51 21,37 0,63

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝟎 (mm) �̂�𝟎 −𝒖𝟎 /𝒖𝟎�̂�𝟎 (mm)
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Tabela A.3: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq do planejamento CCD1. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD2: 

Após a realização das 30 simulações com o GEOMEC91, o software Design Expert 

define as funções aproximadoras de 𝑢0 e 𝑢eq com base em uma regressão com transformação 

em logaritmo natural para linearizar as respostas: 

 

ln(�̂�0 𝑅i⁄ ) = −4,437 − 1,963𝜑 − 1,334𝑐 − 0,004𝐸m + 1,009𝑃∞ + 1,644𝜑𝑐 

                         +(7,3E − 05)𝜑𝐸m − 0,616𝜑𝑃∞ − (2,7E − 05)𝑐𝐸m − 0,225𝑐𝑃∞ 

                         +(1,0E − 05)𝐸m𝑃∞ + 2,00𝜑
2 + 0,444𝑐2 + 1,968E − 06𝐸m

2 

                         −0,011𝑃∞
2 

(A.3) 

 

GEOMEC 91 MSR DIFERENÇA (%)

0,236 1,65 550,00 4,40 29,99 30,17 0,58

0,262 1,50 600,00 4,00 25,26 25,49 0,92

0,236 1,65 550,00 3,60 23,28 23,42 0,59

0,262 1,50 500,00 3,20 21,78 21,91 0,57

0,288 1,35 550,00 4,40 30,96 31,18 0,70

0,236 1,35 550,00 4,40 32,29 32,47 0,55

0,262 1,50 400,00 4,00 33,61 33,72 0,32

0,262 1,50 500,00 4,00 28,73 28,91 0,60

0,314 1,50 500,00 4,00 27,96 28,10 0,49

0,262 1,80 500,00 4,00 27,47 27,67 0,73

0,236 1,35 450,00 3,60 28,28 28,47 0,67

0,262 1,50 500,00 4,00 28,73 28,91 0,60

0,262 1,50 500,00 4,00 28,73 28,91 0,60

0,209 1,50 500,00 4,00 29,64 29,85 0,70

0,236 1,65 450,00 4,40 34,56 34,74 0,51

0,288 1,35 550,00 3,60 23,83 24,00 0,70

0,288 1,65 450,00 3,60 26,28 26,44 0,64

0,262 1,20 500,00 4,00 30,97 31,12 0,47

0,262 1,50 500,00 4,80 36,61 36,83 0,62

0,236 1,35 450,00 4,40 37,21 37,36 0,41

0,288 1,35 450,00 3,60 27,43 27,61 0,64

0,262 1,50 500,00 4,00 28,73 28,91 0,60

0,288 1,65 550,00 3,60 22,84 23,03 0,85

0,288 1,65 550,00 4,40 29,13 29,28 0,52

0,288 1,35 450,00 4,40 35,66 35,88 0,60

0,236 1,65 450,00 3,60 26,80 26,94 0,52

0,236 1,35 550,00 3,60 24,54 24,72 0,75

0,262 1,50 500,00 4,00 28,73 28,91 0,60

0,288 1,65 450,00 4,40 33,53 33,70 0,50

0,262 1,50 500,00 4,00 28,73 28,91 0,60

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝐞𝐪 (mm) �̂�𝐞𝐪−𝒖𝐞𝐪 /𝒖𝐞𝐪�̂�𝐞𝐪 (mm)
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ln(�̂�eq 𝑅i⁄ ) = −4,411 − 1,891𝜑 − 1,249𝑐 − 0,004𝐸m + 0,978𝑃∞ + 1,542𝜑𝑐 

                           −(7,1E − 05)𝜑𝐸m − 0,578𝜑𝑃∞ − (9,73E − 06)𝑐𝐸m − 0,218𝑐𝑃∞ 

                           +(3,65E − 06)𝐸m𝑃∞ + 2,007𝜑
2 + 0,424𝑐2 + (1,87E − 06)𝐸m

2
 

                           −0,011𝑃∞
2 

(A.4) 

 

A Tabela A.4 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar �̂�0 e �̂�eq, o que verifica 

que a função quadrática definida nas Eqs. (A.3) e (A.4) são adequadas aos resultados da 

modelagem numérica com precisão acima de 99%. 

 

Tabela A.4: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑢0 e 𝑢eq no 

planejamento CCD2. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�0 
Linear 99,19% 98,94% 

Quadrática 99,99% 99,96% 

�̂�eq 
Linear 99,21% 98,97% 

Quadrática 99,99% 99,97% 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas A.5 e A.6 apresentam os resultados de 𝑢0 e 𝑢eq definidos pelas simulações 

em elementos finitos com o GEOMEC91, e �̂�0 e �̂�eq calculados pelas formulações equivalentes 

definidas pelas Eqs. (A.3) e (A.4). 
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Tabela A.5: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢0 do planejamento CCD2. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

GEOMEC 91 MSR DIFERENÇA (%)

0,236 1,65 550,0 4,40 42,62 42,52 0,23

0,262 1,50 600,0 4,00 34,66 34,69 0,09

0,236 1,65 550,0 3,60 30,65 30,63 0,07

0,262 1,50 500,0 3,20 29,32 29,27 0,17

0,288 1,35 550,0 4,40 47,42 47,39 0,05

0,236 1,35 550,0 4,40 51,01 51,04 0,07

0,262 1,50 400,0 4,00 51,57 51,48 0,16

0,262 1,50 500,0 4,00 41,44 41,43 0,02

0,314 1,50 500,0 4,00 39,68 39,68 0,00

0,262 1,80 500,0 4,00 37,21 37,35 0,37

0,236 1,35 450,0 3,60 42,44 42,49 0,11

0,262 1,50 500,0 4,00 41,44 41,43 0,02

0,262 1,50 500,0 4,00 41,44 41,43 0,02

0,209 1,50 500,0 4,00 43,75 43,72 0,07

0,236 1,65 450,0 4,40 51,88 51,79 0,17

0,288 1,35 550,0 3,60 33,18 33,23 0,13

0,288 1,65 450,0 3,60 36,54 36,50 0,11

0,262 1,20 500,0 4,00 49,96 49,74 0,44

0,262 1,50 500,0 4,80 57,85 57,91 0,11

0,236 1,35 450,0 4,40 62,04 62,14 0,15

0,288 1,35 450,0 3,60 40,41 40,49 0,20

0,262 1,50 500,0 4,00 41,44 41,43 0,02

0,288 1,65 550,0 3,60 29,99 29,94 0,19

0,288 1,65 550,0 4,40 40,56 40,50 0,14

0,288 1,35 450,0 4,40 57,69 57,71 0,03

0,236 1,65 450,0 3,60 37,33 37,34 0,01

0,236 1,35 550,0 3,60 34,87 34,88 0,05

0,262 1,50 500,0 4,00 41,44 41,43 0,02

0,288 1,65 450,0 4,40 49,39 49,34 0,08

0,262 1,50 500,0 4,00 41,44 41,43 0,02

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝟎 − �̂�𝟎 /�̂�𝟎𝒖𝟎 (mm) �̂�𝟎 (mm)
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Tabela A.6: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq do planejamento CCD2. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD3: 

Após a realização das 30 simulações com o GEOMEC91, o software Design Expert 

define as funções aproximadoras de 𝑢0 e 𝑢eq com base em uma regressão com transformação 

em raiz quadrada e logaritmo natural para linearizar as respostas: 

 

√�̂�0 𝑅i⁄ = 0,055 − 0,036𝜑 − 0,022𝑐 − 8,5E − 05𝐸m + 0,024𝑃∞ + 0,019𝜑𝑐 

                    +(3,0E − 05)𝜑𝐸m − 0,010𝜑𝑃∞ + (1,1E − 05)𝑐𝐸m − 0,003𝑐𝑃∞ 

                    −(9,315E − 06)𝐸m𝑃∞ + 0,017𝜑
2 + 0,005𝑐2 + (5,562E − 08)𝐸m

2
 

                    −1,6E − 4𝑃∞
2 

(A.5) 

 

GEOMEC 91 MSR DIFERENÇA (%)

0,236 1,65 550,0 4,40 48,89 48,82 0,14

0,262 1,50 600,0 4,00 39,97 40,03 0,15

0,236 1,65 550,0 3,60 35,38 35,35 0,07

0,262 1,50 500,0 3,20 33,69 33,65 0,11

0,288 1,35 550,0 4,40 54,10 54,13 0,04

0,236 1,35 550,0 4,40 58,09 58,12 0,05

0,262 1,50 400,0 4,00 58,41 58,35 0,11

0,262 1,50 500,0 4,00 47,39 47,40 0,02

0,314 1,50 500,0 4,00 45,49 45,49 0,00

0,262 1,80 500,0 4,00 42,77 42,93 0,38

0,236 1,35 450,0 3,60 48,26 48,34 0,16

0,262 1,50 500,0 4,00 47,39 47,40 0,02

0,262 1,50 500,0 4,00 47,39 47,40 0,02

0,209 1,50 500,0 4,00 49,89 49,91 0,03

0,236 1,65 450,0 4,40 58,99 58,94 0,08

0,288 1,35 550,0 3,60 38,18 38,23 0,12

0,288 1,65 450,0 3,60 41,77 41,77 0,01

0,262 1,20 500,0 4,00 56,67 56,47 0,34

0,262 1,50 500,0 4,80 65,71 65,81 0,15

0,236 1,35 450,0 4,40 70,09 70,17 0,11

0,288 1,35 450,0 3,60 46,07 46,15 0,18

0,262 1,50 500,0 4,00 47,39 47,40 0,02

0,288 1,65 550,0 3,60 34,62 34,60 0,07

0,288 1,65 550,0 4,40 46,66 46,61 0,12

0,288 1,35 450,0 4,40 65,28 65,35 0,11

0,236 1,65 450,0 3,60 42,68 42,68 0,00

0,236 1,35 550,0 3,60 40,00 40,04 0,11

0,262 1,50 500,0 4,00 47,39 47,40 0,02

0,288 1,65 450,0 4,40 56,31 56,27 0,07

0,262 1,50 500,0 4,00 47,39 47,40 0,02

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝐞𝐪− �̂�𝐞𝐪 /�̂�𝐞𝐪𝒖𝐞𝐪 (mm) �̂�𝐞𝐪 (mm)
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ln(�̂�eq 𝑅i⁄ ) = −5,479 − 1,309𝜑 − 0,674𝑐 − 0,003𝐸m + 0,757𝑃∞ + 0,773𝜑𝑐 

                          −(2,03E − 04)𝜑𝐸m − 0,289𝜑𝑃∞ + (1,0E − 04)𝑐𝐸m − 0,082𝑐𝑃∞ 

                          −(3,7E − 05)𝐸m𝑃∞ + 1,123𝜑
2 + 0,179𝑐2 + (1,47E − 06)𝐸m

2 

                          −0,026𝑃∞
2 

(A.6) 

 

A Tabela A.7 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar �̂�0 e �̂�eq, o que verifica 

que a função quadrática definida nas Eqs. (A.5) e (A.6) são adequadas aos resultados da 

modelagem numérica com precisão acima de 99%. 

 

Tabela A.7: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑢0 e 𝑢eq no 

planejamento CCD3. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�0 
Linear 99,54% 98,40% 

Quadrática 99,99% 99,98% 

�̂�eq 
Linear 99,55% 98,40% 

Quadrática 99,99% 99,98% 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas A.8 e A.9 apresentam os resultados de 𝑢0 e 𝑢eq definidos pelas simulações 

em elementos finitos com o GEOMEC91, e �̂�0 e �̂�eq calculados pelas formulações equivalentes 

definidas pelas Eqs. (A.5) e (A.6). 
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Tabela A.8: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢0 do planejamento CCD3. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

  

GEOMEC 91 MSR DIFERENÇA (%)

0,236 1,65 550,00 4,40 19,54 19,79 1,25

0,262 1,50 600,00 4,00 16,35 16,62 1,65

0,236 1,65 550,00 3,60 14,86 15,08 1,51

0,262 1,50 500,00 3,20 13,73 13,91 1,31

0,288 1,35 550,00 4,40 20,24 20,45 1,07

0,236 1,35 550,00 4,40 21,26 21,50 1,13

0,262 1,50 400,00 4,00 21,69 21,86 0,77

0,262 1,50 500,00 4,00 18,59 18,81 1,17

0,314 1,50 500,00 4,00 17,83 18,03 1,14

0,262 1,80 500,00 4,00 17,38 17,66 1,65

0,236 1,35 450,00 3,60 18,42 18,60 1,02

0,262 1,50 500,00 4,00 18,59 18,81 1,17

0,262 1,50 500,00 4,00 18,59 18,81 1,17

0,209 1,50 500,00 4,00 19,42 19,66 1,24

0,236 1,65 450,00 4,40 22,51 22,73 0,97

0,288 1,35 550,00 3,60 15,32 15,52 1,30

0,288 1,65 450,00 3,60 16,44 16,62 1,11

0,262 1,20 500,00 4,00 20,40 20,55 0,75

0,262 1,50 500,00 4,80 24,03 24,30 1,11

0,236 1,35 450,00 4,40 24,58 24,80 0,90

0,288 1,35 450,00 3,60 17,60 17,80 1,11

0,262 1,50 500,00 4,00 18,59 18,81 1,17

0,288 1,65 550,00 3,60 14,39 14,60 1,51

0,288 1,65 550,00 4,40 18,73 18,97 1,27

0,288 1,35 450,00 4,40 23,36 23,56 0,85

0,236 1,65 450,00 3,60 17,01 17,22 1,25

0,236 1,35 550,00 3,60 15,99 16,19 1,25

0,262 1,50 500,00 4,00 18,59 18,81 1,17

0,288 1,65 450,00 4,40 21,51 21,75 1,08

0,262 1,50 500,00 4,00 18,59 18,81 1,17

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝟎 (mm) �̂�𝟎 (mm) 𝒖𝟎 − �̂�𝟎 /�̂�𝟎
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Tabela A.9: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq do planejamento CCD3. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD4: 

Após a realização das 30 simulações com o GEOMEC91, o software Design Expert 

define as funções aproximadoras de 𝑢0 e 𝑢eq com base em regressões análogas ao planejamento 

CCD2: 

 

ln(�̂�0 𝑅i⁄ ) = −4,421 − 1,921𝜑 − 1,331𝑐 − 0,004𝐸m + 0,993𝑃∞ + 1,631𝜑𝑐 

                        −(6,2E − 05)𝜑𝐸m − 0,611𝜑𝑃∞ − (2,3E − 05)𝑐𝐸m − 0,221𝑐𝑃∞ 

                        +(8,57E − 06)𝐸m𝑃∞ + 1,953𝜑
2 + 0,441𝑐2 + (1,99E − 06)𝐸m

2 

                        −0,009𝑃∞
2 

(A.7) 

 

GEOMEC 91 MSR DIFERENÇA (%)

0,236 1,65 550,00 4,40 25,81 25,81 0,02

0,262 1,50 600,00 4,00 21,71 21,75 0,21

0,236 1,65 550,00 3,60 19,94 19,94 0,02

0,262 1,50 500,00 3,20 18,62 18,65 0,15

0,288 1,35 550,00 4,40 26,65 26,70 0,16

0,236 1,35 550,00 4,40 27,85 27,90 0,17

0,262 1,50 400,00 4,00 28,85 28,85 0,00

0,262 1,50 500,00 4,00 24,66 24,68 0,09

0,314 1,50 500,00 4,00 23,95 23,97 0,08

0,262 1,80 500,00 4,00 23,47 23,55 0,32

0,236 1,35 450,00 3,60 24,32 24,35 0,14

0,262 1,50 500,00 4,00 24,66 24,68 0,09

0,262 1,50 500,00 4,00 24,66 24,68 0,09

0,209 1,50 500,00 4,00 25,55 25,58 0,12

0,236 1,65 450,00 4,40 29,72 29,74 0,08

0,288 1,35 550,00 3,60 20,45 20,47 0,07

0,288 1,65 450,00 3,60 22,44 22,44 0,02

0,262 1,20 500,00 4,00 26,76 26,72 0,12

0,262 1,50 500,00 4,80 31,57 31,58 0,05

0,236 1,35 450,00 4,40 32,20 32,24 0,12

0,288 1,35 450,00 3,60 23,52 23,56 0,15

0,262 1,50 500,00 4,00 24,66 24,68 0,09

0,288 1,65 550,00 3,60 19,54 19,55 0,05

0,288 1,65 550,00 4,40 25,00 25,00 0,01

0,288 1,35 450,00 4,40 30,77 30,82 0,17

0,236 1,65 450,00 3,60 22,91 22,91 0,02

0,236 1,35 550,00 3,60 21,12 21,13 0,08

0,262 1,50 500,00 4,00 24,66 24,68 0,09

0,288 1,65 450,00 4,40 28,75 28,78 0,09

0,262 1,50 500,00 4,00 24,66 24,68 0,09

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝐞𝐪 (mm) �̂�𝐞𝐪 (mm) 𝒖𝐞𝐪− �̂�𝐞𝐪 /�̂�𝐞𝐪
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ln(�̂�eq 𝑅i⁄ ) = −4,401 − 1,872 − 1,268𝑐 − 0,004𝐸m + 0,968𝑃∞ + 1,555𝜑𝑐 

                          +(4,9E − 06)𝜑𝐸m − 0,581𝜑𝑃∞ − (4,2E − 06)𝑐𝐸m − 0,216𝑐𝑃∞ 

                          +(1,56E − 06)𝐸m𝑃∞ + 1,968𝜑
2 + 0,426𝑐2 + (1,93E − 06)𝐸m

2
 

                          −0,009𝑃∞
2 

(A.8) 

 

A Tabela A.10 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar �̂�0 e �̂�eq, o que verifica 

que a função quadrática definida nas Eqs. (A.7) e (A.8) são adequadas aos resultados da 

modelagem numérica com precisão acima de 99%. 

 

Tabela A.10: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑢0 e 𝑢eq no 

planejamento CCD4. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�0 
Linear 99,19% 98,95% 

Quadrática 99,99% 99,96% 

�̂�eq 
Linear 99,21% 98,97% 

Quadrática 99,99% 99,97% 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas A.11 e A.12 apresentam os resultados de 𝑢0 e 𝑢eq definidos pelas simulações 

em elementos finitos com o GEOMEC91, e �̂�0 e �̂�eq calculados pelas formulações equivalentes 

definidas pelas Eqs. (A.7) e (A.8). 
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Tabela A.11: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢0 do planejamento CCD4. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

  

GEOMEC 91 MSR DIFERENÇA (%)

0,236 1,65 550,00 4,40 42,19 42,10 0,21

0,262 1,50 600,00 4,00 34,31 34,35 0,12

0,236 1,65 550,00 3,60 30,38 30,37 0,05

0,262 1,50 500,00 3,20 29,08 29,04 0,14

0,288 1,35 550,00 4,40 46,89 46,88 0,02

0,236 1,35 550,00 4,40 50,40 50,45 0,10

0,262 1,50 400,00 4,00 51,08 51,01 0,14

0,262 1,50 500,00 4,00 41,03 41,03 0,00

0,314 1,50 500,00 4,00 39,31 39,32 0,01

0,262 1,80 500,00 4,00 36,89 37,04 0,41

0,236 1,35 450,00 3,60 42,03 42,09 0,13

0,262 1,50 500,00 4,00 41,03 41,03 0,00

0,262 1,50 500,00 4,00 41,03 41,03 0,00

0,209 1,50 500,00 4,00 43,27 43,26 0,03

0,236 1,65 450,00 4,40 51,37 51,30 0,15

0,288 1,35 550,00 3,60 32,87 32,92 0,15

0,288 1,65 450,00 3,60 36,24 36,21 0,09

0,262 1,20 500,00 4,00 49,41 49,20 0,43

0,262 1,50 500,00 4,80 57,22 57,29 0,12

0,236 1,35 450,00 4,40 61,34 61,44 0,17

0,288 1,35 450,00 3,60 40,04 40,13 0,21

0,262 1,50 500,00 4,00 41,03 41,03 0,00

0,288 1,65 550,00 3,60 29,74 29,69 0,17

0,288 1,65 550,00 4,40 40,18 40,13 0,12

0,288 1,35 450,00 4,40 57,07 57,11 0,06

0,236 1,65 450,00 3,60 37,01 37,02 0,02

0,236 1,35 550,00 3,60 34,52 34,54 0,07

0,262 1,50 500,00 4,00 41,03 41,03 0,00

0,288 1,65 450,00 4,40 48,94 48,91 0,06

0,262 1,50 500,00 4,00 41,03 41,03 0,00

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝟎 (mm) �̂�𝟎 (mm) 𝒖𝟎 − �̂�𝟎 /�̂�𝟎
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Tabela A.12: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq do planejamento CCD4. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

  

GEOMEC 91MSR DIFERENÇA (%)

0,24 1,65 550,00 4,40 47,36 47,29 0,15

0,26 1,50 600,00 4,00 38,69 38,75 0,15

0,24 1,65 550,00 3,60 34,25 34,23 0,08

0,26 1,50 500,00 3,20 32,66 32,62 0,10

0,29 1,35 550,00 4,40 52,42 52,45 0,05

0,24 1,35 550,00 4,40 56,29 56,32 0,05

0,26 1,50 400,00 4,00 56,73 56,66 0,11

0,26 1,50 500,00 4,00 45,94 45,95 0,02

0,31 1,50 500,00 4,00 44,10 44,09 0,01

0,26 1,80 500,00 4,00 41,44 41,61 0,41

0,24 1,35 450,00 3,60 46,83 46,91 0,17

0,26 1,50 500,00 4,00 45,94 45,95 0,02

0,26 1,50 500,00 4,00 45,94 45,95 0,02

0,21 1,50 500,00 4,00 48,34 48,36 0,05

0,24 1,65 450,00 4,40 57,24 57,19 0,08

0,29 1,35 550,00 3,60 37,00 37,04 0,13

0,29 1,65 450,00 3,60 40,52 40,51 0,01

0,26 1,20 500,00 4,00 54,99 54,79 0,37

0,26 1,50 500,00 4,80 63,75 63,84 0,14

0,24 1,35 450,00 4,40 68,05 68,12 0,11

0,29 1,35 450,00 3,60 44,71 44,79 0,18

0,26 1,50 500,00 4,00 45,94 45,95 0,02

0,29 1,65 550,00 3,60 33,53 33,51 0,07

0,29 1,65 550,00 4,40 45,22 45,16 0,13

0,29 1,35 450,00 4,40 63,35 63,43 0,13

0,24 1,65 450,00 3,60 41,39 41,38 0,02

0,24 1,35 550,00 3,60 38,75 38,79 0,11

0,26 1,50 500,00 4,00 45,94 45,95 0,02

0,29 1,65 450,00 4,40 54,65 54,61 0,07

0,26 1,50 500,00 4,00 45,94 45,95 0,02

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa)𝝋 (rad) 𝒖𝐞𝐪 (mm) �̂�𝐞𝐪 (mm) �̂�𝐞𝐪−𝒖𝐞𝐪 /𝒖𝐞𝐪
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APÊNDICE B – FUNÇÕES DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA APLICADAS AO 

ESTUDO DE CONFIABILIDADE DO TÚNEL B 

 

As funções de superfície de resposta, resultados e verificações descritos a seguir são 

referentes aos planejamentos compostos centrais descritos no item 5.7.2 para o Túnel B. 

 

• PLANEJAMENTO CCD5: 

Após a realização dos 20 cálculos de 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

 com o processo iterativo definido no 

item 4.2.5.2, o software Design Expert define as funções aproximadoras �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 com base 

em uma regressão com transformação em raiz quadrada inversa para linearizar as respostas: 

 

1 √�̂�p
(2)⁄ = 0,446 + 1,138𝑐 + (1,60E − 05)𝐸m − 0,459𝑃∞ + (6,10E − 05)𝑐𝐸m 

                     +0,222𝑐𝑃∞ − (1,90E − 05)𝐸m𝑃∞ − 1,016𝑐
2 + (2,74E − 08)𝐸m

2 

                     +0,061𝑃∞
2 

(B.1) 

 

1 √�̂�∞
(2)⁄ = 4,141 + 11,183𝑐 + 0,033𝐸m − 7,535𝑃∞ + 0,026𝑐𝐸m + 2,571𝑐𝑃∞ 

                     −0,017𝐸m𝑃∞ − 13,634𝑐
2 − (3,5E − 05)𝐸m

2 + 1,886𝑃∞
2 

(B.2) 

 

A Tabela B.1 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 dos tipos de funções aproximadoras 

propostas pelo software para determinar �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

, o que verifica que a função quadrática 

definida nas Eqs. (B.1) e (B.2) são adequadas aos resultados do processo iterativo de cálculo 

com precisão acima de 99%. 

 

Tabela B.1: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

 

no planejamento CCD5. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�p
(2)

 
Linear 98,31 97,44 

Quadrática 99,94 99,76 

�̂�∞
(2)

 
Linear 96,87 95,19 

Quadrática 99,87 99,47 

Fonte: elaborada pelo autor. 
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As Tabelas B.2 e B.3 apresentam os resultados de 𝑅p
(2) 𝑅i⁄  e 𝑢∞

(2)
 definidos pelo processo 

iterativo de cálculo, e �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 calculados pelas formulações equivalentes das Eqs. (B.1) e 

(B.2). 

 

Tabela B.2: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑅p
(2)

𝑅i⁄  do planejamento CCD5. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

 

  

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,40 100,00 1,20 2,26 2,26 0,01

0,32 80,00 0,96 2,17 2,18 0,61

0,27 100,00 1,20 4,19 4,10 2,01

0,40 100,00 0,80 1,42 1,42 0,04

0,40 100,00 1,20 2,26 2,26 0,01

0,40 100,00 1,20 2,26 2,26 0,01

0,40 100,00 1,20 2,26 2,26 0,01

0,40 100,00 1,60 3,65 3,65 0,25

0,32 80,00 1,44 4,39 4,43 0,99

0,32 120,00 0,96 2,16 2,17 0,61

0,53 100,00 1,20 1,66 1,68 1,05

0,48 80,00 1,44 2,34 2,33 0,46

0,40 133,64 1,20 2,26 2,25 0,10

0,48 120,00 0,96 1,46 1,45 0,42

0,32 120,00 1,44 4,38 4,42 0,93

0,40 100,00 1,20 2,26 2,26 0,01

0,40 100,00 1,20 2,26 2,26 0,01

0,48 80,00 0,96 1,46 1,46 0,39

0,40 66,36 1,20 2,28 2,27 0,15

0,48 120,00 1,44 2,33 2,32 0,45

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) �̂�𝐩
𝟐 /𝑹𝐢 �̂�𝐩

𝟐 −𝑹𝐩
𝟐

/𝑹𝐩
𝟐

𝑹𝐩
𝟐 /𝑹𝐢
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Tabela B.3: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD5. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD6: 

Após a realização dos 20 cálculos de 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

 o software Design Expert define as 

funções aproximadoras �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 com base em uma regressão com transformação inversa e 

em raiz quadrada inversa para linearizar as respostas: 

 

1 �̂�p
(2)⁄ = 0,222 + 0,877𝑐 + (4,61E − 05)𝐸m − 0,372𝑃∞ + (6,52E − 05)𝑐𝐸m 

                  −0,061𝑐𝑃∞ − (2,17E − 05)𝐸m𝑃∞ − 0,447𝑐
2 − (1,43E − 07)𝐸m

2 

                  +0,092𝑃∞
2 

(B.3) 

 

1 √�̂�∞
(2)⁄ = 4,308 + 10,636𝑐 + 0,036𝐸m − 7,462𝑃∞ + 0,026𝑐𝐸m + 3,27𝑐𝑃∞ 

                     −0,018𝐸m𝑃∞ − 14,175𝑐
2 − (3,90E − 05)𝐸m

2 + 1,750𝑃∞
2 

(B.4) 

 

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,40 100,00 1,20 94,07 94,08 0,01

0,32 80,00 0,96 87,62 87,96 0,39

0,27 100,00 1,20 215,75 205,69 4,89

0,40 100,00 0,80 38,63 39,00 0,96

0,40 100,00 1,20 94,07 94,08 0,01

0,40 100,00 1,20 94,07 94,08 0,01

0,40 100,00 1,20 94,07 94,08 0,01

0,40 100,00 1,60 240,12 233,03 3,04

0,32 80,00 1,44 346,31 362,96 4,81

0,32 120,00 0,96 59,63 60,09 0,78

0,53 100,00 1,20 66,86 68,46 2,39

0,48 80,00 1,44 145,24 143,99 0,86

0,40 133,64 1,20 71,33 71,23 0,15

0,48 120,00 0,96 40,13 39,57 1,40

0,32 120,00 1,44 234,49 241,29 2,90

0,40 100,00 1,20 94,07 94,08 0,01

0,40 100,00 1,20 94,07 94,08 0,01

0,48 80,00 0,96 58,76 58,07 1,20

0,40 66,36 1,20 138,23 137,85 0,28

0,48 120,00 1,44 98,96 98,84 0,12

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) 𝒖∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

 −𝒖∞
(𝟐)

/𝒖∞
(𝟐)



237 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

A Tabela B.4 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

, o que verifica 

que a função quadrática definida nas Eqs. (B.3) e (B.4) são adequadas aos resultados do 

processo iterativo de cálculo com precisão acima de 99%. 

 

Tabela B.4: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

 

no planejamento CCD6. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�p
(2)

 
Linear 98,32 97,47 

Quadrática 99,94 99,77 

�̂�∞
(2)

 
Linear 96,91 95,24 

Quadrática 99,87 99,48 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas B5 e B.6 apresentam os resultados de 𝑅p
(2) 𝑅i⁄  e 𝑢∞

(2)
 definidos pelo processo 

iterativo de cálculo, e �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas 

Eqs. (B.3) e (B.4). 

 

Tabela B.5: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑅p
(2)

𝑅i⁄  do planejamento CCD6. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,27 100,00 1,20 3,67 3,63 1,17

0,40 100,00 1,20 2,07 2,07 0,00

0,40 133,64 1,20 2,07 2,07 0,01

0,40 100,00 0,80 1,34 1,35 0,65

0,40 100,00 1,60 3,25 3,20 1,58

0,48 80,00 1,44 2,14 2,15 0,16

0,40 100,00 1,20 2,07 2,07 0,00

0,40 100,00 1,20 2,07 2,07 0,00

0,53 100,00 1,20 1,55 1,56 0,49

0,40 100,00 1,20 2,07 2,07 0,00

0,32 120,00 0,96 1,98 1,98 0,15

0,48 80,00 0,96 1,38 1,37 0,46

0,40 100,00 1,20 2,07 2,07 0,00

0,40 100,00 1,20 2,07 2,07 0,00

0,32 80,00 0,96 1,99 1,98 0,13

0,48 120,00 1,44 2,14 2,14 0,15

0,40 66,36 1,20 2,08 2,08 0,01

0,48 120,00 0,96 1,37 1,37 0,46

0,32 120,00 1,44 3,84 3,89 1,31

0,32 80,00 1,44 3,85 3,90 1,32

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) �̂�𝐩
𝟐 /𝑹𝐢 �̂�𝐩

𝟐 −𝑹𝐩
𝟐

/𝑹𝐩
𝟐

𝑹𝐩
𝟐 /𝑹𝐢
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Tabela B.6: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD6. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD7: 

Após a realização dos 20 cálculos de 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

, o software Design Expert define as 

funções aproximadoras �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 com base em uma regressão com transformação inversa e 

em raiz quadrada inversa para linearizar as respostas: 

 

1 (�̂�p
(2) − 1,69)⁄ = 2,439 − 2,342𝑐 + 0,0017𝐸m − 2,579𝑃∞ − (1,11E − 03)𝑐𝐸m 

                                       +0,909𝑐𝑃∞ − (6,12E − 04)𝐸m𝑃∞ + 2,381𝑐
2 

                                       −(2,14E − 06)𝐸m
2 + 0,709𝑃∞

2 

(B.5) 

 

1 √�̂�∞
(2)⁄ = 4,250 + 9,629𝑐 + 0,039𝐸m − 6,677𝑃∞ + 0,019𝑐𝐸m + 3,766𝑐𝑃∞ 

                     −0,017𝐸m𝑃∞ − 14,089𝑐
2 − (4,40E − 05)𝐸m

2 + 1,354𝑃∞
2 

(B.6) 

 

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,27 100,00 1,20 169,48 162,13 4,53

0,40 100,00 1,20 80,77 80,78 0,01

0,40 133,64 1,20 61,13 61,06 0,12

0,40 100,00 0,80 35,31 35,55 0,68

0,40 100,00 1,60 192,89 188,55 2,30

0,48 80,00 1,44 124,43 123,15 1,03

0,40 100,00 1,20 80,77 80,78 0,01

0,40 100,00 1,20 80,77 80,78 0,01

0,53 100,00 1,20 59,89 61,27 2,31

0,40 100,00 1,20 80,77 80,78 0,01

0,32 120,00 0,96 51,43 51,91 0,93

0,48 80,00 0,96 53,63 53,11 0,96

0,40 100,00 1,20 80,77 80,78 0,01

0,40 100,00 1,20 80,77 80,78 0,01

0,32 80,00 0,96 75,87 76,26 0,51

0,48 120,00 1,44 84,53 84,36 0,21

0,40 66,36 1,20 119,19 118,73 0,39

0,48 120,00 0,96 36,47 35,99 1,32

0,32 120,00 1,44 183,20 187,42 2,30

0,32 80,00 1,44 271,05 282,77 4,32

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) 𝒖∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

 −𝒖∞
(𝟐)

/𝒖∞
(𝟐)
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A Tabela B.7 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

, o que verifica 

que a função quadrática definida nas Eqs. (B.5) e (B.6) são adequadas aos resultados do 

processo iterativo de cálculo com precisão acima de 99%. 

 

Tabela B.7: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

 

no planejamento CCD7. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�p
(2)

 
Linear 92,58 89,54 

Quadrática 99,86 99,44 

�̂�∞
(2)

 
Linear 97,19 95,68 

Quadrática 99,86 99,44 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas B8 e B.9 apresentam os resultados de 𝑅p
(2) 𝑅i⁄  e 𝑢∞

(2)
 definidos pelo processo 

iterativo de cálculo, e �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas 

Eqs. (B.5) e (B.6). 

 

Tabela B.8: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑅p
(2)

𝑅i⁄  do planejamento CCD7. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,48 80,00 1,44 1,87 1,85 1,11

0,48 120,00 0,96 1,24 1,24 0,08

0,40 100,00 1,60 2,68 2,74 2,41

0,40 100,00 1,20 1,76 1,76 0,03

0,40 100,00 1,20 1,76 1,76 0,03

0,27 100,00 1,20 1,90 1,94 1,69

0,32 80,00 0,96 1,33 1,32 0,70

0,32 80,00 1,44 3,00 2,95 1,65

0,40 133,64 1,20 1,75 1,76 0,12

0,48 120,00 1,44 1,86 1,86 0,22

0,40 100,00 1,20 1,76 1,76 0,03

0,53 100,00 1,20 1,40 1,40 0,25

0,48 80,00 0,96 1,24 1,25 0,37

0,32 120,00 0,96 1,30 1,30 0,14

0,40 66,36 1,20 1,77 1,79 1,06

0,40 100,00 1,20 1,76 1,76 0,03

0,32 120,00 1,44 2,99 2,92 2,44

0,40 100,00 1,20 1,76 1,76 0,03

0,40 100,00 0,80 1,09 1,09 0,17

0,40 100,00 1,20 1,76 1,76 0,03

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) �̂�𝐩
𝟐 /𝑹𝐢 �̂�𝐩

𝟐 −𝑹𝐩
𝟐

/𝑹𝐩
𝟐

𝑹𝐩
𝟐 /𝑹𝐢
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Tabela B.9: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD7. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD8: 

Após a realização dos 20 cálculos de 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

, o software Design Expert define as 

funções aproximadoras �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 com base em uma regressão com transformação inversa e 

em raiz quadrada inversa para linearizar as respostas: 

 

1 √�̂�p
(2) − 1,42⁄ = 1,828 − 1,824𝑐 + (1,63E − 03)𝐸m − 1,243𝑃∞ 

                                    −(4,18E − 04)𝑐𝐸m + 0,869𝑐𝑃∞ − (6,03E − 04)𝐸m𝑃∞ 

                                    +1,275𝑐2 − (2,36E − 06)𝐸m
2 + 0,199𝑃∞

2 

(B.7) 

 

1 √�̂�∞
(2)⁄ = 3,748 + 11,263𝑐 + 0,039𝐸m − 6,346𝑃∞ + 0,019𝑐𝐸m + 3,401𝑐𝑃∞ 

                     −0,016𝐸m𝑃∞ − 15,552𝑐
2 − (4,40E − 05)𝐸m

2 + 1,285𝑃∞
2 

(B.8) 

 

 

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,48 80,00 1,44 101,98 100,97 1,00

0,48 120,00 0,96 32,96 32,55 1,26

0,40 100,00 1,60 142,18 139,87 1,65

0,40 100,00 1,20 65,55 65,56 0,01

0,40 100,00 1,20 65,55 65,56 0,01

0,27 100,00 1,20 115,56 111,31 3,82

0,32 80,00 0,96 62,11 62,51 0,64

0,32 80,00 1,44 184,17 190,87 3,63

0,40 133,64 1,20 49,66 49,68 0,03

0,48 120,00 1,44 69,52 69,29 0,33

0,40 100,00 1,20 65,55 65,56 0,01

0,53 100,00 1,20 52,85 53,99 2,16

0,48 80,00 0,96 48,25 47,91 0,70

0,32 120,00 0,96 42,17 42,56 0,92

0,40 66,36 1,20 96,72 96,11 0,64

0,40 100,00 1,20 65,55 65,56 0,01

0,32 120,00 1,44 124,26 126,26 1,61

0,40 100,00 1,20 65,55 65,56 0,01

0,40 100,00 0,80 31,99 32,13 0,44

0,40 100,00 1,20 65,55 65,56 0,01

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) 𝒖∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

 −𝒖∞
(𝟐)

/𝒖∞
(𝟐)
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A Tabela B.10 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

, o que verifica 

que a função quadrática definida nas Eqs. (B.7) e (B.8) são adequadas aos resultados do 

processo iterativo de cálculo com precisão acima de 99%. 

 

Tabela B.10: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

 

no planejamento CCD8. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�p
(2)

 
Linear 96,81 95,41 

Quadrática 99,93 99,70 

�̂�∞
(2)

 
Linear 97,04 95,47 

Quadrática 99,82 99,27 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas B11 e B.12 apresentam os resultados de 𝑅p
(2) 𝑅i⁄  e 𝑢∞

(2)
 definidos pelo processo 

iterativo de cálculo, e �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas 

Eqs. (B.7) e (B.8), referente as 20 combinações definidas no software Design Expert. 

 

Tabela B.11: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑅p
(2)

𝑅i⁄  do planejamento CCD8. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,48 80,00 1,44 1,80 1,82 0,78

0,48 120,00 0,96 1,15 1,15 0,12

0,40 100,00 1,60 2,55 2,53 1,01

0,40 100,00 1,20 1,52 1,52 0,01

0,40 100,00 1,20 1,52 1,52 0,01

0,27 100,00 1,20 1,52 1,53 0,83

0,32 80,00 0,96 1,18 1,17 0,40

0,32 80,00 1,44 2,26 2,26 0,23

0,40 133,64 1,20 1,49 1,50 0,36

0,48 120,00 1,44 1,79 1,80 0,27

0,40 100,00 1,20 1,52 1,52 0,01

0,53 100,00 1,20 1,36 1,36 0,30

0,48 80,00 0,96 1,18 1,18 0,27

0,32 120,00 0,96 1,15 1,14 0,67

0,40 66,36 1,20 1,56 1,57 0,11

0,40 100,00 1,20 1,52 1,52 0,01

0,32 120,00 1,44 2,21 2,21 0,06

0,40 100,00 1,20 1,52 1,52 0,01

0,40 100,00 0,80 1,00 1,01 0,60

0,40 100,00 1,20 1,52 1,52 0,01

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) �̂�𝐩
𝟐 /𝑹𝐢 �̂�𝐩

𝟐 −𝑹𝐩
𝟐

/𝑹𝐩
𝟐

𝑹𝐩
𝟐 /𝑹𝐢
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Tabela B.12: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD8. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD9: 

Após a realização dos 20 cálculos de 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

, o software Design Expert define as 

funções aproximadoras �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 com base em uma regressão com transformação inversa e 

logaritmica para linearizar as respostas: 

 

1 �̂�p
(2)

⁄ = 0,325 + 0,704𝑐 + (1,12E − 04)𝐸m − 0,396𝑃∞ + (1,08E − 04)𝑐𝐸m 

                 +0,076𝑐𝑃∞ − (5,10E − 05)𝐸m𝑃∞ − 0,504𝑐
2 − (2,03E − 07)𝐸m

2 + 0,075𝑃∞
2 

(B.9) 

 

ln (�̂�∞
(2)
) = −3,524 − 2,702𝑐 − 0,017𝐸m + 2,992𝑃∞ + (8,16E − 04)𝑐𝐸m − 4,333𝑐𝑃∞ 

                       −(6,80E − 05)𝐸m𝑃∞ + 7,147𝑐
2 + (4,10E − 05)𝐸m

2 + 0,205𝑃∞
2 

(B.10) 

 

A Tabela B.13 mostra os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

, o que verifica 

que a função quadrática definida nas Eqs. (B.9) e (B.10) são adequadas aos resultados do 

processo iterativo de cálculo com precisão acima de 99%. 

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,48 80,00 1,44 98,11 97,18 0,96

0,48 120,00 0,96 32,40 31,97 1,33

0,40 100,00 1,60 133,43 131,00 1,85

0,40 100,00 1,20 63,27 63,28 0,02

0,40 100,00 1,20 63,27 63,28 0,02

0,27 100,00 1,20 113,17 108,41 4,39

0,32 80,00 0,96 61,17 61,71 0,88

0,32 80,00 1,44 172,77 179,58 3,94

0,40 133,64 1,20 47,95 47,96 0,02

0,48 120,00 1,44 66,82 66,52 0,45

0,40 100,00 1,20 63,27 63,28 0,02

0,53 100,00 1,20 51,61 52,84 2,39

0,48 80,00 0,96 47,39 47,01 0,81

0,32 120,00 0,96 41,58 42,00 1,00

0,40 66,36 1,20 93,42 92,66 0,82

0,40 100,00 1,20 63,27 63,28 0,02

0,32 120,00 1,44 116,46 118,70 1,92

0,40 100,00 1,20 63,27 63,28 0,02

0,40 100,00 0,80 31,68 31,82 0,44

0,40 100,00 1,20 63,27 63,28 0,02

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) 𝒖∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

 −𝒖∞
(𝟐)

/𝒖∞
(𝟐)
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Tabela B.13: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções aproximadoras definidas para 𝑅p
(2)

 e 𝑢∞
(2)

 

no planejamento CCD9. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�p
(2)

 
Linear 98,64 97,93 

Quadrática 99,96 99,84 

�̂�∞
(2)

 
Linear 96,77 95,29 

Quadrática 99,91 99,64 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas B14 e B.15 apresentam os resultados de 𝑅p
(2) 𝑅i⁄  e 𝑢∞

(2)
 definidos pelo 

processo iterativo de cálculo, e �̂�p
(2)

 e �̂�∞
(2)

 calculados pelas formulações equivalentes definidas 

pelas Eqs. (B.9) e (B.10). 

 

Tabela B.14: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑅p
(2)

𝑅i⁄  do planejamento CCD9. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

  

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,48 80,00 1,44 1,75 1,75 0,17

0,48 120,00 0,96 1,19 1,18 0,30

0,40 100,00 1,60 2,43 2,42 0,52

0,40 100,00 1,20 1,65 1,65 0,00

0,40 100,00 1,20 1,65 1,65 0,00

0,27 100,00 1,20 2,42 2,40 1,21

0,32 80,00 0,96 1,53 1,53 0,22

0,32 80,00 1,44 2,68 2,70 0,83

0,40 133,64 1,20 1,63 1,63 0,05

0,48 120,00 1,44 1,73 1,73 0,15

0,40 100,00 1,20 1,65 1,65 0,00

0,53 100,00 1,20 1,34 1,35 0,56

0,48 80,00 0,96 1,20 1,20 0,27

0,32 120,00 0,96 1,52 1,52 0,23

0,40 66,36 1,20 1,66 1,66 0,08

0,40 100,00 1,20 1,65 1,65 0,00

0,32 120,00 1,44 2,65 2,67 0,75

0,40 100,00 1,20 1,65 1,65 0,00

0,40 100,00 0,80 1,14 1,14 0,15

0,40 100,00 1,20 1,65 1,65 0,00

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) �̂�𝐩
𝟐 /𝑹𝐢 �̂�𝐩

𝟐 −𝑹𝐩
𝟐

/𝑹𝐩
𝟐

𝑹𝐩
𝟐 /𝑹𝐢
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Tabela B.15: Comparação entre os resultados do processo iterativo de cálculo e do MSR para 

𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD9. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

  

PROCESSO ITERATIVO MSR DIFERENÇA (%)

0,48 80,00 1,44 79,19 78,45 0,94

0,48 120,00 0,96 28,08 28,14 0,20

0,40 100,00 1,60 106,21 107,83 1,53

0,40 100,00 1,20 51,60 51,60 0,01

0,40 100,00 1,20 51,60 51,60 0,01

0,27 100,00 1,20 79,04 77,93 1,43

0,32 80,00 0,96 46,94 47,66 1,55

0,32 80,00 1,44 130,06 130,05 0,00

0,40 133,64 1,20 39,96 40,03 0,18

0,48 120,00 1,44 55,71 54,97 1,35

0,40 100,00 1,20 51,60 51,60 0,01

0,53 100,00 1,20 43,76 44,26 1,14

0,48 80,00 0,96 39,98 40,10 0,32

0,32 120,00 0,96 32,89 33,26 1,13

0,40 66,36 1,20 73,38 73,05 0,45

0,40 100,00 1,20 51,60 51,60 0,01

0,32 120,00 1,44 90,76 90,65 0,12

0,40 100,00 1,20 51,60 51,60 0,01

0,40 100,00 0,80 26,88 26,40 1,81

0,40 100,00 1,20 51,60 51,60 0,01

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑷∞ (MPa)𝑬𝐦 (MPa)𝒄 (MPa) 𝒖∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

(mm) �̂�∞
(𝟐)

 −𝒖∞
(𝟐)

/𝒖∞
(𝟐)
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APÊNDICE C – FUNÇÕES DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA APLICADAS AO 

ESTUDO DE CONFIABILIDADE DO TÚNEL C 

 

As funções de superfície de resposta, resultados e verificações descritos a seguir são 

referentes aos planejamentos compostos centrais descritos no item 5.7.3 para o Túnel C. 

 

• PLANEJAMENTO CCD10: 

Após a realização das 20 simulações, o software Design Expert define as funções 

aproximadoras de 𝑢∞ e 𝑢z, para o Túnel C sem tirantes e sem revestimento, com base em 

regressões com transformação inversa e logarítmica conforme segue: 

 

1 �̂�∞⁄ = −0,659 + 2,575𝜑 + 1,104𝑐 + (3,88E − 04)𝐸m − 1,368𝜑𝑐 + (9,67E − 04)𝜑𝐸m 

                 +(4,57E − 04)𝑐𝐸m − 3,335𝜑
2 − 0,324𝑐2 − (3,48E − 07)𝐸m

2 
(C.1) 

 

ln �̂�z = 6,242 − 8,619𝜑 − 4,915𝑐 − (3,99E − 03)𝐸m + 4,802𝜑𝑐 − (8,03E − 07)𝜑𝐸m 

               −(4,59E − 08)𝑐𝐸m − 2,895𝜑
2 + 1,257𝑐2 + (1,95E − 06)𝐸m

2 
(C.2) 

 

As funções aproximadoras de 𝑢eq e 𝑢z,eq, para o Túnel C sem tirantes e com revestimento, são 

dadas com base em regressões com transformação inversa e raiz quadrada conforme segue: 

 

1 �̂�eq⁄ = −0,150 + 1,016𝜑 + 0,369𝑐 − (3,34E − 04)𝐸m − 0,609𝜑𝑐 + (2,44E − 03)𝜑𝐸m 

                 +(9,93E − 04)𝑐𝐸m − 3,504𝜑
2 − 0,155𝑐2 − (7,11E − 08)𝐸m

2 
(C.3) 

 

√�̂�z,eq = 5,938 − 8,0𝜑 − 4,168𝑐 − (4,06E − 03)𝐸m + 4,291𝜑𝑐 + (1,59E − 03)𝜑𝐸m 

                   +(7,88E − 04)𝑐𝐸m + 0,938𝜑
2 + 1,062𝑐2 + (1,76E − 06)𝐸m

2 

(C.4) 

 

A Tabela C.1 define os níveis de ajustes 𝑅2 dos tipos de funções aproximadoras 

propostas pelo software para determinar 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq, o que verifica que a função 

quadrática definida nas Eqs. (C.1) a (C.4) são adequadas aos resultados do processo iterativo 

de cálculo com precisão acima de 99%. 
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Tabela C.1: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções definidas para 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq no 

planejamento CCD10. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�∞ 
Linear 96,77 95,48 

Quadrática 99,96 95,21 

�̂�z 
Linear 96,28 94,94 

Quadrática 99,95 99,81 

�̂�eq 
Linear 97,63 96,35 

Quadrática 99,98 99,93 

�̂�z,eq 
Linear 92,41 89,65 

Quadrática 99,97 99,88 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas C.2 a C.5 apresentam os resultados de 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq definidos pelo 

GEOMEC91 e calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas Eqs. (C.1) a (C.4), 

referente as 20 combinações definidas no software Design Expert. 

 

Tabela C.2: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢∞ do planejamento CCD10. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 68,73 68,73 0,00

0,0933 1,20 500,00 64,67 64,66 0,02

0,0838 1,44 400,00 65,10 65,16 0,09

0,0698 1,20 500,00 68,73 68,73 0,00

0,0559 1,44 400,00 68,24 68,07 0,25

0,0698 1,60 500,00 47,39 47,77 0,78

0,0698 1,20 331,82 103,57 102,64 0,91

0,0698 0,80 500,00 169,85 167,62 1,33

0,0698 1,20 500,00 68,73 68,73 0,00

0,0698 1,20 500,00 68,73 68,73 0,00

0,0838 1,44 600,00 43,40 43,11 0,68

0,0559 1,44 600,00 45,49 45,26 0,51

0,0698 1,20 668,18 51,43 51,80 0,72

0,0838 0,96 600,00 82,68 82,85 0,20

0,0838 0,96 400,00 124,03 124,96 0,75

0,0698 1,20 500,00 68,73 68,73 0,00

0,0698 1,20 500,00 68,73 68,73 0,00

0,0463 1,20 500,00 73,96 74,05 0,12

0,0559 0,96 400,00 142,06 143,68 1,14

0,0559 0,96 600,00 94,71 94,54 0,18

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�∞−𝒖∞ /𝒖∞ 𝒖∞  mm �̂�∞  mm 
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Tabela C.3: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z do planejamento CCD10. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.4: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq do planejamento CCD10. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 46,04 46,04 0,00

0,0933 1,20 500,00 42,64 42,58 0,15

0,0838 1,44 400,00 40,99 41,31 0,79

0,0698 1,20 500,00 46,04 46,04 0,00

0,0559 1,44 400,00 43,35 43,82 1,08

0,0698 1,60 500,00 30,50 30,06 1,47

0,0698 1,20 331,82 69,37 68,68 1,01

0,0698 0,80 500,00 105,69 106,20 0,49

0,0698 1,20 500,00 46,04 46,04 0,00

0,0698 1,20 500,00 46,04 46,04 0,00

0,0838 1,44 600,00 27,32 27,42 0,33

0,0559 1,44 600,00 28,90 29,08 0,62

0,0698 1,20 668,18 34,45 34,46 0,03

0,0838 0,96 600,00 56,49 56,23 0,47

0,0838 0,96 400,00 84,74 84,73 0,01

0,0698 1,20 500,00 46,04 46,04 0,00

0,0698 1,20 500,00 46,04 46,04 0,00

0,0463 1,20 500,00 50,04 49,63 0,83

0,0559 0,96 400,00 95,58 95,84 0,27

0,0559 0,96 600,00 63,72 63,61 0,18

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳− 𝒖𝐳 /𝒖𝐳 𝒖𝐳  mm �̂�𝐳  mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 52,85 52,85 0,00

0,0838 0,96 600,00 55,61 55,46 0,27

0,0559 1,44 400,00 55,75 55,87 0,22

0,0698 0,80 500,00 82,79 83,16 0,44

0,0559 1,44 600,00 39,01 39,00 0,04

0,0463 1,20 500,00 55,35 55,37 0,03

0,0698 1,20 500,00 52,85 52,85 0,00

0,0838 1,44 400,00 53,93 54,11 0,32

0,0698 1,20 500,00 52,85 52,85 0,00

0,0559 0,96 600,00 60,05 59,81 0,41

0,0838 1,44 600,00 37,52 37,48 0,12

0,0698 1,60 500,00 41,51 41,44 0,16

0,0698 1,20 331,82 74,57 74,15 0,57

0,0559 0,96 400,00 82,14 82,29 0,18

0,0698 1,20 500,00 52,85 52,85 0,00

0,0698 1,20 500,00 52,85 52,85 0,00

0,0698 1,20 668,18 41,13 41,28 0,37

0,0698 1,20 500,00 52,85 52,85 0,00

0,0838 0,96 400,00 76,87 76,87 0,00

0,0933 1,20 500,00 50,86 50,88 0,04

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐞𝐪−𝒖𝐞𝐪 /𝒖𝐞𝐪 𝒖𝐞𝐪  mm �̂�𝐞𝐪  mm 
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Tabela C.5: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z,eq do planejamento CCD10. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD11: 

Após a realização das 20 simulações, o software Design Expert define as funções 

aproximadoras de 𝑢∞
(2)

 e 𝑢z
(2)

, para o Túnel C com tirantes e sem revestimento, com base em 

regressões com transformação em raiz quadrada inversa e logarítmica conforme segue: 

 

1 √�̂�∞
(2)

⁄ = −0,649 + 2,279𝜑 + 1,113𝑐 + (4,30E − 04)𝐸m − 1,398𝜑𝑐 

                      +(9,54E − 04)𝜑𝐸m + (4,41E − 04)𝑐𝐸m − 0,827𝜑
2 − 0,328𝑐2 

                      −(3,57E − 07)𝐸m
2 

(C.5) 

 

ln (�̂�z
(2)
) = 6,717 − 12,820𝜑 − 5,684𝑐 − (4,19E − 03)𝐸m + 6,709𝜑𝑐 

                      +(6,50E − 05)𝜑𝐸m + (1,20E − 05)𝑐𝐸m + 11,309𝜑
2 + 1,566𝑐2 

                      +(2,13E − 06)𝐸m
2 

(C.6) 

 

As funções aproximadoras de 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

, para o Túnel C com tirantes e com revestimento, são 

dadas com base em regressões com transformação inversa e logarítmica conforme segue: 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 43,75 43,76 0,02

0,0838 0,96 600,00 52,58 52,78 0,37

0,0559 1,44 400,00 42,04 42,12 0,18

0,0698 0,80 500,00 93,09 92,35 0,80

0,0559 1,44 600,00 28,26 28,15 0,38

0,0463 1,20 500,00 47,27 47,12 0,31

0,0698 1,20 500,00 43,75 43,76 0,02

0,0838 1,44 400,00 40,15 40,07 0,19

0,0698 1,20 500,00 43,75 43,76 0,02

0,0559 0,96 600,00 58,76 59,15 0,66

0,0838 1,44 600,00 26,91 26,99 0,27

0,0698 1,60 500,00 30,30 30,42 0,40

0,0698 1,20 331,82 64,84 64,60 0,38

0,0559 0,96 400,00 86,07 86,29 0,27

0,0698 1,20 500,00 43,75 43,76 0,02

0,0698 1,20 500,00 43,75 43,76 0,02

0,0698 1,20 668,18 33,06 32,92 0,42

0,0698 1,20 500,00 43,75 43,76 0,02

0,0838 0,96 400,00 77,18 77,70 0,67

0,0933 1,20 500,00 40,82 40,60 0,53

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳,𝐞𝐪 −𝒖𝐳,𝐞𝐪 /𝒖𝐳,𝐞𝐪 𝒖𝐳,𝐞𝐪  mm �̂�𝐳,𝐞𝐪  mm 
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1 �̂�eq⁄ = −0,175 + 0,984𝜑 + 0,408𝑐 − (2,81E − 04)𝐸m − 0,748𝜑𝑐 + (2,20E − 03)𝜑𝐸m 

                 +(9,75E − 04)𝑐𝐸m − 1,145𝜑
2 − 0,164𝑐2 − (5,02E − 08)𝐸m

2 
(C.7) 

 

ln (�̂�z,eq
(2)
) = 6,163 − 12,337𝜑 − 5,208𝑐 − (3,84E − 03)𝐸m + 6,449𝜑𝑐 

                      +(6,50E − 05)𝜑𝐸m + (1,20E − 05)𝑐𝐸m + 11,309𝜑
2 + 1,566𝑐2 

                      +(2,13E − 06)𝐸m
2 

(C.8) 

 

A Tabela C.6 define os níveis de ajustes 𝑅2 dos tipos de funções aproximadoras 

propostas pelo software para determinar 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq, o que verifica que a função 

quadrática definida nas Eqs. (C.1) a (C.4) são adequadas aos resultados do processo iterativo 

de cálculo com precisão acima de 99%. 

 

Tabela C.6: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções definidas para 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq no 

planejamento CCD11. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�∞ 
Linear 96,68 95,33 

Quadrática 99,96 95,82 

�̂�z 
Linear 93,78 91,54 

Quadrática 99,97 99,88 

�̂�eq 
Linear 97,71 96,47 

Quadrática 99,98 99,93 

�̂�z,eq 
Linear 93,38 91,01 

Quadrática 99,95 99,82 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas C.7 a C.10 apresentam os resultados de 𝑢∞
(2)

,  𝑢z
(2)

, 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

 definidos 

pelo GEOMEC91 e calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas Eqs. (C.5) a 

(C.8), referente as 20 combinações definidas no software Design Expert. 
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Tabela C.7: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD11. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.8: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z
(2)

 do planejamento CCD11. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 65,75 65,74 0,00

0,0933 1,20 500,00 61,59 61,64 0,08

0,0838 1,44 400,00 62,88 62,90 0,03

0,0698 1,20 500,00 65,75 65,74 0,00

0,0559 1,44 400,00 65,84 65,69 0,24

0,0698 1,60 500,00 46,14 46,50 0,79

0,0698 1,20 331,82 98,89 98,08 0,83

0,0698 0,80 500,00 156,18 154,31 1,22

0,0698 1,20 500,00 65,75 65,74 0,00

0,0698 1,20 500,00 65,75 65,74 0,00

0,0838 1,44 600,00 42,01 41,71 0,70

0,0559 1,44 600,00 43,99 43,77 0,49

0,0698 1,20 668,18 49,24 49,60 0,72

0,0838 0,96 600,00 77,73 77,83 0,14

0,0838 0,96 400,00 116,53 117,29 0,65

0,0698 1,20 500,00 65,75 65,74 0,00

0,0698 1,20 500,00 65,75 65,74 0,00

0,0463 1,20 500,00 70,42 70,47 0,08

0,0559 0,96 400,00 133,11 134,56 1,09

0,0559 0,96 600,00 88,73 88,59 0,16

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�∞
(𝟐)
−𝒖∞

(𝟐)
/𝒖∞
(𝟐)

𝒖∞
(𝟐)

  mm �̂�∞
(𝟐)

 mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 41,27 41,27 0,00

0,0933 1,20 500,00 38,37 38,56 0,50

0,0838 1,44 400,00 39,03 39,16 0,34

0,0698 1,20 500,00 41,27 41,27 0,00

0,0559 1,44 400,00 40,61 40,90 0,72

0,0698 1,60 500,00 29,86 29,64 0,74

0,0698 1,20 331,82 62,12 61,81 0,50

0,0698 0,80 500,00 94,93 95,72 0,82

0,0698 1,20 500,00 41,27 41,27 0,00

0,0698 1,20 500,00 41,27 41,27 0,00

0,0838 1,44 600,00 26,07 26,04 0,12

0,0559 1,44 600,00 27,11 27,19 0,27

0,0698 1,20 668,18 30,90 31,08 0,58

0,0838 0,96 600,00 50,34 49,96 0,77

0,0838 0,96 400,00 75,47 75,22 0,33

0,0698 1,20 500,00 41,27 41,27 0,00

0,0698 1,20 500,00 41,27 41,27 0,00

0,0463 1,20 500,00 44,92 44,73 0,42

0,0559 0,96 400,00 85,89 85,94 0,07

0,0559 0,96 600,00 57,28 57,06 0,39

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳
(𝟐)
−𝒖𝐳

(𝟐)
/𝒖𝐳
(𝟐)

𝒖𝐳
(𝟐)

  mm �̂�𝐳
(𝟐)

 mm 
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Tabela C.9: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq
(2)

 do planejamento CCD11. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.10: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z,eq
(2)

 do planejamento CCD11. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,06981 1,20 500,00 51,08 51,08 0,00

0,08378 0,96 600,00 53,25 53,10 0,29

0,05585 1,44 400,00 54,05 54,18 0,23

0,06981 0,80 500,00 78,76 79,12 0,45

0,05585 1,44 600,00 37,85 37,84 0,03

0,04633 1,20 500,00 53,31 53,32 0,01

0,06981 1,20 500,00 51,08 51,08 0,00

0,08378 1,44 400,00 52,37 52,52 0,29

0,06981 1,20 500,00 51,08 51,08 0,00

0,05585 0,96 600,00 57,34 57,12 0,38

0,08378 1,44 600,00 36,51 36,47 0,11

0,06981 1,60 500,00 40,50 40,43 0,17

0,06981 1,20 331,82 71,96 71,58 0,52

0,05585 0,96 400,00 78,88 79,00 0,15

0,06981 1,20 500,00 51,08 51,08 0,00

0,06981 1,20 500,00 51,08 51,08 0,00

0,06981 1,20 668,18 39,71 39,85 0,35

0,06981 1,20 500,00 51,08 51,08 0,00

0,08378 0,96 400,00 73,69 73,67 0,03

0,09330 1,20 500,00 49,08 49,12 0,07

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐞𝐪
(𝟐)
−𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
/𝒖𝐞𝐪
(𝟐)𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
  mm �̂�𝐞𝐪

(𝟐)
 mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 39,41 39,40 0,02

0,0838 0,96 600,00 47,02 46,57 0,96

0,0559 1,44 400,00 39,77 40,00 0,58

0,0698 0,80 500,00 83,87 84,82 1,13

0,0559 1,44 600,00 26,69 26,74 0,18

0,0463 1,20 500,00 42,50 42,41 0,22

0,0698 1,20 500,00 39,41 39,40 0,02

0,0838 1,44 400,00 38,60 38,67 0,17

0,0698 1,20 500,00 39,41 39,40 0,02

0,0559 0,96 600,00 52,92 52,63 0,55

0,0838 1,44 600,00 25,86 25,79 0,24

0,0698 1,60 500,00 29,80 29,62 0,59

0,0698 1,20 331,82 58,44 58,31 0,22

0,0559 0,96 400,00 77,51 77,40 0,14

0,0698 1,20 500,00 39,41 39,40 0,02

0,0698 1,20 500,00 39,41 39,40 0,02

0,0698 1,20 668,18 29,77 30,00 0,75

0,0698 1,20 500,00 39,41 39,40 0,02

0,0838 0,96 400,00 69,02 68,63 0,56

0,0933 1,20 500,00 36,91 37,19 0,76

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

−𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

/𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

  mm �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

 mm 
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• PLANEJAMENTO CCD12: 

Após a realização das 20 simulações, o software Design Expert define as funções 

aproximadoras de 𝑢∞
(2)

 e 𝑢z
(2)

, para o Túnel C com tirantes e sem revestimento, com base em 

regressões com transformação em raiz quadrada inversa conforme segue: 

 

1 √�̂�∞
(2)

⁄ = −0,650 + 2,279𝜑 + 1,115𝑐 + (4,30E − 04)𝐸m − 1,402𝜑𝑐 

                      +(9,54E − 04)𝜑𝐸m + (4,40E − 04)𝑐𝐸m − 0,792𝜑
2 − 0,329𝑐2 

                      −(3,57E − 07)𝐸m
2 

(C.9) 

 

1 √�̂�z
(2)

⁄ = −1,422 + 6,802𝜑 + 2,243𝑐 + (1,03E − 03)𝐸m − 3,479𝜑𝑐 

                      +(1,19E − 03)𝜑𝐸m + (3,95E − 04)𝑐𝐸m − 15,517𝜑
2 − 0,737𝑐2 

                      −(6,73E − 07)𝐸m
2 

(C.10) 

 

As funções aproximadoras de 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

, para o Túnel C com tirantes e com revestimento, são 

dadas com base em regressões com transformação inversa conforme segue: 

 

1 �̂�eq⁄ = −0,154 + 0,932𝜑 + 0,392𝑐 − (2,67E − 04)𝐸m − 0,772𝜑𝑐 + (2,15E − 03)𝜑𝐸m 

                  +(9,66E − 04)𝑐𝐸m − 0,530𝜑
2 − 0,159𝑐2 − (4,60E − 08)𝐸m

2 
(C.11) 

 

1 �̂�z,eq⁄ = −1,979 + 9,181𝜑 + 2,804𝑐 + (1,01E − 04)𝐸m − 5,319𝜑𝑐 

                    +(3,79E − 03)𝜑𝐸m + (1,36E − 03)𝑐𝐸m − 21,846𝜑
2 − 1,030𝑐2 

                    −(3,10E − 07)𝐸m
2 

(C.12) 

 

A Tabela C.11 define os níveis de ajustes 𝑅2 dos tipos de funções aproximadoras 

propostas pelo software para determinar 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq, o que verifica que a função 

quadrática definida nas Eqs. (C.9) a (C.12) são adequadas aos resultados do processo iterativo 

de cálculo com precisão acima de 99%. 

 

 

 

 



253 

 

Caio Cesar Cardoso da Silva (caiocesarcardosodasilva@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023. 

 

Tabela C.11: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções definidas para 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq no 

planejamento CCD12. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�∞ 
Linear 96,67 95,32 

Quadrática 99,95 99,82 

�̂�z 
Linear 88,37 83,95 

Quadrática 99,55 98,21 

�̂�eq 
Linear 97,72 96,49 

Quadrática 99,98 99,94 

�̂�z,eq 
Linear 90,28 86,12 

Quadrática 99,51 98,03 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas C.12 a C.15 apresentam os resultados de 𝑢∞
(2)

,  𝑢z
(2)

, 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

 definidos 

pelo GEOMEC91 e calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas Eqs. (C.9) a 

(C.12), referente as 20 combinações definidas no software Design Expert. 

 

Tabela C.12: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD12. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 65,71 65,71 0,00

0,0933 1,20 500,00 61,55 61,60 0,07

0,0838 1,44 400,00 62,86 62,88 0,03

0,0698 1,20 500,00 65,71 65,71 0,00

0,0559 1,44 400,00 65,83 65,67 0,25

0,0698 1,60 500,00 46,13 46,50 0,81

0,0698 1,20 331,82 98,82 98,01 0,83

0,0698 0,80 500,00 156,13 154,19 1,26

0,0698 1,20 500,00 65,71 65,71 0,00

0,0698 1,20 500,00 65,71 65,71 0,00

0,0838 1,44 600,00 41,99 41,70 0,70

0,0559 1,44 600,00 43,98 43,76 0,50

0,0698 1,20 668,18 49,22 49,57 0,71

0,0838 0,96 600,00 77,64 77,77 0,16

0,0838 0,96 400,00 116,40 117,19 0,67

0,0698 1,20 500,00 65,71 65,71 0,00

0,0698 1,20 500,00 65,71 65,71 0,00

0,0463 1,20 500,00 70,37 70,43 0,08

0,0559 0,96 400,00 133,00 134,47 1,10

0,0559 0,96 600,00 88,65 88,52 0,15

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�∞
(𝟐)
−𝒖∞

(𝟐)
/𝒖∞
(𝟐)

𝒖∞
(𝟐)

  mm �̂�∞
(𝟐)

 mm 
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Análise de confiabilidade aplicada a modelagem geomecânica de túneis profundos reforçados por tirantes passivos 

 

Tabela C.13: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z
(2)

 do planejamento CCD12. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.14: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq
(2)

 do planejamento CCD12. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 33,73 33,71 0,06

0,0933 1,20 500,00 32,57 32,58 0,04

0,0838 1,44 400,00 37,57 37,47 0,26

0,0698 1,20 500,00 33,73 33,71 0,06

0,0559 1,44 400,00 38,36 37,71 1,73

0,0698 1,60 500,00 29,40 30,18 2,64

0,0698 1,20 331,82 50,70 50,56 0,27

0,0698 0,80 500,00 71,76 71,08 0,95

0,0698 1,20 500,00 33,73 33,71 0,06

0,0698 1,20 500,00 33,73 33,71 0,06

0,0838 1,44 600,00 25,18 24,78 1,59

0,0559 1,44 600,00 25,70 25,21 1,91

0,0698 1,20 668,18 25,28 25,80 2,06

0,0838 0,96 600,00 37,16 37,20 0,12

0,0838 0,96 400,00 55,73 56,22 0,88

0,0698 1,20 500,00 33,73 33,71 0,06

0,0698 1,20 500,00 33,73 33,71 0,06

0,0463 1,20 500,00 35,46 36,23 2,17

0,0559 0,96 400,00 64,38 64,68 0,46

0,0559 0,96 600,00 42,92 42,32 1,42

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳
(𝟐)
−𝒖𝐳

(𝟐)
/𝒖𝐳
(𝟐)

𝒖𝐳
(𝟐)

  mm �̂�𝐳
(𝟐)

 mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 50,55 50,55 0,00

0,0838 0,96 600,00 52,35 52,22 0,25

0,0559 1,44 400,00 53,65 53,77 0,23

0,0698 0,80 500,00 76,51 76,83 0,41

0,0559 1,44 600,00 37,62 37,62 0,01

0,0463 1,20 500,00 52,68 52,67 0,02

0,0698 1,20 500,00 50,55 50,55 0,00

0,0838 1,44 400,00 52,04 52,19 0,30

0,0698 1,20 500,00 50,55 50,55 0,00

0,0559 0,96 600,00 56,24 56,05 0,34

0,0838 1,44 600,00 36,34 36,31 0,09

0,0698 1,60 500,00 40,36 40,28 0,19

0,0698 1,20 331,82 70,97 70,62 0,49

0,0559 0,96 400,00 77,10 77,22 0,15

0,0698 1,20 500,00 50,55 50,55 0,00

0,0698 1,20 500,00 50,55 50,55 0,00

0,0698 1,20 668,18 39,38 39,49 0,30

0,0698 1,20 500,00 50,55 50,55 0,00

0,0838 0,96 400,00 72,19 72,16 0,05

0,0933 1,20 500,00 48,61 48,64 0,05

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐞𝐪
(𝟐)
−𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
/𝒖𝐞𝐪
(𝟐)𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
  mm �̂�𝐞𝐪

(𝟐)
 mm 
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Tabela C.15: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z,eq
(2)

 do planejamento CCD12. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

• PLANEJAMENTO CCD13: 

Após a realização das 20 simulações, o software Design Expert define as funções 

aproximadoras de 𝑢∞
(2)

 e 𝑢z
(2)

, para o Túnel C com tirantes e sem revestimento, com base em 

regressões com transformação inversa e logarítmica conforme segue: 

 

1 �̂�∞
(2)⁄ = −0,615 + 2,854𝜑 + 0,859𝑐 − (4,90E − 04)𝐸m − 1,395𝜑𝑐 

                  +(2,68E − 03)𝜑𝐸m + (1,11E − 03)𝑐𝐸m − 7,999𝜑
2 − 0,311𝑐2 

                  −(3,38E − 08)𝐸m
2 

(C.13) 

 

ln (�̂�z
(2)
) = 6,725 − 13,781𝜑 − 5,788𝑐 − (4,24E − 03)𝐸m + 7,165𝜑𝑐 

                     +(1,04E − 04)𝜑𝐸m + (3,10E − 05)𝑐𝐸m + 15,006𝜑
2 + 1,620𝑐2 

                      +(2,17E − 06)𝐸m
2 

(C.14) 

 

As funções aproximadoras de 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

, para o Túnel C com tirantes e com revestimento, são 

dadas com base em regressões com transformação inversa e logarítmica conforme segue: 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 32,84 32,82 0,05

0,0838 0,96 600,00 34,30 34,25 0,15

0,0559 1,44 400,00 37,97 37,51 1,22

0,0698 0,80 500,00 61,73 61,54 0,30

0,0559 1,44 600,00 25,50 25,16 1,33

0,0463 1,20 500,00 34,13 34,75 1,81

0,0698 1,20 500,00 32,84 32,82 0,05

0,0838 1,44 400,00 37,34 37,53 0,50

0,0698 1,20 500,00 32,84 32,82 0,05

0,0559 0,96 600,00 39,03 38,28 1,94

0,0838 1,44 600,00 25,06 24,73 1,34

0,0698 1,60 500,00 29,36 29,85 1,68

0,0698 1,20 331,82 48,91 48,30 1,27

0,0559 0,96 400,00 56,94 57,50 0,98

0,0698 1,20 500,00 32,84 32,82 0,05

0,0698 1,20 500,00 32,84 32,82 0,05

0,0698 1,20 668,18 24,74 25,22 1,95

0,0698 1,20 500,00 32,84 32,82 0,05

0,0838 0,96 400,00 50,21 50,62 0,80

0,0933 1,20 500,00 31,90 31,90 0,02

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

−𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

/𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

  mm �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

 mm 
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1 �̂�eq
(2)⁄ = −0,279 + 1,464𝜑 + 0,537𝑐 − (1,41E − 04)𝐸m − 0,909𝜑𝑐 

                  +(2,28E − 03)𝜑𝐸m + (9,50E − 04)𝑐𝐸m − 3,102𝜑
2 − 0,206𝑐2 

                  −(6,25E − 08)𝐸m
2 

(C.15) 

 

ln (�̂�z,eq
(2)
) = 6,282 − 13,246𝜑 − 5,402𝑐 − (3,97E − 03)𝐸m + 6,792𝜑𝑐 

                      −(1,76E − 04)𝜑𝐸m − (1,38E − 04)𝑐𝐸m + 17,35𝜑
2 + 1,544𝑐2 

                      +(2,17E − 06)𝐸m
2 

(C.16) 

 

A Tabela C.16 define os níveis de ajustes 𝑅2 dos tipos de funções aproximadoras 

propostas pelo software para determinar 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq, o que verifica que a função 

quadrática definida nas Eqs. (C.13) a (C.16) são adequadas aos resultados do processo iterativo 

de cálculo com precisão acima de 99%. 

 

Tabela C.16: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções definidas para 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq no 

planejamento CCD13. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�∞ 
Linear 96,89 95,34 

Quadrática 99,96 99,86 

�̂�z 
Linear 92,89 90,32 

Quadrática 99,97 99,89 

�̂�eq 
Linear 97,74 96,57 

Quadrática 99,98 99,92 

�̂�z,eq 
Linear 92,47 89,78 

Quadrática 99,96 99,84 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas C.17 a C.20 apresentam os resultados de 𝑢∞
(2)

,  𝑢z
(2)

, 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

 definidos 

pelo GEOMEC91 e calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas Eqs. (C.13) a 

(C.16), referente as 20 combinações definidas no software Design Expert. 

 

 

Tabela C.17: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD13. 
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Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.18: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z
(2)

 do planejamento CCD13. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 57,70 57,70 0,01

0,0933 1,20 500,00 54,60 54,70 0,18

0,0838 1,44 400,00 57,22 57,51 0,50

0,0698 1,20 500,00 57,70 57,70 0,01

0,0559 1,44 400,00 59,96 60,08 0,20

0,0698 1,60 500,00 42,90 42,84 0,14

0,0698 1,20 331,82 86,34 85,59 0,88

0,0698 0,80 500,00 124,51 125,90 1,12

0,0698 1,20 500,00 57,70 57,70 0,01

0,0698 1,20 500,00 57,70 57,70 0,01

0,0838 1,44 600,00 38,43 38,31 0,31

0,0559 1,44 600,00 40,25 40,22 0,07

0,0698 1,20 668,18 43,34 43,64 0,69

0,0838 0,96 600,00 64,93 64,63 0,47

0,0838 0,96 400,00 97,02 96,81 0,22

0,0698 1,20 500,00 57,70 57,70 0,01

0,0698 1,20 500,00 57,70 57,70 0,01

0,0463 1,20 500,00 62,07 62,16 0,14

0,0559 0,96 400,00 111,07 111,58 0,45

0,0559 0,96 600,00 74,18 73,49 0,94

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�∞
(𝟐)
−𝒖∞

(𝟐)
/𝒖∞
(𝟐)

𝒖∞
(𝟐)

  mm �̂�∞
(𝟐)

 mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 39,21 39,20 0,01

0,0933 1,20 500,00 36,56 36,81 0,67

0,0838 1,44 400,00 37,97 38,01 0,10

0,0698 1,20 500,00 39,21 39,20 0,01

0,0559 1,44 400,00 39,26 39,45 0,48

0,0698 1,60 500,00 29,30 29,19 0,37

0,0698 1,20 331,82 58,78 58,63 0,26

0,0698 0,80 500,00 88,52 89,26 0,83

0,0698 1,20 500,00 39,21 39,20 0,01

0,0698 1,20 500,00 39,21 39,20 0,01

0,0838 1,44 600,00 25,45 25,38 0,30

0,0559 1,44 600,00 26,31 26,32 0,06

0,0698 1,20 668,18 29,42 29,63 0,72

0,0838 0,96 600,00 47,33 46,95 0,81

0,0838 0,96 400,00 70,80 70,53 0,39

0,0698 1,20 500,00 39,21 39,20 0,01

0,0698 1,20 500,00 39,21 39,20 0,01

0,0463 1,20 500,00 42,54 42,45 0,21

0,0559 0,96 400,00 80,59 80,57 0,03

0,0559 0,96 600,00 53,83 53,60 0,43

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳
(𝟐)
−𝒖𝐳

(𝟐)
/𝒖𝐳
(𝟐)

𝒖𝐳
(𝟐)

  mm �̂�𝐳
(𝟐)

 mm 
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Tabela C.19: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq
(2)

 do planejamento CCD13. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.20: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z,eq
(2)

 do planejamento CCD13. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 46,69 46,69 0,00

0,0838 0,96 600,00 47,78 47,72 0,13

0,0559 1,44 400,00 50,20 50,24 0,08

0,0698 0,80 500,00 70,41 70,44 0,05

0,0559 1,44 600,00 35,11 35,07 0,11

0,0463 1,20 500,00 48,72 48,75 0,06

0,0698 1,20 500,00 46,69 46,69 0,00

0,0838 1,44 400,00 48,67 48,79 0,27

0,0698 1,20 500,00 46,69 46,69 0,00

0,0559 0,96 600,00 51,37 51,19 0,34

0,0838 1,44 600,00 33,94 33,86 0,22

0,0698 1,60 500,00 37,86 37,88 0,04

0,0698 1,20 331,82 66,11 65,71 0,60

0,0559 0,96 400,00 71,35 71,62 0,38

0,0698 1,20 500,00 46,69 46,69 0,00

0,0698 1,20 500,00 46,69 46,69 0,00

0,0698 1,20 668,18 36,22 36,36 0,39

0,0698 1,20 500,00 46,69 46,69 0,00

0,0838 0,96 400,00 66,76 66,85 0,13

0,0933 1,20 500,00 45,02 45,03 0,02

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐞𝐪
(𝟐)
−𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
/𝒖𝐞𝐪
(𝟐)𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
  mm �̂�𝐞𝐪

(𝟐)
 mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 37,93 37,92 0,02

0,0838 0,96 600,00 45,00 44,60 0,90

0,0559 1,44 400,00 38,85 38,97 0,31

0,0698 0,80 500,00 80,65 81,45 0,99

0,0559 1,44 600,00 26,08 26,06 0,07

0,0463 1,20 500,00 40,85 40,85 0,00

0,0698 1,20 500,00 37,93 37,92 0,02

0,0838 1,44 400,00 37,79 37,78 0,03

0,0698 1,20 500,00 37,93 37,92 0,02

0,0559 0,96 600,00 50,72 50,44 0,56

0,0838 1,44 600,00 25,35 25,24 0,43

0,0698 1,60 500,00 29,34 29,29 0,15

0,0698 1,20 331,82 56,28 56,25 0,05

0,0559 0,96 400,00 74,55 74,43 0,16

0,0698 1,20 500,00 37,93 37,92 0,02

0,0698 1,20 500,00 37,93 37,92 0,02

0,0698 1,20 668,18 28,64 28,89 0,89

0,0698 1,20 500,00 37,93 37,92 0,02

0,0838 0,96 400,00 66,22 65,88 0,52

0,0933 1,20 500,00 35,58 35,88 0,84

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

−𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

/𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

  mm �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

 mm 
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• PLANEJAMENTO CCD14: 

Após a realização das 20 simulações, o software Design Expert define as funções 

aproximadoras de 𝑢∞
(2)

 e 𝑢z
(2)

, para o Túnel C com tirantes e sem revestimento, com base em 

regressões com transformação inversa conforme segue: 

 

1 �̂�∞
(2)⁄ = −0,617 + 2,864𝜑 + 0,861𝑐 − (4,89E − 04)𝐸m − 1,403𝜑𝑐 

                  +(2,68E − 03)𝜑𝐸m + (1,12E − 03)𝑐𝐸m − 7,992𝜑
2 − 0,312𝑐2 

                  −(3,41E − 08)𝐸m
2 

(C.17) 

 

1 �̂�z
(2)⁄ = −2,360 + 10,699𝜑 + 3,220𝑐 + (2,46E − 04)𝐸m − 5,798𝜑𝑐 

                    +(4,0E − 03)𝜑𝐸m + (1,31E − 03)𝑐𝐸m − 28,094𝜑
2 − 1,153𝑐2 

                    −(3,74E − 07)𝐸m
2 

(C.18) 

 

As funções aproximadoras de 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

, para o Túnel C com tirantes e com revestimento, são 

dadas com base em regressões com transformação inversa e logarítmica conforme segue: 

 

1 �̂�eq
(2)⁄ = −0,251 + 1,426𝜑 + 0,516𝑐 − (1,42E − 04)𝐸m − 0,965𝜑𝑐 

          +(2,25E − 03)𝜑𝐸m + (9,46E − 04)𝑐𝐸m − 2,325𝜑
2 − 0,20𝑐2 − (5,23E − 08)𝐸m

2 

 

(C.19) 

 

1 �̂�z,eq
(2)⁄ = −2,052 + 9,071𝜑 + 2,935𝑐 + (2,08E − 04)𝐸m − 5,753𝜑𝑐 

                  +(3,97E − 03)𝜑𝐸m + (1,26E − 03)𝑐𝐸m − 17,938𝜑
2 − 1,061𝑐2 

                  −(2,52E − 07)𝐸m
2 

(C.20) 

 

A Tabela C.21 define os níveis de ajustes 𝑅2 para determinar 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq, o que 

verifica que a função quadrática definida nas Eqs. (C.17) a (C.20) são adequadas aos resultados 

do processo iterativo de cálculo com precisão acima de 99%. 
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Tabela C.21: Verificação de ajustes 𝑅2 das funções definidas para 𝑢∞, 𝑢z, 𝑢eq e 𝑢z,eq no 

planejamento CCD14. 

Solicitação Função 𝑹𝟐 Ajustado (%) 𝑹𝟐 Previsto (%) 

�̂�∞ 
Linear 96,88 95,33 

Quadrática 99,96 99,86 

�̂�z 
Linear 89,62 85,26 

Quadrática 99,48 97,91 

�̂�eq 
Linear 97,73 96,55 

Quadrática 99,98 99,92 

�̂�z,eq 
Linear 89,90 85,57 

Quadrática 99,42 97,67 

Fonte: elaborada pelo autor. 

 

As Tabelas C.22 a C.25 apresentam os resultados de 𝑢∞
(2)

,  𝑢z
(2)

, 𝑢eq
(2)

 e 𝑢z,eq
(2)

 definidos 

pelo GEOMEC91 e calculados pelas formulações equivalentes definidas pelas Eqs. (C.17) a 

(C.20), referente as 20 combinações definidas no software Design Expert. 
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Tabela C.22: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢∞
(2)

 do planejamento CCD14. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.23: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z
(2)

 do planejamento CCD14. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 57,67 57,67 0,01

0,0933 1,20 500,00 54,57 54,67 0,18

0,0838 1,44 400,00 57,20 57,48 0,50

0,0698 1,20 500,00 57,67 57,67 0,01

0,0559 1,44 400,00 59,93 60,05 0,19

0,0698 1,60 500,00 42,89 42,83 0,14

0,0698 1,20 331,82 86,29 85,54 0,87

0,0698 0,80 500,00 124,48 125,88 1,12

0,0698 1,20 500,00 57,67 57,67 0,01

0,0698 1,20 500,00 57,67 57,67 0,01

0,0838 1,44 600,00 38,42 38,30 0,31

0,0559 1,44 600,00 40,24 40,21 0,07

0,0698 1,20 668,18 43,32 43,62 0,69

0,0838 0,96 600,00 64,90 64,59 0,47

0,0838 0,96 400,00 96,97 96,75 0,22

0,0698 1,20 500,00 57,67 57,67 0,01

0,0698 1,20 500,00 57,67 57,67 0,01

0,0463 1,20 500,00 62,04 62,13 0,14

0,0559 0,96 400,00 111,04 111,55 0,46

0,0559 0,96 600,00 74,16 73,47 0,95

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�∞−𝒖∞ /𝒖∞ 𝒖∞  mm �̂�∞  mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 32,45 32,43 0,06

0,0933 1,20 500,00 31,44 31,50 0,18

0,0838 1,44 400,00 36,66 36,82 0,44

0,0698 1,20 500,00 32,45 32,43 0,06

0,0559 1,44 400,00 37,36 36,85 1,37

0,0698 1,60 500,00 28,85 29,36 1,75

0,0698 1,20 331,82 48,53 48,07 0,96

0,0698 0,80 500,00 65,98 66,26 0,43

0,0698 1,20 500,00 32,45 32,43 0,06

0,0698 1,20 500,00 32,45 32,43 0,06

0,0838 1,44 600,00 24,65 24,30 1,44

0,0559 1,44 600,00 25,11 24,77 1,39

0,0698 1,20 668,18 24,38 24,90 2,14

0,0838 0,96 600,00 34,53 34,41 0,35

0,0838 0,96 400,00 51,64 51,87 0,45

0,0698 1,20 500,00 32,45 32,43 0,06

0,0698 1,20 500,00 32,45 32,43 0,06

0,0463 1,20 500,00 33,90 34,61 2,09

0,0559 0,96 400,00 59,61 60,02 0,69

0,0559 0,96 600,00 39,82 38,91 2,34

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳− 𝒖𝐳 /𝒖𝐳 𝒖𝐳  mm �̂�𝐳  mm 
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Tabela C.24: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

radial 𝑢eq
(2)

 do planejamento CCD14. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

 

Tabela C.25: Comparação entre os resultados do GEOMEC91 e do MSR para o deslocamento 

frontal 𝑢z,eq
(2)

 do planejamento CCD14. 

 
Fonte: elaborada pelo autor. 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 46,17 46,17 0,00

0,0838 0,96 600,00 46,96 46,90 0,13

0,0559 1,44 400,00 49,77 49,82 0,11

0,0698 0,80 500,00 68,35 68,36 0,02

0,0559 1,44 600,00 34,88 34,85 0,10

0,0463 1,20 500,00 48,13 48,13 0,01

0,0698 1,20 500,00 46,17 46,17 0,00

0,0838 1,44 400,00 48,31 48,45 0,27

0,0698 1,20 500,00 46,17 46,17 0,00

0,0559 0,96 600,00 50,41 50,25 0,31

0,0838 1,44 600,00 33,76 33,69 0,21

0,0698 1,60 500,00 37,71 37,72 0,02

0,0698 1,20 331,82 65,13 64,72 0,63

0,0559 0,96 400,00 69,63 69,92 0,41

0,0698 1,20 500,00 46,17 46,17 0,00

0,0698 1,20 500,00 46,17 46,17 0,00

0,0698 1,20 668,18 35,88 36,02 0,38

0,0698 1,20 500,00 46,17 46,17 0,00

0,0838 0,96 400,00 65,25 65,34 0,14

0,0933 1,20 500,00 44,53 44,54 0,03

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐞𝐪
(𝟐)
−𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
/𝒖𝐞𝐪
(𝟐)𝒖𝐞𝐪

(𝟐)
  mm �̂�𝐞𝐪

(𝟐)
 mm 

GEOMEC91 MSR DIFERENÇA (%)

0,0698 1,20 500,00 31,91 31,89 0,04

0,0838 0,96 600,00 32,57 32,70 0,40

0,0559 1,44 400,00 37,20 36,64 1,53

0,0698 0,80 500,00 58,80 57,79 1,74

0,0559 1,44 600,00 25,02 24,66 1,45

0,0463 1,20 500,00 33,04 33,63 1,80

0,0698 1,20 500,00 31,91 31,89 0,04

0,0838 1,44 400,00 36,63 36,80 0,46

0,0698 1,20 500,00 31,91 31,89 0,04

0,0559 0,96 600,00 37,07 36,50 1,54

0,0838 1,44 600,00 24,63 24,29 1,38

0,0698 1,60 500,00 28,91 29,51 2,09

0,0698 1,20 331,82 47,50 46,84 1,42

0,0559 0,96 400,00 54,26 55,06 1,48

0,0698 1,20 500,00 31,91 31,89 0,04

0,0698 1,20 500,00 31,91 31,89 0,04

0,0698 1,20 668,18 24,04 24,46 1,74

0,0698 1,20 500,00 31,91 31,89 0,04

0,0838 0,96 400,00 47,85 48,52 1,39

0,0933 1,20 500,00 31,06 30,95 0,38

AMOSTRAS (VARIÁVEIS DO MACIÇO)

𝑬𝐦 (MPa)c (MPa)𝝋 (rad) �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

−𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

/𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

𝒖𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

  mm �̂�𝐳,𝐞𝐪
(𝟐)

 mm 


