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“Daria tudo que set pela metade do que ignoro”.

- René Descartes.

1l



AGRADECIMENTOS

Agradego primeiramente a minha mae e minhas irmas, por me ajuda-
rem e apoiarem ao longo da minha trajetoria de estudante.

Ao professor Dr. Julio Lombaldo, por aceitar orientar esse trabalho,
pelos ensinamentos durante o periodo de mestrado e por sempre estar disposto a me
ajudar.

Ao professor Dr. Fernando Rodrigues de Oliveira, pelo exemplo de pro-
fissional da area, pelas valiosas contribui¢oes no desenvolvimento desse trabalho e
por todos os ensinamentos durante o periodo de graduagao e mestrado. Obrigada
pela paciéncia, pelo incentivo em ingressar no mestrado e pela disposi¢ao em escla-
recer minhas dividas.

A minha dupla académica, Murilo Tedesco, pela parceria, amizade e
cumplicidade durante o periodo de graduacao e mestrado. Es peca fundamental na
minha formacao, contigo aprendi e aprendo muito.

Aos amigos Vanessa Garofali e Leonardo Schneider, obrigada por sem-
pre estarem dispostos a ouvirem minhas explicagoes sobre a dissertagao, principal-
mente nessa reta final. Obrigada por ajudarem a amenizar minhas afli¢des e pelas
palavras de incentivo.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq),
pela bolsa de estudos que permitiu dedicar-me integralmente ao mestrado.

Por fim, a UFRGS, especialmente aos profissionais do Programa de Pos-

Graduagao em Matematica Aplicada (PPGMAp), pelo ensino sério e de qualidade.

v



SUMARIO

LISTA DE FIGURAS . . . . . . . et e e it e e it e e vii
LISTA DE TABELAS . . . . . . . i e ittt e e i e e e ix
LISTA DE SIMBOLOS . . . . . ittt e ettt e e i e e X
RESUMO . . . . e e e e e e e e e e e xiii
ABSTRACT . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e Xiv
1 INTRODUCGAO . . ot ittt e e e e e e 1
2 REFERENCIAL TEORICO . ... ... ... 4
2.1 Aspectos introdutoérios sobre a teoria de reatores nucleares . . . . . . 4
2.2 Definicao de termos fisico-matematicos . . . . . . . . . ... ... .. 6
2.3 Difusao de néutrons . . . . . . ... 10
2.3.1  FEquacao de difusao de néutrons para o caso monoenergético . 11

2.3.2  FEquagoes multigrupo de difusao de néutrons . . . . . . . . .. 15

2.4 Cinética de reatores nucleares . . . . . . ... ... ... ... 20
2.4.1 FEquacgoes de cinética espacial . . . . . . . .. ... 22

3 METODOLOGIA DE PESQUISA ... .. ............ 26
3.1 Formulacao do problema . . . . .. ... ... 000 26
3.1.1 Condigoes de fronteira . . . . . . . . ... ... ... .. 28

3.2 Objetivos . . . . . .. 29



4 SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA TRIDIMENSIONAL

EM GEOMETRIA CILINDRICA ... ............... 31
4.1 Solucao para a variavel espacial . . . . . . .. ... ... L. 34
4.2 Solugao para a variavel temporal . . . . . ... ... %)
4.3 Solucao explicita . . . . . . . . ... 58
5 ANALISE DA SOLUCAO ANALITICA . ............. 65
5.1 Primeira situagao particular . . . . ... ..o 66

5.1.1 Analise do fluxo escalar de néutrons da primeira situacao par-

ticular . . ..o 69
5.2 Segunda situagao particular . . . . .. ..o 75

5.2.1 Analise do fluxo escalar de néutrons da segunda situacao par-

ticular . . . . . 78
6 CONSIDERACOES FINAIS . . . .. .. v i iiiiinn. 86
REFERENCIAS . . . ot e e e e e e e e s e e e s s s s, 91

vi



2.1

2.2

2.3

5.1

0.2

5.3

5.4

2.5

5.6

5.7

5.8

2.9

LISTA DE FIGURAS

Particula neutranoespaco . . . . . . . ... 8
Volume de controle do balango de néutrons . . . . . . . . .. ... ... 12
Esquema de discretizacgao da variavel energia E em G grupos/intervalos . . 15

Grafico de dispersao do tempo computacional para calcular ¢; em fungao

da quantidade de termos dos somatérios . . . . . . . . . .. ... ... 68
T
Fluxo escalar de néutrons da 1? situacao particular quando z =4 cm e 6 = 1 70
s
Fluxo escalar de néutrons da 12 situacao particular quandor =5 cm e 6 = 1 70
Fluxo escalar de néutrons da 12 situacao particular quando r = 5 c¢m e
T
0= 4 com dominio da variavel z expandido . . . . . . ... ..o 71
Fluxo escalar de néutrons da 12 situacao particular em fungao de r e z
T
quandoG:Zparaostempostzls,t:5s,t:15set:303 ..... 72
Fluxo escalar de néutrons da 12 situacao particular quando r = 5 c¢m e
Z=40Cm . e e e e e 73
Fluxo escalar de néutrons da 12 situacao particular quando r =5 c¢m, z = 4
T
eme Bl = — . .. e e e e 74
4
Fluxo escalar de néutrons da 12 situagao particular em funcao de t e z, de
ter;edetel . . . . e e 75
Grafico de dispersao do tempo computacional para calcular ¢o em fungao
da quantidade de termos dos somatérios . . . . . . . . . ... ... ... 78

Vil



5.10

0.11

0.12

5.13

5.14

5.15

Fluxo escalar de néutrons da 2? situacao particular quando z = 4 cm e

S e e 79
4
Fluxo escalar de néutrons da 22 situagao particular quandor =5 cme 6 = — 80
Fluxo escalar de néutrons, para a 2? situacao particular, em funcao de r e
T
zquando@zZparaostempostzlS7t:5s,t:15set:308 ... 81
Fluxo escalar de néutrons da 22 situagao particular quando r = 5 cm e
Z=4C0m .. e e e e e 82
Fluxo escalar de néutrons da 22 situagao particular quando r =5 c¢m, z = 4
T
eme B = — . .. e e e 83
4
Fluxo escalar de néutrons da 22 situagao particular em funcao de t e z, de
ter,edetel . . . .. 84

viil



2.1

0.1

0.2

2.3

0.4

LISTA DE TABELAS

Fracao de néutrons atrasados e constante de decaimento para cada

grupo do combustivel Ug3® . . . . . . . ... 21
Parametros nucleares utilizados na 1? situagao particular . . . . . . . 66
Valores estimados para o fluxo escalar variandon, kel . . . . . . .. 67
Parametros nucleares utilizados na 2? situagao particular . . . . . . . 76

Valores estimados para o fluxo escalar variando n, k e [ para a 22

situagao particular . . . . . ... Lo 7

1X



Bi
Xy

A

A
vl
V(]

Vg/

LISTA DE SIMBOLOS

Fracgao total de néutrons atrasados.

Fragao de néutrons atrasados do grupo ¢ de precursores.

Fracao de néutrons que aparece no grupo g.

Constante de decaimento radioativo do grupo de precursores [s~!].
Constante de decaimento radioativo do grupo i de precursores [s7!].
Operador matematico gradiente.

Operador matemético laplaciano.

Numero médio de néutrons liberados no processo de fissao.

Numero médio de néutrons de fissao liberados em uma reacgao de fissao

induzida por um néutron no grupo ¢'.

¢(F, b, t) Fluxo escalar de néutrons na posi¢ao 7, no tempo t e na energia F

o(7, 1)
g(T 1)

[em—2s71].

Fluxo escalar de néutrons na posi¢ao 7 e no tempo t [em2s71].

Fluxo escalar de néutrons na posicao 7 do grupo g no tempo ¢ [em=2s71].

(T, Q, E,t) Fluxo angular de néutrons [em 2571

01

02

g3

04

Constante de separabilidade.
Constante de separabilidade.
Constante de separabilidade.

Constante de separabilidade.



ZG(F, t) Secao de choque macroscopica de absor¢ao na posicao 7 e no tempo ¢

[em™1].
> f (77, t) Segao de choque macroscopica de fissao na posigao 7 e no tempo ¢ [em™!].

Eag (77 ) t) Secao de choque macroscopica de absor¢ao de néutrons na posi¢ao ¥ no

grupo g e no tempo t [em™1].

> fg/(ﬁ t) Secao de choque macroscopica de fissao de néutrons na posicao 7 do

grupo ¢’ e no tempo t.
> Rg Segao de choque macroscopica de remocgao do grupo g [em™1].

> Sg_>g/(77 : t) Secao de choque macroscopica de espalhamento de néutrons na posi-

¢ao 7 do grupo g para o grupo ¢’ no tempo t [cm™1].

> 59'—g (77 ) t) Secao de choque macroscopica de espalhamento de néutrons na posi-

cao 7 do grupo ¢’ para o grupo g no tempo t [em™!].
g Y

o
Q Vetor unitario que indica a direcao do movimento dos néutrons.

—

(7, E,t) Corrente neutronica [cm~2s~].

n dA f A v N (77, O F, t)dQ Numero liquido de néutrons que cruzam uma su-

perficie de area dA [em™2s™1].

n Vetor unitario normal a uma superficie.

T Vetor posigao do néutron [cm)].

U Vetor velocidade do néutron [em/s].

C(r,t) Concentragao de precursores do grupo de precursores na posi¢ao 7’ e no

tempo t [em™2s71].

CZ'(??, t) Concentragao de precursores do grupo ¢ de precursores na posicao 7 e

no tempo ¢ [em 2s71].

x1



D(F , t) Coeficiente de difusao na posi¢ao 7 e no tempo t [cm)].

Dg(ﬁ t) Coeficiente de difusao na posi¢ao 7 do grupo g e no tempo t [cm)].

D iy Coeficiente de difusao [cm)].

E Energia cinética dos néutrons [eV].

E, Energia cinética dos néutrons no grupo g [eV].
G Quantidade de grupos de energia.

—

N(7,€2, E,t) Densidade neutronica no espago de fase/ densidade angular [em™2].
n(r, E,t) Densidade de néutrons [cm ™.
S¢(r,t)  Fonte de néutrons devido a fissio na posigio 7 e no tempo ¢ [em™3s71].

ngt(F .t) Fonte externa de néutrons na posigao 7" do grupo g no tempo ¢ [em=3s71].

t Variavel temporal [s].

V Volume arbitréario [cm?].

v Velocidade escalar do néutron [em/s].

Vg Velocidade escalar dos néutrons na posigao 7 do grupo g e no tempo ¢
[em/s].

xii



RESUMO

Neste trabalho sera apresentada uma solugao analitica para o problema
de cinética espacial de néutrons em geometria cilindrica tridimensional, para o caso
homogéneo e monoenergético, utilizando a técnica separagao de variaveis, aborda-
gem esta que foi proposta por Oliveira (2017). Parte-se da suposigao que os fluxos
escalares e que as concentragoes de precursores de néutrons atrasados possam ser
expressados, cada um deles, como o produto entre fungoes espaciais e fungoes tempo-
rais. A partir dessa suposicao inicial, obtém-se um sistema de equacoes desacoplado,
composto por uma equacao diferencial parcial, que foi resolvida utilizando separa-
¢ao de varidveis; um sistema de equagoes diferenciais ordinarias composto por duas
equagoes, que foi solucionado utilizando a técnica de eliminagao sistematica; e uma
equacao que indica que a funcao espacial do fluxo e a funcao espacial da concentra-
¢ao de precursores sao proporcionais. A solugao geral determinada para o problema
¢é analitica, no sentido que nenhuma aproximacao numérica é realizada ao longo da
resolucao. Por fim, particulariza-se a solugao, utilizando dois conjuntos de parame-
tros nucleares e analisando o comportamento dos néutrons dentro de um cilindro

especifico.

Palavras-chave: Reatores nucleares. Cinética espacial de néutrons. Geometria ci-

lindrica tridimensional. Separagao de variaveis.
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ABSTRACT

This work presents an analytical solution to the problem of neutron
spatial kinetics in three-dimensional cylindrical geometry, specifically for the ho-
mogeneous and monoenergetic case. The solution utilizes the technique of variable
separation, as proposed by Oliveira (2017). We start with the assumption that the
scalar fluxes and the concentrations of delayed neutron precursors can be expressed
as the product of spatial functions and temporal functions. From this initial assump-
tion, a decoupled system of equations is derived, consisting of a partial differential
equation that is solved using variable separation, a system of ordinary differential
equations comprising two equations that are solved using systematic elimination,
and an equation indicating that the spatial function of the flux and the spatial func-
tion of the precursor concentration are proportional. The general solution obtained
for the problem is analytical, meaning that no numerical approximation is perfor-
med throughout the resolution. Finally, the solution is applied by considering two
sets of nuclear parameters and analyzing the behavior of neutrons within a specific

cylinder.

Keywords: Nuclear reactors. Neutron spatial kinetics. Three-dimensional cylindri-

cal geometry. Variable separation.
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1 INTRODUCAO

As usinas nucleares sao instalagbes que geram energia elétrica a partir
da fissao de nucleos nao-instaveis, que sao bombardeados por néutrons e podem
dividir-se em outros niicleos menores. Esse processo libera, entre outras coisas, calor
que pode ser transformado em energia elétrica. Para que as usinas sejam seguras e
rentaveis, as mesmas precisam ser bem projetadas. Uma alternativa seria construir
instalagoes experimentais para cada projeto de usina e realizar diversas testagens,
a fim de validéa-lo ou invalida-lo. O que ocorre é que, na pratica, isso seria financei-
ramente caro. Outra alternativa seria adotar limites operacionais mais rigidos a fim
de evitar eventuais acidentes, o que culminaria numa certa ineficiéncia das poten-
cialidades do reator. Uma terceira alternativa que parece mais viavel e promissora
consiste em estudar e desenvolver modelos tedricos, que visem melhor compreender
o comportamento dos néutrons nas usinas nucleares (SMITH, 1976, p. 2). Zanette
(2021, p. 2) corrobora com essas ideias, ao afirmar que "estes modelos teoricos po-
dem contribuir tanto na otimizacao da estrutura fisica das usinas, como na eficiéncia

do processo operacional".

O comportamento dos néutrons em um reator nuclear é descrito de
maneira adequada pela equacao de transporte de Boltzmann dependente do tempo
para o fluxo angular (SUTTON; AVILES, 1996, p. 120), que, em sua generalidade,
consiste em uma equacao integro-diferencial, com sete variaveis independentes, sendo
trés delas espaciais, duas direcionais, uma energética e uma temporal (ZANETTE,

2017, p. 20).

Portanto, a distribuicdo de néutrons poderia ser determinada se fosse
inserida nessa equagao um conjunto apropriado de se¢oes de choque, que sao as pro-
babilidades de interacao de néutrons, juntamente com a disposicao geométrica do
sistema. Contudo, na pratica isso se torna complexo e, em alguns casos, até impos-

sivel, pois as se¢oes de choque e suas variagoes com a energia de néutrons nao sao



completamente conhecidas; e também porque o arranjo geométrico dos materiais em
um reator é complexo a ponto da equacao do transporte nao poder ser resolvida em

um tempo razoavel, mesmo que fossem utilizados recursos computacionais (BELL,

GLASSTONE, 1970, p. 1; MAIA, 1979, p. 2).

Deste modo, temos que a equacao do transporte é de dificil solugao,
exceto nos casos mais simples, por isso métodos aproximados sao utilizados (BELL,
GLASSTONE, 1970, p. 1). E mais facil derivar a equacdo do transporte do que
resolvé-la, e por isso surgem as equacoes que sao advindas dessas derivacoes. Den-
tre as aproximacoes existentes para a equacao de transporte dependente do tempo,
destaca-se a equagao de difusdo de néutrons dependente do tempo (SUTTON; AVI-
LES, 1996, p. 120). O interesse desta equagao esta em calcular o fluxo escalar (que
denotaremos por ¢) que dependera da posi¢ao 7 do néutron, do tempo ¢, e da faixa
infinitesimal de energia F. Na subsegao 2.3 apresentaremos e explicaremos com mai-

ores detalhes a equacao de difusao de néutrons.

Temos que a solucao da equacao de transporte de néutrons monoener-
gético (isto é, considerando um grupo de energia) possui duas partes, a parte assin-
totica e a parte transiente. Destaca-se que essa parte assintotica satisfaz a equacao
de difusao, por isso a aproximacao de difusao pode ser utilizada nos casos em que o
termo assintotico dominar o fluxo total (DWORAK; LOSKIEWICZ; JANIK, 2000,
p. 845-846), sendo que isso ocorre, por exemplo, em meios cuja absorgao é fraca

(BECKURTS; WIRTZ, 1964, p. 90).

Nesta pesquisa sera desenvolvida uma solu¢ao analitica para o sistema
de equagoes diferenciais parciais que modelam o problema de cinética espacial de
néutrons em geometria cilindrica tridimensional, conforme formulado nas subsegoes
3.1 e 3.1.1. As equacoes de cinética espacial sao construidas a partir das equagoes
de difusao, sendo a diferenca primordial que as equacgoes de cinética consideram em
sua formulacao além dos néutrons prontos, que sao considerados nas equacoes de

difusdo, os néutrons atrasados (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976, p. 286).



A solucao é desenvolvida utilizando a técnica de separacgao de variaveis,
abordagem que foi apresentada por Oliveira (2017). Portanto, a contribuigao dessa
dissertagao, no que diz respeito a solucao desse problema, consiste em apresentar
uma solu¢ao mais completa, no sentido de detalhar mais etapas da solucao do pro-
blema geral e realizar mais analises particulares do comportamento da funcao fluxo

escalar de néutrons.

Este trabalho esta dividido em seis capitulos. O primeiro consiste na
introducao; o segundo consiste no referencial teérico, no qual sao apresentados as-
pectos introdutérios da teoria de reatores nucleares e as equagoes de difusao de
néutrons e cinética espacial de néutrons; o terceiro consiste na metodologia, o qual
o problema de pesquisa ¢ formulado e os objetivos de pesquisa sao estabelecidos; o
quarto consiste na solugao analitica do problema da cinética espacial, em que sao
detalhados os passos resolutivos realizados; o quinto consiste na analise da solugao
analitica, o qual particulariza-se a solugao determinada no capitulo anterior para um
cilindro especifico e para dois conjuntos de parametros nucleares; e o sexto consiste

nas consideracoes finais.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Aspectos introdutorios sobre a teoria de reatores

nucleares

O primeiro reator nuclear foi construido na Universidade de Chicago,
sob a supervisao do fisico italiano Enrico Fermi (1901-1954). Foi em 2 de dezem-
bro de 1942 que o equipamento entrou em operagao, com uma reagao em cadeia
autosustentavel que utilizou como combustivel o Uranio-235, como moderador bar-
ras de grafite e como material absorvente barras de cadmio (CNEN, 2023, p. 25).
Denominamos de reator nuclear a instalacao em que é mantida e controlada a rea-
¢ao de fissdo nuclear. Os reatores sdo montados,/construidos intercalando barras de
combustivel fissil, que geralmente sdo uranio enriquecido® ou plutonio 239, e barras
de moderador de néutrons, que podem ser barras de carbono na forma de grafite,
de cadmio ou 4gua pesada. Deste modo, néutrons que sao liberados no processo de
fissao nuclear colidem com os nicleos dos moderadores, que absorvem esses néutrons
sem sofrer fissao. Assim, esses moderadores auxiliam no controle da quantidade de

néutrons, isto é, no controle da reagao de fissao em cadeia (FOGACA, 2022).

Quase quatorze anos depois, em outubro de 1956, o Reino Unido inau-
gurou em Calder Hall a primeira usina nuclear totalmente comercial, conhecida como
Central Nuclear de Calder Hall. Destaca-se que a produgao de eletricidade era uma
atividade secundaria da usina, sendo destinada principalmente para a producao de
pluténio para o programa de armas atdmicas do Reino Unido. Essa usina foi de-

sativada em 2003, e, ao todo, contou com quatro reatores nucleares Magnox (ICE,

2023).

1Uranio com grande quantidade de Uranio-235 (U-235).



A industria de energia nuclear sofreu certo declinio a partir da década de
70 até os anos 2000 (WORD NUCLEAR ASSOCIATION, 2023). Murray e Holbert
(2020, p. 136-137) descrevem possiveis causas que tenham motivado esse cenério,
sendo elas uma certa quebra de expectativa que a energia pode ter causado na po-
pulacao em geral, afinal na década de 50 a maioria da imprensa noticiava que a
energia nuclear era barata, inesgotéavel e segura. Na contramao do que era noticiado
até entao, a partir da década de 60 surgiram movimentos ambientais que questi-
onavam os possiveis impactos dos reatores, da radiacao e da radiatividade para a
vida das pessoas e para o meio ambiente. Além disso, houve continuas dentuincias de
gerenciamento inadequado de residuos radioativos, foram realizadas muitas associ-
acoes das bombas atomicas com a energia nuclear e ocorreram acidentes nucleares
em usinas nucleares, tais como o que ocorreu em 1979 na usina Three Mile Island

(Pensilvania-EUA) e o que ocorreu em 1986 na usina de Chernobyl (Kiev-Ucrania).

As perpectivas de ascesao e expansao da energia nuclear é reativada no
novo século, segundo a Word Nuclear Association (2023). Acredita-se que isso ocorra
devido a uma combinagao de fatores, como por exemplo o aumento significativo da
demanda mundial por energia elétrica, sendo mais intenso nos paises que estao em
rapido desenvolvimento como a China, e a necessidade de limitar as emissoes de
carbono devido as mudangas climaticas. Uma das vantagens de geracao de energia
elétrica a partir de usinas nucleares, consiste no fato da nao utilizacao de combus-
tiveis fosseis, como por exemplo o carvao, que emitem gases toxicos na atmosfera.
Além disso, o aumento da demanda por energia elétrica faz surgir a necessidade de
pensar em alternativas para a geracao de energia elétrica. Neste contexto, as usinas
nucleares sao uma alternativa, afinal ocupam areas relativamente pequenas, suas
instalagoes podem ser realizadas perto dos centros consumidores e nao dependem
de fatores climéaticos para funcionar, como por exemplo chuva, vento, etc (WORD

NUCLEAR ASSOCIATION, 2023).



A produgao de energia nuclear ocorre dentro dos reatores nucleares,
a partir de um processo chamado de fissao. Temos um processo de fissao quando
um ntucleo pesado e instavel é particionado em pelo menos dois niicleos atémicos
menores. Essa particao ocorre quando o niicleo pesado e instavel é bombardeado por
néutrons que conseguem penetrar e se agregar aquele ntcleo, transformando-o num
ntcleo fissil que se fragmentara em outros nicleos. Essa reacao além de gerar pelo
menos dois niicleos menores, que sao chamados de produtos de fissio ou fragmentos
de fissao, também geram entre 2 a 3 néutrons e liberam calor (ZANETTE, 2019, p.
2). Os néutrons emitidos como resultado do processo de fissao podem ser classificados
em dois tipos: néutrons prontos e atrasados. Os néutrons prontos sao a maioria dos
néutrons emitidos no processo de fissao e sao emitidos em um curto intervalo de
tempo apoés a fissao; enquanto os néutrons atrasados sao a minoria e sao emitidos
apoOs o processo de fissao, a partir do decaimento radioativo dos produtos de fissao

(OLIVEIRA, 2013, p. 8).

Esses novos néutrons que sao emitidos podem gerar novas fissoes, isto
é, ¢ gerada uma reacao em cadeia que precisa ser controlada nos reatores nucleares.
Assim, temos que prever o comportamento dos reatores nucleares esta intimamente
relacionado com compreender e prever o comportamento dos néutrons ao longo do

tempo que estao dentro do reator nuclear (ZANETTE, 2019, p. 2).

Na préxima subsecao sao definidos termos fisico-matematicos que sao
utilizados para compreender e apresentar as equagoes da difusao e de cinética espa-

cial de néutrons, que sao as equagoes utilizadas nesse trabalho.

2.2 Definicao de termos fisico-matematicos

A partir de Bell e Glasstone (1970, p. 4- 10), abaixo serdo definidos
termos iniciais da teoria de reatores nucleares utilizadas ao longo do trabalho de

forma direta ou indireta.



— Néutron:

Define-se néutron como sendo uma particula pontual, no sentido de
que pode ser descrito completamente pela sua posicao, dada pelo vetor 7, e pela sua

velocidade, dada pelo vetor v.
— ¥ - vetor velocidade do néutron:

Define-se como v = v €2, onde v é a velocidade escalar do néutron;
enquanto {2 é um vetor unitario que indica a direcao do movimento, ou seja, indica

a direcao de v.
— Secoes de choque:

Na fisica, as segoes de choque sdo medidas probabilisticas (0 a 1) que
indicam a probabilidade de alguma reagao ocorrer, por exemplo, considerando a
situagao em que temos colisoes de feixes acelerados de um tipo de particula cujo
alvo é um segundo tipo de particula, a se¢ao de choque para uma reacao especifica
indicara a probabilidade de um determinado evento ocorrer. Em outras palavras,
no contexto desse trabalho, temos que as se¢oes de choque indicam a probabilidade
de determinada interagao ocorrer entre os néutrons e os nucleos-alvo. As segoes
podem ser divididas em dois grupos principais: as macroscopicas e as microscopicas.
Enquanto a primeira representa a "area total oferecida por todos os ntucleos contidos
em uma unidade de volume", a segunda representa a "area que cada nucleo oferece

de interagdo com os néutrons" (ZANETTE, 2021, p. 26).

— N(7, Q, E t)- densidade neutronica no espago de fase/ den-

sidade angular:

E o ntimero provavel de néutrons na posicio 7, com direcao Qe energia
E no tempo ¢ (BELL, GLASSTONE, 1970, p. 4). Assim, define-se N (7, Q, E, t)dr dS
dE dt como sendo o numero esperado de néutrons no volume infinitesimal dV em

torno de 7, tendo dire¢oes no angulo sélido df2 circundando 2 e em uma faixa



infinitesimal de energia dE contendo E e num instante de tempo infinitesimal dt

contendo ¢ (Figura 2.1).

Figura 2.1: Particula neutra no espaco
z

)

s

Fonte: Elaboragao propria a partir de Bell e Glasstone (1970, p. 4).

— n(r, E,t)- Densidade de néutrons:

Define-se como sendo a integral da densidade angular de néutrons em

todas as diregoes, ou seja, em todos os angulos solidos

n(F,E,t)= | NFQ,E, t)dQ, (2.1)

47

onde 47 implica integragao em todas as dire¢oes. Assim, n(7, F,t) é o nimero es-
perado de néutrons em 7, com energia F no tempo ¢, por unidade de volume, por

unidade de energia, por unidade de tempo.
— U N(T, Q, E,t)- Fluxo vetorial:

E dado pelo produto entre a velocidade do néutron e a densidade an-

gular de néutrons, sendo chamado também de corrente angular de néutrons. Note



que trata-se de uma fungao vetorial dependendo de quatro variaveis (7, ﬁ, Eet)e

cuja diregao ¢é Q.
— (7,0, E, t) - Fluxo angular (densidade de fluxo direcional):

E a magnitude do fluxo vetorial, ou seja

W0, B t) =v N(7,Q, E, ). (2.2)

— ¢(7, E,t) - Fluxo escalar de néutrons (fluxo total):

Define-se como sendo a integral do fluxo angular em todas as diregoes

o(F, B t) = | o(FQ, B, t)d0

A7

_ / oN(F. 5, B, £)d6 (2.3)
47

Ou seja, "pode ser definido como o nimero de néutrons que cruzam

a area de uma secao transversal arbitraria, por unidade de &rea e por unidade de

tempo" (ZANETTE, 2019, p. 25).
— Fluxo assintético:

Corresponde aos néutrons que foram espalhados vérias vezes no meio
e sua distribuicao espacial e angular depende principalmente das propriedades do

meio.
— Niimero liquido de néutrons que cruzam dA:

Se 7 representa um vetor unitario normal a uma superficie, de ma-
neira que 17dA é o vetor normal a um elemento de superficie de area dA, entao
ndAUN (F,Q, E,t) é o nimero de néutrons cruzando o elemento de superficie por
unidade de angulo sélido, por unidade de energia, por unidade de tempo. Ao inte-

grarmos em todas as dire¢oes, tem-se o namero liquido de néutrons por unidade de



energia e tempo de cruzamento dA é

i dA / 7 N(F Q, E,t)dS. (2.4)
4

< Corrente neutronica:

Define-se como corrente neutronica a seguinte integral

J(F 1) = / 5 N7, B, t)dS, (2.5)
47

a qual determina o niimero liquido de néutrons de energia E em 7 e tempo t, cruzando
a unidade de area por unidade de energia e tempo. Ou seja, "representa os néutrons

que escapam pelo contorno do volume" (ZANETTE, 2019, p. 25).

2.3 Difusao de néutrons

Conforme mencionado na introduc¢ao, a equagao que melhor descreve o
comportamento dos néutrons é a equagao do transporte de Boltzmann, que consiste
em uma equacao integro-diferencial com sete variaveis independentes. Por se tratar
de uma equacao de dificil solucao, até mesmo em casos simplificados, aproximagoes

sao utilizadas (BELL, GLASSTONE, 1970, p. 1).

Dentre as aproximagoes existentes para analisar o comportamento de
néutrons, neste trabalho sao utilizadas as equacoes de cinética espacial de néutrons,
que sao formuladas a partir das equagoes de difusao de néutrons. A solucao dessas
equacgoes é mais simples e viavel, se comparadas a equagao do transporte, isso porque
é realizada uma aproximagao linear na dependéncia angular, eliminando o carater
integro-diferencial existente na equacao do transporte. Além disso, hd uma redugao
na quantidade de variaveis independentes, de 7 para 5, sendo elas trés espaciais, uma

energética e uma temporal (DUDERSTADT, HAMILTON, 1976, p. 111-114).
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Se por um lado temos uma equagao matematica mais simplificada, por
outro lado temos limitacoes fisicas no que tange aos problemas que a equagao da
difusao modela/descreve. Segundo Zanette (2017, p. 20-21), duas exigéncias sao

fundamentais:

i) o processo de migragao dos néutrons tem que ser dominado por inte-
racgoes de espalhamento, isto é, o meio material tem que ser fracamente
absorvedor de néutrons;

i1) o processo de migracao de néutrons tem que ocorrer longe de descon-
tinuidade de materiais, onde esperam-se pequenos gradientes no fluxo de

néutrons. (ZANETTE, 2017, p. 20-21)

Deste modo, existem casos em que a equacao de difusao de néutrons
nao é apropriada, como por exemplo quando os reatores sao ligados e desligados ou

proximo dos locais que sao inseridas as barras de controle (ZANETTE, 2017, p. 21).

Conforme Lamarsh (1996, p. 118) e Zanette (2017, p. 16), as exigéncias
para a validade das equacoes da difusao raramente sao satisfeitas em problemas
praticos, contudo a sua utilizacao em geral oferece uma boa aproximagao e portanto

é utilizada em muitos projetos de reatores.

2.3.1  Fquacao de difusao de néutrons para o caso monoenergético

Nessa subse¢ao nos basearemos em Duderstadt e Hamilton (1976, p.
150- 153) e Fernandes (2011, p. 5-7) para apresentar a equagao da difusdo de néutrons

para o caso monoenergético.

Inicialmente, iremos assumir que todos os néutrons podem ser caracte-
rizados por uma tnica energia cinética. Apresentaremos uma equagao para o fluxo
escalar de néutrons partindo da afirmacao que a taxa de variacao temporal do nu-

mero de néutrons em um volume arbitrario V' deve ser igual a taxa na qual os

11



néutrons sao produzidos no volume V', subtraida da taxa na qual eles sao perdidos

do volume V', sendo que essa perda ocorre devido & absorcao ou a fuga.

Mais especificamente, consideraremos um volume arbitrario V', de area
superficial A, localizado em qualquer lugar dentro do reator nuclear (Figura 2.2).
Iremos analisar esse volume V', denominado volume de controle, a fim de encontrar
uma expressao que caracterize como a populacao de néutrons dentro dele muda ao

longo do tempo.
Figura 2.2: Volume de controle do balango de néutrons

-

J

ﬁdA\)

volume V

Fonte: Elaboragao propria a partir de Duderstadt e Hamilton (1976, p. 150).

Temos que o namero total de néutrons em V' em um tempo ¢ pode ser

obtido simplesmente integrando sobre o volume, de modo que

/ NEHav = | Lo av (2.6)
1% 7Y

Portanto, a taxa de variacao temporal do niimero de néutrons em V'

pode ser expressa como

d 1.,
- [ —¢(7“7t)dV1 = [Produgéo em V} - [Absorgéo em V]
dt v U (27>

- [Fuga em V} .
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Agora iremos escrever expressoes matematicas para o ganho e perda de

néutrons da equagao (2.7). Definiremos uma fonte de néutrons S(7,¢) como

Producao em V] = / S(r,t)dV. (2.8)
v

Ainda podemos separar esse termo fonte em dois: um devido & fissao e

outro devido a uma fonte externa. A fonte devido a fissao pode ser expressa por

S(F,t) = vS (7, 1)b(F, t), (2.9)

onde v é a média de néutrons emitidos na fissdo; X (7, t) é a se¢do de choque ma-
croscopica de fissao na posi¢ao 7 e no tempo t; e ¢(7, t) é o fluxo escalar de néutrons

na posi¢ao 7 e no tempo t.

Nesse momento, define-se uma se¢ao de choque que descreve a absor¢ao

de néutrons em V', denotada por ¥,(7,t), de modo que

[Absor(;éo em V} = / a(7,t) (7, t)dV. (2.10)
1%

Agora determinaremos uma expressao matematica que descreve a fuga

de néutrons em V. A fuga total de néutrons através da superficie de V' pode ser

-

expressa em termos da corrente neutronica (J(7,t)) e o vetor normal (7dA) ao

volume V', dado por

[Fuga em V] = / J (7, t)7idA. (2.11)
A

Utilizando o teorema da divergéncia de Gauss, transforma-se a integral

de superficie de (2.11) em uma integral de volume

[Fuga em v} = / J(F t)idA = / VJ(7, t)dV, (2.12)
A \%4

onde V[.] é o operador gradiente.
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Substituindo as equagoes (2.8), (2.10) e (2.12) na equagao (2.7) fica-se

com

i[ 1¢(F,t)dv] = /V S(7,t)dV — / 3o (7, 1) (7, t)dV — /V VJ(7 t)dV. (2.13)

dt | ), v v

Conforme Duderstadt e Hamilton (1976, p. 152), como escolhemos o
volume V' de maneira arbitraria, temos que a equagao (2.13) deve ser valida para
qualquer volume V' que desejarmos, sendo que a tnica maneira disso ocorrer ¢é se

exigirmos que

%% (F,1)dV = S(F,t) — Sa(F, )$(F 1) — VI (7, 1). (2.14)

Tratando-se de um sistema uniforme, ou seja, o meio que os néutrons

estao se difundindo é homogéneo, considera-se que a Lei de Fick é valida, ou seja

J(7t) = —=D(F, 1)V (7, 1), (2.15)

onde D(7,t) é o coeficiente de difusao.

Substituindo a equagao (2.15) em (2.14), temos

1o

= 6(F AV = S(F,) = Du(F)6(7.1) + VD(F, ) Vo(7.), (2.16)

que é a equacao de difusao de néutrons monoenergética, onde:

— (7, t) representa o fluxo escalar de néutrons na posigao 7 e no tempo t;
— v representa a velocidade escalar de néutrons;
— S(7,t) representa a fonte de néutrons na posigdo 7 e no tempo t;

— X,(7,t) representa a se¢ao de choque macroscopica de absor¢ao de néutrons na

posi¢ao 7 e no tempo t;
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— V/|[.] representa o operador gradiente;

— D(7,t) representa o coeficiente de difusdo na posi¢ao i e no tempo t.

2.3.2  FEquagoes multigrupo de difusao de néutrons

Esta subsegao é baseada em Duderstadt e Hamilton (1976, p. 286- 288),
a qual busca-se estender as ideias utilizadas na subse¢ao anterior para a equacao de
difusdo para o caso monoenergético, a fim de determinar/apresentar equagoes de
difusdao que descrevem o comportamento dos fluxos escalares de néutrons em G

grupos de energia.

A ideia inicial é permitir que o fluxo escalar de néutrons (¢(7, E,t))
dependa da energia, mas ao invés de tratar a variavel de energia de néutrons F
como sendo uma variavel continua, iremos discretiza-la em intervalos ou grupos de
energia. Isto é, a gama de energia de néutrons sera fragmentada em G grupos de

energia, conforme ilustrado na Figura 2.3.

Figura 2.3: Esquema de discretizacao da variavel energia E em G grupos/intervalos

Fonte: Elaboragéo propria a partir de Duderstadt e Hamilton (1976, p. 122).

Note que a indexagao dos grupos no esquema da Figura 2.3 ocorre de
maneira decrescente. Essa indexacao se justifica pois, fisicamente, corresponde ao

fato de que o néutron geralmente perde energia durante sua vida; enquanto que
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matematicamente, corresponde ao fato de que normalmente se resolve as equagoes
discretizadas, comecando em altas energias e trabalhando sucessivamente com ener-
gias mais baixas (DUDERSTADT, HAMILTON, 1976, p. 286; DUDERSTADT,
MARTIN, 1979, p. 67) .

O objetivo desta subsecao consiste em determinar um conjunto de equa-
¢oes que descrevam os fluxos escalares de néutrons discretizados sobre as energias de
cada grupo, de modo que o fluxo escalar ¢,(7,t) represente o fluxo total de todos os
néutrons com energias E, com £, < I/ < E, 1, no grupo g. Essas equagoes assumem
a forma de um conjunto de equagoes de difusao que descrevem os néutrons em cada
grupo de energia, sendo acopladas umas as outras, uma vez que os néutrons podem

mudar de energia ao longo do tempo e, por isso, passar de grupo para grupo.

Uma das maneiras de chegar nas equacoes multigrupo de energia da
teoria da difusdo de néutrons é aplicar o conceito de balango/equilibrio de néutrons
para um grupo de energia dado, buscando equilibrar as formas que os néutrons
podem entrar ou sair desse grupo de energia. Deste modo, considere um grupo tipico
de energia g. Tem-se que a taxa de variagao temporal do fluxo escalar de néutrons

nesse grupo pode ser representada pelo seguinte balanco
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Taxa de variacao -
- Perda devido
temporal do fluxo Perda devido
=— — | a absorgao
de néutrons no a fuga
- no grupo g
grupo g B
Espalhamento de Espalhamento de

— |néutrons para fora| + |néutrons para dentro

do grupo g do grupo g

Fonte de

+ | néutrons no

grupo g
(2.17)

Observe que o balanco acima levou em consideragao de maneira expli-
cita que as colisoes de espalhamento podem alterar a energia do néutron, levando-o

a sair do grupo g ou migrar para o grupo g.

Caracteriza-se a probabilidade de um néutron do grupo ¢’ € {1,...,G}
\{g} se espalhar para o grupo g utilizando a se¢do de choque macroscopica de
espalhamento denotada por ¥,,_,,. Assim, a secao de choque que caracteriza a
probabilidade de um néutron se espalhar para dentro do grupo g serda dada por
25:17 g'Ag Ssg'—g- Similarmente, vamos caracterizar a probabilidade de um néu-

tron se espalhar para fora do grupo g, isto é, para outros grupos, por X, =

G
29121,9/;@ Yisgrg'-

Também define-se uma se¢ao de choque macroscopica de absor¢ao no
grupo g, denotada por ¥,, e um termo fonte Sy, que representa os néutrons produ-

zidos no grupo g por uma fonte.
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Por fim, vamos definir um coeficiente de difusao D, para que a fuga

de néutrons do grupo g possa ser expressada a partir da aproximacao de difusao

VD,Vé,.

Ao combinar os termos mencionados acima, tem-se uma representacao
matemaética das relagoes de equilibrio da taxa de variacao temporal do fluxo escalar
de néutrons no grupo ¢, dada por

10

" 8t¢( t) = VDy(F, 1) Vg (r,t) — Lag (7, 1) g (T, Z Ysgorg (T 1) g (7,1
g 9'=1.9'#g
G
+ Z Esgog (T, 1) g (T, 1) + Sy, (2.18)
9'=1,9'#g

onde g =1,2,3,...,G.

Ainda, podemos separar esse componente da fonte em dois tipos, um

devido a fissao e outro devido a uma fonte externa, escrevendo-o como

a
o — — ext
Sy = Xg E Vg Xpg (T t) g (T 1) + S5, (2.19)
g'=1
onde x, ¢ a fracao de néutrons que aparece no grupo g, isto ¢, a probabilidade de
que um néutron de fissdo nasga com uma energia do grupo g; Xy (7, t) é a segao de
L ~ . D p _
choque macroscoépica de fissao de néutrons na posicao 7 do grupo ¢’ e no tempo t; vy
¢ o nimero médio de néutrons de fissao liberados em uma reacao de fissao induzida
A /. Sezt 4 f t d A CAN A d

por um néutron no grupo g¢'; e S¢* ¢ a fonte externa de néutrons na posigao 7 do

grupo g no tempo t.

Logo, substituindo (2.19) em (2.18) fica-se com

L0 ) VDOV~ SN — D gl
g g'=1,9'#g
G G
+ Z ng’—>g(7?7 t)¢g’ (Fv t) + Xg Z Vglzfg/ (F7 t)(bg' (F7 t) + S;xtv

g'=1,9'#g g'=1
(2.20)
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para g,9' € {1,2,...,G}, onde:
— ¢4(7, t) representa o fluxo escalar de néutrons na posigao i’ do grupo g no tempo
t;

— v, representa a velocidade escalar dos néutrons na posicao 7 do grupo g e no

tempo t;

— Dy (7, t) representa o coeficiente de difusao na posi¢ao 7 do grupo ¢ e no tempo

t;

— Ya(7, t) representa a secao de choque macroscopica de absorgao de néutrons na

posi¢ao 7 no grupo g e no tempo t;

— Y49 (7, t) representa a secao de choque macroscopica de espalhamento de néu-

trons na posi¢ao 7 do grupo g para o grupo ¢’ no tempo t;

— Ysg—g(7, t) representa a segao de choque macroscopica de espalhamento de néu-

trons na posi¢ao 7 do grupo ¢’ para o grupo g no tempo t;
— X4 representa a fragao de néutrons que aparece no grupo g;

— vy representa o nimero médio de néutrons de fissao liberados em uma reacao de

fissdo induzida por um néutron no grupo ¢’;

— Yjg(7,t) representa a se¢do de choque macroscopica de fissdo de néutrons na

posicao 7 do grupo ¢’ e no tempo t; e
— S;xt representa a fonte externa de néutrons na posigao 7 do grupo g no tempo t.

Portanto, agora temos um conjunto de G equacoes de difusao acopladas
que, quando resolvidas, descrevem o fluxo escalar de néutrons em cada grupo de

energia, ou seja, determinam ¢,(7,t), para g € {1,...,G}.
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Nesse conjunto de equagoes assume-se que os néutrons aparecem ins-
tantaneamente apods a fissao. O que ocorre é que, além desses néutrons que sao
produzidos instantaneamente, os chamados néutrons prontos, héa também uma fra-
gao de néutrons que sao gerados/produzidos a partir do decaimento dos produtos
de fissdo (elementos resultantes da fissdo nuclear), que ocorrem apds os produtos
de fissdo, sendo esses néutrons denominados néutrons atrasados (OLIVEIRA, 2013,
p. 8). Na proxima se¢do, veremos/determinaremos um conjunto de equagoes que

considerard além dos néutrons prontos os néutrons atrasados.

2.4 Cinética de reatores nucleares

As equagdes de cinética de néutrons sao construidas/formuladas a partir
das equagoes de difusao de néutrons. O que ocorre é que nas equagoes de cinética
sao considerados, além dos néutrons prontos que sao considerados nas equacgoes de
difusdo, os néutrons atrasados, que sao provenientes do decaimento radioativo dos

produtos de fissao (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976, p. 286).

As equacgoes que modelam os problemas de cinética em reatores dividem-
se, basicamente, em dois tipos: as equacoes de cinética pontual e as equagoes de ci-
nética espacial. As primeiras consideram que o comportamento do fluxo de néutrons
nao possui dependéncia espacial, ou seja, terd como variavel independente apenas a
variavel temporal, sendo apropriadas em geral para reatores de pequenas dimensoes.
Enquanto o segundo tipo de equagoes consideram que o comportamento do fluxo
de néutrons possui dependéncia espacial e temporal, sendo consideradas a melhor
aproximacao para descrever a evolucao de néutrons dentro da teoria de difusao de

néutrons (ZANETTE, 2021, p. 5).

Segundo Petersen (2011, p. 14), a fissdo nuclear origina fragmentos de
fissdo (também chamados de produtos de fissdo), que sao elementos que possuem

menor massa do que o nicleo inicial, sendo alguns desses fragmentos instéveis e nos
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processos de decaimento emitem néutrons. Esses néutrons emitidos apés o processo
de fissdo sao chamados de néutrons atrasados (OLIVEIRA, 2013, p. 8) e os nticleos
responsaveis por emiti-los sao chamados de precursores de néutrons atrasados ou

apenas precursores.

Os néutrons atrasados nao possuem as mesmas propriedades dos néu-
trons prontos, sendo uma delas que a energia média dos néutrons atrasados é muito
menor que a energia média dos néutrons prontos (STACEY, 1967). Uma das con-
sequéncias dessa propriedade é que os néutrons atrasados possuem menor probabili-
dade de fuga do nucleo, pois como "nascem" com menor energia, viajam distancias
mais curtas quando comparados aos néutrons prontos (OLIVEIRA, 2013, p. 8; PE-
TERSEN, 2011, p. 14).

De acordo com a meia-vida dos produtos de fissao, podemos reuni-los

em 6 grupos. Na Tabela 2.1 é possivel ver a fracao de néutrons atrasados para o

combustivel uranio enriquecido, denotado por UZ".

Tabela 2.1: Fragao de néutrons atrasados e constante de decaimento para cada grupo

do combustivel UZ®

Grupos CONSTANTE DE DECAIMENTO )\;[s™] Bi

1 0,0124 0, 00022
2 0, 0305 0,00142
3 0,111 0,00127
4 0,310 0, 00257
5 1,14 0,00075
6 3,01 0, 00027

Fonte: Elaborado a partir de Oliveira (2013, p. 9) e Petersen (2011, p. 15).

Por definicao, temos que g = Zle B; € a fragao total de néutrons atra-
sados (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976, p. 242). Deste modo, para o elemento

uranio enriquecido temos que 5 = 0,0065, que corresponde a 0,65% dos néutrons
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emitidos na fissao desse elemento. Embora possa parecer pouco, para escalas de
tempo maiores, quando comparadas as escalas de tempo da fissao, essa quantidade
de néutrons desempenha um papel significativo (OLIVEIRA, 2013, p. 9; PETER-
SEN;, 2011, p. 14).

A fim de considerar esses néutrons atrasados, iremos definir, na subsecao
2.4.1, um conjunto de equacoes que descrevem a dependéncia temporal da concen-
tracao dos precursores de néutrons atrasados e, a partir disso, utilizando também a

equacao da difusao de néutrons, iremos apresentar as equagoes de cinética espacial.

2.4.1 FEquacoes de cinética espacial

Nesta subse¢ao nos basearemos em Duderstadt e Hamilton (1976, p.
237-238), Oliveira (2013, p. 9-10) e Petersen (2011, p. 15-16), buscando apresentar
as equacoes de cinética espacial. Para tal, iremos considerar que a variagao temporal
da taxa de concentracao de precursores sera dada por um balango entre a producao

do precursor devido & fissao e a perda decorrente do decaimento.

Assim, os néutrons produzidos no i-ésimo grupo de precursores, consi-
derando o caso monoenergético, podem ser contabilizados a partir do produto entre
a taxa de producao de néutrons na fissao e a fracao de néutrons atrasados, de modo

que

BivE (7, t)o(r, 1), (2.21)

parai=1,..., P, onde P € {1,2,...,6}.

Agora, define-se C;(7,t) como sendo a concentragao de precursores na
posicao 7 e no tempo t. Assim, a perda de néutrons no grupo ¢ de precursores, con-
siderando o caso monoenergético, pode ser contabilizada a partir do produto entre

a sua respectiva constante de decaimento e a sua respectiva taxa de concentragao
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de precursores

NGy 1), (2.22)

parai=1,..., P.

Sendo que essa relagao (2.22) assume que os precursores nao migram

ou se fundem antes do decaimento (DUDERSTADT, HAMILTON, 1976, p. 237).

Logo, a equacao de balanco da variagao temporal da concentragao de

precursores, para o caso monoenergético, sera dada por

0

parat=1,..., P.

Nesse momento, a equacao de difusao de néutrons de uma velocidade
(subsegao 2.2.1) pode ser utilizada para descrever o fluxo escalar de néutrons, desde
que seja incluida a contribui¢ao dos néutrons atrasados na fonte de fissao. Incluindo

essa contribuigao, tem-se

Sp = (1= BWE (7, t)(7, 1) + Z XCy(71). (2.24)

Logo, nosso sistema de equacgoes de cinética espacial para o caso mono-
energético sem fonte externa, que descreve o fluxo escalar de néutrons em um reator
incluindo os néutrons atrasados, seréd dado por

1o

5 (7,t) =V D(r, )V (7, t) — Zo(7, 1)p(7, 1) + (1 — B)wE (7, t)p(7) t) + Z NiCi(T)t)

i=1
0

aq(ﬁ t) = —NCi(7, ) + BivS (7, ) (T, 1)

(2.25)

parai=1,..., P.
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Agora determinaremos um conjunto de equacoes de cinética espacial
para o caso em que temos GG grupos de energia e nao apenas uma. Para tal, proce-

deremos de maneira similar ao caso monoenergético.

Temos que os néutrons produzidos no i-ésimo grupo de precursores,
considerando o caso de GG grupos de energia, podem ser contabilizados a partir do
produto entre a taxa de producgao de néutrons na fissao, sendo esta a soma das taxas
de producao de néutrons em cada grupo de energia, e a fracao de néutrons atrasados,

de modo que

G
Z Bz»yg/Efg/(F, t)qbgl(ﬁ t), (226)

g'=1

parat=1,..., P.

Temos que a perda de néutrons no grupo ¢ de precursores, considerando
o caso de GG grupos de energia, serd igual para o caso monoenergético, sendo dada

pela relagao (2.22).

Portanto, a equacao de balanco da variacao temporal da concentracao

de precursores, para o caso de GG grupos de energia, sera dada por

o, } c ) B}
aci(nt) = _)\iCiOnat) + Z Biyg/zfg’(r:t)¢g/(rvt)> (227>

g'=1
parai=1,..., P.

Nesse momento, as equagbes multigrupo da difusdo de néutrons (sub-
se¢do 2.2.2) podem ser utilizadas para descrever o fluxo escalar de néutrons, desde
que seja incluida a contribuicao dos néutrons atrasados na fonte de fissao. Incluindo
essa contribuigao, teremos que

G P
Sig = (L= B)XovySsg (P )by (7 t) + Y XgACil7 1), (2.28)

g'=1 i=1
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onde X e x;l sao os espectros de fissao do grupo g para os néutrons prontos e

néutrons atrasados, respectivamente.

Logo, definindo Xp, = 3,, + X, (segdo de choque macroscopica de
remogao do grupo g), nosso sistema de equagoes multigrupo de cinética espacial
sem fonte externa, que descreve o fluxo escalar de néutrons em um reator incluindo

os néutrons atrasados, é

0 -
%;%(ﬁ t) ZVDQ<T7 t)V(bg(F, t) ERg¢g Z Esg g 7" t ( )¢g ( )
’ g'= 19#
c g
+Z(1—B1)X ug/ng (7" t¢g r t ZXd)\C
g'=1
(2.29)
0
ECZ(T ) /\ C + Zﬁzl/g/z]fg T t)¢g (T‘ t) (230)

parai=1,...P;eg=1,....G.
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3 METODOLOGIA DE PESQUISA

As pesquisas cientificas podem ser subdivididas em dois grupos, que sao
as puras e as aplicadas. Enquanto as do primeiro grupo visam produzir e/ou ampliar
conhecimentos sem a necessidade de ter aplicagoes praticas imediatas, as do segundo
tipo objetivam utilizar os conhecimentos cientificos produzidos para solucionar pro-
blemas aplicados e, consequentemente, gerar conhecimentos que contribuem para a
solugdo ou compreensao dos problemas em questao (ASSIS, 2009, p. 17-18; GILL,
2002, p. 17).

Portanto, temos que a presente pesquisa ¢ do tipo aplicada, pois a partir
da utilizacao de conhecimentos cientificos mateméticos pretende-se solucionar um
problema de cinética espacial, ou seja, um problema que possui aplicacao na teoria

de reatores nucleares.

Nessa secao sera formulado o problema que sera resolvido ao longo
do trabalho e os objetivos propostos. Para atingir os objetivos estabelecidos, serao
utilizados, majoritariamente, conhecimentos ancorados nas teorias de separacao de

variaveis e de solucao de equacgoes diferenciais ordinarias.

3.1 Formulacao do problema

No decorrer desse trabalho desenvolveremos uma solugao analitica para
o sistema de equagoes diferenciais parciais que modela o problema de cinética espa-

cial de néutrons em geometria cilindrica.

Supomos:

e 12) um meio homogéneo, isto é, o meio no qual os néutrons estao se

difundindo é homogéneo;
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e 29) a energia ¢ monoenergética, ou seja, ha um tnico grupo de energia;
e 32) ha somente um grupo de precursores de néutrons atrasados;

e 42) nao ha fonte externa de néutrons, somente a fonte devido a fissao.

Da 12 suposicao, temos que o coeficiente de difusio e as secoes macros-

copicas de choque de absor¢ao e de fissao nao dependem da posi¢ao 7 e do tempo t,

ou seja, sao constantes (DUDERSTADT, HAMILTON, 1976, p.156).

Considerando o sistema de equagoes (2.25), apresentado na subsegao
2.4.1, com todas as suposicoes descritas acima, temos que o problema dessa subsegao

pode ser expresso por

! 2 (F7 t) :V2Ddif¢(7?7 t) - anb(ﬁ t) + (1 - /B)sz¢<F’ t) + AC(Fv t)

Egt (3.1)
aC(ﬁ t) = = AO(7,t) + BrvE;o(7)t).

Com condigoes iniciais dadas por

¢(7,0) = ¢o(7)

V (3.2)
P2 g0,

C(r,0) =

onde:

— v representa a velocidade escalar dos néutrons;

— X, representa a se¢ao de choque macroscopica de absorcao de néutrons;
— [ representa a fragao de néutrons atrasados;

— )\ representa a constante de decaimento radioativo;

— v¥y é o produto da se¢ao de choque macroscoépica de fissao pelo nimero médio

de néutrons emitidos na fissao.
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3.1.1 Condicoes de fronteira

Nessa subsecao apresentam-se as condigoes de fronteira que sao utili-
zadas para que o problema esteja bem posto. Para cada variédvel espacial do vetor

posicao 7= (1,0, z) € Qi = (0, R] x (—o0,00) x [0, Z] C R3, considera-se:

e (Condicoes de contorno sobre a varidvel espacial radial r

.0
rli%:_ Egb(r? 97 Z, t) =0 (33)
¢(R70)Zat) =0, (34)

paratodo # e R, 0 < z< Z et € (0,00).

e Condigoes de contorno periddicas sobre a varidvel angular 0

o(r,0,z,t) = ¢(r,0 + 27, 2, 1), (3.5)

para todor € (0,R], ) e R,0< 2< Z et € (0,00).

e Condigoes de contorno sobre a varidvel azimutal z

2 o(r,0,0,6) =0 (3.6)

¢(r,0,2,t) =0, (3.7)

para todo r € (0,R], # e Ret e (0,00).

e Afirmacao 1: Para o caso cilindrico, o sistema de EDPs descrito em

(3.1) € simétrico com respeito ao eizo azimutal.
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Demonstragao: A demonstracao é realizada usando o componente

azimutal do operador laplaciano. Assim, sejam os pontos do dominio €).; tais que

Z = —z < 0. Entao:
0 i o (0 i
@ <T7 07 Z? t) - & (&[Qﬁ(r,07z7 t])
regra da cadeia 02 5 _ 0 0 ~ dz
— @ (T707Z7t) — & (%Qﬁ(T,g?Z, t>%>

e _ 1 9?2 _ o [0 -
— 922 (r,0,z2,t) = —— <—gz5(r,9,z,t))

. 2 ~
regrad:agadela 0 (r,@,é,t) _ _i (iqﬁ(r, ,g,t) dZ)

0922 0z \ 0z dz
% -1 82 . B 32 .
— 5.2 (r,0,z,1) = P (r,0,z,1)

que implica um sistema semelhante ao descrito em (3.1) para os valores negativos

de z. O

A condigao de contorno apresentada na equagao (3.6) é devido ao fato
que o problema admite simetria azimutal, ou seja, que o sistema de EDPs resolve o
mesmo problema fisico para as fungoes ¢(r, 0, z,t) e ¢(r,0, —z,t), onde r € (0, R],

eR, z€[0,Z] et e (0,00).

3.2 Objetivos

Esta dissertagao possui como objetivo geral solucionar analiticamente
o problema de cinética espacial, para o caso monoenergético e com um grupo de
precursores de néutrons, em geometria cilindrica tridimensional, utilizando como

ferramentas matematicas principais a técnica de separacao de variaveis, métodos
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para resolver equacgoes diferenciais ordinarias e o método de eliminagao sistematica

para solucionar sistemas de EDOs.

Desta forma, propoe-se como objetivos especificos:

e Solucionar analiticamente o sistema de EDPs do problema em geo-
metria cilindrica tridimensional, utilizando a técnica de separacao de

variaveis, abordagem esta que foi proposta/apresentada por Oliveira

(2017).
e Analisar a solucao analitica encontrada, particularizando a solucao para

parametros nucleares, condic¢ao inicial e condi¢oes de fronteira especifi-

COS.
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4 SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA
TRIDIMENSIONAL EM GEOMETRIA
CILINDRICA

A ideia dessa secao é supor que as fungoes do sistema de EDPs descrito
em (3.1) possam ser escritas, cada uma delas, como o produto de duas fungoes,
sendo uma dessas fungdes dependendo apenas da variavel espacial (vetor posigao 7)

¢ a outra dependendo somente da variavel temporal (variavel ¢).

Inicialmente, iremos alterar os parametros nucleares do sistema de equa-
¢oes diferenciais parciais apresentado em (3.1), a fim de facilitar a notagao. Deste

modo, define-se

o A=vDyys; B=0[(1—-0))WwE;—%,]; D=0v\ E= vy H= -\

onde A,B,D,E, P € R.

Reescrevendo o sistema com as mesmas condigoes iniciais

%(a? D _ AV2o(7.1) + Bo(F 1) + DO(F.1) (4.1)
acgz, D _ go@ 8 + Bolr ) (4.2)
¢(7,0) = ¢o(7) (4.3)

C(7,0) = Péo(7). (4.4)

Neste momento iremos iniciar o processo de aplicagao do método de

separagao de variaveis nas equagoes (4.1) e (4.2). Para tal, vamos supor que existem
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fungoes F; : Q@ — R e Fy : Q — R (para cada ponto 7 no dominio 2); e fungoes
G1:(0,00) > Re Gy (0,00) — R, tais que as fungdes ¢(7,t) e C(7,t) possam ser

expressas como

(7, t) = Fi(T)G4(t) (4.5)

C(7,t) = Fo(M)Ga(1). (4.6)

Substituindo as relagoes (4.5) e (4.6) nas equagdes (4.1) e (4.2), respec-

tivamente
FI(F)%Gl (1) = AG\()VEF(7) + BF(F)Gy (1) + DEy(7)Gal?) @)
FQ(F)%GQ(t) = HF5(7)Gs(t) + EF (F)G4(t). (4.8)
Reorganizando os termos das equacoes acima
F (F)%Gl(F) = G1(t)[AV?FL(7) + BF\(F)] + DF5(7)G(t) (4.9)
Fo(7) 5 Calt) = HE(FIGa(t) + ER (G (1) (4.10)

Dividindo a equagao (4.10) por Fy(7)G1(t) tem-se

2Ga(t)  Ga(t) Fy(7)
an e tPR@ (4.11)

LGo(t) — HGo(t) _ EFI(F)

N0 G (4.12)

Note que 7 e t sao varidveis independentes. Além disso, como o lado
esquerdo da equagao (4.12) s6 depende de t e lado direito da mesma equagao s6

depende de 7, temos

LGH(t) — HGy(t) F(7) _
no = Bg =0 (4.13)




onde 0, é a constante de separabilidade.

Assim, de (4.13) temos que a partir da EDP descrita em (4.10) obtive-

mos as equagoes

EFl(F> = UlFQ(F) — FQ(F) = O_ElFl(’F% 01 7é 0 (414)
%Gm — 1Ch(t) + HGH(t). (4.15)

As equagoes (4.14) e (4.15) serdo resolvidas e/ou explicitadas nas subse-
¢oes seguintes. Nesse momento nos concentraremos em, a partir da EDP descrita em
(4.9), determinar duas equagoes diferenciais desacopladas. Para tal, substituiremos

a relagao (4.14) na EDP (4.9), de modo que

E(F)%G1 (t) = G1(t)[AV2F\(7) + BF\(7)] + Z—?H(F)Gg(t). (4.16)

Dividindo a EDP acima por F;(r)G:(t), tem-se

LG (t)  AV2E(7) + BF(7) N DE Gy(t)

= . 4.17

G1(t) Fy(7) o1 Gi(t) (4.17)
Reorganizando os termos da equagao (4.17), obtem-se

LG (t) — BEG(1) _ AVPR(7) + BR(7) (4.18)

Gi(t) Fy(r)

Novamente, observe que 7 e t sd@o variaveis independentes. Além disso,
como o lado esquerdo da equagao (4.18) s6 depende de ¢ e lado direito da mesma
equacao s6 depende de 7, temos

#G1(t) = 2EGu(t)  AVPE(F) + BF(7)
G1(t) - F(7)

= 029, (419)

onde o5 é a constante de separabilidade.
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De (4.19), temos que a partir da EDP descrita em (4.9) obtivemos as

equagoes diferenciais

%Gl( 0 — @GQ( D)+ 02 G (1) (4.20)
AV2F (7) + (B — 09) F1(7) = 0. (4.21)

Assim, temos que para resolver o sistema de EDPs descrito em (4.1) e
(4.2), basta resolvermos as equagoes que estao descritas em (4.14), (4.15), (4.20) e
(4.21). Nas proximas subsegoes dessa se¢@o nos concentraremos em solucionar essas

equagoes e estudar possiveis valores para as constantes de separabilidade.

4.1 Solugao para a variavel espacial

Utilizando as condic¢oes de contorno descritas na subsecao 3.1.1, ire-
mos apresentar uma solugao para a EDP descrita em (4.21), utilizando a técnica
separagao de variaveis. Escrevendo na equacao (4.21) o laplaciano em coordenadas

cilindricas fica-se com

02 10 1 0?
52 Fi(r,0,z) + —8—F1(r 6,z)+ QﬁFl(r,é’, z)
§2F1(7“ 0,z) + (B AUQ) Fi(r,0,z2) (4.22)

=0.

Agora iremos supor que existem funcées F : (0, R] x (—o0,00) = R e

h:[0,Z] — R tais que Fi(r,0, z) pode ser expressa como

Fi(r,0,2) = Fi(r,0)h(2) (4.23)
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Substituindo a relagdo acima na equagao (4.22) tem-se

0% - 10 - 1 0% -~ d? B — oy ~
ﬁFl(T', 9) -+ ;5171(7“, 9) -+ ﬁwFl(T, 0):| h(Z) + [@h(ZJ) —+ < A ) h(Z):| Fl(?’, 6)

= 0.
(4.24)

Reorganizando os termos da equacao acima, podemos escrevé-la de
modo que um lado da igualdade s6 dependa das variaveis r e 6 e o outro lado
dependa da variavel z, que sao variaveis independentes entre si. Deste modo, temos

que

onde o3 é a constante de separabilidade.

A partir das igualdades acima, obtemos as equacgoes diferenciais

>’ - 10 - 1 0% - .
ﬁFl(n 0) + ;EFI(T? 0) + EWFI(T, 9) + 0'3F1(’I“, 0) =0 (426)

oo+ (E52 Y1) - aan(a) =0 = e+ [ (E52) — o i) o

(4.27)

Utilizando a separagao de variaveis na equagao (4.26), iremos supor que

a funcdo F(r,0) pode ser expressa como

Ey(r,6) = f(r)g(0), (4.28)

onde f, g sao fungdes tais que f: (0,R] - Re g: (—o0,00) = R.

Assim, substituindo a relagao (4.28) na equagao (4.26) fica-se com
d? 1 d?

LI+ 1)+ 0 f ()] 9(6) + 5 ma(6)7(r) = 0
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multiplicando por 2 d2 1d d2
P 2 S ) S f () + 03 f ()| 9(0) + —9(0)f(r) = 0. (4.29)

Reorganizando os termos da equacao acima, podemos escrevé-la de
modo que um lado da igualdade s6 dependa da variavel r e o outro lado dependa

da variavel 6, que sao variaveis independentes entre si. Deste modo, temos que

2| 42 1d 2

2 [0+ H )+ osf)] ) N w0,

f(r) 9(0) ’

onde o4 é a constante de separabilidade.
Da equagao (4.30) obtemos as equagoes
d? d
2 2 _
r w (7") + T%f(’f') + (O’gT — U4)f(7”) =0 (431)
d2

@9(9) + 049(0) = 0. (4.32)

A partir desse instante, nosso objetivo sera determinar solugoes para a
equagao (4.27) relacionada a variavel azimutal, para a equagao (4.31) relacionada a
variavel radial, e para a equacao (4.32) relacionada a variavel angular. Para soluci-
onar essas equagoes, iremos caracterizar as condigoes de contorno para as mesmas

a partir da afirmagao seguinte.

e Afirmagao 2: Sob as condi¢des de contorno descritas em (3.3), (3.4),

(3.5), (3.6) e (3.7), temos que:
Ttem 1)lim L f(r) = 0 e f(R) = 0:
o r—0t+ dr r=ue -
Item 2) g(0) = g(0 + 27), para todo 0 € R;

Item 3) dih(O) =0eh(Z)=0.
z
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Demonstracao do item 2: A mostrar que g(f) = g(f + 27), para
todo # € R. Da relagao (4.22), temos que ¢(r,0, z,t) = ¢(r,0 + 27, z, 1), para todo
(7, t) € Qe x (0,00). Assim

f(r)g(0)h(2)Gi(t) = f(r)g(0 + 2m)h(2)Gi(t) &

f(r)h(z)Gr(8)[g(0) — g(0 + 2m)] = 0 <

f(r)h(2)G1(t) =0 ou g(#) —g(0 +27) = 0. (4.33)

Mas note que se f(r)h(z)G1(t) = 0, para todo r € (0,R], z € [0,Z] e

t € (0,00), implicaria que

o7, 1) = Fi(r)Gi(t) = f(r)g(0)h(2)Gi(t) = 0

Ainda mais, se f(r) =0 ou h(z) = 0, implicaria

relagdo(4.23) ~ relagéo(4.28)

B(r) = A 0h(z) = f(r)g(0)h(z) = 0
equa(;éa'u:o(}4.14) FQ(’I“_B —0 relag?;(fﬁ) C(F, t) _ 07

o que seria absurdo, afinal queremos que C(7,t) seja diferente de zero pois estamos

considerando que o problema possui um grupo de precursores de néutrons.

Finalmente, se G1(t) = 0, implicaria, pela equagao (4.20)

d DE ()=
d—G1<t> = _GQ(t> -+ UQGl(t) Ggo G2<t) = 0,
t 01
donde segue, pela relacao (4.6), que C(7,t)=0, o que seria absurdo. Logo, temos que

f(r)h(2)G1(t) # 0, o que mostra a validade de g(f) = ¢g(f + 2x), para todo 6 € R.
[l
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d
Demonstracao do item 1: A mostrar que lirgl+ o f(ry=0e f(R) =
T— T

Iniciaremos mostrando que f(R) = 0. Da relagdo (3.4), temos que
#(R,0,z,t) =0, donde segue que f(R)g(8)h(z)G:(t) = 0, para todo 6 € (—o0,0),

z€10,Z], et € (0,00). Isso implicaria que

f(R) =0 ou g(0)h(2)Gi(t) = 0.

Contudo, se g(#)h(z)G1(t) = 0 terfamos o par solugdo trivial, isto é,
(p(7,t),C(r,t)) = (0,0). Isso se justifica pois, pela demonstracao do item 2, sabemos
que G1(t) # 0 e h(z) # 0. Portanto, restaria g(f) = 0. Mas se g(f) = 0, teriamos
que Fi(7) = 0 (relagoes (4.23) e (4.28)), que implicaria, pela equagao (4.14), que
F5(7) = 0. Da igualdade (4.5), terfamos que Fi(7) =0 = ¢(7,t) = 0; e F5(r) =
0 = C(7,t) =0. Logo, f(R) = 0.

d
Agora mostraremos que hm+ e f(r) = 0. Utilizando a relacao (3.3),
r—0 T

tem-se

lim 2gb(r,@,z,t} =0 = lim if(r)g(@)h(z)Gl(t) =0

r—0+ Or r—0+ dr

— YOREG) m L fr) =0 = lm L f(r) =0

r—0t ar r—0+ dr

A dltima implicacdo acima se justifica pois g(f), h(z), G1(t) # 0, con-
forme constatado anteriormente na demonstracao desse item e na demonstracao do

item 2.

d
Portanto, temos que f(R) =0e lim — f(r) = 0, para todo r € (0, R].
r—0+ dr
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d
Demonstragao do item 3: A mostrar que d—h(()) =0e h(Z) =0.
z

Utilizando as relagoes (3.6) e (3.7) temos, respectivamente

%¢(r,9,0,t) =0 = f(r)g(@)d%h(())Gl(t) =0 = d%h(()) =0

o(r,0,2,t) =0 = f(r)g(0)h(Z2)G,(t) =0 = h(Z) =0,

pois ja foi destacado nas demonstragoes dos itens 1 e 2 que se f(r) =0, ou g(0) =0,
ou G4(t) = 0 teriamos solugao trivial para a fun¢ao fluxo e a fungao concentracao

de precursores.

d
Assim, —h(0) =0 e h(Z) = 0, como queriamos mostrar. [

dz

Nesse momento, temos todas as suposi¢oes para determinar a solugao
para o problema. Deste modo, procuraremos os autovalores das autofungoes asso-
ciados a cada um dos problemas estudados. Iniciaremos com o estudo dos valores

reais que a constante de separabilidade o4 pode assumir.

e Caso em que o4 = —&3 < 0, com £ € R —{0}:

Supondo o, = —£2 < 0, teriamos que a equagao (4.22) seria dada por
d? 9
50(0) — €9(0) = . (434

Como trata-se de uma equagao diferencial ordinaria, linear, homogé-
nea e com coeficientes constantes, para resolvé-la podemos determinar as raizes da

equagao caracteristica associada, ou seja

m?— & =0 = m = £&,. (4.35)
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Como temos duas raizes reais e distintas, temos que g;(0) = exp(£40) e
g2(0) = exp(—£40), onde g1, g2 : (—00,00) — R, s@o duas solugoes linearmente inde-
pendentes ? da EDO (4.34) (ZILL, CULLEN, 2001, p. 173-174). Logo, a combinagao
linear de g1, go formam a solugao geral da EDO (4.34), dada por

g(0) = crexp(&40) + coexp(—E40), (4.36)
onde ¢, ¢y € R.
Aplicando a condigao g(0) = g(6 + 27) na solugao acima fica-se com
c1exp(£40) + coexp(—&40) = crexp(&4(0 + 27)) + coexp(—E&4(0 + 27))

= exp(&0)[c1 — crexp(2my)] + exp(—&40)[ca — caexp(—27E,)] = 0. (4.37)

Como o conjunto de fungoes de 6 {exp(£40), exp(—&40)} é linearmente

independente, temos que

c1 —c1exp(2m€y) = 0 e ¢y — cpexp(—27Ey) = 0. (4.38)

O que implica que ¢; = 0 e ¢ = 0, pois & # 0. Logo, podemos descon-

siderar esse caso pois nosso interesse nao esta em solugoes triviais.

e Caso em que o4 = 0:

Supondo & = 0, temos que a equagao (4.32) sera
d2
Cuja solugao geral é dada por g(0) = ¢; + 20, com ¢, ¢ € R (ZILL,
CULLEN, 2001, p. 174). Aplicando a condi¢do g(6) = ¢(f + 2m) na solugao geral

2Para verificar que g;, g2 sdo linearmente independentes, basta verificar que o Wroskiano dessas

fungdes & —2¢, # 0, para todo 6 € (—oo, 00) (ZILL, CULLEN, 2001, p. 149).
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encontrada, obtem-se

01+C20 = C +CQ(‘9+27T)

= 20 =0 = ¢ = 0, (440)

o que implica que ¢g(f) = ¢;. Como encontramos uma solugdo ndo nula para a
fungao ¢(f), vamos analisar os valores reais que a constante de separabilidade o3

pode assumir quando g, = 0.

e Caso em que o4 =0 e 03 = —&3 <0, onde & € R — {0}:

Nesse caso, temos que a equagao (4.31) sera

2d2

,
dr?

(1) 7 ) — () () = 0, (1.41)

que é a equagao de Bessel modificada de ordem zero (SPIEGEL, LIPSCHUTZ, LIU,

2009, p. 155), que tem como solugao geral a expressao

f(r) = cslo(&sr) + cako(&3r), (4.42)

onde c3, ¢4 € R, I é a funcao de Bessel modificada de primeira espécie de ordem zero
(SPIEGEL, LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 156), e K, é a funcao de Bessel modificada
de segunda espécie de ordem zero (SPIEGEL, LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 156).

Aplicando as condicoes de contorno relacionadas a variavel espacial

radial r, temos

d
lim - f(r) =
B, g /(=10
i d] dK =0 =0 4.43
—> lim o5 o(§37“)+645 0(&3r) p =0 & ¢y = 0, (4.43)

d
pois lim+ d—Ko(r) = —oo (BOWMAN;, 1958, p. 42). Por outro lado, temos que
r—0 T

0= f(R) = c31p(§&R), que implica que ¢z = 0, pois Iy(r) # 0, V r € R (SPIEGEL,
LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 156).
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Portanto, como cs3, ¢y = 0, teriamos solugao trivial para f(r), o que nos

leva a desconsiderar esse caso.

e Caso em que o, =0 e o3 =0:

Nesse caso, temos que a equagao (4.31) sera

Tzd_Q (r) + rif(r) =0 (4.44)
dr? dr o '
Que trata-se de uma equagao de Cauchy-Euler (ZILL, CULLEN, 2001,
p. 275). Para resolvé-la, inicialmente vamos supor que a fungao fi(r) = r™ é uma
solugdo para a EDO (4.44), onde m sera determinado a seguir e f; : (0, R] — R. A

primeira e a segunda derivadas de fi(r) sao, respectivamente

d

2
%fl(r) =mr™ e %fl(r) =m(m — 1)r™ 2 (4.45)

Assim, a EDO (4.44) torna-se

2d2

d m —
P2 og () 4 fr) = m(m = 1) 4+ m] =0, (4.46)

de modo que temos m(m — 1) +m = 0. Assim, segue que m = 0.

Portanto, fi(r) = r® = 1 é uma solugao para a EDO (4.44). A partir

dessa solugao, construiremos uma segunda solugao linearmente independente a fi ().

Seja a fungao fo(r) = fi(r)u(r), onde u: (0,R] — Re fo: (0, R] — R.

A primeira e a segunda derivadas de fy(r) sao, respectivamente

L Rr) = () + A0 ¢ (4.47)
SR = L Yulr) + 200 ) + i), (1.45)
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d " d2 1 d2 ! d / d C
onde F1(r) = 5 (1), () = “ou(r), Fi(r) = A1) € (1) = u(r). Como
fa(r) € solugao da EDO (4.44), temos que
2 d
P2 Rr) + o) = 0
— i (r)ulr) + 21 (r)u'(r) + fulr)u”(r) + %[f{ (r)u(r) + fu(r)u'(r)] =0

— ) [0+ 18] + A0 0) 1) (26004 i) ) =0

Note que o que esta dentro dos colchetes da tltima implicacao é igual

a zero, restando portanto

ROW )+ (2000 + L) ) =0 (4.49)

Realizando a troca v'(r) = w(r), temos

AW + o) (2610) + 1)) =0 (4.50)
onde w'(r) = d%w(r). Note que a equagao diferencial acima é separavel (ZILL,
CULLEN, 2001, p. 44), de modo que

1 fi(r) 1fi(r)
dw = — dr— | — d .
[t ==2 ] g = [ o
= In|w(r)|+2In|fi(r)| = —In|r| + M, (4.52)
= Injw(r)f2(r)| =In|r | + M (4.53)
M,
— w(r) = 0 (4.54)

onde M; é constante real e My = exp(M;). Como /(1) = w(r), temos

utr) = [wiyar = [ f_(f\fd

nos u(r) = Mz/rldr = u(r) = Myln|r| + Ms,
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onde Mj é constante real. Assim, temos que fo(r) = fi(r)u(r) = Myln|r| + Ms.
Tomando My, M3 = 1, temos que a solugao geral da EDO (4.44) sera a combinagao

linear das fungbes 1 e In |r|, de modo que

f(r) =cs+caln(r), (4.55)

onde c3, ¢4 sao constantes reais.

Aplicando as condigoes de fronteira na solugao geral tem-se

0= lim f(r)= lim %{03 + ¢y In(r)}

r—0t r—0+
. Cq
= 0= lim — & ¢ =0. (4.56)
r—=0t T

Assim, f(r) = ¢3. Por outro lado, utilizando a condi¢ao f(R) = 0, temos
que ¢z = 0, logo, f(r) = 0. Como nao queremos solugao trivial, esse caso também

deve ser desconsiderado.

e Caso em que o4, =0 e o3 =& >0, onde & € R — {0}:

Nesse caso, temos que a equagao (4.31) sera

2d2

d 200 _
o3 (r) +7“5f(7’) + (&r)°f(r) =0, (4.57)

que é a equagao de Bessel paramétrica de ordem zero (ZILL, CULLEN, 2001, p.

335), cuja solugao geral é dada por

J(r) = e3do(E3r) + caYo(Esr), (4.58)

onde c3, ¢y € R, Jp é a fungao de Bessel de primeira espécie de ordem zero (SPIEGEL,
LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 153), e Yj é a fungao de Bessel de segunda espécie de
ordem zero (SPIEGEL, LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 154).
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Aplicando as condigoes de contorno relacionadas a variavel radial fica-se

com
d

Iim — = 4.59
Jim 2 /(r) =0 (4.59)

) d
= lim — {C3J0(£37”) + 043/0(537’)} =0 (460)

r—0+ dr

. d o d

— rlg(l;l+ %03%(537“) + Tlir& %041/'0(537") =0&cy =0, (4.61)

d
pois lim —-¥j(r) = oo (ZILL, CULLEN, 2001, p. 334).

r—0t ar

Por outro lado, temos que f(R) = 0, o que implica

CgJo(ng) =0 = ng = Yy, (462)

onde Jy(a,,) = 0,¥n € N.

Portanto, determinamos

Esn = o (4.63)

e fu(r) = c3ndo (%7’) que fazem parte da solugao do problema.

Iremos caracterizar

F7,(r,0) = ayJy (%r) , (4.64)

onde a, = ci¢3,, que sao as fungdes que satisfazem o problema da equagao (4.63),

. ap\ 2
considerando o4 = 0 para cada 03, = <—> .

R

Agora, nos atentaremos para a n—ésima equagao (4.27), ou seja
d? B — oy ap\ 2
- — (= 2(2) = 0. 4.
dﬁhn(Z)*K ~ ) (R) ]h () =0 (4.65)

A partir desse momento, nos proximos trés casos estudaremos os valores

de [(%) — <%>1 dentro da analise de o4 =0 e 03, = <%>2.
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e Caso em que o4 = 0, 03, = (%)2 e [(%) _ (%)1 —

—fgn <0, onde &, € R— {0} :

Com essas suposigoes, temos que a equagao (4.27) serd uma equagao
diferencial ordinaria, linear, homogénea e com coeficientes constantes (ZILL, CUL-

LEN, 2001, p. 173), cuja equagao caracteristica sera dada por

m’+ (=&,) =0 = m==+&,. (4.66)

Como as raizes da equacao caracteristica sao reais e distintas, temos

que a solugao geral da equagao (4.113) sera

hn(2) = csexp(§a.nz) + ceexp(—E&anz), (4.67)

onde c5, cg € R.

Aplicando as condigbes de contorno para a varidavel azimutal, temos

d
%hn(o) =0 = cséon — c6€an =0 (4.68)
= &onlcs —c) =0 = 5 = c, (4.69)

pois &, 7 0.

Utilizando a outra condi¢ao de contorno relacionada a variavel azimutal,

temos

ho(Z) =0 = cs(exp(&enZ) + exp(—&onZ) = ¢5 = c6 = 0. (4.70)

Logo, temos que h,(z) = 0, por isso iremos desconsiderar esse caso.

o Caso em que 04 =0, 03,, = (%)2 e [(%) - <%>Q] =0:
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Com essas suposigoes, temos que a equagao (4.27) serd uma equagao
diferencial ordinaria, linear, homogénea e com coeficientes constantes (ZILL, CUL-

LEN, 2001, p. 173), cuja equagao caracteristica sera dada por

m?>=0 = m; =0,my =0. (4.71)

Como as raizes da equagao caracteristica sao reais e iguais, temos que

a solugao geral da equacao (4.113) sera

hn(2) = ¢5 + ¢z, (4.72)

onde c5, ¢g € R.

Aplicando as condicoes de contorno para a varidvel azimutal temos

d
T h(0) =0 = =0 ¢ (4.73)

ha(Z) =0 = ¢5 =0, (4.74)

que nos leva a solugao trivial para h,(z). Portanto, esse caso sera desconsiderado.

e Caso em que o4 = 0, 03, = <%)2 e {(%) _ (%)2] _

&5 x>0, onde &, € R — {0} :

Com essas suposigoes, temos que a equagao (4.27) serd uma equagao
diferencial ordinaria, linear, homogénea e com coeficientes constantes (ZILL, CUL-

LEN, 2001, p. 173), cuja equagao caracteristica sera dada por
m?+&,=0 = m =210, (4.75)
onde 7 é a unidade imaginaria. Como as raizes da equagao caracteristica sao com-
plexas, temos que a solugao geral da equagao (4.113) sera
hin(2) = csc08(€2.n2) + csen(Eanz), (4.76)
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onde c5, cg € R.

Aplicando as condi¢oes de contorno relacionadas a variavel azimutal,

ficamos com

d

d—hn(O) =0 = C6€2’HCOS(£2J¢O) =0 = ¢ =0. (477)
Z

Por outro lado, temos

h(Z) =0 = hp(Z) = c5co8(6anZ) =0 = EgnZ = (2’“2_ 1) T, (4.78)

onde k = 1,2, ..., afinal se ¢5 = 0, terfamos a solucao trivial.

Assim, segue:

2Fk — 1
Somp = ( 57 7T) e (4.79)

G(())] e

Dessa maneira, obtemos uma solucao para as fungoes que dependem

0'27717/€ =B — A

das variaveis espaciais, que sao

2k —1
Fipi(r,0,2) = by xJo (a—}gr> coS (< 57 ) 71'2) e (4.81)

E . 2% — 1
Fopi(r,0,2) = O__bn,kJO (%r) cos << 57 ) 71'2) , (4.82)
1

onde by, i, = anCs k-

e Caso em que oy =& >0, onde § € R — {0} :

Com essas suposigoes, temos que a equagao (4.32) sera

& o)+ €a(0) = 0. (4.83)
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Como trata-se de uma equacao diferencial ordinaria, linear, homogé-
nea e com coeficientes constantes (ZILL, CULLEN, 2001, p. 173), para resolvé-la

podemos determinar as raizes da equagao caracteristica associada, ou seja

m? 4+ & =0 = m = +&i, (4.84)

onde 7 é a unidade imaginaria. Como as raizes da equagao caracteristica sao com-

plexas, temos que a solugao geral da EDO sera (ZILL, CULLEN, 2001, p. 174-175)

g(0) = c1co8(&40) + casen(€40), (4.85)

onde ¢, ¢y € R. Aplicando as condicoes de contorno relacionadas a variavel angular

fica-se com

g(0) = g(0 + 2m) (4.86)

— 1008(£40) + cosen(£40) = c1c08(£40 + 2mEy) + cosen(§40 + 27Ey). (4.87)

Utilizando as identidades trigonométricas de seno da soma e cosseno da

soma de dois arcos, e reorganizando os termos, segue

0 = cos(&48)[c1(1—cos(2mEy) ) —cosen(2mEy )| +sen(€40)[ca(1—cos(2mEy) ) +crsen(2mEy ).
(4.88)

Como o conjunto de fungoes {sen(£40), cos(§4)} € linearmente indepen-
dente, temos

c1(1 — cos(2mEy)) — cosen(27€y) =0 e (4.89)

co(1 — cos(2m&y)) + crsen(2m€y) = 0. (4.90)

Na forma matricial, o sistema linear acima pode ser escrito como

1 —cos(2m&y)  —sen(2m&y) | _ 0 . (4.91)
sen(2m&y) 1 —cos(2m&y) | |2 0
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Como queremos que ¢; # 0 e co # 0, precisa ser valido que a matriz
dos coeficientes transforma o vetor (cj,ce) # (0,0) no vetor nulo, ou seja, que a
transformacao linear induzida por essa matriz é nao-inversivel. Desta forma, como
a matriz dos coeficientes induz uma transformacao linear nao-inversivel, temos que

o determinante dela deve ser nulo, de modo que

et 1 —cos(2m&y)  —sen(27w&y) _0 (4.92)
sen(27r€4) 1-— COS(27T£4)

= (1 — cos(27&y)? + sen?(27&,) = 0 (4.93)

& 12 — 2cos(2m&y) + cos?(2méy) + sen?(21&,) = 0 (4.94)
& 1% — 2c08(2mé,) +1 =0 (4.95)

& oméy =2ml, 12,.. (4.96)

= &=L (4.97)

Portanto, temos que

g(l)(e) = c1,c08(10) + coysen(l0) ,  com oy, = I°. (4.98)

Como encontramos uma solucdo nio nula para a funcdo ¢’(#), nos
proximos casos vamos analisar os valores reais que a constante de separabilidade o3

pode assumir quando o4; = &%, > 0.

o Caso em que 04y =&, >0 e 03y = =&, < 0 onde &35;64; € R — {0}

Com essas suposigoes, temos que a equagao (4.31) sera

7”25—; D)+ Td%f(” (r) = (& + 1) fO(r) =0, (4.99)

que é conhecida como a equagao modificada de Bessel de ordem [ (SPIEGEL, LIPS-
CHUTZ, LIU, 2009, p. 155), cuja solucao é dada por
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FO(r) = erii(€ayr) + s Ki(&ayr), (4.100)

onde [; é a fungao modificada de primeira espécie de Bessel de ordem | (SPIEGEL,
LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 155), e K é a fun¢ao modificada de segunda espécie de
Bessel de ordem [ (SPIEGEL, LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 156).

Aplicando as condig¢oes de contorno relacionadas a varidvel radial temos

d
lim — =0 4.101
B ) (4.101)
— i D) + st Kigsm) L = 0 exr = 0 (4.102)
Tg& C7,ldr IS3,T Cg’ldr NS3,1T) ¢ = e =Y, .
.. d
pois lim —K;(r) = —oo, | = 1,2,... . Por outro lado, temos que 0 = f(R) =
r—0+ dr

crili(&,R), que implica que ¢7; = 0, pois ;(&3,) # 0, para R > 0.

Logo, temos solugao trivial para este caso.

e Caso em que o4 = fil >0 eo03; =0 onde&,; € R—{0}:

Com essas suposigdes, temos que a equagao (4.31) sera

TQC?_:QJC(Z)(T) + r%f(l)(r) o l2f(l) (’I“) _ O7 (4103)

que trata-se de uma equagao de Cauchy-Euler (ZILL, CULLEN, 2001, p. 275).

Para resolvé-la, inicialmente vamos supor que a fungao fi(r) = r™ é
uma solu¢ao para a EDO (4.103), onde m sera determinado a seguir e f; : (0, R] — R.
A primeira e a segunda derivadas de fi(r) sao, respectivamente

d2

m—1
6 —_—
dr?

d m—2
%fl(r) =mr Ji(r) =m(m —1)r"==.
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Assim, a EDO (4.103) torna-se

mm =D +r"m —-Pr" =0 = r"(m* - 1*) =0 = m=4l. (4.104)

l l

Assim, temos que r' e r~* sdo solugoes para a EDO (4.103). Como

{r!, 7'} & um conjunto linearmente independente, temos que

f(l)(r) = c7vlrl + c&lr_l, (4.105)

onde ¢7;;cs; € R, é solucdo geral para a EDO (4.103).
Aplicando as condi¢oes de contorno relacionadas a variavel radial temos

lim if(r) =0

r—0+ dr

= lim {lcmrl_l — lc&ﬂ"_l_l} =0 = c¢g; =0, (4.106)

r—0t

pois lim+ —Ir~"' = —00, 1 =1,2,... . Por outro lado, temos que 0 = f(R) = c7, R,
r—0

que implica que ¢7; = 0, pois R! # 0, para R > 0.

Logo, temos solugao trivial para este caso.

o Caso em que 04y = &3, >0 e o3y =&, > 0 onde §55;64 € R — {0}

Nesse caso, temos que a equagao (4.31) sera

7“267_7: ) (r) + r%f(l)(r) + (fg,ﬂg _ ZQ)f(r) —0, (4.107)

que ¢é a equagao de Bessel paramétrica de ordem [ (ZILL, CULLEN, 2001, p. 335),

cuja solucao geral é dada por

il (r) = ez Ji(&aur) + c5,Yi(Esr), (4.108)
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onde ¢7,,cs; € R, J; é a funcdo de Bessel de primeira espécie de ordem [ (SPIEGEL,
LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 153), e ¥; é a funcao de Bessel de segunda espécie de
ordem [ (SPIEGEL, LIPSCHUTZ, LIU, 2009, p. 154).

Aplicando as condig¢oes de contorno relacionadas a variavel radial temos

i =0
B, F)
. d
= lm — {e7,Ji(&sr) + ¢8,Yi(E3ur)} = 0 < 5, =0, (4.109)
r—0+ dr

d
pois lim+ d—Yl(r) = oo (ZILL, CULLEN, 2001, p. 334). Por outro lado, temos que
r—0 T
f(R) =0, o que implica

C7’ZJ1(€371R) =0 = ngR = Qpny, (4110)

onde Jy(a,y) =0, n=1,2,....
Portanto, determinamos que
Ol I

&30 = % (4.111)

e f,S,” (r) = cr1d; (%T), que fazem parte da solugao do problema.
Assim, caracteriza-se
~ Qo
Fin(r,8) = cr1J, (#7’) [c1,c08(10) + cosen(16)]. (4.112)
Deste modo, estamos caracterizando uma nova classe de funcoes que

sao solugoes para o problema proposto.

Nesse momento, nos atentaremos para a equagao (4.27), ou seja

j—;hn,z(Z) + KB _XQ’”J) — (O‘}’;l)z] hni(z) = 0. (4.113)
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A partir desse momento, nos proximos trés casos estudaremos os valores

B — n 2 . n 2
de [(%) - (%) } dentro da anélise de 04y = &5, > 0 € 03, = (%) .

Qp 2 B—O’2 Qin, | 2
o Caso em que o4 :fiz > 0,03, = (f) € {( A ) B <_> ] -

_522,71,[ < 07 onde 54,[; 52,71,[ eR— {O} :

Esse caso leva a solucao trivial e seu desenvolvimento é analogo ao caso

2 B— 2
em que o4 = 0, 03, = (%) ¢ [(%) — (%) } = —£&3, < 0 (descrito

anteriormente).

Oy, 2 B—-o n Qn 2
o Casoem que oy =&, > 0,05 = (#) ‘ K AQ’ ’l) N < R7l> }

0, onde &,; € R — {0} :

Esse caso leva a solucao trivial e seu desenvolvimento é analogo ao caso
ap\ 2 B — oy ap )\ 2 . .
em que o4 = 0, 03, = <_”> e [( - (—") = 0 (descrito anteriormente).

R A R

O\ 2 B —o05, O\ 2
e ) [(222) (3

&g > 0, onde 4158000 € R — {0} :

Esse caso possui desenvolvimento andlogo ao caso em que o4 = 0, 03,, =

Qp 2 B_UQ,n Qn 2 o 2 . .
(E) e {(T) — (E) } = —¢5,, > 0 (descrito anteriormente).

Portanto, temos que com as suposicoes deste caso segue

h("’k’l)(z) = 9 ;CO8(&onkiz), kK=1,2,.. (4.114)
2k —1
com &g ki = %ﬂ'. Ainda, temos:
Wi\ 2 2% — 1 2
L =B—A (—) . 411
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Finalmente, para essa classe de solucoes obtemos

) o 2% — 1
Fl( ’k’l)(r, 0,2) = buyai (#T) [c1,sen(10) + ¢, c08(16)]cos (%72) (4.116)
onded) _E ok
y (0, z2) = O'_Fl (r,0,z), (4.117)
1

onde by, 1 ;;¢1 € c2; sao constantes arbitrarias.

4.2 Solugao para a variavel temporal

Nessa subse¢ao iremos resolver as equagoes (4.15) e (4.20). Relembrando-

as

Cant) = 226ut) + 0Gul) (4.118)

%qu) = 0\Gy(t) + HGy(t). (4.119)

Para resolver o sistema de equacoes diferenciais acima, utilizaremos o

método de eliminagdo sistemdtica (ZILL, CULLEN, 2001, p. 2).

. -~ d
Seja D[.] o operador diferencial tal que D].| = %H (ZILL, CULLEN,

2001, p.195) . Reescrevendo o sistema em termos do operador diferencial temos

DG (t) = ?Gg(t) +oaCh(t) = [D — a]Gh(t) — ?Gﬁ) —0  (4.120)
DGy(t) = 01G1(t) + HGo(t) = [D — H]Gy(t) — 01G1(t) = 0. (4.121)

Aplicando na primeira equagao o operador [f) — H| e multiplicando a

- DE
segunda equac¢ao por — temos
01
. - - DE
(D — H|[D — 05]G1(t) — [D — 