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RESUMO

Um problema auxiliar crucial a anélise do problema de Stokes Com-
pressivel é estudado via a técnica de potenciais de camada dupla em regioes Lip-
schitz através de um método primeiro utilizado por Verchota e subseqiientemente
estendido ao caso paraboélico por Brown e Shen. Desse modo, mediante a utilizagao
e calculo da condicao de salto na fronteira é possivel estabelecer a existéncia e uni-
cidade da solucao em apropriados espacos funcionais via o estudo de potenciais de

camada.

Palavras-chave: Equagoes de Navier Stokes, Fluidos Compressiveis, Po-

tenciais de Camada.



ABSTRACT

An auxiliary problem crucial to the analysis of the compressible Stokes
problem is studied by means of the technique of double layer in Lipschitz regions
through a method first used by Verchota and subsequently extended to the parabolic
case by Brown and Shen. In this way through the use and calculation of the bound-
ary jump condition it is possible to establish the existence and unicity of the solution

in appropriate function spaces via the study of boundary layer potentials.

Keywords:: Navier Stokes Equation, Compressible Fluids, Layer Poten-
tial.



INTRODUCAO

A teoria de operadores integrais singulares de Calderén e Zygmund teve
um imenso impacto na teoria geral de equagoes diferenciais e em extensoes a teoria
de analise micro-local e aplicagoes topolodgicas, entre as quais a teoria de indice de

sistemas elipticos (veja [1, 49] e [53]).

Num certo sentido, isto é a teoria de alta regularidade. As aplicacoes as
situagoes geométricas menos regulares demoraram a ser desenvolvidas e tém origem
novamente num resultado de Calderén num trabalho seminal [8] sobre a limita¢ao
da integral de Cauchy sobre curvas em R? com norma de Lipschitz pequena. Quase
imediatamente este resultado foi aproveitado por Fabes, Jodeit e Riviére [25] para
estabelecer para C'—dominios com dados em LP, 1 < p < 0o, a existéncia de
solugoes tinicas dos problemas de Dirichlet e Neumann via técnicas de potencial de

camada.

Em 1981 Coifman, McIntosh e Meyer [13] num trabalho fundamental
mostraram que a restricao sobre a norma de Lipschitz poderia ser removida no
caso da integral de Cauchy, abrindo caminho para a analise da invertibilidade das
equacoes integrais definidas via potenciais de camada para a equacao de Laplace
em regioes Lipschitz em R" sobre condigdes de Dirichlet e Neumann (veja [17, 60]).
Considerando a integral singular

. oo 1+i¢'(y)
9““‘”'/;)x—y+iwuﬁ—w@»“”dy

onde ¢ é uma funcao Lipschitz, tem-se a estimativa

9
HQHLQ(R) <C(1+M) Hf”L?(R)
onde C' é uma constante absoluta e M é a constante de Lipschitz associada com ¢.

Outros sistemas elipticos classicos tem sido tratados por este método
(veja [18, 19]) e, para uma abordagem geral de operadores de segunda ordem, o

trabalho de Costabel [16]. O trabalho de Ito [33] traz a luz questdes importantes



sobre problemas nao homogéneos e dominio dos operadores de Laplace em regices

de Lipschitz (generalizado em [7] ao problema incompressivel de Stokes).

Logo apos, resultados foram obtidos para os problemas iniciais de Dirich-
let e Neumann para a equagao de calor em cilindros de Lipszchitz (veja [3, 4] e [24]) e
para problemas de fronteira [6]. A importancia das equagdes de Navier-Stokes com-
pressiveis e incompressiveis levou ao estudo dos problemas de Stokes compressivel
e incompressivel em regioes irregulares em varios trabalhos, entre os quais citamos
[7, 11] e [42] (incompressivel) e em dominios poligonais os trabalhos [39, 40, 41] para

o problema de Stokes compressivel.

Na generalizagao de Brown e Shen [5], ¢ estudado o operador de Stokes

A: D(A) — L? dado por

/Au-¢:Q(u,¢) para todo ¢ € Cg, ()
Q
onde

0o() ={oe CF(Q) : divg =0}

Q C R? & um dominio Lipschitz limitado, L2() ¢ o fecho de C§,(Q2) em L*(Q) e

Q(u,v) = /QVU-VU dx

O resultado principal mostra que o dominio de A esta contido em W, *(Q)NW3/22(Q),
para algum p > 3. Este resultado pode ser usado para provar a regularidade de

solugoes fortes das equagoes de Navier-Stokes em dominios nao suaves.

No trabalho de Kweon e Kellogg [40] é estudada uma forma muito
simples do problema de Stokes compressivel sobre um dominio poligonal (convexo

ou nao convexo). Considera-se o sistema

—pAu +Vp = f  em D,
divu +U-Vp = g em D,
u = 0 sobre 0D,

p = 0 sobre 0D,



onde D ¢ um dominio aberto e limitado no plano com fronteira poligonal, U = [1, 0]

e o influxo na fronteira 0D;, é dado por
0Dy, ={x €90D : U-n <0}

onde n = [ny,ny] denota o vetor normal unitario exterior a dD. Neste trabalho é

provada a decomposicao da velocidade em partes singular e regular

U=1u,+u;, com UgzE€E (HQ(D))2 x H'(D)

Ja Shen [51] estudou o problema de valor de fronteira em cilindros

Lipschitz para o sistema parabélico

%—"Z = pAu + A+ p)Vdiv u,

onde p > 0, A > —2u/n sdo constantes. A este sistema estd associado a matriz
solucao fundamental T' (z,t) = {I';i(x,t)} ., onde
(20t 520)
Oz j0xy,

e Q(z,t) denota a solugao fundamental da equagao do calor. Usando as férmulas de

ij(ilf,t): ]kQ(m,,ut)—i-/ (Z’,S) ds

ut

Rellich e 0 argumento de Brown [3] desenvolvido para a equagao do calor, é mostrado
que, para a solucao u do sistema parabolico, a norma L? da derivada conormal é
essencialmente comparavel com a soma da norma L? das derivadas tangencial e a

norma L? de semi-ordem no tempo:

+ w120

1/2
 Nullizsn ~ [Vl + [0

H ov L2(ST)

L2

Nossa atencao foi atraida a este problema pelos tultimos trabalhos cita-
dos e pelo trabalho de Mucha e Zajaczkwski [48| que trabalha em dominios regulares
estabelecendo diversas estimativas a priori sobre as solugoes. Considerando o sis-
tema linear

u, — pAu —vVdivu +aVn = f em Drp,
n+bdive = 0 em Drp,
u = 0 sobre Sr,

Ul =0, = = 0 sobre D,



a seguinte estimativa é obtida:

| u wa’l(DT) + ||77HW£’°(DT) + ||"7tHW3’°(DT)
=4 (H Fller ey + 1 £ l2or) + 11 9 lwrop,

+ 19 llwpoog + 1 la2or) + nllzzmn )
onde r > 2 e A é independente de T.

De fato, sentimos uma certa insatisfacdo com a seqiiéncia complicada
de passos analiticos utilizados naquele trabalho e o desejo de ter uma abordagem
mas direta como estabelecido por Brown e Shen [5| para o problema de Stokes
incompressivel. Isto exige a construgao de um parametrise ou solu¢ao fundamental,
o qual é uma perturbacao (regular) limitada do nicleo introduzido por Brown e
Shen. Trabalhando com o sistema de Navier Stokes linearizado (ver Capitulo 4)

2

u; — pAu —vVdivu +%V77 = f em D,
n+pdive = g |, em D,

v = 0, sobre St,

|, g Ny = 0, sobre D,

através de uma longa serie de calculos e construgoes, obtemos a matriz solugao

fundamental

Observamos que o ntcleo encontrado é uma perturbacao daquele encontrado por

Shen e #Z;; = (—A)~'9;; é um operador diferencial de ordem zero.

Nos capitulos 1 e 2 apresentamos alguns conceitos preliminares, como
a teoria de potenciais parabdlicos, operadores integrais e a teoria de semigrupos.
Também apresentamos a solucao da equagao do calor, definida como potencial de

camada dupla no caso do problema de Dirichlet.

O capitulo 3 é a base fundamental para o desenvolvimento do trabalho

de tese aqui apresentado. Neste capitulo, considerando a equagao de tragao intro-



duzida por Z. Shen e R. Brown [3, 4, 5, 6, 7|,

ou

N =pAu + A+ p)V (divu) + f,

definimos o potencial de camada dupla utilizando o operador tragao

v(w.t) = ff(f)(z,w:/;/w{fyrq(m - q,t—s>}ﬂf<q,s> dq ds.

Nos Capitulos 4 e 5 definimos e analisamos propriedades dos potenci-

ais de camada, incluindo suas propriedades de salto, usamos resultados padrao de

compacidade e um resultado de Coifman e Meier [14]. Para o potencial de camada

0G(x —q,t—s)]""
xt //(9D|: th ) g(Q75> dq dS,

considerando o problema de Dirichlet interior

dupla

ou

t
v uAu—delvu—c/(Vdivu)(m,Q) dd = F, (z,t)e Dr,
0

u = g sobre 0D,
u(z,0) = 0, z €D,
(1)

onde D é um dominio Lipschitz em R2, Dy = D x (0,7). Assim temos

D(g)(p,t) = (%I+K+C)g(p,t) , (p,t) €S, (2)

onde St =09D x (0,T), K(g(p,t)) ¢ um operador limitado trabalhado por Brown

e Shen e C'(g(p,t)) ¢ um operador compacto em L?(S7).

Finalmente, modificando um método de Liu [44] aplicado & equagao
de Helmholtz (também uma perturbagao regular de um problema bésico inversivel)
estabelecemos a existéncia de uma tnica solugao em L?(St) do problema de Dirichlet

interior.

No capitulo 6, ultimo desta tese, motivados pela tese de doutorado
de Tunde Jakab, orientada por Marius Mitrea |34, University of Missouri-Columbia

2006] apresentamos uma breve descri¢ao do problema tratado em espagos parabolicos
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de Besov com a teoria de potenciais de camada parabdlicos,

(O—L)u = f, (z,t)eDx(0,1),
tracou = g sobre 9D, (3)
u(z,0) = 0, zeD,

onde D é um dominio Lipschitz em R3, e
t
Lu = pAu +vVdivu —|—c2/ (Vdivu)(z,0) do.
0

Mostramos que os operadores

(at - L) : OBi,par<Q X (07T)) —0 Bgz*Q,par(Q X (O7T)>
(at - L) : 0B§,par<Q X <O,T)) HO Biflpar(ﬂ X (O7T)>

P
a—2,par

sao limitados e no Teorema 6.3.1, dada f € (B (2 x (0,7)), mostramos que

existe w € oBYL (2 x (0,7)) tal que

O—L)w=f € Qx(0,7),

lw [} 682 o @x0ry <l £ o5

a—2,par

(@x(0,1))"

Observamos que, usando este resultado, poderiamos reduzir o problema nao ho-

mogéneo ao problema de fronteira de Dirichlet considerado no capitulo 5.
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1 PRELIMINARES E PROBLEMAS
AUXILIARES

1.1 Definicoes Basicas

Definicao 1.1.1. Um subconjunto aberto D C R™ é chamado um dominio de
Lipschitz se para cada q¢ € 0D existe cilindro aberto truncado Z(q,r) centrado
em q, com raio T, cuja base estd a uma distancia positiva de 0D tal que existe um
sistema coordenado retangular de R™, com eixo vy,, contendo o eixo de Z e uma

funcao de Lipschitz ¢ : R ' — R, tal que
ZND=Zn{(z' z,) : z, > ¢(x')

e ¢ = (0,06(0)).

Para cada q¢ € 9D, associamos um cone! T'(q), chamamos a familia
{I'(q) : q € 0D} regular se existe uma cobertura finita, por cilindros, de 9D tal
que para cada (Z(p,r), ) existem trés cones 71, Y2, 73 com vértices na origem e
eixos ao longo dos eixos de Z tais que v; C 7 \ {0} C 73 , e para todo (z/, (') =
q €(4/5)ZnNoD,

Mm+qCcl(q)cT(g)\{g}Cr+aq

v3+q CZND

e {(1/5)Z} ainda cobre a fronteira de D.

Defini¢ao 1.1.2. Dada uma familia reqular de cones {I'} e uma func¢ao w definida

sobre D, define-se a Fungao Maximal nao Tangencial Parabélica

u*(p,t)= sup |u(z,t)|
zel'(p)

'Por um cone entende-se um cone circular, aberto, truncado [51].
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Defini¢ao 1.1.3. Dizemos que u(z,t) converge no sentido nao tangencial,

quase sempre, para f(p,t) se para qualquer familia reqular de cones {T'}, temos

lim u(z,t)= f(p,t) , q.ssobre Sr

r —Dp
z €l'(p)

Entende-se que w, tem wvalor inicial 0 e escrevemos u }t:O =0, se u(z,t) — 0

uniformemente sobre qualquer subconjunto compacto de D quando t — 07 .

Para uma fungao u definida em R™\0D ou (R™\9D) x (0,T’), usamos
u , ou u _ para denotar os limites nao tangenciais de u tomados no interior de D

e exterior D respectivamente. Definimos D, = D e D_ = R™\D.

O seguinte Lema que apresentamos sera utilizado em algumas estima-

tivas no capitulo 3, a demonstragao pode ser encontrada no livro de Friedman [31].
Lema 1.1.1. Seja D um dominio limitado de R™ e 0 < a < n, 0 < < n, entao
para qualquer x € D, z € D, ® # z, Dr = D x (0,T), Sy = 9D x (0,T) para
T € (0,00). Usamos x, y pontosem D C R™ e p, q denotam pontos na fronteira

oD.

dy Const|x — z|" %  se a+f3>n,

plz —yl*y —2z1° 7 | const. se a+f<n,

Definigao 1.1.4. Seja f € C*(—o00,T) tal que f(t) =0 para t < 0. Definimos as

integrais e derivadas fraciondrias:

= 1 t f(S) S ara g
W=t [ Gl @ e 0<o <t

D7 (f)(t) = Do (f)(t) para 0<o <1,
onde I' denota a fung¢ao Gamma.

Definigao 1.1.5. Para u definido numa vizinhanga de 0D, define-se o gradiente

tangencial de u sobre 0D por

Vintt =Vu —(Vu, N) N.
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onde N o vetor normal unitdrio exterior a 0D.

Seja L3(0D) o fecho do espago

{v:v=ul|, weCFR"}

com respeito & norma

1/2
”'U ||L%(8D) = (/8D (|Vtan'v ‘2 + |’U |2> dp)

Defini¢ao 1.1.6. O espago LP(0,T; X) consiste de todas as fungées u : [0,T] - X

T 1/p
(/ ||u||§<dt) l<penx
0

esssup ||lu(t)]|x , p=o0
\ o0<i<T

com
.

HU ||Lp(0,T;X) =

Para maiores detalhes sobre as definicoes anteriormente apresentadas

veja |20, 33, 38, 52, 54].
1.1.1 Potenciais Parabodlicos

Discutimos aqui algumas propriedades dos potenciais paraboélicos; faze-
mos isto mediante alguns teoremas que apresentamos a seguir. Referenciamos o

trabalho de Brown [3] para maiores detalhes no caso de potenciais do calor.

Seja A € C®(R3 x (0,00)) satisfazendo a estimativa

am"i’ﬁOA O()
'835587550 <x’t>‘ = (|z |2+ t)CHIH200/2 (1.1)

para £ € R3¢t >0, 5 =0,1,2 e |3| <2 onde 8 ¢ um multi-indice.

Seja Z(IL‘,T) a transformada de Fourier modificada na variavel ¢t de

A(z,t), ie.,

A(m,f):/ e Az 1) dt
0

O seguinte lema ¢ uma conseqiiéncia imediata da estimativa (1.1).
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Lema 1.1.2.

GIEN
oxhP

(z,7)

< C'mi = !

para |B] < 2 onde C' depende somente de C.

Seja S; = 9D x (0,00). Para f € L*(S,), defina

u(z,t):/ot Az —q.t=s)f(a.5) dq ds (12)

Teorema 1.1.1. Seja A € C*®(R3 x (0,00)) satisfazendo (1.1) e w(z ,t) definida

como acima. Suponhamos

< Ci||h| 20Dy (1.3)
L2(3D)

OA
. —(x — q,0)h d
pv/aDaxj( q,0)h(q) dq

para j = 1,2,3 e h € L*(0D). Entao

< O f llz2(sy)s
L2(S4)

) Hp/ 8D“<w Cq.t—s)f(q.s) dg ds

Oy

(it) |(Vu) s,y < Ol Fllezesy)-

A prova deste teorema é baseada na desigualdade (1.1), no lema anterior

e no argumento de Fabes and N. Riviere em [29].

Teorema 1.1.2. Sejam A € C*(R3x(0,00)) satisfazendo (1.1) e u (z ,t) definida

como em (1.2). Entao

<O\ flle2eseys
L2(Sy)

t
Q) Hp/ [ DAz~ q.-9)1(a.9) da ds

0

g * /2 \«
(i) [1(w) 25y + 1D w) sy < ClLE llzags,s

(111) Dtl/2u+(p,t) = Dtl/2'u,,(p,t) quase sempre sobre S..

Para h € L*(0D), definimos

u, (z)= aDﬁ(ac—qmm(qmq.
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Teorema 1.1.3. Seja A € C®(R3 x (0,00)) satisfazendo (1.1) e u,(z) definida

como acima. Entao

. OA
(i) |lpv. | ——(p —q,7)h(q) dg < C|\h|| 126Dy,
aD (9azj
L2(8D)
(i) ||p-v. / A (p - q,7)h(q) dg < Clhl2om,
oD L2(8D)

(iii) (=)l 20m) + 1 (V)" 20p) < Cllallzzcom)-

1.1.2 Aproximagoes por Dominios C*

Dado um dominio Lipschitz , D, podemos aproximar este por seqiiéncias

de dominios C>°, O, k=1,2,... (veja [3, 4] e [60]).

Lema 1.1.3. [Russell M. Brown [3, Lema 2.2]] Seja D um dominio Lipschitz.
Podemos construir seqiiéncias de dominios, ., de classe C*°, homeomorfismos
Ay 1 0D — 0O, funcoes o, : 0D — R7T e um campo vetorial a : RY — R¥,

suave com suporte compacto tais que:

1. Os homeomorfismos Ay : 0D — 0 satisfazem
Jim (sup{lg —Ax(g)] : ¢ €9D}) =0
e Ai(p) aproxima p nao tangencialmente. Isto significa que

lp — Ar(p)| < (14 B)dist (Ak(p),0D), [ = const.

2. As normais N de 0S), satisfazem

lim N (Ax(p)) = N(p).

k—oo

3. As funcoes oy, satisfazem § < o, < 67 para algum § > 0, o — 1

pontualmente quase sempre e

/Uk(q)dq =/ dq",
E Ap(E)
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para E C 0D € mensurdvel e onde dq* denota a medida de superficie

sobre 0€),.

4. O campo vetorial @ satisfaz (a, N ) > ¢ > 0, ¢ = const, quase sempre

sobre cada 0S)y,.

5. Podemos escolher a seqiiéncia de dominios Q, tal que QU C ﬁkﬂ C
... C D e denotamos esta propriedade 2 T D. Podemos também cons-
truir outra seqiiéncia de dominios os quais aproximam D exteriormente

QD U1 O ... D D e denotaremos Qi | D
Observagao 1. Usaremos as notagoes Q) e Xp = 02 x (0,T) quando o dominio for

suave.

1.1.3 Resultados sobre Comutadores

Counsidere o comutador
[0k i, (P )] = (P ) O Hi0; — Hi05m (P ) O

onde #; = (—A)719; e n; sdo as componentes do vetor normal N . Dos resultados

de Lions [43], temos as seguintes conseqiiéncias:

1. #Zi;; = (—A)7'9;; ¢ um operador integral singular do tipo Calderon-
Zygmund (veja [37]) o qual é uma composi¢ao de duas transformadas

de Riesz (—A)71/29; e (—A)71/29;.

2. OpH;, ¢ um operador limitado em LP(R?), e dos resultados de Coif-
man & Meier [14] o comutador [0y}, ny.(z )] ¢ limitado de LP(R™) em
Wha(RN).

3. Se n, € WY (RY) entao [0p4;,ni(z)] ¢ limitado de LP(RY) em
WhH(RY), onde ¢ = 141

P T
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Lema 1.1.4. Sejo v € L*(RY, RY), w € W'(RY), r > 5. Entao hd con-

stantes C' = C(r) > 0, w =w(r) € (0,00), p =p(r) > 1 tal que

| Zii[wv] —w Z i)l wonrry gy < Clw llwirey) [0l 2y gy (1.4)

Demonstragao. Consideremos v € D(RY RY), w € D(R?Y), entdo

|2 ilwos] — w Zvlllriomy gy < I Zwjlwo] — w B vl poen m )
+ c{lldaiv (Z.5lwe] = w 2.0 e
+ flewl (Zaslwes) = w Z (] | pene )
= | Z.;lwv] — w Z.;lvilll opy g

+ C {Haxj'wvj - 8xz'w %iij[vj]HLP(RN)

+ Y 0w Zi5lv5] — Op,w %k,j[vj]ﬂm(w)}
itk

Aqui, as quantidades Z . ; sao consideradas como campos vetoriais [ Z 1 j, ..., Z |-

Dado que %, ; ¢ um operador limitado sobre qualquer espago de Lebesgue

L% para 1 < q < oo, tem-se
|2 lwv;] = w Z i [villlyrozy wyy < Cllwllwin @y [0y gy (1)

sempre que

1 1 1
-=—-4+—<1
p 2 n

Por outro lado, pelas desigualdades de Sobolev

| Zij[wv] —w Z 0]l porn mvy < Cllwllwrreemy |V 2y gy (1.6)
onde
1 1 1
p 2 N ry
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De acordo com nossa hipotese, sempre podemos achar

e 1 1 1<
r r r —_— = — — —
2 b 1 T2 N

Y

N | —

e conseqiientemente a estimativa desejada segue de (1.5), (1.6) via interpolagao.

Mais especificamente, escrevendo

1 o 11—«
-=—+ , O0<a<l,
T T T2

obtemos
| %ii[wv] — w Zi 0]l grewmry < Clw lwrr ey [0 2z v m )

onde H*P(IRY) é o espaco potencial de Bessel contido dentro do espaco de Sobolev

WeP(RYN), sempre que que w < a. ]

1.2 Operadores Integrais Fracamente Singulares

Sejam X, Y dois espagos normados.
Definicao 1.2.1. Um operador linear A : X — Y, é chamado compacto se para
todo conjunto limitado U C X , tem-se que A(U) CY € relativamente compacto®.
Agora enunciamos alguns resultados importantes de Mikhlin [47] e o

conhecido Lema de Aubin-Lions [54]:

Um operador integral fracamente singular num espaco euclidiano

¢é da forma

F(m):/DA(m,y)U(y)dy (1.7)

lz -y
Onde D é um subconjunto mensuravel de R™ e A(z, y) ¢ uma fun¢do mensurével

limitada. A constante \ satisfaz a restricao 0 < A < m.

2Um conjunto € chamado relativamente compacto se seu fecho é compacto, i.e., se cada subse-
qliéncia nele contem uma subseqiiéncia convergente no espago.
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No caso geral, um operador integral fracamente singular é definido por

[ Alz,y)u(y)
F(z)_/M Pz, y) M,

onde M denota uma variedade limitada m—dimensional imersa num espago euclid-
iano R™ (m' > m) e pMx,y) ¢ a distancia entre os pontos £ e y na métrica
de R™. Utilizamos a seguinte versao restrita do Teorema de Mikhlin veja [47, cap.

VIII, secao 3.

Teorema 1.2.1 (Mikhlin, Teorema 3.1, pag 210.). O operador (1.7) consid-

erado como uma aplica¢io de LP(D) em LY(D), 1 < p < oo € limitado sempre

que
mp m
p<q<gr ¢ =4 mren 0 PTmes
00 B Y

O operador é completamente continuo, se p < q < ¢* ou (no caso ¢* = o00) p < q.

Considere o espaco

% = %(0,T;L*(0D))

= {u € L*(0,T; L*(0D)),u’ = % € L*0,T; L2(8D))} :

O espago % ¢ dotado da norma

I llgy= w2 ozir20py) + 1w 2 0750200)),
o qual faz deste um espaco de Banach. E evidente que
@ cC L*0,T; L*(0D)),
com uma injecao continua.

Teorema 1.2.2 (Aubin-Lions). Sob as consideragées anteriores a inje¢ao de %

em L*(0,T; L*(OD)) é compacta.
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1.2.1 Regularizacao de Operadores
Seja A um operador linear de X em Y com dominio denso D(A), X e
Y dois espacgos de Banach. Entao para a equagao
Az =y, (y€y) (1.8)
ter uma solugdo = € D(A) ¢é necessario que y seja ortonormal a Ker(A*).
De fato, se £ é uma solugao de (1.8), entao, para f € ker A*,
(v.f)=(Az. f)=(z.A"f) = (2.0)=0.

Definigao 1.2.2. Um operador A é dito ser normally solvable no sentido de
Hausdorff, se a condigao de ortogonalidade é também suficiente para (1.8) ter uma

solugao x € X

Teorema 1.2.3 (Banach - Hausdorff). 3Para um operador linear fechado A :

X =Y, com dominio denso, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. Im(A) € fechada.
2. A é normally solvable.
3. A* € normally solvable.

4. Im(A*) € fechada em Y .

Segue-se que se A é algebricamente inversivel entio A™' € B(X,Y).

1.2.2 Teoria de Riesz

Considere a equagao

p—Ap=f, ¢pecX.

3 Para maiores detalhes veja [62]
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Para um espago normando X e A : X — X um operador linear compacto definimos
L:=1-A.
Teorema 1.2.4 (Primeiro Teorema de Riesz). O espago nulo do operador L
ker(L) = {6 € X / Lo =0},

€ um subespaco de dimensao finita.

Demonstracao. O subespaco nulo de um operador linear limitado é trivialmente um
subespago linear fechado de X, uma vez que para todo ¢ € ker(L) temos Ap = ¢, a

restrigdo de A para o espago nulo ker(L) coincide com o operador identidade
/4LN(L):: I : ker(L) — ker(L)

A é compacto sobre X e além do mais também é compacto sobre subespacos lineares

fechados de X. Dai, ker(L) ¢ de dimensao finita [15, Teorema 1.9]. O

Teorema 1.2.5 (Segundo Teorema de Riesz). A imagem do operador L
L(X)={Lpe X | pe X}

€ um subespaco linear fechado.

Demonstracao. A imagem do operador linear L é claramente um subespaco. Seja

[e'S)
n=1

f € L(X), entdo existe uma seqiiéncia {¢,} -, € X tal que
Lon =, n— o0,
para cada ¢, escolhemos um elemento &, € N (L) tal que

1
n— Xl < inf |, — X[ + .
¢ < dnf lien =Xl + -

A seqiiencia {¢/,} 7, definida por

é limitada.
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De fato: Supondo o contrario, existe uma subseqiiéncia {gb;l (k)} tal que
/
[¢ngol| = k. keEN

Agora definimos

¢/
Yy = keN
17w
uma vez que ||| =1, k € N, existe uma subseqiiéncia {1} tal que

A’l/)k(j)—>1/1€X, J — Q.

Além do mais,

||L¢;L(k)|| < ||L¢n(k)||
ISl = &

L]l = =0, j— oo,
desde que a seqiiéncia (L@, ) é convergente e além limitado. Dai

L¢k(j) — O, j — 00,

obtendo agora
k(i) = Lbwi) + Athry =, J = 00,

dado que L é limitado, das duas equagoes previas concluimos
Ly = 0.

Mais entdo uma vez que X, ) + ||gz5n(k | € N(L) para todo k encontramos

|vr — || = qu |H¢n — n(k)+||¢%(k)||¢)“,
g ||¢'k|r»«EN [ 6nce
> 5 (oo - H—L)
= ||¢' ol LI ol = Lm )
1
= 1—-— 1, k .
I e

o qual contradiz o fato que ¥,y — ¢, j — oo.
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Além disso, a seqiiéncia (¢!)) ¢ limitada e podemos e podemos escolher
uma subseqiiéncia (gﬁ;(k)) tal que (A¢),) converge quando k — oco. Para ¢/, * =
L),y + Ady, ) observamos que (¢, ) converge

Py — P EX,  k— 0.

Mas entao L¢y, ) — Lo € X' e além disso f = L¢ € L(X). Dai L(X) = L(X).
O operador iterativo L™, n > 1, definido por
=1, L":=LL""

pode ser escrito na forma

onde

Ay =) (—DF! AF
k=1 k

é compacto. Além os espagos nulos ker(L") sao de dimensao finita e as imagens

L™(X) sao subespagos fechados. O

Teorema 1.2.6. Seja A : X — X um operador linear compacto e I — A injetivo.

entao o operador inverso (I — A)™! existe e € limitado.

Demonstragao. Da hipotese, ker(L) = {0}, logo, por [15, Teorema 1.15| concluimos
que

L(X) = X.

Corolario 1.2.1. Se a equag¢ao homogénea
o—Ap=0

somente tem a solucao trivial ¢ = 0, entao para todo f € X a equagdo nao ho-
mogénea
p—Ap=f

tem uma unica solugao ¢ € X e sua solugao depende continuamente sobre f.
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Teorema 1.2.7. Seja X um espaco normado e A : X — X um operador linear
compacto e assuma I — A nao injetiva. Entao o espago nulo ker(I—A) tem dimensao

finita e a imagem (I — A)X C X é um subespago proprio fechado.
Corolario 1.2.2. Se a equagdo homogénea

6 —Ap =0,
tem solucao nao-trivial, entao a equagao nao homogénea

¢—Ap =],

nao tem solug¢ao ou sua solugao geral € da forma
¢=0"+> bk
k=1

onde ¢* denota uma solucao particular da equacao nao-homogénea, ¢y, ..., ¢y SG0O
solugoes linearmente independentes da equagcao homogénea e o, . . ., Qy, SGO NUMETOS

complexos arbitrdrios.

Corolario 1.2.3. Os Teoremas 1.2.6 e 1.2.7 e seus coroldrios sao validos quando
substituimos I — A por S— A, onde S € um operador linear limitado que tem inversa

limitada S™1.

Lema 1.2.1. Para um operador fechado A : X — Y ser normally solvable e ter
nulidade* finita é necessdrio e suficiente que exista um operador compacto T e uma

constante C' > 0 tal que

Izl < C([Az|[+Tz]), V¥ =z <cDA),

1.3 Semigrupo de Operadores

Considere o problema de valor inicial

d

aue_a u, t>0,

dt (1.9)
u(-,0) = wuy,

‘o = dim ker A é chamada a nulidade do operador A.



25

num espaco de Hilbert H. O operador linear A ¢ definido sobre algum subconjunto
D(A) de H. Queremos identificar a classe de operadores A para a qual podemos,

At

em algum sentido, definir uma “solucao” e“*u .

Outro tépico importante pesquisado é o problema de valor inicial

nao-homogéneo

dv

— = Av+ f, t>0,

dt f (1.10)
v(-,0) = wvy,

onde f : Rt — X ¢é localmente L.

Aplicando variacao de parametros, podemos mostrar que se S é um

semigrupo gerado por A, entao qualquer solugdo v pode ser da forma
t
v(z,t)= S(z,t)vo+/ S(x,t—s)f(s)ds, t=>0.
0
Neste casso, a fungao v ¢é chamada solugao suave do problema nao homogéneo.

As ideas desenvolvidas para equagoes nao-homogéneas sao importantes
pata o estudo de equagoes nao-lineares (ou semi-lineares). Por exemplo, considere-

mos o problema

dw

— = Aw+ f(w,t), <0t<T,

dt flw,1) (1.11)
w(,0) = wy,

onde f :[0,7] x X — X ¢ uma aplicagao dada.

Seja € o espago de todas as fungdes continuas sobre [0, 7] e defina o

operador F : € — € por
[Fol(z,t) = S’(a:,t)wo—i—/tS(m,t—s)f(qb(s),s) ds, 0<t<T,
0

para cada ¢ € €. Comparando (1.10) with (1.11) mostramos que qualquer solugao
de (1.11) pode ser um ponto fixo para a aplicacao F. Resultados e técnicas deste

tipo sao estudadas nos Capitulos 5 e 6 do livro de Pazy [50|, para equagoes de
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evolucao lineares®. As técnicas sao baseadas na Teoria de semigrupos, as quais de

fato sdo mas complicadas. (Veja [21], [22])

Definicao 1.3.1. Seja X um espaco de Banach. Um C j-semigrupo de opera-
dores € uma familia de operadores lineares limitados S(t) : X — X, t > 0, satis-

fazendo

3. lifgl S(t)x = x, para qualquer z € X,
t

onde S(t) = et

Se, em adigao, ||S(t)|| <1 parat > 0 (propriedade de contragao), S €

dito wm semigrupo de contragoes.

Observagao 2. No caso de o espago X ser de dimensao finita, o operador A em
(3) € idéntico a derivada de S(-) em 0, ou seja,

ds Sy -1 _

E(()) = 1}5101

A.

A ¢ chamado de Operador Infinitesimal [62] ou Gerador de S(t),
t > 0. Este ndo ¢, em geral, um operador definido em todo X, mas o dominio D( A )

consiste de todos os x € X para os quais existe o limite

lim S(h)r —x
hl0
e o operador A ¢é dado pela formula
B —
Az = limM, r e D(A).
hl0 h

i.,e. A ¢ um operador linear cujo dominio é o conjunto

D(A) = {xeX i 2T

existe em X } .
h10

SEquagoes diferenciais lineares abstratas que dependem do tempo (ao contrario para indepen-
dente do tempo no caso de semigrupos)
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Observacgao 3.

1. D(A) € nao vazio, (contem pelo menos o vetor ().

2. D(A) ¢é denso em X (veja [9], [62][Teorema 1, pdg 237]).

1.3.1 O Teorema de Hille - Yosida

O teorema de Hille-Yosida é fundamental para estabelecer o gerador de
um semigrupo de solugoes do problema linearizado, motivo pelo qual fazemos uma
apresentacao do mesmo. Aplicagoes mais avancadas de operadores ¢ Hille-Yosida

podem ser vistas no artigo de Wang [61].

Seja um operador linear A, nao necessariamente limitado, em X . Defin-

imos o resolvente de A por
p(A)={AeC : (\[— A)™" existe}.

Teorema 1.3.1 (Hille - Yosida). Se um operador linear A sobre um espago de

Banach X satisfaz:

1. A € fechado e denso;
2. Existe N\l — A)" L, VA>0e|[(M—A) 1} <

1
3

Entao A ¢ gerador infinitesimal e um semigrupo de contragoes S(t).
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2 EQUACAO DO CALOR

Aqui, estudamos o problema de Dirichlet para a equacao do calor num
cilindro Lipschitz. A existéncia de solugoes é estabelecida por métodos classicos da

teoria de potenciais (para mais detalhes veja [3, 6] e [24]).

Seja G(z,t) a solugao fundamental da equacao do calor no R?

o lar
Gz, )= @y " 1120 2.1)
0 ;1 <0.
2 ast a2G
Proposicao 2.0.1. G(z,1), t&xjaxk (z,t)e . Gwion (z,s)ds satisfazem (1.1).
Entao
Oo 1
G t)ydt = ——
*  9%G C'oy  Cajmy,
t———(z,t)dt = 2 ¢
o owom, T B
e

) ast 2 R .
/ ( S (z,5) ds) dt = C”(al,ag)(Z—k + C’"(al,aZ)x;—?;,
0

art c%ﬁxk

onde 1 < j k<3 el<a <ay <.

Demonstracao. Note que fazendo a mudanca de varidveis s = éi\/‘z temos

00 0 —s? 3/2
e 4t
G(lz,t)dt = — ———— s,
J, et . G Tar
1 o 1
= — ds = )
27T3/2\x|/0 ©w oz |
derivando e fazendo mudancas similares temos as outras duas igualdades. O

Recordamos a conhecida propriedade de semigrupo da solugao funda-

mental da equacao do calor. ( Veja [33])
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Teorema 2.0.2 (Propriedade de Semigrupo).

Gz —z,t—r)= Glr —y,t—s)G(y —z,s—71) dy.

R3

Demonstra¢ao. Da definicao de solu¢ao fundamental do calor, podemos escrever a

integral acima, que chamaremos I, na forma

L= o e (‘ |Z<t_—ir> e (‘%) -

Consideremos a mudanca
g = t—r 1/2 Yi — 2 n s—r 1/2 2 — T
o \t—s 2(s —r)l/? t—s 2(t — s)1/2

z —yl” ly—2P |z 2]
4(t — s) 4(s—1) 4(t —r)

e note que

+ €%,

entao,

= G o (—’f@__i';—'f’Q) 1%

- (271r)3 (t—lr)3/2 exp (_H) /Rgexp (—1€%) de,

o resultado é imediato. OJ

2.1 Problemas de Dirichlet e Neumann
Nesta se¢ao D denota um subconjunto aberto e limitado de R ™, o nosso
objetivo ¢ estabelecer a condi¢ao do salto para o niicleo do calor em R™.

Para um dado especifico f € L?*(Sr) o problema de Newmann consiste

em encontrar uma fungado u suave em D x [0,7) que satisfaca

ou
E + A’U, =0 em DT,
( Problema de Newmann) u(x,0)=0 x €D, (2.2)
ou

—_— = sobre Sr.

ON
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Para um dado especifico f € L?(S7) o problema de Dirichlet consiste em encontrar

uma func¢do w suave em D X [0,7") que satisfaga

0
8—1:+Au—0 em Dy,

( Problema de Dirichlet) u(z,0)=0 z €D, (2.3)
u=7Ff sobre St.

Associados com estes dois problemas, tem-se os potenciais de camada simples e

dupla, dados por

z —qf
)z ,t) //8D (4 (¢ n/2 Xp(—m g(q,s)dq ds

e
N,) |z — q|?
)(z.1) //813 t_sn/2+1 exp m g(q,s)dq ds
Definamos também
H, (1) := /0 gyt exp (—£> exp(its) ds
e

p—ql

J(g)( = EEI(%/ / n/2+1> exp <_’4(t——5)) g(q,s) dq ds.

(p —
(t -
Teorema 2.1.1. Seja g € L*(St) e 2 (g)(z,t) o potencial de camada dupla para

a equacao do calor. Entao

lim 7 (g)(z.1) = ()" H(0)g(p.t) + T (9)(p.t).  (24)

T —p

Demonstracao. Considere o potencial de camada dupla na forma

o= [ e (M g0 - g (o] da a

+ g(p,t / / >exp ﬂ dq ds
’ oD t—s"/2+1 4(t — s) ’

computando o limite quando  — p podemos passar o limite ao interior das inte-

grais e obter:

mliir;%(x,t) =/ /aD t_sn/2+1>exp<—H)[g(q,s)—g(p,t)]dq ds
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fazendo a mudanca de variavel s — na segunda integral, temos

Ip 41|2

hm 2o = [ [ P g (20 (g~ g (p.0)ag o

[ P —9 T = exp(——)ds| d
+olr )/BD P —q|" 0 gzt P Ty ) ) 4

por outro lado,

—a.N —q,N
op P —al" =0 Jip—q>s |P — @I
—a. N N
— —lim (p-aq¢. Ny dg — &
60 JproB(p.s) 1P — | 2
Desta maneira, temos
. Wn,
lim Z(z,t) = T (g)(p,t) + 5 Ha(0)g(p,1)
o resultado segue de maneira imediata. O]

O seguinte corolario é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.1.1.

Corolario 2.1.1. Seja D C R™, uma densidade g € L*(Sr) e S(g)(x,t) o

potencial de camada simples para a equacao do calor. Entao

8 n !
lim gj\,‘”w): — S An) PHO) g (p, 1) + T (g)(pst)  (25)
T —p
onde
J'(g)(p,t)= lim aG(— t—s)g(q,s)dq d
g p? _€_>0+ 8D8Np p q? S g q75 q S

¢ o operador dual de J (g)(p,t).

2.1.1 Potenciais de Camada

O potencial de camada simples produz solu¢oes do problema de New-

mann. Calculando 3 N(g), para n = 3, vemos que

S (g)
N,

(p.1)=—59(p.0)+ T(9)(p.0)
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Assim a solugao do problema de Newmann reduz-se a questao da invertibilidade de

i1+ 7'

A Equacao
1

—§9+u7/(9):f

¢ uma equacao integral de Volterra. Sobre dominios suaves, o operador J' :
L*(Sr) — L*(Sr) vai para zero quando T — 0. Assim podemos construir a se-
rie
—£[ + J' B _ ! i(?j/)k T pequeno (2.6)
5 5 , : :
k=0
Utilizando métodos iterativos temos a inversa sobre L*(St) para T arbitrario (T <

o0). Fabes & Riviete [29] mostraram que este argumento também ¢ valido quando

DecC!l.

Sobre dominios Lipschitz, embora, a norma de J' permaneca limi-
tada longe do zero quando 7" — 0, podemos encontrar outro método para inverter
—11+ J'. Este método foi desenvolvido por G. Verchota [60] no estudo de poten-
ciais para a equagao de Laplace sobre dominios Lipschitz (veja também [11, 44]). A
ferramenta principal no argumento é devida a uma identidade integral de Rellich;
esta mostra que, na fronteira, as derivadas normal e tangencial de fun¢oes harmon-
icas sao comparaveis na norma L2 Usando estas estimativas e a condicao de salto
para a derivada normal do potencial de camada simples, Verchota mostra que o
operador potencial de fronteira tem imagem fechada. Tendo este fato estabelecido

o resto do argumento nao é tao dificil.

Como é mostrado por Brown [3], o argumento de Verchota aplica-se
a equagao do calor. Para isto basta estabelecer as estimativas adequadas para as

derivadas da equacao do calor na fronteira.
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2.2 Solugao do Problema de Dirichlet

Construimos nossa solugao para o problema de Dirichlet como potencial
de camada dupla com densidade em g € L*(Sr), Os valores de fronteira de 2 (g)
sao dados por %g + J(g) onde J é um operador integral singular definido sobre
L3(Sy).

O operador %I—i— J ¢é o adjunto do operador —%I—i— J'(g) que é obtido
quando se tem a derivada normal de S (g) para o dominio exterior D¢ = R™\D.
Assim a solugao do problema de Dirichlet segue facilmente da soluc¢ao do problema

de Neumann.
Definicao 2.2.1. Seja H“'/?(Sr) o fecho de
{v Dv = 'u,|ST com uw € Cy(R"x (0,00))}

com respeito a norma

T
s = [ [ (el B) dp i [ ool
0 oD oD

2.2.1 Estimativas Importantes

Sejam Dy, = D X R e Soo = 9D x R, assume-se que u ¢é a solugao
da equagdao do calor em D, que u* e (Vu)* estao em L?(Sy) e que u e Vu tem
limites nao tangenciais, quase sempre, sobre S,,. NoOs estamos requerendo nossas
solugoes definidas para todo tempo, para que possamos utilizar a transformada de
Fourier a fim de converter o estudo da equagao do calor para o estudo de solugoes
da equacao

Av(z)—itv(z)=0 , 7€ R. (2.7)

Iniciamos com a primeira identidade de Green. Seja v uma funcao de

valor complexo e suave em D. Entao

FAv+Vv2dx:—/ v——dp.
/, Vel o ON
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Assumindo que v resolve (2.7), obtemos a estimativa

/D|T| WP+ |Vl ds gz/wm '5—]’\’, ip.

Seja @ um campo vetorial de valor real definido em D. Um calculo direto mostra

que
: 1 9 —
div | Re §\V'v] a—(Vv,aVv)

= Re (—(VU,a) Vv +1/2|Vv|*diva— (VT,Va (Vv)))
onde (Va (Vv)), = Zﬁjvﬁjai. Assim, usando o teorema da divergéncia, a
j=1
equagao (2.7) e tomando a parte real, temos

/aD%ywwa,w—Re ((VF,a}%) dp
(2.8)
= Re (/ (Vo,a)itv —1/2|Vv|*diva + (V7,Va(Vv)) d:l:) :

* estao em

Lema 2.2.1. Seja uu solugio da equagdao do calor em Do, u* e (Vu)
L*(Ss) e que u e Vu tem limites nao-tangenciais quase sempre sobre S. Entao

temos

ou
Vuzdpdt—l—/ u | .OodpSC// —
J [ 1wl [ Nl 5w
&
2
/] ip dt:c(// Vewu+uf dp i+ Huu%pmdp)
0o 00 oD

Teorema 2.2.1. Seja f € HYY/2(Sy). Entdo, a solu¢do da equacdo do calor do

2
+|ul* dp dt

ou
ON

problema de Dirichlet com f satisfaz

t B 2 t
/ / dp dt <C [/ / (Vinu |+ u?) dp dt+/ ||U||§{1,1/2(5T) dp
o Jop o Jop oD

2.2.2 Potenciais do Calor na Fronteira

u
ON

Definimos o dominio exterior D¢ = R™\D e D% = D° x (0,T). Sejam

e S'9)=8(g)lp, € S"9)=5(g)ls,

.



35

Também,
7°(g9)=9(9)

Para ¢ =1,...,n, seja

—n Pe— Qe |p — (1|2
Hie(p,1) = 47T /2/ /aD t— g2+t O Gm) 9(4,s) dq ds

e seja Hp.(p,t) =sup H.(p,t).

e>0

Dy

e 72'(g9)=29)|,,

Teorema 2.2.2. Seja f € L*(S7). Entao

[l 2(57) < Cll g Ml 22(s0)

lim % .(p,t) = Hi(p,t) existe q.s sobre Sr.

e—0t

A prova deste teorema pode ser encontrada no trabalho de Fabes e
Riviere [29], também pode ser visto como referéncia no trabalho de R. Brown |3,

pag. 365]|.

Teorema 2.2.3. Seja f € HYY/2(Sy). Entdo,

i) (VS (g) M2, + (VS(g)) < Cliglie2isr),

i)
lim 9,8 '(g)(z.5) = 0, (P)g (p,1) ~ Hg)(p.1)

(z,5)=(p.t)

lim 9,5 “(g)(x,5) = yn,(P)g (p.1) ~ Hg)(p.1)

(z,5)=(p.t)

quase sempre sobre St,

iii) S(f)(x,t) € suave e satisfaz a equagao do calor em (R™\0D) x [0,T)
e S(f)(z,0)=0para x € R"\0D.

Observagao 4. Note duas conseqiiéncias da formula na parte ii) do teorema (2.2.3).

A primeira € a relagio de salto para a derivada normal de S(f):

0S¢ 98!
()= ()

f=
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Por outro lado, a derivada tangencial nao dependem sobre a aprorimacao para St:

VinS(f) =Vin S (f) = Ve S’(f) sobre Sr.

O resultado final é sobre o potencial de camada dupla. Note que

J(g)= Z%(Nig) ja definido na secao 2.2.

=1

Teorema 2.2.4. Seja g € L*(St). Entao

*

(2 “(9)) llzzqsp) + || (2 (9)

<C :
sy < Cllg s

Os limites ndo tangenciais de 2 °(g) e 2 '(g) existem e sido dados por

lim 8, 2'(f)(x,s) = %g(p,tH J(g9)(p.1)

(z,5)=(p.t)

lim  9,2°(f)(z,s) = —%g(p,t)Jr J(g)(p,t)

(z,8)=(p.t)

quase sempre sobre Sr.

P2(g)(z,t) é suave e satisfaz a equagao do calor em (R™\0D) x [0,T)
e 7(g)(x,0)=0para x € R™"\JD.
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3 EQUACAO DE TRACAO

Nesta segao seguimos os trabalhos de Z. Shen e R. Brown (3, 4, 5, 6, 7|

e [51]. Considere a equagao de tragao introduzida nestes trabalhos

%_’::uAu + A+ p)V(divau)+ f (3.1)

onde >0, A > —2u/3 sdo constantes.

Para conveniéncia do leitor, derivamos em detalhe a construcao da

solucao fundamental, cuja forma final nao é inteiramente evidente.

3.1 Solugao Fundamental

Seja G(z,t) a solugao fundamental da equacdo do calor. Para achar a
solugao fundamental do problema de tracao usamos um método de decomposicao,

o qual sera visto também para uma equagao mais complexa na se¢ao 4.3.

Denotando 2" = divu e # =V X u, temos duas equacoes

% = 2u+NAZ + div f,
68_/:// = uUA¥W+Vx f,

as quais tem como solugoes, respectivamente, as fungoes

Z = Gz, 2u+ Nt)* div f,
W = G(z,ut)x(Vxf).

Logo, da identidade
VxVxu = —Au+Vdivu
temos

—Au = Vx¥W-VZ
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onde
Vx W = Vx|G(z,ut)*(Vx f)],
= Vx[VxG(z,ut)x f],
= [-AG +VdivG|(z,ut)* f
e
VZ = VI[G(z,2u+ \)t) = div f],
- Z (Z@G (20 + N)t) * fj)ek
k=1
— <Zaak 2M+A))*fj>ek
onde e = (0,...,1,...,0) é 0 k—ésimo vetor canénico. Entao

u = [G+(-A)'VdivG](z,ut)* f

- (Zaak , (20 + M)t) * fj>ek

j,k=1
Logo o nicleo de u na posicao (j, k), é da forma
0°G 0°G
t) — 2 At
e ) = G (. (2 1) )

92 (2u+A)t oG
Ox;j0xy, / Js

Dig(z,t) = 6;:G(x,put) + (—A)~! <

— 5,uG(a . pt) — (~A)7 z.s) ds,

H2 (2p+X)
_ . (L —1
= Gzt~ (-8) 5 / AG(z,5) ds.

Introduzimos assim a matriz solugdo fundamental da equagao (3.1), I'(z,t) =

{Tjr(z,t)},, 4, dada por

(A2t 52y
Linl® 1) = oGl it d 3.2
k(x,t) jk (x,u)—l—/ut axjﬁxk(m’s) s (3.2)
Temos a seguinte estimativa
a|a|+a0 C
Ox @ Jteo ((E, )’ = (‘x|+|t’1/2)3+|a|+2a0 ( )
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3.1.1 Potencial de Camada Simples

Dada f € L?(Sr), defina o potencial de camada simples
wie)= 200 = [ [ vl —at-95) da i 3.4
para (z,t) € R3 x (0,7). Entao u satisfaz (3.1) em (R3\0D) x (0, 7).
Introduzimos também o operador tracido sobre a fronteira
— =(w—p)(dive)N +p(Vu + (Vu)"") N (3.5)
onde T'r indica a matriz transposta.

Lema 3.1.1 (Formulas de Trago). Seja f € L*(S7), u = Z(f). Entdo, para
quase todo (p,t) € St

ou’.
or,

(p,t) = £ {%Nr(p)fj(p,t) — AN.(p)Nj(p) (N (p), f(p,t>>}

)
+ po. (p —gq.t—s)fi(q,s) dq ds
0 JoD ox,

Segue deste Lema que, se u = Z( f), entao

8ui:(:|:11+Kl,) f, sobre 0D x R,
ov 2

onde os sub-indices + e - denotam os limites nao tangenciais tomados em D X R e

D¢ x R respectivamente, I denota o operador identidade e
Ko =pe [ [ SO (pq- 95 (0.9 dg d
v ) =p.v. —q,1—S , S S.
o Jop OV (p)
¢ um operador integral singular sobre L?(St)(veja [2, 12, 49]).

Lema 3.1.2. K, € limitado sobre L1 (R, LP(0D)) para qualquer 1 < p,q < co.
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Demonstracao. Considere o caso 1 < ¢ < p. Podemos ver K, como um operador

integral singular sobre LP(0D). Escrevemos

K, f(t) :p.v./RK,,(t—s)f(s) ds, f e LY(R,LP(dD)).

Usando a estimativa (3.3), para g € B temos

C d C
1Ky g ()| 1oop) < n |Mop(9)|oop) € ‘%KV g(t) <2 |Man(9)|10op)

Lr(0D)
onde Myp denota a funcao maximal de Hardy-Littlewood sobre 0D. Assim

C

< <3

¢ e HdK,,(t)

t dt

1Ky (Ol 2o o0y Lo o)
LP(9D)—LP(9D)

Além do mais, K, (t) é um nicleo padrao do tipo Calderén-Zygmund. Uma vez que
K, : L’(R,LP(0D)) — LP(R, L?(0D)) é limitado, temos que K, : LY(R, LP(0D)) —
LY(R,LP(OD)) é limitado para 1 < g < p, por um argumento padrao de Calderon-
Zygmund |[8].

Finalmente, note que o mesmo argumento também mostra que K, ¢é
limitado sobre LI(R,LP(0D)) para 1 < ¢ < p. Assim por dualidade, obtém-se a
limitagao de K, sobre L? (R, LP(9D)) quando q > p. O

3.1.2 Potencial de Camada Dupla

Também para f € LY(R, LP(0D)), defina o potencial de camada dupla

! or o
v == [ [ {@qr-9) faodads 6o
o Jop \OV 4
é claro que v ¢é solugao de (3.1) em (R3\0D) x (0,7T). Entao
vy = (ZF%IjLI?,,) f, sobre 0D x R,

onde K, = RK » R e R é areflexao definida por

R(f)(p.t)= f(p,—t) (3.7)

Observe que R é um operador unitario sobre L*(St).
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O seguinte Teorema da uma estimativa sobre potenciais de camada
simples e dupla, usando as defini¢oes de fun¢oes maximais nao tangenciais. Maiores

detalhes podem ser vistos no trabalho de Z. Shen [51]

Teorema 3.1.1. Sejal <p, g<oo e f € LI(R,LP(OD)).

1. Para u = Z(f), temos

1V ) |+ 102 %) g < ClLF e

2. Para v = J(f), temos

() llpq < CNS llpas
onde || - ||p.q € @ norma em L((0,T); LP(OD)).

Demonstrag¢ao. Usando o argumento de Fabes e Riviére [29, Teorema 1.11], podemos

mostrar que para qualquer gg > 1,
(Vu)'(p,1) < Coy [ My (Map(K ) (p, 1) + My (Map(| £ ) (p,1)]

onde K é um operador integral singular do mesmo tipo de K, e M; é a fungao
maximal de Hardy-Littlewood em R. Do Lemma 3.1.2 temos que K ¢é limitado
sobre LI(R | LP(0D)) para 1 < p, g < co. Do trabalho de Fefferman e Stein, M; é
limitado sobre LI(R, LP(OD)). A estimativa desejada segue disto.

Dada f € L9((0,7); L?(0D)), seja g a extensao de f por zero para
0D x R. Definamos K, f = K, g. Claramente, i% + K, é limitado sobre
La((0,T); LP(0D)) para 1 < p, ¢ < oo. De [51, Teorema 4.3.1], é sabido que
+2 4+ K, ¢ também limitado sobre L?((0,T); L?(dD)). Usando [5, Teorema 4.3.1]

podemos estender este resultado. O]
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4 PROBLEMA ASSOCIADO COM A
EQUACAO DE STOKES

Considere o seguinte as equacoes de Navier Stokes compressiveis?

D
p?': —pupAv —vpVdive +VP(p) = pf
pe + div (pv) =0
com dados iniciais de fronteira:

v =0 sobre 0D x[0,T]

'v‘t:O:'vo, p|t:0:p0 sobre D

(4.1)

(4.2)

definido em (z,t) € Dy = D x (0,T), onde D C R?, é um dominio limitado com
fronteira Lipschitz D (veja também [36, 39, 40, 41, 48, 58, 59|), v = (v',v? v3) é

a velocidade do fluido, p é a densidade, P = P(p) a pressao e f a forga externa. Os

termos da difusao p e v, sao tais que pu < v.

4.1 Linearizacao das Equacoes

Na primeira equagao do sistema (4.1), fazendo
vV —o>v+uU € p—p+n,

negligenciando os termos quadraticos, temos

D(u + v)

(p+n)———= = (p+n)(vi+uy)+(p+n){(v+u) V}(v

dt
= pviet+{pus+nvd+(p+n)(v-V)v

+ pl(v-V)u +(u-V)v]
= pvi+pv -Vv+{nv,+n(v -V)v}

+ {pui+p[(v -V)u +(u-V)v]}

= =% 4 (v - V) denota a derivada material.

+ u)
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plp+mMA(v +u) = ppAv + p(pAu +nAv)
vip+nVdiv(v +u) = vpVdive +v(pVdivu +7nVdivo)
Entao,
{pu,+pl(v -V)u+(u-V)v]—ppAu —vpVdivu + Vn}
+n{vi+ (v -V)v —vVdive —pAv} = nf

ou,

2 2
w,+[(v-V)u + (u-V)v] — pAu — pVdivu —i—%Vn—n%Vp:O (4.3)

Considerando um fluido adiabatico isentrépico?, assim, ¢ = , /%—1; é a velocidade do
som, considerada constante. Na outra equacao
pr+m+ divip+n)(v+u) = 0,
pe +ne + div(pv) + div (pu +nv) = 0.
Dai, temos
n + div (pu) + div(nv) = 0. (4.4)

Assim temos, o problema linearizado, na forma:

2 2
u+ (v -Vu +(u-V)v] —pAu —vVdivu +%V77—77%Vp = 0,

m+u - -Vp+pdivue +v -Vn+ndive = 0.
(4.5)

4.1.1 Analise Preliminar

Como no trabalho feito por Mucha and Zajaczkowski [48], discutimos

0 seguinte sistema:
( 2

u; — pAu —VVdivqu%Vn = f em Dy,
Mt + ple u = g, em DT7 (46)
u = 0, sobre Sr,
u ‘t:(}’ n|t:0 = 0, sobre D.

\

2Entropia constante
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Este sistema tem sido objeto de estudo na analise do problema de Stokes com-
pressivel em regioes de fronteira suave. Nesta Tese propomos estender esta anélise

a problemas em regioes com fronteira Lipschitz.

Quando u - n > 0 na fronteira nao ha necessidade de especificar tam-

bém o valor da pressdao na fronteira (ou portanto especificar 1) [59, 60].

De fato, este sistema corresponde a linearizacao e localizacao do sis-
tema de Navier-Stokes compressivel onde alguns termos menos importantes foram
absorvidos no termo fonte. O primeiro passo crucial na analise compressivel do

problema de Stokes.

4.1.2 Estimativas Importantes

Fazemos aqui uma estimativa heuristica da contractividade da equagao
de evolugao® [46, 55| em um espago apropriado antes de tratar com o assunto em
uma outra maneira através do Teorema de Hille-Yosida; o presente argumento pode

ser feito rigorosamente, independentemente deste ultimo resultado ( veja [9]).

Considere o sistema (4.6) com f =0, g = 0:

4 2

uy— pAu —VVdivu+c—Vn = 0, em Dr,
p
m+pdive = 0, em Dr, (4.7)
u = 0, sobre St,

\

Na primeira equagao tomando o produto interno com u, temos

1d

52l e ) + IV ey + v div w7 ) + R€<V77, ) =0 (48)

Analogamente, tomando o produto interno da segunda equagao com 7, obtém-se

1d c? .
ST HnHLz + ERe (divu,n) =0. (4.9)

3isto é, quando f e g sdo nulos, certas normas da solucdo nio crescem
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Observemos que

div(nu) =ndivu +Vn- u,

(divu,n) = (u,Vn)

e
Re{(divu,n) + (Vn,u)} =0.
Assim somando as equagoes (4.8) e (4.9), obtém-se
1d ) CEIN 2 2
57 [1ellzam) + ?Hﬁl\m(p) +ulVulp +viidivalpg =0 (4.10)
Conseqiientemente,

c? c?
w72 py + ;”UH%?(D) <luollizp) + EH”OH%Q(D)' (4.11)

4.2 Aplicagoes de Semigrupos ao Sistema Linearizado

O sistema de equagoes original (4.6), o qual é objeto principal deste

trabalho, pode ser escrito na forma:

u L -2v || u
9 - R | (4.12)
oty —pdiv. 0 n g

onde

Lu =pAu +vVdivau.

4.2.1 Problema de Dirichlet

Considere o problema de valor inicial

9 _ ye+H
ot (4.13)

@|t:0 = @0
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onde
N L 2 f
0= , A= P , e H = ,
n —pdiv 0 g

Seja A uma extensao fechada minimal de 2l em Xp = L?(D) x L*(D), A é den-
samente definida e fechada em Xp. Além disso, de (4.11), espera-se que A seja o
gerador infinitesimal de um semi-grupo G(t) de contragoes em B(Xp, Xp). Estab-

elecemos este fato a seguir.
O problema (4.13) tem uma solugao fraca da forma
Oz, t) = S(x,t)@o—l—/t S(z,t—s)H(s)ds
0
onde S(t) é o semigrupo gerado pelo operador A.

Teorema 4.2.1. Seja 1 < p < co. O operador A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo analitico de contragoes sobre Xp.

Demonstracio. Seja © € D(A) entdo © € L*(D) e
2 9 2 o
1el* =(6,0) = [lu|*+ ;HUH :
Tomando o produto interno de A com © em L?(D), temos

_ L < _
(A6,8) = < p @,@>,

—pdiv 0

- Lu — %Vn u
—pdiv u ’ n ’

2 c?
= <~Cu - ;Wﬂ> + P (=pdivu,m),

02 C

N

— £u7ﬂ \V4 ,U) — — diV’U,,_ )
( ) p< ) p< )
2
— (uAu +deivu,m—%[<Vn,ﬁ>+<divu,ﬁ>],

= pu{Au,uw)+v(Vdivu,u) — % (Vn, @) + (div u,7)].

(. S/
-~
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Usando integracao por partes [23], obtém-se
(A©,0) = —u|Vu 1> = v divaul® < 0
ou seja, Re <A @,@> < 0. Logo temos

Aol < [[(AF = A)e]f.

Para analisar a inversao do resolvente, consideremos a equagao
(M- A)0=H. (4.14)
Tomando o produto interno com O, temos

A|O|? - (40,8) = (H.B).

e assim,
Alel* < (H.9),
< [H[-le] = [H]-[e].
Por tanto,
Alel < [1H ||

Uma vez que da equagdo (4.14), © = (A\ — A)"' H, da desigualdade anterior

obtemos
1
(M- A H| < S, A>0.

Assim, A satisfaz as condi¢oes do Teorema de Hille-Yosida. O]
4.3 Construcao de Certas Solugoes Fundamentais
Nesta secao, tem-se como finalidade achar uma expressao explicita da

solugao fundamental do sistema (4.16), da mesma maneira como foi feito na equagao

(3.1).
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Da segunda equagao do sistema (4.6), temos

t t
Vn = —p/ (Vdivu)(z,s) d3+/ (Vg)(z,s) ds+ Vn,
0 0
substituindo este resultado na primeira equagao do sistema (4.6), obtém-se

t
ut—,uAu—quivu—02/(Vdivu)(ar:,s) ds = F (4.15)
0

2

t
onde F = f —C—/ (Vg)(z,s) ds—Vny. Definindo o operador integro-diferencial.
P Jo

t
Lu =pAu+vVdivu +02/ (Vdivu)(z,0)do,
0

temos o novo sistema

ou  _ Lu+F,

ot . .

n = —,0/ div u d7'+/ g dr, (4.16)
0 0

u’tzozo ) 77‘15:0:0'

Seja 2 = divu, # =V x u. Entao temos

t
%?——w+mA%+8/A%wmep,
0
%; — UAW +V X F.

Sejam G, (z,t) = G(z,ut), G4 = G(x,(u+ v)t) as fungdes de Green para a
equagao do Calor correspondentes a os coeficientes i, v+ i, cujas formulas explicitas

foram apresentadas na equacao (2.1). Assim?
W=G,%x(VxF) (4.17)
Observagao 5. A func¢dio de Green G (x,t) é uma matriz da forma
G(z.,t)=1G(z,t)

onde I € a matriz identidade de ordem 3 x 3.

4onde % ¢ a convolugao definida sobre D x (0,T), por

t
f%g:/O/Df(m—y,t—s)g(yys)dy ds
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t
Denotando g = div F e K (f) = / f(z,s) ds, temos:
0

ot (4.18)

0L (e AZ+EK(AZ) 1y,
2(0) = 0,

tomando a transformada de Laplace no tempo
L) = [ e

a transformada de Fourier no espago

Ff(z,t)= /Rse_’f'“ f(z.t)de
¢ escrevendo £ F 2 = £ 2. Entao

SLX =—(n+)EPLT - 2‘5'233” £3.
usando Z°(0) = 0, tal que
(s—l— (m+v)| €7+ 2|§|2) LA = L5

ou
S ~

T |
L I T s T AEE Y

Seja D(|€|) = (u+v)?|&|*—4c?| € |>. Note que D é negativo para | € |> < 4C = K.

utv)?

Sejam

(n+v)I§F° — VD(€])

| €]) = — ) e pllE|) = —wHMIEr+ VDIED

2

Observe que

(s—a)s(s—m:aiﬁ(sfa_sﬁﬁ)’

logo tomando a Transformada Inversa de Laplace, vemos que

> _ Qo B sl
%_{a—ﬁe a—ﬂe}*g’
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onde x é a convolucao no tempo, dada por

()= [ fit= 9l
Seja p? = | £ |2, entao

+v)p®— /D
- {”+Vp+ 56 —( )/12 (0),

2y/D(p)

(4.19)
—(n+v)p*+ v/ Dlp)
_(utv)p” = Dlp) 5 t g€ .1)
2v/D(p)
podendo também ser reescrita da seguinte maneira:
+v)p? D
7 o <M+Wﬂ P e 5
2/ D
D(p)
+ 1 t
- ( <“ ”)p - ) e 2 }*gm),
2./D
| e (ptv)p? N +e@t+6_@t g€ 1)
VD(p) 2 2 e

Entao,

e vy B VI ) Vi D(p) cos D) \ |,
7 s (V) o (TN e

No caso p? < K, temos

v D(p) =i/ |D(p)| e senh (Z |l2)(p)’t> = isen ( |l;(p)!t> ,

enquanto cosh (i—“?(p)t) = cos ( ¥ lD(p)lt). Dai,

2

1 Eth|me: 1 Sm(rmmg.
[D(p)] 2 [D(p)] 2

A Transformada Inversa de Fourier I'(z ,t) é dada por

(z a(p)t Aol sen (| z |p)
1) \/>/ (\/_ +m >—’x|p dp.  (4.20)
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Para p? > k, temos

—(ut )P+ VD) Z(nt vt (wt )PPy e

2 N 2 2

e, pelo Teorema de Taylor (versao integral)

e — 1 5, 1, , (" (1-0)ad9
l—kp2=1—skKp 2—ZF02P 4/0 (1 — Kp2)3/2"

2
Por tanto,
—(u+v)p* +/Dlp) — (p+v)p* (1, 1, [t (1-6)df
5 = 5 <—§/€P 2 - 1520 4/0 (1— mgp—2)3/2> ’
 (w+we (e Y (1—-06) dd
-4 8 /0 (1 — kOp=2)3/2°
Entao,
s(o) = - ), (4.21)
onde )
()i P (1 0) do
Blp) = 8 /0 (1 — KkOp=2)3/2°
Por (4.22), temos
=t 00
e
(et I/)/{t
expBp)t)=e 4 Bt
Por outro lado,
—(p+v)p* —/Dlp) _ —(p+v)p* (p+v)p’1—rkp~?
2 2 2 ’
(n+v)p? 1, 1, (" (1-0)db
i — {2 — 5k - ZHQP 4/0 = Kep_Q)g/Q] ,
2
— _(M —|—21/)p (2 — %/{p 2) + B(p)
Entao,
a(p) = —(u+ )P+ LI gy (4.22)

enquanto que




52

-~ ¢
exp (a(p)t) = e (p+ v)p't e 4 B)t
Escrevemos

00 L
T(x,t) = / +/ :F1+F2 , L >k
L 0

= T +T] +7Ty,

onde os sub indices + e — correspondem para « e  na integral definida por (4.19).

Entao:
oo v)K €T
Ff = \/7/ 1+ O (p 72)) —(ptv)p’t (pti)e e Blo)t SeTa(:||p|:0) dp,
RTINS
= \/>—/ p(1+ O(p?)e (t)P*t B son (| 2 |p) dp.
™ |z| Jp
Definindo
B(p) , p>1L,
Bi(p) =
0 , p<L,
podemos reescrever
5 U oo
rt — z —(u+v)p?t Br(p)t o) d
1 T |3'}| /0 pe € sen(| |IO) 12
(utv)n
2 e 1 ! /L 2
—(ptv)p’t
-\ pe sen (|2 [p) dp,
\/; lz| Jo
EZE R
= e 1 Gz, t)x F (PO 2 ] g (z,1),
T

onde * denota a convolucao no espago e

L
i (2.)= [ e sen () d
0
Note que ambos Bt e g (z,t) estdo em C}E;OO(]R?’, R,).

Por outro lado,

6(#-2V)nt _ 1 + (/_,L‘tly>/f /te(u-tlv)ns dS
0
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F (B0 = F14 (B0 -] = d(z)+ F (P —1).

Lema 4.3.1. As integrais

H,t)= [ o0~ 1) sen|z1p) dp
0

t
() = LTV / e s
4 0

sao convergentes.

Demonstracao. Note que

o0

eBro)t _ 1 — Z BE”(,?)t” — 0 (p_2) ;
n!
n=1
logo,
H(z.,t) = O (1)/ w dp + Termos Regulares,
0

o primeiro termo sendo uma integral condicionalmente convergente.

Entao podemos escrever,

(p+v)k
i t

T = (14 h(0) Gpunlz 1) * <a<x>+H<w,t>>—\/§e,T|gr<w,t>.

Assim,

If = Gu(.t) +h(t)G (3 ,t)+ G o(z.t) % H(z,t)

+ h(t)G,u+u(m,t)* H((L‘7t)— %

Lema 4.3.2. As Integrais

o sen (
Sp.(,1) = /Lla:lexp [_B (W)] ¢ &

B +oo ¢ cos
Conte = [ ow |8 (1))

existem.
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Demonstracao. De fato, uma vez que exp [—B (%)} T 1, com ( T ooel—
exp [—B (%)} 40, com ¢ 1 oo.

[ sen¢ o0 ¢ sen ¢
SB,L(x’t)/uﬂ c “T L|z|{1_exp[_3(m)]} c

existe e similarmente para Cp r(x,t). O

Entao

+o0
_ EVESIL T sen (| [p)
Iy = \/7/ - P 2+ O0(p” )) e B(p)tW dp,
_ —\/j—e (u+u>~/ Bt sen (|z |p) dp
T4 L |z |p

+o0
N L |$ |/0

2 +o00

= 2 Snale 0+ O(la)) [l

m | Llz| ¢

dc| .

Agora note que

0 Lz; sen (L|z|)
- _ I Bt
o, ()] iz Lz
+o0
] P I S
Llz| x|/ |z|

Além disso,

poy o (s Ly [T (1—0) do
po) = S [

o [P =3/2(—k0)(=2)p~3(1 — 0) db
e / ( } |

1 — kbp=2)5/2
_ (ptv)s? —2,0-3/1 (1—0) do
8 o (1= rbp%)>?

L og(1—6) do
- -5
i [ e )
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Disto segue que

0
oz, [Spr(z,t)] = O().

Concluimos que Sp r(z,t) € CV>* (R?* R)e

P \/56(#?)% {#SB7L(x’t) T O(\:z:|)gl(.’l:,t)1 ;

(e

onde

+o00
g (z,t) = /L| | e Bt SGQI;C d¢  esta certamente em C'°(R? R,).

Finalmente,

_ 2 e | et (VD)
S Y.

ol
é C 3™ sobre compactos em R% x R .

4.3.1 Nucleo do Problema Associado

Observamos que a solucao fundamental pode ser escrita como a soma
de trés termos; com um certo abuso de notagdo vamos tirar um termo de I'f e
escrever na verdade uma soma de quatro termos, visando obter o nucleo de Shen,

para o qual temos uma série de resultados importantes que ja foram desenvolvidos.
Assim, o nicleo da equagdo (4.18) toma a forma:
Y(z,t)= G (z,t)+ ] (z,t)+ T (z,t)+Ta(z,t) (4.23)
onde

I'f(z,t) = h(t)G (z.t)+ G pn(z,t)x H(z,t)

(wt1)s
2 e 1 ¢t
+ h(t)G (2 1) * H(m,t)—\/;e|m| g (z,1),
) 2 e, [ & .
et = (/2 4t{ms&m,mO(!xbgl(x,t)]
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_E e ] et (VD)
e = L[ (VO
'+ eosh (\/D(_p) t) } sen(|2lp) |

2 |z |p

Observagao 6. Observe que

aGu—H/ Tk

Oy (z,t) = _mGM_V(.’II,t),
azGH—‘rlI o 5]63 xkl’j
aﬁjaxk(z"t) o _2(,u—|—y)tG“+'/(x’t)+WGMJFV(:E?t)'

4.3.2 Parte Principal do Niicleo

Pelo visto anteriormente, existe um nticleo Y (2 ,t), tal que
X =7"Txdiv F. (4.24)
Lembramos que
VxVxu = —Au+Vdivu (vetor identidade)
ou,
—Au = Vx¥-VZ,
segue-se que a solucao da equagao (4.16) tem a forma

u(zx,t) = (“A)'Vx¥—-(-A)'VZ,

= (“A)'Vx (G, % (Vx F))—(=A)'V (T % div F),

— [G,+AG,— AY]% F,
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onde Y(z,t) = I Y(z,t) e a matriz simétrica ® A = (—A)"'Vdiv.

Entao a solugao do sistema (4.16), em D, tem a forma

t
u(z,t) = / / Gz —y,t—7)F(y,7)dy dr
o Jp

onde
G(z,t)= G, (z,t)+ (-A)"'VdivG ,(z,t) — (—A)'VdivY(z,1). (4.25)
Substituindo a equagao (4.23), temos

Cylz.t) = 6,Gu(z.0) + B, %;(Cu(@.1) — Cpsr(,1)]

(p+v)t 82G

- 5 g B R (TF LT~
= 5ZJGM(z,t)+[Lt 8%8%(9:,0) Ao — %% ; (LT +T7 + 1) (z,t),

ou, em termos dos elementos da matriz fundamental G (z,t) = {G;;(z,t)}, temos:

(u+v)t 902G
(%i(?xj

onde i, j = 1,2,3. I'j(z,t) = 6;;Gu(x,1) —i—/ (z,0) df ¢ o nucleo

¢
achado por Brown e Shen [5]. '

Observagao 7. Note que o nicleo encontrado € uma perturba¢ao daquele encontrado

na equagao (3.2), para o problema de Navier Stokes em Cilindros Lipschitz [51, veja
também [13, 39]].

SA={%;%;yonde #; = (—A)"Y?9; & a Transformada de Riesz (veja[26]).
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4.4 Identificacao do Semigrupo

A solugao achada no Capitulo anterior e escrita em termos de potenciais

de camada é da forma

u = GxF , F=F(f,g
= Gif + Gy

n = —pKdivGg, f — pK divGeg+ Kg,

= —pKdivG, f + (—pKdivGy, + K) g,
ou, voltando a forma matricial,

b G G | (4.27)

n —pKdivG, —pKdivG, + K g
Agora lembremos que da equagao em 7 no sistema (4.6), temos
t t
n(z,t)= —p/ divu(z,s) ds—l—/ g(z,s) ds.
0 0

Observe que

3 t
w(z,t) = Z/O/DGUu—y,t—T)Fj(w) dy dr.
j=1

t 3
divu(z,t) = //Z@'sz(m —y,t—7)F(y,7) dy dr,
0o JD:

ij=1

ou matricialmente,
divu;(z,t) = 0,G(x,t)x F(x,t)

onde

"Gy 011Gy 010Gy
&G = 82Gi1 51Gi2 alGi?)
83(@@-1 81 Gi2 a1 Gi3
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Note que
divu = divuy + divugs + divus = M (z,t) % F (2 ,1)
3 3
onde M = Z@iG, com M;; = Z@inj.
i=1 k=1
Contudo temos

u(z,t) = G(z,t)%x F(z,t),

n(z,t) = —p/OtM(x,s){eF(z,s)ds—l—/Otg(x,s)ds,

ou,

O(z,t) G(z.1) x F(z,t)+ '
z,t) = X T, t
—pt M (z ,t) /g(x,s) ds

0
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5 FORMULACAO DO PROBLEMA EM
TERMOS DE POTENCIAIS DE CAMADA

Neste capitulo, construimos os potenciais de camada simples e dupla
[27, 44|, para assim identificando o simbolo principal do nicleo G (2 ,t) estabelecer

condigoes para a inversao do operador e solugao do problema de Dirichlet |15, 28, 53].
Seja D um dominio Lipschitz em R?2, lembrando a notacao

t
Lu = pAu +vVdivu +02/ (Vdivu)(z,0) db.
0

Consideremos o seguinte problema

aa_?: = LU+F, (x7t)€DT7
u = g sobre 90D, (5.1)

u(z,0) = 0, ze€D.

Precisamos o seguinte resultado técnico sobre unicidade em determi-

nadas classes funcionais.

Teorema 5.0.1. Seja u solugao do problema (5.1) em Dr, suponha que u* e (Vu)*

estio em L*(St), que u e Vu tem limites nio tangenciais sobre Sp. Temos a
desigualdade

1 2 2 . 2
3 tS[%I;] lu(z,0)||72p) + 1[IV (Z, )20, 020m)) + v I divu (2, s)l720 702y +
€10,

2

c t
— / divu(z,0) df
2 11Jo

2 t
gﬂ// u(q,)un(q,s)| dg ds
L2(D) o Jop

+u/0t/Muu(q,swn<q,s>>divu<q,s>\ dq ds

y
0 JoD

(u(qg,s)-n(q,s)) (/Os divu(q,0) d@)' dq ds
(5.2)
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+ /Ot/D]u(a:,s)F(a:,sﬂ dz ds. (5.3)

Demonstracao. Seja i T D como no Lema 1.1.3. Como u ¢ suave em cada
é possivel uma aplicacao das identidades de Green. Utilizamos aqui a notacao u ,

para denotar a derivada normal de u .

Tomando o produto interno com u (2 ,t) e integrando na variavel t,

temos

1 t
— | |u(z,t)’dz = u// u(z,s) - Au(zx,s)dzrds
0 Jo,

2 Ja,

t
+ V// u(x,s) - Vdivu(z,s) dx ds
0 Joy

t s
+ 02// u(x,s) (/ Vdivu(z,0) d€> dz ds
0 Joy 0

+ /Ot/Q u(z,s)F(x,s)dx ds

onde
t t
// u(z,s) - Au(z,s)dr ds = —/ Vu(z,s)|” dz ds
0 Qk 0 Qk
t
+ // u(qg,s)un,(q,s)dq ds
0 Jogy,

t
// u(z,s) - Vdivu(z,s) dx ds=
0 Joy
t
—/ |divu(z,s)| dx ds
0 Jo,
t
[ ] Gwla) nidas) divula.s) d ds
0 Jooy

Além disso,

/Ot/Qku(m,s)V(/os divu(z,0) dQ) dz ds =
—/Ot/Q divu(z,s) (/OS divu(z,0) d@) dx ds
—|—/Ot/m]€(u(q,s)-nk(q,s)) (/Os divu(q,0) d@) dq ds.
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Notemos também que,

t s
// divu(m,s)(/ divu(w,@)d@) dzx ds
0 Joy 0
L )
= - — divu(x,0)df) dzx ds
2 0 deS 0 ( )

2

:%/Qk (/Ot div u(z,0) d9> iz

1 2 2 . 2
B | w (mat)||L2(Qk) +ullVu(z, S)HL?(O,t;L?(Qk)) +v|divu(z, S)HL?(O,t;L?(Qk)) +

Entao,

2

t
::u// 'U,(q,S)’U,nk(q,S)dq dS
L2() 0 Jotk

2

c
2

t
/ divu(z,0) df
0

+ V/O /89k(u(q,s)-nk(q,s))divu(q,s) dq ds

+02/0t/aﬂk(u(q,s)-nk(q,s)) (/0 divu(q,0) d@) dq ds

_|_/Ot/Q u(z,s)F(x,s) dx ds

Quando k — oo, as integrais & esquerda convergem para as correspon-
dentes integrais sobre D gracas ao teorema da convergéncia monodtona. Para os

termos a direita temos,

t
// u(g,s)un,(g,s) dq ds
0 o0y,

:/0 /aﬂ or(@)u(A(q),s) (np(As(q)), Vu(As(q),s)) dq ds

onde usamos a parte 3) do Lema 1.1.3. Tomando em conta as partes 1) e 4) do

Lema 1.1.3 e assumindo que u e Vu tem limites nao tangenciais, vemos que

o(q) =1 qgs., u(Ax(q),s) — u(q,s) q.s.
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(nk(Ai(q)), Vu(Ar(q),s)) = un(g,s) gs.

Também, usando a parte (1) do Lema 1.1.3 segue-se que

| (Ae(q), s) (nr(Ae(q)), Vu(Ar(g), )] < u™(q,s)(Vu)'(q,s).

Da anélise anterior, assumindo que u* e (Vu)* pertencem a L?*(St), pelo teorema

da convergéncia dominada, temos

t t
lim// u(g,s)un(q,s)dg dsz// u(q,s)un(q,s)dq ds.
k—=oo Jo Joq, 0o Jop

Da mesma maneira os outros termos podem ser escrito como,

/t/ (u(q,s) ni(q,s))divu(q,s) dq ds
o Joq,

:/O /89 0r(q) (u(Ar(q),s)  nr(Ax(q),s)) divu(Ak(q),s) dq ds

/ot/agk(u(q’s) (g, s)) (/O divu(q,0) d@) dq ds

=// oula) (u(u()os) - el @) o) ([ v ulaeta).0) a9) g s

com as mesmas consideragoes anteriores, as do Lema 1.1.3 e assumindo que (div « )"

e (fot divu(g,s) d8>* pertencem a L*(Sr), temos

(u(Ar(q),s) nr(Ar(q),s)) divu(Ai(g),s) = (u(g,s) n(g,s)) divu(q,s) ¢s.,

(S

(u(Aul(q), s) - nk<Ak<q>,s>>/S div w (A, (g). 0) df

0

—>(u(q,s)-n(q,s))/ﬂs divu(q,0) dd q.s.

Além disso,

[(u(Ae(q),s) nip(Au(q),s)) divu(Ay(q),s)| < (u)(g,s)(divu) (q,s)
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e

*

(u(0(a).5) - ma(hu(0).9) [ aivu(An(g).0) d@] <(w(as) ([ dvuiaoa) .

Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, temos

lim /t/mkm(q,s)-nk<q,s>>divu<q,s> 1q ds

k—o0 0

=/0 /E)D(U(ms)-n(q,s))divums) dq ds

klg{.lo/ /mk (g,s) nk(q,s)) (/ divu(q,0) d&) dq ds
:/Ot/aD(u(q,s)-n(q,s)) (/OS divu(g,0) d@) dq ds.

Assim tendo estabelecido estas convergéncias a estimativa (5.2), segue facilmente.

]

Corolario 5.0.1. Suponha que u satisfaz as mesmas condigoes da proposicao 5.0.1

com F =0 e u =0 sobre Sy. Entao w =0 em Dr.

5.1 Potenciais de Camada

Seja g € L*(0D x (0,T)), definimos os potenciais de camada simples

e dupla com densidade g por

S(g)(z,t) = /O/E)DG(w—q,t—s)g(q,s)dq ds,

D) = [ [ [P 8N g g as

onde o operador tracdo modificada ¢ dado por

ou
81/,5

=(w—p)(dive)N +p(Vu +(Vu)") N +¢ (/Ot div u ds) - N (5.4)
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Agora vamos tentar entender o comportamento na fronteira de VS (f) e D(f).

Para ¢ =1,... n, seja
%,e p,t) = /
(p.1) - a

t—e
—/ a«%’wF*( —q.,t—s)g;(q,s) dq ds
0 8Dap€

—5)g;(q,s) dq ds

t—e a 3
/ a—%ﬁ(p—qvt—S)gj(qu) dq ds
0 oD 9Pe

t—e a
/ S RiTap — 4.t = 5)g;(a,5) dq ds
oD UPe

e seja Ky .(p,t) =sup A (p,t).

e>0

Sejam

K :/ 8 p—q,t—S)gj(mS)dq ds,
oD OP¢

B t—e GF_
Kl = / 8 (p - q7 S)gj(q,S) dq dS,
0 oD OPe¢

or
K, :/ / —2(p —q,t—5)g;(q,s) dq ds.
8D8p€

Escrevendo por extenso o primeiro termo, temos:

t—e
K = / / (t—s a“+y(p—q,t—s)gj(q,s)dq ds
oD Pe

t—e a
+/ AD[1+h<t—s>J8—m<GM+y*H)(p—q,t—smj(q,s)dq s

Gt ) 1 N
— p—q,t—s (q,s)dq ds
[ e e ) e

O operador acima pode ser escrito como a soma de outros trés, os quais como demon-

straremos mediante aplicagoes dos resultados de Mikhlin [47] e o Lema de Aubin-
Lions [54] sao operadores compactos. Isto é apresentado mediante os seguintes

Lemas :
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Lema 5.1.1. Dada g;(q,s) € L*(0,T; L*(0D)) o operador
¢ 0G 4
Ky = / h(t—S)/ (P — gt —5)g;(q,5) dg ds
0 op  Ypr
¢ um operador compacto em L*(0,T; L*(0D))

Demonstracao.

27 t De— Qe __lp—al®
K+ — _—/ hit — s / g€ I g dq ds
H [ (p +v)]** Jo ¢=3) op (t — )2 (22)

estimando temos

2 ! p —q|  ip-al
K, < —/ h(t — s / B I
H [ (4 )2 Jo ( ) op (t — )2

considerando que

9;(q,s)| dq ds

h(t—s)= O(t—s) sobre [0,T] (5.5)

Assim, tem-se

— _lp-al®
|K1+1 < / / P q| a5 € 4(u+»>(t 9 |gi(q,s)| dq ds
[47( ,u—i—u op (t—s)?

21C /t 1 / 1 lp — q|?1—2
[Ar(u+ )] Jo (t=5)° Jop |Pp — q P79 (t—s)'~F

lp —q| __1p-a®
=)z = {gi(q,s)| dg ds

IN

C /t 1 / 1
2(4m)¥2(n+v)e Jy (t—=s)° Jop Ip — q P09
{ p —qf r/“ P
: )

e~ A —s)
Apto)t—s

9;(q,9)| dg ds
Dado que |z |*/*=¢e~I*l < Const para 0 < |z | < oo (veja [31]), temos ainda

¢ P l9;(q.,5)|
KJF < J b d d
il < 2<47T)3/2(N+V)1+€/0 (t—s)° /aplp—(1|2<1‘€> e

Pelos resultados de Mikhlin o operador integral

gi\q,s
F(s,Q) :/ ’i(—Q(%‘) dq € L*(0,T; L*(0D))
ap [P — q|
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¢ limitado para € > 0. Entao

t
|K1+1 < CE/
0

2

< c;(lﬁajgﬁ;mOUQ(AWF@memJU < x

No que segue analisamos a derivada no tempo do operador, isto é,

Ak, d [ [ G .4,
i %UO h(t—S)/aDg—pe(p—q,t—S)g](q,s)dq ds

F(s,G)
(=) ds

0G .,
= h(())/ a—’”(p —q.,0)g;(q.1) dq
oD ODe

tdh G 1w
+ —(t—s — " (p —q,t—5)gi:(q,s) dq ds
/Odt( )/aD O (p—gq )9;5(q,s) dq

t d 5
+/ h(t—S)/ —{E)G—’”(p—q,t—S) 9;(q.s) dq ds
0 0.

p dt | Ope
onde
h(0) =0, %(t _ )= WV ZV)%‘“Z%—@
por outro lado,
L toc ] __lp—gqP
utv o Pe — Qe 4(,[L+I/)(t—$)
- —aq.t— =
dt Bpe (p —4q, s) dt 167r3/2[(u+u)(t—8)]5/2 €
~_lp—gqP
_ S — @) e Au+v)(t—>s)
327T3/2(M + 1/)5/2(t _ 8)3/2
p —qf

 e—a)lp —al’ At )t —s)
64%/2[(pu + v)(t — )]7/?
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pela equagao (5.5), estimando temos

lp — gl
dKf'_l p_Q| (M+V)(t—8) ' da d
dt th2u+ysm M)t_SW2€ 9i(q.s) dq ds
p—ql lp —qf
pP—49 +v)(t—s
Jr327r3/2,u—|—1/ 5/2/ /BD t—s)1/2 € (N I >gj(‘1a3) dq ds
lp —qf

lp—af TNt —
64773/2 :U/—Fl/ 7/2/ /8D t—s 5/2 € (M V)( S>gj<q75) dq ds

levando na forma para poder estimar:

K S e g L
11 s Apu+v)t—s),
G < o e e T Date e
) ~_lp—gqP
—|—C’// { ; QI} e 4<“+V>(t_s)gj(q,s) dq ds
oD .

p —qf
' 1 |P—QI2 5/2 4 n
+C/0 /(9D|P—q!2{ t—s } e At _S)gj(q,s)dq ds

Pelo mesmo argumento anterior, (veja [31]), temos

+ t ,
‘dKn < c/ 1 / |gg(q,2<2|_) dq ds
o (t—35)¢ Jop|p — q|?*

dt
+Q//|%m Mq%+Q//‘%q’2 ds
oD op |P — q|

novamente pelos resultados de Mikhlin [47] e como é sabido g; € L?(0,T; L*(0D)),

temos
dK
dt
Logo pelo lema de Aubin- Lions [54], temos

€ L*(0,T; L*(0D))

Ki; é compacto em L?(0,T;L*(0D))
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Lema 5.1.2. Dada g;(q,s) € L*(0,T; L*(0D)) o operador

t
0
K, = // [1+h(t—8)]—(9 (Guivx H)(p —q,t—9)g;(q,s) dq ds
0 JobD 'De

¢ um operador compacto em L*(0,T; L*(0D))

Demonstracao. A primeira parte pode ser escrita como

t
0
I = / ET (Guw*x H)(p—q.,t—5s)g;(q,s) dq ds
oD OP¢

= / / (aGW )(p —q.,t—3s)gij(q,s) dq ds
8D 8p£

= /Ot </[)D%(p —q.,t—3s)g(q,s) dQ> * H(p,t) ds

Ope

t
0
= —/( Guw(p—aq,t—s)g(q,s) dq)* —(p.t) ds
0 oD

=[] (rwr S0 —at=sistae) da] o

— [(GM+U* Z—Z) %gj] (p.1)

estimado este termo

0OH
Il < —_—
< (6 G0 o0

e a segunda parte pela equagao (5.5), é da forma

195 (P, )l 2(57)
L%(ST)

t

0

J = /h(t—s)/ Q_(G”+y* H)(p —q.,t—5s)gj(q,s) dq ds
0 oD 9P¢

= [re=s [ (P i) (b qt-siuas) da ds

Opy
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= [0 ([ 26 qi- s aa )« Hip.0)as

D Ope
t OH
= —/ h(t—S)( G (P —q,t—5)g;(q,5) dq) * a—(p,t) ds
0 8D De
t OH
— —/h(t—s) {/ <G#+,,* a—)(p—q,t—s)gj(q,s)dq] ds
0 8D Pe

= - {h(t) (GW * g—g) (p.1) %gj(pjt)}

considerando que h(t) = O (t) em [0, 7], e estimando, outra vez temos:

OH
’J‘ < H(tGquV* a_m) (pat)

ng(p7t)HL2(5’T)
L2(ST)

Lema 5.1.3. Dada g;(q,s) € L*(0,T; L*>(0D)) o operador

Kf, = /H/ \/ge(“i”““—”i [#gi(p - q,t—s)} g;(q,s) dq ds
0 op V T Ope |P—(I|

¢ um operador compacto em L*(0,T; L*(0D))

Demonstracao.
2 [t e 0 1
K& = —/64(t_s)/ —[ } f(p—q.t—s)gi(q,s) dq ds
13 A N |p — q| 91( )QJ( )
2 t (p+v)k 1 8g+
+ — e4(t_s)/ [—1 —q,t—5s)|gi(q,s)dq ds
7T/O o P —q] m(p q )| 9i(q,s) dq
- E/te("ff)“(ts)/ Mg+<p gt —9)g:(q,s) dq ds
T Jo op 1P —qf ! ’ Y

2/t (utv)n 1 dgf
" 4z 64(t—s)/ _1(p —q,t—5)g;(q,s) dq ds
A op [P — a| 9p; !



71

O segundo termo K, pode ser escrito como:

k |2 [tF () 0 1
K = —\/j/ / e 7 — {—S p—q.t—s) gi(q,s)dq ds
VRl o o [l — a4 )Joila:2)
2 [i~¢ (wt1)e 0
+ \/i/ / e 1 79 [0 - L (p—q.,t—5)|gi(q,s) dq ds
= . ap@[ (Ip —algr(p — ¢ )] 9i(q,s) dq
_ _E\/g/t—ee_w‘tl”)”(t—s)/ MSBL(p_qjt—s)g](q?:s‘) dq ds
4V /) op P — a7
(M+u)n 1 aSBL
+ f/ )/ —=(p — q.t—s)gi(q,s) dq ds
op |P — q| 8]912( )j( )
) \/7/ (u-&-u)nt s)/ Pe — Qe gf(p—q,t—s)gj(q,s) dq ds
op |P — q|
/,L«H/)N s
f/ = )/ (!p—ql) (p—q,t—s)gj(q,S)dq ds
oD Ope

Analogamente o terceiro,

_\/g/ot—e/OLe_W(t—s){%senh <@(t—s)>

N R T R

Teorema 5.1.1. Seja f € L*(S7). Entao

1A (g)l 125,y < Cllgll22cs0)

lim i (g)(p.t) = Hig)(p.1)

existe quase sempre sobre St.

Demonstragao. Denotando

K(g pa —pV// a _qat_s>g(Qa8)dq ds.
aD Pe
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Do trabalho de Shen [51]| (para maiores detalhes veja o Teorema 2.2.3, pag. 306),

temos que
1K ()20 < Cll g ll2(sp)-

O outro termo pode ser escrito como

) t—e
K; = [@%ﬂe]/ / If+T7 + o] (p — q,t—5)g;(q,s) dg ds
0 oD

t—e 8 B
+ %j/ a—[FT+F1+F2} (p —q,t—15)g;(q,s) dq ds,
0 oD OP¢

onde #; = (—=A)~10;.

Além disso, pelos resultados de Lions [30, 43|, 0;.%; é um operador lim-
itado em L*(R?), e dos resultados de Coifman & Meier [14] o comutador [9;-%;, O]
¢ limitado de L?(R?) em W?(R3). Assim

Hie(p.t) =K' (g)(p.t)+[0:%;,0) Ki(g)(p,t)+ % [Ki + Ki + Ks] (g)(p.1).

O
De maneira geral temos
1
Dia)pt) = (51 +K+C) gm0 (5.6)
onde
K(g(p.t)) /t N (p— q.t—s)g5(a.5) dg d
, = p.o. —q,t—35)gi(q,s s
o Jop Ov(p) ’

é operador conhecido no capitulo anterior, onde foi tratada a equacao simplificada e
C(g(p.t) = [0:45,0] Ki(g)(p.,t)+ Zij [Ki + Ki + K] (9)(p,1)

¢ um operador compacto em L?(S7).

5.1.1 O Problema de Dirichlet

Uma vez que o potencial de camada dupla D (g)(p,t) é solugao do

sistema (4.16), o problema de Dirichlet é equivalente & seguinte equagao

@umc)g(p,t):f(p,t) . (Pt e s (5.7)
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Enunciamos agora o resultado principal do trabalho.

Teorema 5.1.2. O problema de Dirichlet 5.7 tem uma tinica solu¢io em L?(St).

Demonstrag¢ao. Denotemos A = %[ + K, note que

Izl < ClAz],

N

< A+ Ozl +[ICzl]),
assim pelo Teorema de Banach-Hausdorff
Im(A+C) éfechada,
e se A+ C ¢ algebricamente inversivel, sabemos que (A + C)~! € B(L*(Sr)). O

Lema 5.1.4. Seja D um dominio Lipschitz em R3, com fronteira conexa. Entao

para todo f € L*(Sr)

|G- o =edrew) o]+

onde C' depende somente sobre a constante de Lipschitz para D.

S(f)dmdt‘}

St

Teorema 5.1.3. 11 + K : L*(Sy) — L*(Sr) € invertivel.

Demonstragdo. Se || f;||r2(sy) < B < oo entdo podemos dizer f; — f fracamente em

L?*(St) e para qualquer h € L*(Sy)

j—00

1
/ ghdx dt = lim <§I+K*) fih dz dt,
ST ST

1
= lim [ f; (—I+K> h dz dt,
St

Jj—00 2

- / f (11+K) h dz dt.
Sr 2

Assim (%I—l—K*) f=g9.

Por outro lado se || f;||12(s,) — 00, entao depois de dividir por estas

normas reduzimos para

(%[+ K*) fj — 0, em LQ(aD)a (5‘8)
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1 fille2se) =1, (5.9)

e pode ser discutido como acima. f; — f fracamente em L?(St), daf (%] + K*) f=

0 entao f =0 e assim f; — 0 fracamente em L*(Sr).

Isto ultimo implica que / S(f;) dxdt — 0. Pelo Lema 5.1.4 temos
St

o) fc{| o) -

por (5.8) e a sentencia anterior. Assim
1 *
+ 5[ -K") f;

contradizendo (5.9). Isto monstra que 37 + K tem imagem fechada. O

Y(f)dmdt'} -0 , j— o0,
St

— 0,

170= | (57 5°) 15

Logo para concluir a demonstragao do Teorema 5.1.2 é preciso demon-
strar: por Teorema de Banach - Hausdorff [Teorema 1.2.3| que %I + K ¢ algebrica-

mente inversivel.

De fato: se w = Do e

1

. . + . ..
Defina u o potencial de camada dimples de o, observe que % = 0 e via unicidade

que%‘—y_:Oelogo
dut  Ou~
g =

=0.

ov ov

Concluimos a demonstragao apresentando uma modificacao do argu-

mento aplicado por Liu[44| no caso do problema de Hemholtz.

Observe que as relagoes de salto sao validas via os célculos da segao 5.1

e os resultados da secao 3.1.1:
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com

0G
op O (D)

K =po. [ (p— a,t—5)f(a,5) dgds.

De fato, o método é simplesmente uma aplicacao da alternativa de
Fredholm ou modificando f de tal modo que ele fica em Im (%I + K+ C’). Assim,

buscamos uma solucao do problema de Dirichlet interior na forma
u="D)-) o,
j=1

com a; a ser escolhido e u; = S p;, {9}, sendo uma base de ker (%I + K + C),

de dimensao finita n.

Utilizando as relacoes de salto observamos que u; satisfaz

8&; L I+K+C 0
th n 2 vi=
e
aaj_ L I+K+C
67/15 N 2 Spj ’
e conseqiientemente 6;3: = —j, ou u; resolve o problema de tragao exterior. Entao,

trao(u; ) = trago(u, ) = u,

e u ¢ uma solucao do problema interior de Dirichlet se

1 n
j=1
Seja { R1;}7_; uma base ortonormal de ker (%] + K+ 5)
1 ~  ~ 1
# ker (§]+K+C’) = # ker (§I+K+C’) =n
Observe que {u;}}_, sdo linearmente independentes. De fato, suponha

que u® = chu?E =0e¢ defina u = S (Z cjgpj> entdo w satisfaz (4.16) no

=1 j=1

exterior com u~ = 0. Mas o Teorema de unicidade 5.0.1 aplicado a uw implica
n

2 = 0 no exterior e por conseqiiéncia 22— =0 e E cip; = 0 contrario a hipotese

- vt VR .

Jj=1



76

Existe um isomorfismo entre {¢;}7_; e {u ;}}_, como bases de espagos

de dimensao finita iguais

Segue-se de (5.10) que!

fi=Wi, f) = <(%]+K+5> ¢i7R<P) - Zaj(%,uj)’
= _Zaj(w’wu]>a

= = (i, Ty,

Jj=1

n

= —E @;0ik T,
j=1
n

= =) Ty
j=1

f=0)==(Ta), a=(w) (5.11)

ea=—(T"YH)" f resolve o problema.

Note que %I + K é unitariamente equivalente a %I + K, e conseqiien-

temente aplicando Teorema 5.1.3 é um isomorfismo de L?*(S7). Entao

(f +zn:04juj> € L*(Dr),

=1

(1 (3rom) e)e = (3rom) (542 0m),

1 -1 1 -1 n

segue-se do Teorema 5.0.1 que

(52) eron. (o) e 2o

vy

(%1+K+0)¢

Entao,

(-,-) é o produto interno em L?(St)
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Conseqiientemente, as condigoes do Teorema de unicidade sao satis-

feitas e concluimos que a solu¢ao do problema interior de Dirichlet
n
u = D(@ZJ) — ZO&jﬂj,
j=1

u; = S, pj ¢ uma base de ker (37 + K + C) e a; dada por (5.11) ¢ tnica.
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6 PROBLEMA DE DIRICHLET
NAO-HOMEGENEO EM ESPACOS DE
BESOV PARABOLICOS

Nesta se¢ao tratamos o problema com fonte e dados de fronteira nao
homogéneos (Dirichlet) e dados iniciais zero. E conveniente formular este prob-
lema em espagos funcionais mais gerais, a saber os chamados espagos de Besov que
parabolicos. Recentemente estes espagos foram, objeto de estudos elaborados por

Mitrea e sua aluna Tunde Jakab (Veja [34, 35]).

6.1 Espacos de Besov

Seja p € C*(R™) com

suppp C{E€ R« [§] <2}, ¢(§) =1 se [{] <1

Sejam j € N e

Yo = ¢, 80j290<§>—90<2f1), £e R™

supp p; C {£& € R™ : 2071 < ¢ < 271}

Entao, temos

D er(§) =1 sc £€R"
k=0
Em outras palavras, (¢r)ren € uma partigao da unidade.

Seja f € S’. Entao

~

or(D) f(z) = <gokf>v(:v), ke N, z€ R"

¢ uma fungao inteira, logo temos

F=> e(D)f €8,
k=0
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decompomos f em fungdes analiticas (inteiras). A seguir introduzimos espagos ob-

servando o comportamento destas fungoes com respeito az € R" ek € N.

Definicao 6.1.1. Seja0 <p < o0, 0<g< o0 ea € R. Entao, define-se o espaco

de Besov
1/q
BrU(R™ =S feS(R™) : || flprorn = (Z?’“‘qnwk Vi Rn> <

com a modifica¢ao usual se ¢ = o0, 1i.e.

ByX(R™) = {f € S'(R") + |[fllgze(rny = sup[2*[lgn(D) fllL,(rm] < 00}

Observagao 8. Sejal <p< oo, kg€ N eky € N com kg # ky. Sejal < q < oo,
0<f<le
Entao
ko, k1, s
(W oW lp) By

Para maiores detalhes veja Triebel [56, 57].

6.1.1 Tracos

Dado um dominio Lipschitz 2 € R™ e 0 < p, ¢ < oo, define-se os

espagos de Besov em (2,
BP(Q)={ue S(Q) : Jve BIR") comuv|g=u}.
Define-se B27(0€2) como o espago de fungoes localmente integraveis

f: R — BPy(R"1
= fa, ()
onde

f € BR(09Q) <= f(())VI+[Ve()? € B (R™).

Estas defini¢coes se estendem para o caso de dominios Lipschitz limitados em R"™

via um argumento padrao de particao da unicidade.
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Sejax = (z',7,) € R"com '’ € R" tex, € R,n>2. A aplicagio
trago: f(x) — f(z',0)
faz sentido se f pertence a BP4(R™). Isto é o que nos diz o teorema:

Teorema 6.1.1. Sejam 0 <p <o00,0<qg< 00, €5 — % > (n—1) (% — 1). Entao

o trago é um operador linear limitado de BE(R™) em B>, (R"1).
P

Mas precisamente,

trago (BLY(R™)) = BY, (R™).

P

6.1.2 Espacgos de Besov Parabdlicos

No que segue denotamos (veja [34, 35|)
2 1/2 n
(& Dlar = (&1 + [6)* para o € R", te R

Definicao 6.1.2. Definimos o sistema ® de funcoes de varidvel compleza {cpj}?io

com as sequintes propriedades:

1. p; € CX(R" x R);
2. Para k > 1 apropriado,

supp oo =C {(z,t) € R" x R : |[(z,t)|lpar < 2k},
J

supp ¢; =C {(z,t) € R"x R k

<l(z . )llper <277k}, j € N;
3. Existem constantes positivas ¢y e ¢i tais que

ngj(m?t)

cp < <c, (m,t)GR”XR

4. Para todo multi-indice, v € N e todo k € N, existe uma constante

positiva C., i, tal que

C
k vk
03 0Fes(2 0| < Siia
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Baseados neste sistema ®, podemos dar uma defini¢ao do tipo Littlewood-

Paley de espagos de Besov parabolicos.

Definicao 6.1.3. Para 0 <p, ¢ < oo, « € R e {p;} € ®, define-se os espagos de

Besov parabolicos

ng)ar(Rn X R) = {f € S/(Rn X R) : HfHBg’ﬂ%ar(R”XR) < OO}

q 1/q
LP(R”XR)>

Bioar(R"x R) ={f € S'(R" x R) ¢ [|fllpzg, (rnxr) < 00}

onde

)

st camcn (z gl

com a modifica¢do usual se ¢ = o0, i.€.

onde

AN\ V
<90jf> :
LP(R"xR)

Observacao 9. Para 0 < p,q < oo, a € R o0s espagos BP4

| fll 5o, (RnxR) = SUD [2ka
JEN

(R™ x R) sdo

a,par

completos, para p,q > 1 eles sao espacos de Banach, e as inclusoes

S(R"x R)— B2 (R"x R) = S(R"x R),

a,par

sao densas para 0 < p,q < 00.
Além disso, para 0 < p < oo e a,ap, a1 € R

BP® (R"x R)— B2 (R"x R) , para 0<qy < q < o0,

a,par a,par

B (R" < R)— By (R"X R) , para ay>ai, e todo 0<gq,r<oo.

ag,par

A seguinte proposicao é um resultado importante neste contexto, cuja

demonstragao pode ser vista em [1, Proposi¢ao 2.1.19].

Proposicao 6.1.1. Para 1 < p < oo a escala diagonal de Besov tem a propriedade

de Fubini:

B, (R x R) = L' (R™ BY,(R) ) (|27 (R BR"(R™)).
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Teorema 6.1.2. Sejam f € Ny e f € BP9 (R™ x R), onde 0 < p,q < o0,

a,par

a € R. Entao

of eB, (R"xR) e d°fecB?, (R"xR).

a—2,par a—LB,par

6.1.3 Espagos sobre Cilindros Lipschitz

Definicao 6.1.4. Considere um conjunto aberto O C R™ x R. Entdo para 0 <

p,q <00, a« € R, definimos

B2 (O):= B (R"x R)|o

a,par a,par

com

I f Iz, o) :=inf {[|Fllgps, roxr) : F€B . (R"XR), Flo=f}.

Definicao 6.1.5. Para indices 1 < p,q < oo, a > 0 e Q) um dominio Lipschitz em

R™ 0<T < o0, definimos 0s sequintes espagos

o BP1 (Qx(o,T))z{FbX(O,T) : FeBP (R"x R), suppF C R" x [0,00)}

a,par s,par

'B24(Q%(0,T)) = {F |ax@omr : Fe€ B, (R*"xR), suppF C R" x (—o00,T]}.

a,par s,par

6.2 Inversao de potenciais na fronteira

Nesta parte recordamos a inversao de operadores potenciais do calor na
fronteira sobre espacos de Besov parabdlicos definidos sobre cilindros de Lipschitz

(limitados e ilimitados) [10, 32, 34, 45|.

Para um ponto da fronteira (z,t) € 922 x R, onde 2 é um dominio de

Lipschitz em R", introduzimos

Kf(z,t) ::p.v./ 0,,G(x —y,t—s)f(y,s) dy ds

INxX R
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K':=R o K* o R,
onde K* é o adjunto formal de K e R é o operador reflexao no tempo
Rf(z,t)= f(x,—t) para qualquer (z,t) € R"™ x R.

Para cada tempo, temos
Krf = K |oaxor) -

Para qualquer solucao da equagao do calor em 2 x R

u =D (u|soxr ) — S (0, u).

Em particular, se u := S f para alguma densidade f, entdo, tomando

os tracos na fronteira de ambos lados da equagao temos

1 1

6.2.1 Operador Traco na Fronteira

O operador de traco na fronteira é tomado no sentido de limite nao-

tangencial, i.e. para quase todo (z,t) € 92 x R,
trago u (x,t) = u |gaxr (z,t):= lim u(y,s) , (y,s)el(z,t)
(y,5)—=(z,t)

onde I'(z,t) é um cone nao-tangencial em um ponto da fronteira (2 ,t).

Teorema 6.2.1. Seja Q2 um dominio Lipschitz em R™ e 1 < p < o0, % <a< 1—1—%.

Entao o operador trago estende-se para

trago = BE . (2x R) — BZ%MT(@Q X R)

como um operador limitado.

Teorema 6.2.2. Seja 2 um dominio Lipschitz em R"™, 0 < T <00, el <p < 00,
0<a<2 Dada f € (B (Q % (0,7)), existe w € ¢B?_,.(Q2x(0,T)) tal

a—2,par a,par

que

@, +Mw =f € Qx(0,7T)
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Il o582 ur@x0y <l F I 082, ., @x01)

a—2,par

Teorema 6.2.3. Seja 2 um dominio Lipschitz em R"™, 0 < T <00, e 1 <p < 00,
0<a<?2 Dada f € "B (Q x (0,7)), existe w € °BE__(Q x (0,T)) tal

a—2,par &, par
que
@ +A)w=f € Qx(0,T)
€
fw | opz,..coxomy) < cll fll 0BY_, . (2x(0T))"

6.3 Problema Compressivel em Espacos de Besov

Nesta secao tratamos os potenciais de camada em espacos parabodli-
cos definidos sobre cilindros Lipschitz. Estes espagos tem um papel crucial para a
solugao de problemas de valor de fronteira. Trabalhos recentes de Mitrea mostram a
importancia destas técnicas para construir solugoes da equacao do calor em espacgos

de Besov.

Considere o problema

O—Lu = f. (z.0)eDx(0.T)
tracou = g sobre 9D (6.1)
u(z,0) = 0, zeD

onde D é um dominio Lipschitz em R3, e
t
Lu = pAu +vVdivu —1—02/ (Vdivu)(z,0) do
0

Lema 6.3.1. Considere um dominio Lipschitz Q C R3, 0 < T < oo e um indice

a € R\ {0,2}. Entao os operadores compressiveis

(0= L)+ 0By ( % (0,T)) —0 By (2 % (0,T))
(at - L) : OBCQz,par(Q X (07T)) —>0 B272,p(zr(Q X (07 T))

sao limitados.
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Demonstragdo. Seja f € (B> (2% (0,7)). Entao hd um F € B2 (R3 x

a—2,par a—2,par

R) com supp F € R3 x [0,00), tal que

F |ox(cor = -

Agora, pelo Teorema 6.1.2, temos que

0.F, LF € B? (R®x R);

a—2,par

observando que a diferenciagao nao muda a condicao de suporte de F', e

(8 — L) F] |ax(—om) = (0r = L)(F |ax(—co)) = (0 — L) f .

Concluimos que
(0, —L) f € (B2 (Q x (0,7)).

a—2,par

Analogamente pode ser provada a segunda parte do teorema. O

Teorema 6.3.1. Seja Q um dominio Lipschitz em R3, 0 <T < o0, e 1 < p < 00,
0<a<2 Dada f € (B (Q x (0,7)), existe w € ¢B? ..(2x(0,T)) tal

a—2,par a,par
que
@, —Lw = f em Qx(0,7), (6.2)
w = 0, sobre 0D, (6.3)
w(z,0) = 0, (6.4)

| w | 0BE par(QX(0.T)) < cl[ £ ome (Qx(0,T))

a—2,par

Demonstracao. Seja f € (B~ (Q2x(0,7)), por definigdo, f = F ‘QX(O’T), onde

a—2,par

F ¢ (B! (R?*x R) com supp F C R? x [0,00)

a—2,par

Considere ¢, 1) € C(R? x R) tais que ¢ = ¢ = 1 numa vizinhanca de Q x [0, T,
e defina

w = (@HPGT¢F) ’QX(O,T) € 0B§,par<Q X (OaT))
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onde IL,, ¢ o potencial Newtoniano

o f = [ Glo—yit=9)f(y.s) dy ds
R3x R
onde G é a solucao fundamental do problema compressivel.

Além disso,

(2(0 = L)yaptp F ) |01
= (¥ F)|axom)

(F) |oxom
= f

isto é possivel uma vez que (0; — L)L, é o operador identidade.

Dado que ¢ll,,,% F ¢ uma extensao de w, obtemos que

Hw“ OBg,par(QX(OyT)) S HSOHPQT’IZJFH Bgypa»,»(R"XR < C”F H BZ ZPET(R"XR)'
Tomando o infimo sobre todas as F' tais que F ‘QX((LT) = f com supp F C

R? x [0, 00), temos

1wl 082, @x0r) < CIFI o5 (Qx(0,7))>

a—2,par

o que conclui a prova do teorema. O

Seja v = u — w, do sistemas (6.1) e (6.2), considerando o caso p = 2,

temos que

O—L)v = 0, (z,t)eDx(0,T)
Trav = g —w € L? sobre 0D (6.5)
u(z,00) = 0, €D
Assim, pelo Coroléario 5.0.1 do Teorema 5.0.1, temos que o sistema 6.5 tem uma

tinica solugao v € L? (0, T; L*(D))
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