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RESUMO

Um problema auxiliar crucial à análise do problema de Stokes Com-

pressível é estudado via a técnica de potenciais de camada dupla em regiões Lip-

schitz através de um método primeiro utilizado por Verchota e subseqüentemente

estendido ao caso parabólico por Brown e Shen. Desse modo, mediante a utilização

e cálculo da condição de salto na fronteira é possível estabelecer a existência e uni-

cidade da solução em apropriados espaços funcionais via o estudo de potenciais de

camada.

Palavras-chave: Equações de Navier Stokes, Fluidos Compressíveis, Po-

tenciais de Camada.
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ABSTRACT

An auxiliary problem crucial to the analysis of the compressible Stokes

problem is studied by means of the technique of double layer in Lipschitz regions

through a method first used by Verchota and subsequently extended to the parabolic

case by Brown and Shen. In this way through the use and calculation of the bound-

ary jump condition it is possible to establish the existence and unicity of the solution

in appropriate function spaces via the study of boundary layer potentials.

Keywords:: Navier Stokes Equation, Compressible Fluids, Layer Poten-

tial.
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INTRODUÇÃO

A teoria de operadores integrais singulares de Calderón e Zygmund teve

um imenso impacto na teoria geral de equações diferenciais e em extensões à teoria

de análise micro-local e aplicações topológicas, entre as quais a teoria de índice de

sistemas elípticos (veja [1, 49] e [53]).

Num certo sentido, isto é a teoria de alta regularidade. As aplicações às

situações geométricas menos regulares demoraram a ser desenvolvidas e têm origem

novamente num resultado de Calderón num trabalho seminal [8] sobre a limitação

da integral de Cauchy sobre curvas em R 2 com norma de Lipschitz pequena. Quase

imediatamente este resultado foi aproveitado por Fabes, Jodeit e Riviére [25] para

estabelecer para C1−domínios com dados em Lp, 1 < p < ∞, a existência de

soluções únicas dos problemas de Dirichlet e Neumann via técnicas de potencial de

camada.

Em 1981 Coifman, McIntosh e Meyer [13] num trabalho fundamental

mostraram que a restrição sobre a norma de Lipschitz poderia ser removida no

caso da integral de Cauchy, abrindo caminho para a análise da invertibilidade das

equações integrais definidas via potenciais de camada para a equação de Laplace

em regiões Lipschitz em R n sobre condições de Dirichlet e Neumann (veja [17, 60]).

Considerando a integral singular

g(x) = p.v.

∫ +∞

−∞

1 + iϕ′(y)

x− y + i (ϕ(x)− ϕ(y))
f(y) dy

onde ϕ é uma função Lipschitz, tem-se a estimativa

‖g‖L2(R ) ≤ C (1 +M)9 ‖f‖L2(R )

onde C é uma constante absoluta e M é a constante de Lipschitz associada com ϕ.

Outros sistemas elípticos clássicos tem sido tratados por este método

(veja [18, 19]) e, para uma abordagem geral de operadores de segunda ordem, o

trabalho de Costabel [16]. O trabalho de Itô [33] traz à luz questões importantes
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sobre problemas não homogêneos e domínio dos operadores de Laplace em regiões

de Lipschitz (generalizado em [7] ao problema incompressível de Stokes).

Logo após, resultados foram obtidos para os problemas iniciais de Dirich-

let e Neumann para a equação de calor em cilindros de Lipszchitz (veja [3, 4] e [24]) e

para problemas de fronteira [6]. A importância das equações de Navier-Stokes com-

pressíveis e incompressíveis levou ao estudo dos problemas de Stokes compressível

e incompressível em regiões irregulares em vários trabalhos, entre os quais citamos

[7, 11] e [42] (incompressível) e em domínios poligonais os trabalhos [39, 40, 41] para

o problema de Stokes compressível.

Na generalização de Brown e Shen [5], é estudado o operador de Stokes

A : D (A)→ L2
σ dado por∫

Ω

Au · φ = Q(u, φ) para todo φ ∈ C ∞0,σ(Ω)

onde

C ∞0,σ(Ω) = {φ ∈ C ∞0 (Ω) : div φ = 0}

Ω ⊂ R 3 é um domínio Lipschitz limitado, L2
σ(Ω) é o fecho de C ∞0,σ(Ω) em L2(Ω) e

Q(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dxxx

O resultado principal mostra que o domínio deA esta contido emW 1,p
0 (Ω)∩W 3/2,2(Ω),

para algum p > 3. Este resultado pode ser usado para provar a regularidade de

soluções fortes das equações de Navier-Stokes em domínios não suaves.

No trabalho de Kweon e Kellogg [40] é estudada uma forma muito

simples do problema de Stokes compressível sobre um domínio poligonal (convexo

ou não convexo). Considera-se o sistema

−µ∆uuu +∇p = fff em D,

div uuu +UUU · ∇p = ggg em D,

uuu = 0 sobre ∂D,

p = 0 sobre ∂Din
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onde D é um domínio aberto e limitado no plano com fronteira poligonal, UUU = [1, 0]

e o influxo na fronteira ∂Din é dado por

∂Din = {xxx ∈ ∂D : UUU · nnn < 0}

onde nnn = [n1, n2] denota o vetor normal unitário exterior a ∂D. Neste trabalho é

provada a decomposição da velocidade em partes singular e regular

uuu = uuu r + uuu s, com uuu s ∈
(
H2(D)

)2 ×H1(D)

Já Shen [51] estudou o problema de valor de fronteira em cilindros

Lipschitz para o sistema parabólico

∂ uuu

∂t
= µ∆uuu + (λ+ µ)∇ div uuu ,

onde µ > 0, λ > −2µ/n são constantes. A este sistema está associado a matriz

solução fundamental ΓΓΓ (xxx , t) = {Γjk(xxx , t)}n×n onde

Γjk(xxx , t) = δjkΩ(xxx , µt) +

∫ (λ+2µ)t

µt

∂2Ω

∂xj∂xk
(xxx , s) ds

e Ω(xxx , t) denota a solução fundamental da equação do calor. Usando as fórmulas de

Rellich e o argumento de Brown [3] desenvolvido para a equação do calor, é mostrado

que, para a solução uuu do sistema parabólico, a norma L2 da derivada conormal é

essencialmente comparável com a soma da norma L2 das derivadas tangencial e a

norma L2 de semi-ordem no tempo:∥∥∥∥∂ uuu∂ν
∥∥∥∥
L2(ST )

+ ‖uuu ‖L2(ST ) ∼ ‖∇tanuuu ‖L2(ST ) +
∥∥∥D1/2

t uuu
∥∥∥
L2(ST )

+ ‖uuu ‖L2(ST )

Nossa atenção foi atraída a este problema pelos últimos trabalhos cita-

dos e pelo trabalho de Mucha e Zajaczkwski [48] que trabalha em domínios regulares

estabelecendo diversas estimativas a priori sobre as soluções. Considerando o sis-

tema linear

uuu t − µ∆uuu − ν∇ div uuu + a∇η = fff em DT ,

ηt + b div uuu = 0 em DT ,

uuu = 0 sobre ST ,

uuu |t=0 = 0, η |t=0 = 0 sobre D,
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a seguinte estimativa é obtida:

‖uuu ‖W 2,1
r (DT ) + ‖η‖W 1,0

r (DT ) + ‖ηt‖W 1,0
r (DT )

≤ A
(
‖fff ‖Lr(DT ) + ‖fff ‖L2(DT ) + ‖ggg ‖W 1,0

r (DT )

+ ‖ggg ‖W 1,0
2 (DT ) + ‖uuu ‖L2(DT ) + ‖η‖L2(DT )

)
,

onde r ≥ 2 e A é independente de T .

De fato, sentimos uma certa insatisfação com a seqüência complicada

de passos analíticos utilizados naquele trabalho e o desejo de ter uma abordagem

mas direta como estabelecido por Brown e Shen [5] para o problema de Stokes

incompressível. Isto exige a construção de um parametrise ou solução fundamental,

o qual é uma perturbação (regular) limitada do núcleo introduzido por Brown e

Shen. Trabalhando com o sistema de Navier Stokes linearizado (ver Capítulo 4)

uuu t − µ∆uuu − ν∇ div uuu +
c2

ρ
∇η = fff , em DT ,

ηt + ρ div uuu = g , em DT ,

uuu = 0 , sobre ST ,

uuu
∣∣
t=0
, η

∣∣
t=0

= 0 , sobre D,

através de uma longa serie de cálculos e construções, obtemos a matriz solução

fundamental

G ij(xxx , t) = Γij(xxx , t)− R ij

(
Γ+

1 + Γ−1 + Γ2

)
(xxx , t).

Observamos que o núcleo encontrado é uma perturbação daquele encontrado por

Shen e R ij = (−∆)−1∂ij é um operador diferencial de ordem zero.

Nos capítulos 1 e 2 apresentamos alguns conceitos preliminares, como

a teoria de potenciais parabólicos, operadores integrais e a teoria de semigrupos.

Também apresentamos a solução da equação do calor, definida como potencial de

camada dupla no caso do problema de Dirichlet.

O capítulo 3 é a base fundamental para o desenvolvimento do trabalho

de tese aqui apresentado. Neste capítulo, considerando a equação de tração intro-
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duzida por Z. Shen e R. Brown [3, 4, 5, 6, 7],

∂ uuu

∂t
= µ∆uuu + (λ+ µ)∇ ( div uuu ) + fff ,

definimos o potencial de camada dupla utilizando o operador tração

vvv (xxx , t) = H (fff )(xxx , t) =

∫ t

0

∫
∂D

{
∂Γ

∂ ννν qqq

(xxx − qqq , t− s)
}Tr

fff (qqq , s) dqqq ds.

Nos Capítulos 4 e 5 definimos e analisamos propriedades dos potenci-

ais de camada, incluindo suas propriedades de salto, usamos resultados padrão de

compacidade e um resultado de Coifman e Meier [14]. Para o potencial de camada

dupla

D (ggg )(xxx , t) =

∫ t

0

∫
∂D

[
∂G (xxx − qqq , t− s)

∂νt(qqq )

]Tr
ggg (qqq , s) dqqq ds,

considerando o problema de Dirichlet interior

∂ uuu

∂t
− µ∆uuu − ν∇ div uuu − c2

∫ t

0

(∇ div uuu )(xxx , θ) dθ = FFF , (xxx , t) ∈ DT ,

uuu = ggg sobre ∂D,

uuu (xxx , 0) = 0, xxx ∈ D,
(1)

onde D é um domínio Lipschitz em R 3, DT = D × (0, T ). Assim temos

D (ggg )(ppp , t) =

(
1

2
I +K + C

)
ggg (ppp , t) , (ppp , t) ∈ ST , (2)

onde ST = ∂D × (0, T ), K(ggg (ppp , t)) é um operador limitado trabalhado por Brown

e Shen e C(ggg (ppp , t)) é um operador compacto em L2(ST ).

Finalmente, modificando um método de Liu [44] aplicado à equação

de Helmholtz (também uma perturbação regular de um problema básico inversível)

estabelecemos a existência de uma única solução em L2(ST ) do problema de Dirichlet

interior.

No capítulo 6, ultimo desta tese, motivados pela tese de doutorado

de Tunde Jakab, orientada por Marius Mitrea [34, University of Missouri-Columbia

2006] apresentamos uma breve descrição do problema tratado em espaços parabólicos
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de Besov com a teoria de potenciais de camada parabólicos,

(∂t − L) uuu = fff , (xxx , t) ∈ D × (0, T ),

traço uuu = ggg sobre ∂D,

uuu (xxx , 0) = 0, xxx ∈ D,

(3)

onde D é um domínio Lipschitz em R 3, e

Luuu = µ∆uuu + ν∇ div uuu + c2

∫ t

0

(∇ div uuu )(xxx , θ) dθ.

Mostramos que os operadores

(∂t − L) : 0B
2
α,par(Ω× (0, T )) −→0 B

2
α−2,par(Ω× (0, T ))

(∂t − L) : 0B2
α,par(Ω× (0, T )) −→0 B2

α−2,par(Ω× (0, T ))

são limitados e no Teorema 6.3.1, dada fff ∈ 0B
p
α−2,par(Ω× (0, T )), mostramos que

existe www ∈ 0B
p
α,par(Ω× (0, T )) tal que

(∂t − L)www = fff ∈ Ω× (0, T ),

www = 0 , t = sobre ∂D,

www = 0 , t = 0,

e

‖www ‖
0B

p
α,par(Ω×(0,T )) ≤ c‖fff ‖

0B
p
α−2,par(Ω×(0,T )).

Observamos que, usando este resultado, poderíamos reduzir o problema não ho-

mogêneo ao problema de fronteira de Dirichlet considerado no capítulo 5.
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1 PRELIMINARES E PROBLEMAS
AUXILIARES

1.1 Definições Básicas

Definição 1.1.1. Um subconjunto aberto D ⊂ R n é chamado um domínio de

Lipschitz se para cada qqq ∈ ∂D existe cilindro aberto truncado Z(qqq , r) centrado

em qqq , com raio r, cuja base está a uma distancia positiva de ∂D tal que existe um

sistema coordenado retangular de R n, com eixo yn, contendo o eixo de Z e uma

função de Lipschitz φ : R n−1 → R , tal que

Z ∩D = Z ∩ {(xxx ′, xn) : xn > φ(xxx ′)

e qqq = (0, φ(0)).

Para cada qqq ∈ ∂D, associamos um cone1 Γ(qqq ), chamamos a família

{Γ(qqq ) : qqq ∈ ∂D} regular se existe uma cobertura finita, por cilindros, de ∂D tal

que para cada (Z(ppp , r), φ) existem três cones γ1, γ2, γ3 com vértices na origem e

eixos ao longo dos eixos de Z tais que γ1 ⊂ γ2 \{0} ⊂ γ3 , e para todo (xxx ′, φ(xxx ′)) =

qqq ∈ (4/5)Z ∩ ∂D,

γ1 + qqq ⊂ Γ(qqq ) ⊂ Γ(qqq ) \ {qqq } ⊂ γ2 + qqq

γ3 + qqq ⊂ Z ∩D

e {(1/5)Z} ainda cobre a fronteira de D.

Definição 1.1.2. Dada uma família regular de cones {Γ} e uma função uuu definida

sobre D, define-se a Função Maximal não Tangencial Parabólica

uuu ∗(ppp , t) = sup
xxx∈Γ(ppp )

|uuu (xxx , t)|

1Por um cone entende-se um cone circular, aberto, truncado [51].
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Definição 1.1.3. Dizemos que uuu (xxx , t) converge no sentido não tangencial,

quase sempre, para fff (ppp , t) se para qualquer família regular de cones {Γ}, temos

lim

xxx → ppp
xxx ∈ Γ(ppp )

uuu (xxx , t) = fff (ppp , t) , q.s sobre ST

Entende-se que uuu , tem valor inicial 0 e escrevemos uuu
∣∣
t=0

= 0, se uuu (xxx , t) → 0

uniformemente sobre qualquer subconjunto compacto de D quando t→ 0+.

Para uma função uuu definida em R n\∂D ou (R n\∂D)× (0, T ), usamos

uuu + ou uuu − para denotar os limites não tangenciais de uuu tomados no interior de D

e exterior D respectivamente. Definimos D+ = D e D− = R n\D.

O seguinte Lema que apresentamos será utilizado em algumas estima-

tivas no capítulo 3, a demonstração pode ser encontrada no livro de Friedman [31].

Lema 1.1.1. Seja D um domínio limitado de R n e 0 < α < n, 0 < β < n, então

para qualquer xxx ∈ D, zzz ∈ D, xxx 6= zzz , DT = D × (0, T ), ST = ∂D × (0, T ) para

T ∈ (0,∞). Usamos xxx , yyy pontos em D ⊂ R n e ppp , qqq denotam pontos na fronteira

∂D. ∫
D

dyyy

|xxx − yyy |α|yyy − zzz |β
≤

 Const.|xxx − zzz |n−α−β se α + β > n,

Const. se α + β < n,

Definição 1.1.4. Seja f ∈ C ∞(−∞, T ) tal que f(t) = 0 para t < 0. Definimos as

integrais e derivadas fracionárias:

Iσ(f) =
1

Γ(σ)

∫ t

0

f(s)

(t− s)1−σ ds para 0 < σ ≤ 1

e

Dσ
t (f)(t) = DtI1−σ(f)(t) para 0 < σ < 1,

onde Γ denota a função Gamma.

Definição 1.1.5. Para uuu definido numa vizinhança de ∂D, define-se o gradiente

tangencial de uuu sobre ∂D por

∇tanuuu = ∇uuu − 〈∇uuu , NNN 〉 NNN .
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onde NNN o vetor normal unitário exterior a ∂D.

Seja L2
1(∂D) o fecho do espaço{

vvv : vvv = uuu
∣∣
∂D
, uuu ∈ C ∞0 (R n)

}
com respeito à norma

‖vvv ‖L2
1(∂D) =

(∫
∂D

(
|∇tan vvv |2 + |vvv |2

)
dppp

)1/2

Definição 1.1.6. O espaço Lp(0, T ;X) consiste de todas as funções uuu : [0, T ]→ X

com

‖uuu ‖Lp(0,T ;X) :=



(∫ T

0

‖uuu ‖pX dt

)1/p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
0≤t≤T

‖uuu (t)‖X , p =∞

Para maiores detalhes sobre as definições anteriormente apresentadas

veja [20, 33, 38, 52, 54].

1.1.1 Potenciais Parabólicos

Discutimos aqui algumas propriedades dos potenciais parabólicos; faze-

mos isto mediante alguns teoremas que apresentamos a seguir. Referenciamos o

trabalho de Brown [3] para maiores detalhes no caso de potenciais do calor.

Seja A ∈ C ∞(R 3 × (0,∞)) satisfazendo a estimativa∣∣∣∣∂|β|+β0 A∂ xxx β∂tβ0
(xxx , t)

∣∣∣∣ ≤ C0

(|xxx |2 + t)(3+|β|+2β0)/2
(1.1)

para xxx ∈ R 3, t > 0, β0 = 0, 1, 2 e |β| ≤ 2 onde β é um multi-índice.

Seja Â (xxx , τ) a transformada de Fourier modificada na variável t de

A (xxx , t), i.e.,

Â (xxx , τ) =

∫ ∞
0

e−itτ A (xxx , t) dt

O seguinte lema é uma conseqüência imediata da estimativa (1.1).
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Lema 1.1.2. ∣∣∣∣∣∂|β| Â∂ xxx β
(xxx , τ)

∣∣∣∣∣ ≤ C min

(
1

|xxx |1+|β| ,
1

|τ ||xxx |3+|β|

)
,

para |β| ≤ 2 onde C depende somente de C0.

Seja S+ = ∂D × (0,∞). Para fff ∈ L2(S+), defina

uuu (xxx , t) =

∫ t

0

∫
∂D

A (xxx − qqq , t− s)fff (qqq , s) dqqq ds. (1.2)

Teorema 1.1.1. Seja A ∈ C ∞(R 3× (0,∞)) satisfazendo (1.1) e uuu (xxx , t) definida

como acima. Suponhamos∥∥∥∥∥p.v.
∫
∂D

∂ Â
∂xj

(xxx − qqq , 0)h(qqq ) dqqq

∥∥∥∥∥
L2(∂D)

≤ C1‖h‖L2(∂D), (1.3)

para j = 1, 2, 3 e h ∈ L2(∂D). Então

(i)
∥∥∥∥p.v.∫ t

0

∫
∂D

∂A
∂xj

(xxx − qqq , t− s)fff (qqq , s) dqqq ds

∥∥∥∥
L2(S+)

≤ C‖fff ‖L2(S+),

(ii) ‖(∇uuu )∗‖L2(S+) ≤ C‖fff ‖L2(S+).

A prova deste teorema é baseada na desigualdade (1.1), no lema anterior

e no argumento de Fabes and N. Riviere em [29].

Teorema 1.1.2. Sejam A ∈ C ∞(R 3×(0,∞)) satisfazendo (1.1) e uuu (xxx , t) definida

como em (1.2). Então

(i)
∥∥∥∥p.v.∫ t

0

∫
∂D

D
1/2
t A (xxx − qqq , t− s)fff (qqq , s) dqqq ds

∥∥∥∥
L2(S+)

≤ C‖fff ‖L2(S+),

(ii) ‖(uuu )∗‖L2(S+) + ‖(D1/2
t uuu )∗‖L2(S+) ≤ C‖fff ‖L2(S+),

(iii) D1/2
t uuu +(ppp , t) = D

1/2
t uuu −(ppp , t) quase sempre sobre S+.

Para h ∈ L2(∂D), definimos

uuu τ (xxx ) =

∫
∂D

Â (xxx − qqq , τ)h(qqq ) dqqq .
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Teorema 1.1.3. Seja A ∈ C ∞(R 3 × (0,∞)) satisfazendo (1.1) e uuu τ (xxx ) definida

como acima. Então

(i)

∥∥∥∥∥p.v.
∫
∂D

∂ Â
∂xj

(ppp − qqq , τ)h(qqq ) dqqq

∥∥∥∥∥
L2(∂D)

≤ C‖h‖L2(∂D),

(ii)
∥∥∥∥p.v.∫

∂D

|τ |1/2 Â (ppp − qqq , τ)h(qqq ) dqqq

∥∥∥∥
L2(∂D)

≤ C‖h‖L2(∂D),

(iii) ‖(uuu τ )∗‖L2(∂D) + ‖(∇uuu τ )∗‖L2(∂D) ≤ C‖h‖L2(∂D).

1.1.2 Aproximações por Domínios C ∞

Dado um domínio Lipschitz , D, podemos aproximar este por seqüências

de domínios C ∞, Ωk, k = 1, 2, . . . (veja [3, 4] e [60]).

Lema 1.1.3. [Russell M. Brown [3, Lema 2.2]] Seja D um domínio Lipschitz.

Podemos construir seqüências de domínios, Ωk, de classe C ∞, homeomorfismos

Λk : ∂D → ∂Ωk, funções σk : ∂D → R + e um campo vetorial ααα : RN → RN ,

suave com suporte compacto tais que:

1. Os homeomorfismos Λk : ∂D → ∂Ωk satisfazem

lim
k→∞

(sup{|qqq − Λk(qqq )| : qqq ∈ ∂D}) = 0

e Λk(ppp ) aproxima ppp não tangencialmente. Isto significa que

|ppp − Λk(ppp )| < (1 + β) dist (Λk(ppp ), ∂D), β = const.

2. As normais NNN k de ∂Ωk satisfazem

lim
k→∞

NNN k(Λk(ppp )) = NNN (ppp ).

3. As funções σk satisfazem δ ≤ σk ≤ δ−1 para algum δ > 0, σk → 1

pontualmente quase sempre e∫
E

σk(qqq )dqqq =

∫
Λk(E)

dqqq k,
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para E ⊂ ∂D é mensurável e onde dqqq k denota a medida de superfície

sobre ∂Ωk.

4. O campo vetorial ααα satisfaz 〈ααα , NNN k〉 ≥ c > 0, c = const, quase sempre

sobre cada ∂Ωk.

5. Podemos escolher a seqüência de domínios Ωk tal que Ωk ⊂ Ωk+1 ⊂

. . . ⊂ D e denotamos esta propriedade Ωk ↑ D. Podemos também cons-

truir outra seqüência de domínios os quais aproximam D exteriormente

Ωk ⊃ Ωk+1 ⊃ . . . ⊃ D e denotaremos Ωk ↓ D

Observação 1. Usaremos as notações Ω e ΣT ≡ ∂Ω× (0, T ) quando o domínio for

suave.

1.1.3 Resultados sobre Comutadores

Considere o comutador

[∂kKi, nk(ppp )] = nk(ppp )∂kKi∂j −Ki∂jnk(ppp )∂k

onde Ki = (−∆)−1∂i e ni são as componentes do vetor normal NNN . Dos resultados

de Lions [43], temos as seguintes conseqüências:

1. R ij = (−∆)−1∂ij é um operador integral singular do tipo Calderon-

Zygmund (veja [37]) o qual é uma composição de duas transformadas

de Riesz (−∆)−1/2∂i e (−∆)−1/2∂j.

2. ∂kKi, é um operador limitado em Lp(RN), e dos resultados de Coif-

man & Meier [14] o comutador [∂kKi, nk(xxx )] é limitado de Lp(RN) em

W 1,q(RN).

3. Se nk ∈ W 1,r(RN) então [∂kKi, nk(xxx )] é limitado de Lp(RN) em

W 1,q(RN), onde 1
q

= 1
p

+ 1
r
.
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Lema 1.1.4. Seja vvv ∈ L2(RN , RN), www ∈ W 1,r(RN), r > 2N
N+2

. Então há con-

stantes C = C(r) > 0, ω = ω(r) ∈ (0,∞), p = p(r) > 1 tal que

‖R i,j[www vj]− www R i,j[vj]‖Wω,p(RN ,RN ) ≤ C‖www ‖W 1,r(RN ) ‖vvv ‖L2(RN ,RN ) (1.4)

Demonstração. Consideremos vvv ∈ D (RN , RN), www ∈ D (RN), então

‖R ∗,j[www vj]− www R ∗,j[vj]‖W 1,p(RN ,RN ) ≤ ‖R ∗,j[www vj]− www R ∗,j[vj]‖Lp(RN ,RN )

+ C
{
‖ div ( R ∗,j[www vj]− www R ∗,j[vj])‖Lp(RN )

+ ‖ curl ( R ∗,j[www vj]− www R ∗,j[vj])‖Lp(RN2 )

}

= ‖R ∗,j[www vj]− www R ∗,j[vj]‖Lp(RN ,RN )

+ C
{∥∥∂xj www vj − ∂xiwww R i,j[vj]

∥∥
Lp(RN )

+
∑
i 6=k

‖∂xk www R i,j[vj]− ∂xiwww R k,j[vj]‖Lp(RN )

}
Aqui, as quantidades R ∗,j são consideradas como campos vetoriais [ R 1,j, . . . , RN,j].

Dado que R i,j é um operador limitado sobre qualquer espaço de Lebesgue

Lq para 1 < q <∞, tem-se

‖R i,j[www vj]− www R i,j[vj]‖W 1,p(RN ,RN ) ≤ C‖www ‖W 1,r1 (RN ) ‖vvv ‖L2(RN ,RN ) (1.5)

sempre que
1

p
=

1

2
+

1

r1

< 1.

Por outro lado, pelas desigualdades de Sobolev

‖R i,j[www vj]− www R i,j[vj]‖Lp(RN ,RN ) ≤ C‖www ‖W 1,r2 (RN ) ‖vvv ‖L2(RN ,RN ) (1.6)

onde
1

p
=

1

2
− 1

N
+

1

r2

.
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De acordo com nossa hipótese, sempre podemos achar

r2 < r < r1,
1

r1

=
1

r2

− 1

N
<

1

2
,

e conseqüentemente a estimativa desejada segue de (1.5), (1.6) via interpolação.

Mais especificamente, escrevendo

1

r
=
α

r1

+
1− α
r2

, 0 < α < 1,

obtemos

‖R i,j[www vj]− www R i,j[vj]‖Hα,p(RN ) ≤ C‖www ‖W 1,r(RN ) ‖vvv ‖L2(RN ,RN ) ,

onde Hα,p(RN) é o espaço potencial de Bessel contido dentro do espaço de Sobolev

W ω,p(RN), sempre que que ω < α.

1.2 Operadores Integrais Fracamente Singulares

Sejam X, Y dois espaços normados.

Definição 1.2.1. Um operador linear A : X → Y , é chamado compacto se para

todo conjunto limitado U ⊂ X , tem-se que A(U) ⊂ Y é relativamente compacto2.

Agora enunciamos alguns resultados importantes de Mikhlin [47] e o

conhecido Lema de Aubin-Lions [54]:

Um operador integral fracamente singular num espaço euclidiano

é da forma

F (xxx ) =

∫
D

A(xxx , yyy )uuu (yyy )

|xxx − yyy |λ
dyyy (1.7)

Onde D é um subconjunto mensurável de Rm e A(xxx , yyy ) é uma função mensurável

limitada. A constante λ satisfaz a restrição 0 < λ < m.

2Um conjunto é chamado relativamente compacto se seu fecho é compacto, i.e., se cada subse-
qüência nele contem uma subseqüência convergente no espaço.
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No caso geral, um operador integral fracamente singular é definido por

F (xxx ) =

∫
M

A(xxx , yyy )uuu (yyy )

ρλ(xxx , yyy )
dyM,

onde M denota uma variedade limitada m−dimensional imersa num espaço euclid-

iano Rm′ (m′ ≥ m) e ρλ(xxx , yyy ) é a distância entre os pontos xxx e yyy na métrica

de Rm′ . Utilizamos a seguinte versão restrita do Teorema de Mikhlin veja [47, cap.

VIII, seção 3].

Teorema 1.2.1 (Mikhlin, Teorema 3.1, pág 210.). O operador (1.7) consid-

erado como uma aplicação de Lp(D) em Lq(D), 1 ≤ p ≤ ∞ é limitado sempre

que

p ≤ q ≤ q∗, q∗ :=


mp

m−p(m−λ)
, p < m

m−λ

∞ , p ≥ m
m−λ

O operador é completamente continuo, se p ≤ q ≤ q∗ ou (no caso q∗ =∞) p < q.

Considere o espaço

Y = Y
(
0, T ;L2(∂D)

)
=

{
uuu ∈ L2(0, T ;L2(∂D)), uuu ′ =

duuu

dt
∈ L2(0, T ;L2(∂D))

}
.

O espaço Y é dotado da norma

‖uuu ‖Y = ‖uuu ‖L2(0,T ;L2(∂D)) + ‖uuu ′‖L2(0,T ;L2(∂D)),

o qual faz deste um espaço de Banach. É evidente que

Y ⊂ L2(0, T ;L2(∂D)),

com uma injeção continua.

Teorema 1.2.2 (Aubin-Lions). Sob as considerações anteriores a injeção de Y

em L2(0, T ;L2(∂D)) é compacta.
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1.2.1 Regularização de Operadores

Seja A um operador linear de X em Y com domínio denso D(A), X e

Y dois espaços de Banach. Então para a equação

Axxx = yyy , (yyy ∈ Y ) (1.8)

ter uma solução xxx ∈ D(A) é necessário que yyy seja ortonormal a Ker(A∗).

De fato, se xxx é uma solução de (1.8), então, para fff ∈ kerA∗,

(yyy , fff ) = (Axxx , fff ) = (xxx ,A∗ fff ) = (xxx , 0) = 0.

Definição 1.2.2. Um operador A é dito ser normally solvable no sentido de

Hausdorff, se a condição de ortogonalidade é também suficiente para (1.8) ter uma

solução xxx ∈ X

Teorema 1.2.3 (Banach - Hausdorff). 3Para um operador linear fechado A :

X → Y , com domínio denso, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. Im(A) é fechada.

2. A é normally solvable.

3. A∗ é normally solvable.

4. Im(A∗) é fechada em Y .

Segue-se que se A é algebricamente inversível então A−1 ∈ B(X, Y ).

1.2.2 Teoria de Riesz

Considere a equação

φ− Aφ = f, φ ∈ X.

3Para maiores detalhes veja [62]
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Para um espaço normando X e A : X → X um operador linear compacto definimos

L := I − A.

Teorema 1.2.4 (Primeiro Teorema de Riesz). O espaço nulo do operador L

ker(L) := {φ ∈ X / Lφ = 0} ,

é um subespaço de dimensão finita.

Demonstração. O subespaço nulo de um operador linear limitado é trivialmente um

subespaço linear fechado de X, uma vez que para todo φ ∈ ker(L) temos Aφ = φ, a

restrição de A para o espaço nulo ker(L) coincide com o operador identidade

A
∣∣
N(L)

= I : ker(L)→ ker(L)

A é compacto sobre X e além do mais também é compacto sobre subespaços lineares

fechados de X. Daí, ker(L) é de dimensão finita [15, Teorema 1.9].

Teorema 1.2.5 (Segundo Teorema de Riesz). A imagem do operador L

L(X) := {Lφ ∈ X / φ ∈ X}

é um subespaço linear fechado.

Demonstração. A imagem do operador linear L é claramente um subespaço. Seja

f ∈ L(X), então existe uma seqüência {φn}∞n=1 ∈ X tal que

Lφn → f, n→∞,

para cada φn escolhemos um elemento Xn ∈ N(L) tal que

‖φn −Xn‖ ≤ inf
X∈N(L)

‖φn −X‖+
1

n
.

A seqüência {φ′n}
∞
n=1 definida por

φ′n := φn −Xn

é limitada.
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De fato: Supondo o contrario, existe uma subseqüência
{
φ′n(k)

}
tal que

∥∥φ′n(k)

∥∥ ≥ k, k ∈ N

Agora definimos

ψk :=
φ′n(k)

‖φ′n(k)‖
, k ∈ N.

uma vez que ‖ψk‖ = 1, k ∈ N, existe uma subseqüência {ψk(j)} tal que

Aψk(j) → ψ ∈ X, j →∞.

Além do mais,

‖Lψk‖ =
‖Lφ′n(k)‖
‖φ′n(k)‖

≤
‖Lφn(k)‖

k
→ 0, j →∞,

desde que a seqüência (Lφn) é convergente e além limitado. Daí

Lψk(j) → 0, j →∞,

obtendo agora

ψk(j) = Lψk(j) + Aψk(j) → ψ, j →∞,

dado que L é limitado, das duas equações previas concluímos

Lψ = 0.

Mais então uma vez que Xn(k) + ‖φ′n(k)‖ψ ∈ N(L) para todo k encontramos

‖ψk − ψ‖ =
1

‖φ′n(k)‖
∥∥φn(k) −

(
Xn(k) + ‖φ′n(k)‖ψ

)∥∥ ,
≥ 1

‖φ′n(k)‖
inf

X∈N(L)

∥∥φn(k) −X
∥∥ ,

≥ 1

‖φ′n(k)‖

(∥∥φn(k) −Xn(k)

∥∥− 1

n(k)

)
,

= 1− 1

n(k)‖φ′n(k)‖
→ 1, k →∞.

o qual contradiz o fato que ψn(k) → ψ, j →∞.
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Além disso, a seqüência (φ′n) é limitada e podemos e podemos escolher

uma subseqüência
(
φ′n(k)

)
tal que (Aφ′n) converge quando k → ∞. Para φ′n(k) =

Lφ′n(k) + Aφ′n(k) observamos que (φ′n(k)) converge

φ′n(k) → φ ∈ X , k →∞.

Mas então Lφ′n(k) → Lφ ∈ X e além disso f = Lφ ∈ L(X). Daí L(X) = L(X).

O operador iterativo Ln, n ≥ 1, definido por

L0 := I, Ln := LLn−1,

pode ser escrito na forma

Ln = (I − A)n = I − An,

onde

An =
n∑
k=1

(−1)k−1

 n

k

Ak

é compacto. Além os espaços nulos ker(Ln) são de dimensão finita e as imagens

Ln(X) são subespaços fechados.

Teorema 1.2.6. Seja A : X → X um operador linear compacto e I − A injetivo.

então o operador inverso (I − A)−1 existe e é limitado.

Demonstração. Da hipótese, ker(L) = {0}, logo, por [15, Teorema 1.15] concluímos

que

L(X) = X.

Corolário 1.2.1. Se a equação homogênea

φ− Aφ = 0

somente tem a solução trivial φ = 0, então para todo f ∈ X a equação não ho-

mogênea

φ− Aφ = f

tem uma única solução φ ∈ X e sua solução depende continuamente sobre f .
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Teorema 1.2.7. Seja X um espaço normado e A : X → X um operador linear

compacto e assuma I−A não injetiva. Então o espaço nulo ker(I−A) tem dimensão

finita e a imagem (I − A)X ( X é um subespaço proprio fechado.

Corolário 1.2.2. Se a equação homogênea

φ− Aφ = 0,

tem solução não-trivial, então a equação não homogênea

φ− Aφ = f,

não tem solução ou sua solução geral é da forma

φ = φ∗ +
m∑
k=1

αkφk,

onde φ∗ denota uma solução particular da equação não-homogênea, φ1, . . . , φm são

soluções linearmente independentes da equação homogênea e α1, . . . , αm são numeros

complexos arbitrários.

Corolário 1.2.3. Os Teoremas 1.2.6 e 1.2.7 e seus corolários são validos quando

substituimos I−A por S−A, onde S é um operador linear limitado que tem inversa

limitada S−1.

Lema 1.2.1. Para um operador fechado A : X → Y ser normally solvable e ter

nulidade4 finita é necessário e suficiente que exista um operador compacto T e uma

constante C > 0 tal que

‖xxx ‖ ≤ C (‖Axxx ‖+ ‖T xxx ‖) , ∀ xxx ∈ D(A).

1.3 Semigrupo de Operadores

Considere o problema de valor inicial
duuu

dt
= AAA uuu , t > 0,

uuu (·, 0) = uuu 0,
(1.9)

4α = dim kerA é chamada a nulidade do operador A.
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num espaço de Hilbert H. O operador linear AAA é definido sobre algum subconjunto

D(A) de H. Queremos identificar a classe de operadores AAA para a qual podemos,

em algum sentido, definir uma “solução” eAAA tuuu 0.

Outro tópico importante pesquisado é o problema de valor inicial

não-homogêneo 
dvvv

dt
= AAA vvv + fff , t > 0,

vvv (·, 0) = vvv 0,
(1.10)

onde fff : R + → X é localmente L1.

Aplicando variação de parâmetros, podemos mostrar que se SSS é um

semigrupo gerado por AAA , então qualquer solução vvv pode ser da forma

vvv (xxx , t) = SSS (xxx , t)vvv 0 +

∫ t

0

SSS (xxx , t− s)fff (s) ds, t ≥ 0.

Neste casso, a função vvv é chamada solução suave do problema não homogêneo.

As ideas desenvolvidas para equações não-homogêneas são importantes

pata o estudo de equações não-lineares (ou semi-lineares). Por exemplo, considere-

mos o problema 
dwww

dt
= AAA www + fff (www , t), < 0t < T,

www (·, 0) = www 0,
(1.11)

onde fff : [0, T ]×X → X é uma aplicação dada.

Seja C o espaço de todas as funções continuas sobre [0, T ] e defina o

operador F : C→ C por

[Fφ](xxx , t) = SSS (xxx , t)www 0 +

∫ t

0

SSS (xxx , t− s)fff (φ(s), s) ds, 0 ≤ t ≤ T,

para cada φ ∈ C. Comparando (1.10) with (1.11) mostramos que qualquer solução

de (1.11) pode ser um ponto fixo para a aplicação F . Resultados e técnicas deste

tipo são estudadas nos Capítulos 5 e 6 do livro de Pazy [50], para equações de
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evolução lineares5. As técnicas são baseadas na Teoria de semigrupos, as quais de

fato são mas complicadas. (Veja [21], [22])

Definição 1.3.1. Seja X um espaço de Banach. Um CCC 0-semigrupo de opera-

dores é uma família de operadores lineares limitados S(t) : X → X, t ≥ 0, satis-

fazendo

1. S(t+ s) = S(t)S(s), t, s ≥ 0,

2. S(0) = I,

3. lim
t↓0

S(t)x = x, para qualquer x ∈ X,

onde S(t) = eAAA t.

Se, em adição, ‖S(t)‖ ≤ 1 para t ≥ 0 (propriedade de contração), S é

dito um semigrupo de contrações.

Observação 2. No caso de o espaço X ser de dimensão finita, o operador AAA em

(3) é idêntico à derivada de S(·) em 0, ou seja,

dS

dt
(0) = lim

h↓0

S(h)− I
h

= AAA .

AAA é chamado de Operador Infinitesimal [62] ou Gerador de S(t),

t ≥ 0. Este não é, em geral, um operador definido em todo X, mas o domínio D(AAA )

consiste de todos os x ∈ X para os quais existe o limite

lim
h↓0

S(h)x− x
h

e o operador AAA é dado pela formula

AAAx = lim
h↓0

S(h)x− x
h

, x ∈ D(AAA ).

i.e. AAA é um operador linear cujo domínio é o conjunto

D(AAA ) =

{
x ∈ X : lim

h↓0

S(h)x− x
h

existe em X

}
.

5Equações diferenciais lineares abstratas que dependem do tempo (ao contrário para indepen-
dente do tempo no caso de semigrupos)
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Observação 3.

1. D(AAA ) é não vazio, (contem pelo menos o vetor 0).

2. D(AAA ) é denso em X (veja [9], [62][Teorema 1, pág 237]).

1.3.1 O Teorema de Hille - Yosida

O teorema de Hille-Yosida é fundamental para estabelecer o gerador de

um semigrupo de soluções do problema linearizado, motivo pelo qual fazemos uma

apresentação do mesmo. Aplicações mais avançadas de operadores ϕ Hille-Yosida

podem ser vistas no artigo de Wang [61].

Seja um operador linear AAA , não necessariamente limitado, emX. Defin-

imos o resolvente de AAA por

ρ(AAA ) =
{
λ ∈ C : (λI − AAA )−1 existe

}
.

Teorema 1.3.1 (Hille - Yosida). Se um operador linear AAA sobre um espaço de

Banach X satisfaz:

1. AAA é fechado e denso;

2. Existe (λI − AAA )−1, ∀ λ > 0 e ‖(λI − AAA )−1‖ ≤ 1
λ
.

Então AAA é gerador infinitesimal e um semigrupo de contrações S(t).
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2 EQUAÇÃO DO CALOR

Aqui, estudamos o problema de Dirichlet para a equação do calor num

cilindro Lipschitz. A existência de soluções é estabelecida por métodos clássicos da

teoria de potenciais (para mais detalhes veja [3, 6] e [24]).

Seja G(xxx , t) a solução fundamental da equação do calor no R 3

G(xxx , t) =


1

(4πt)3/2
e
−|x

xx |2

4t ; t > 0,

0 ; t ≤ 0.

(2.1)

Proposição 2.0.1. G(xxx , t), t
∂2G

∂xj∂xk
(xxx , t) e

∫ a2t

a1t

∂2G

∂xj∂xk
(xxx , s) ds satisfazem (1.1).

Então ∫ ∞
0

G(xxx , t) dt =
1

2π|xxx |
,

∫ ∞
0

t
∂2G

∂xj∂xk
(xxx , t) dt =

C ′δjk
|xxx |

+
C ′′xjxk
|xxx |3

,

e ∫ ∞
0

(∫ a2t

a1t

∂2G

∂xj∂xk
(xxx , s) ds

)
dt = C ′(a1, a2)

δjk
|xxx |

+ C ′′(a1, a2)
xjxk
|xxx |3

,

onde 1 ≤ j, k ≤ 3 e 0 < a1 < a2 ≤ ∞.

Demonstração. Note que fazendo a mudança de variáveis s = |xxx |
2
√
t
temos∫ ∞

0

G(xxx , t) dt = −
∫ 0

∞

e−s
2

(4πt)3/2

4t3/2

|xxx |
ds,

=
1

2π3/2|xxx |

∫ ∞
0

e−s
2

ds =
1

2π|xxx |
.

derivando e fazendo mudanças similares temos as outras duas igualdades.

Recordamos a conhecida propriedade de semigrupo da solução funda-

mental da equação do calor. ( Veja [33])
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Teorema 2.0.2 (Propriedade de Semigrupo).

G(xxx − zzz , t− r) =

∫
R 3

G(xxx − yyy , t− s)G(yyy − zzz , s− r) dyyy .

Demonstração. Da definição de solução fundamental do calor, podemos escrever a

integral acima, que chamaremos I, na forma

I =
1

(4π)3

∫
R 3

1

(t− s)3/2
exp

(
−|x

xx − yyy |2

4(t− s)

)
1

(s− r)3/2
exp

(
−|y

yy − zzz |2

4(s− r)

)
dyyy .

Consideremos a mudança

ξi =

(
t− r
t− s

)1/2
yi − zi

2(s− r)1/2
+

(
s− r
t− s

)1/2
zi − xi

2(t− s)1/2

e note que
|xxx − yyy |2

4(t− s)
+
|yyy − zzz |2

4(s− r)
=
|xxx − zzz |2

4(t− r)
+ |ξξξ |2,

então,

I =
8

(4π)3

∫
R 3

1

(t− r)3/2
exp

(
−|x

xx − zzz |2

4(t− r)
− |ξξξ |2

)
dξξξ ,

=
1

(2π)3

1

(t− r)3/2
exp

(
−|x

xx − zzz |2

4(t− r)

)∫
R 3

exp
(
−|ξξξ |2

)
dξξξ ,

o resultado é imediato.

2.1 Problemas de Dirichlet e Neumann

Nesta seção D denota um subconjunto aberto e limitado de R n, o nosso

objetivo é estabelecer a condição do salto para o núcleo do calor em R n.

Para um dado especifico fff ∈ L2(ST ) o problema de Newmann consiste

em encontrar uma função uuu suave em D × [0, T ) que satisfaça

( Problema de Newmann)


∂ uuu

∂t
+ ∆uuu = 0 em DT ,

uuu (xxx , 0) = 0 xxx ∈ D,
∂ uuu

∂NNN
= fff sobre ST .

(2.2)
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Para um dado especifico fff ∈ L2(ST ) o problema de Dirichlet consiste em encontrar

uma função uuu suave em D × [0, T ) que satisfaça

( Problema de Dirichlet)


∂ uuu

∂t
+ ∆uuu = 0 em DT ,

uuu (xxx , 0) = 0 xxx ∈ D,

uuu = fff sobre ST .

(2.3)

Associados com estes dois problemas, tem-se os potenciais de camada simples e

dupla, dados por

S (qqq )(xxx , t) :=

∫ t

0

∫
∂D

1

[4π(t− s)]n/2
exp

(
−|x

xx − qqq |2

4(t− s)

)
ggg (qqq , s) dqqq ds

e

D(ggg )(xxx , t) :=

∫ t

0

∫
∂D

〈xxx − qqq , NNN q〉
(t− s)n/2+1

exp

(
−|x

xx − qqq |2

4(t− s)

)
ggg (qqq , s) dqqq ds

Definamos também

Hn(τ) :=

∫ ∞
0

1

sn/2+1
exp

(
− 1

4s

)
exp(iτs) ds

e

J (ggg )(ppp , t) := lim
ε→0+

∫ t−ε

0

∫
∂D

〈ppp − qqq , NNN q〉
(t− s)n/2+1

exp

(
−|p

pp − qqq |2

4(t− s)

)
ggg (qqq , s) dqqq ds.

Teorema 2.1.1. Seja ggg ∈ L2(ST ) e D (ggg )(xxx , t) o potencial de camada dupla para

a equação do calor. Então

lim
xxx→p

D (ggg )(xxx , t) =
wn
4

(4π)n/2Hn(0)ggg (ppp , t) + J (ggg )(ppp , t). (2.4)

Demonstração. Considere o potencial de camada dupla na forma

Dε(xxx , t) =

∫ t−ε

0

∫
∂D

〈xxx − qqq , NNN q〉
(t− s)n/2+1

exp

(
−|x

xx − qqq |2

4(t− s)

)
[ggg (qqq , s)− ggg (ppp , t)] dqqq ds

+ ggg (ppp , t)

∫ t−ε

0

∫
∂D

〈xxx − qqq , NNN q〉
(t− s)n/2+1

exp

(
−|x

xx − qqq |2

4(t− s)

)
dqqq ds,

computando o limite quando xxx → ppp podemos passar o limite ao interior das inte-

grais e obter:

lim
xxx→ppp

Dε(xxx , t) =

∫ t−ε

0

∫
∂D

〈ppp − qqq , NNN q〉
(t− s)n/2+1

exp

(
−|p

pp − qqq |2

4(t− s)

)
[ggg (qqq , s)− ggg (ppp , t)] dqqq ds

+ ggg (ppp , t)

∫
∂D

〈ppp − qqq , NNN q〉
[∫ t−ε

−∞

1

(t− s)n/2+1
exp

(
−|p

pp − qqq |2

4(t− s)

)
ds

]
dqqq ,
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fazendo a mudança de variável s→ t−s
|ppp−qqq |2 na segunda integral, temos

lim
xxx→ppp

Dε(xxx , t) =

∫ t−ε

0

∫
∂D

〈ppp − qqq , NNN q〉
(t− s)n/2+1

exp

(
−|p

pp − qqq |2

4(t− s)

)
[ggg (qqq , s)− ggg (ppp , t)] dqqq ds

+ ggg (ppp , t)

∫
∂D

〈ppp − qqq , NNN q〉
|ppp − qqq |n

[∫ ∞
0

1

sn/2+1
exp

(
− 1

4s

)
ds

]
dqqq ,

por outro lado,∫
∂D

〈ppp − qqq , NNN q〉
|ppp − qqq |n

dqqq = lim
δ→0

∫
|ppp−qqq |>δ

〈ppp − qqq , NNN q〉
|ppp − qqq |n

dqqq

= − lim
δ→0

∫
D∩∂B(ppp ,δ)

〈ppp − qqq , NNN q〉
|ppp − qqq |n

dqqq −→ wn
2
.

Desta maneira, temos

lim
xxx→p

D(xxx , t) = J (ggg )(ppp , t) +
wn
2
Hn(0)ggg (ppp , t)

o resultado segue de maneira imediata.

O seguinte corolário é uma conseqüência imediata do Teorema 2.1.1.

Corolário 2.1.1. Seja D ⊂ R n, uma densidade ggg ∈ L2(ST ) e SSS (ggg )(xxx , t) o

potencial de camada simples para a equação do calor. Então

lim
xxx→p

∂ SSS (ggg )

∂NNN
(xxx , t) = −wn

4
(4π)n/2H(0)ggg (ppp , t) + J ′(ggg )(ppp , t) (2.5)

onde

J ′(ggg )(ppp , t) = lim
ε→0+

∫ t−ε

0

∫
∂D

∂GGG

∂NNN ppp

(ppp − qqq , t− s)ggg (qqq , s) dqqq ds

é o operador dual de J (ggg )(ppp , t).

2.1.1 Potenciais de Camada

O potencial de camada simples produz soluções do problema de New-

mann. Calculando ∂ S (g)
∂NNN ppp

, para n = 3, vemos que

∂ S (g)

∂NNN ppp

(ppp , t) = −1

2
ggg (ppp , t) + J ′(ggg )(ppp , t).
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Assim a solução do problema de Newmann reduz-se à questão da invertibilidade de

− l
2
I + J ′.

A Equação

−1

2
ggg + J ′(ggg ) = fff

é uma equação integral de Volterra. Sobre domínios suaves, o operador J ′ :

L2(ST ) → L2(ST ) vai para zero quando T → 0. Assim podemos construir a se-

rie (
− l

2
I + J ′

)−1

= −1

2

∞∑
k=0

(2J ′)k , T pequeno. (2.6)

Utilizando métodos iterativos temos a inversa sobre L2(ST ) para T arbitrário (T <

∞). Fabes & Rivier̀e [29] mostraram que este argumento também é válido quando

D é C 1.

Sobre domínios Lipschitz, embora, a norma de J ′ permaneça limi-

tada longe do zero quando T → 0, podemos encontrar outro método para inverter

−1
2
I + J ′. Este método foi desenvolvido por G. Verchota [60] no estudo de poten-

ciais para a equação de Laplace sobre domínios Lipschitz (veja também [11, 44]). A

ferramenta principal no argumento é devida a uma identidade integral de Rellich;

esta mostra que, na fronteira, as derivadas normal e tangencial de funções harmon-

icas são comparáveis na norma L2. Usando estas estimativas e a condição de salto

para a derivada normal do potencial de camada simples, Verchota mostra que o

operador potencial de fronteira tem imagem fechada. Tendo este fato estabelecido

o resto do argumento não é tão difícil.

Como é mostrado por Brown [3], o argumento de Verchota aplica-se

à equação do calor. Para isto basta estabelecer as estimativas adequadas para as

derivadas da equação do calor na fronteira.
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2.2 Solução do Problema de Dirichlet

Construímos nossa solução para o problema de Dirichlet como potencial

de camada dupla com densidade em ggg ∈ L2(ST ), Os valores de fronteira de D (ggg )

são dados por 1
2
ggg + J (ggg ) onde J é um operador integral singular definido sobre

L2(ST ).

O operador 1
2
I+ J é o adjunto do operador −1

2
I+ J ′(ggg ) que é obtido

quando se tem a derivada normal de S (ggg ) para o domínio exterior De = R n\D.

Assim a solução do problema de Dirichlet segue facilmente da solução do problema

de Neumann.

Definição 2.2.1. Seja H1,1/2(ST ) o fecho de{
v : v = uuu

∣∣
ST

com uuu ∈ C ∞0 (R n × (0,∞))
}

com respeito à norma

‖v‖2
H1,1/2(ST ) ≡

∫ T

0

∫
∂D

(
|∇tanv|2 + |v|2

)
dppp dt+

∫
∂D

‖v(ppp , ·)‖2
1/2,T .

2.2.1 Estimativas Importantes

Sejam D∞ ≡ D × R e S∞ ≡ ∂D × R , assume-se que uuu é a solução

da equação do calor em D∞, que uuu ∗ e (∇uuu )∗ estão em L2(S∞) e que uuu e ∇uuu tem

limites não tangenciais, quase sempre, sobre S∞. Nós estamos requerendo nossas

soluções definidas para todo tempo, para que possamos utilizar a transformada de

Fourier a fim de converter o estudo da equação do calor para o estudo de soluções

da equação

∆vvv (xxx )− iτ vvv (xxx ) = 0 , τ ∈ R . (2.7)

Iniciamos com a primeira identidade de Green. Seja vvv uma função de

valor complexo e suave em D. Então∫
D

vvv∆vvv + |∇vvv |2 dxxx = −
∫
∂D

vvv
∂ vvv

∂NNN
dppp .
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Assumindo que vvv resolve (2.7), obtemos a estimativa∫
D

|τ | |vvv |2 + |∇vvv |2 dxxx ≤ 2

∫
∂D

|vvv |
∣∣∣∣ ∂ vvv∂NNN

∣∣∣∣ dppp .
Seja ααα um campo vetorial de valor real definido em D. Um cálculo direto mostra

que

div

[
Re

(
1

2
|∇vvv |2ααα − 〈∇vvv , ααα∇vvv 〉

)]
= Re

(
−〈∇vvv , α〉∇vvv + 1/2|∇vvv |2 divα− 〈∇vvv ,∇ααα (∇vvv )〉

)
onde (∇ααα (∇vvv ))i =

n∑
j=1

∂j vvv ∂jαi. Assim, usando o teorema da divergência, a

equação (2.7) e tomando a parte real, temos∫
∂D

1

2
|∇vvv |2 〈ααα , vvv 〉 −Re

(
〈∇vvv , ααα 〉 ∂ v

vv

∂NNN

)
dppp

= Re

(∫
D

〈∇vvv , ααα 〉 iτ vvv − 1/2|∇vvv |2 div ααα + 〈∇vvv ,∇ααα (∇vvv )〉 dxxx
)
.

(2.8)

Lema 2.2.1. Seja uuu u solução da equação do calor em D∞, uuu ∗ e (∇uuu )∗ estão em

L2(S∞) e que uuu e ∇uuu tem limites não-tangenciais quase sempre sobre S. Então

temos∫ ∫
S∞

|∇uuu |2 dppp dt+

∫
∂D

‖uuu ‖2
1/2;∞ dppp ≤ C

∫ ∫
S∞

∣∣∣∣ ∂ uuu∂NNN
∣∣∣∣2 + |uuu |2 dppp dt

e ∫ ∫
S∞

∣∣∣∣ ∂ uuu∂NNN
∣∣∣∣2 dppp dt = C

(∫ ∫
S∞

|∇tanuuu |2 + |uuu |2 dppp dt+

∫
∂D

‖uuu ‖2
1/2;∞ dppp

)
Teorema 2.2.1. Seja fff ∈ H1,1/2(ST ). Então, a solução da equação do calor do

problema de Dirichlet com fff satisfaz∫ t

0

∫
∂D

∣∣∣∣ ∂ uuu∂NNN
∣∣∣∣2 dppp dt ≤ C

[∫ t

0

∫
∂D

(
|∇tanuuu |2 + uuu 2

)
dppp dt+

∫
∂D

‖uuu ‖2
H1,1/2(ST ) dppp dt

]
.

2.2.2 Potenciais do Calor na Fronteira

Definimos o domínio exterior De ≡ R n\D e De
T ≡ De × (0, T ). Sejam

S e(ggg ) = S (ggg )
∣∣
DeT
, S i(ggg ) = S (ggg )

∣∣
DT

e S b(ggg ) = S (ggg )
∣∣
ST
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Também,

D e(ggg ) = D(ggg )
∣∣
DeT

e D i(ggg ) = D(ggg )
∣∣
DT

Para ` = 1, . . . , n, seja

K`,ε(ppp , t) =
1

2
(4π)−n/2

∫ t−ε

0

∫
∂D

p` − q`
(t− s)n/2+1

exp

(
−|p

pp − qqq |2

4(t− s)

)
ggg (qqq , s) dqqq ds

e seja K`,∗(ppp , t) = sup
ε>0

K`,ε(ppp , t).

Teorema 2.2.2. Seja fff ∈ L2(ST ). Então

‖K`,∗‖L2(ST ) ≤ C‖ggg ‖L2(ST )

e

lim
ε→0+

K`,ε(ppp , t) = K`(ppp , t) existe q.s sobre ST .

A prova deste teorema pode ser encontrada no trabalho de Fabes e

Rivière [29], também pode ser visto como referência no trabalho de R. Brown [3,

pág. 365].

Teorema 2.2.3. Seja fff ∈ H1,1/2(ST ). Então,

i) ‖(∇S e(ggg ))∗‖L2(ST ) +
∥∥(∇S i(ggg ))

∗∥∥
L2(ST )

≤ C‖ggg ‖L2(ST ),

ii)

lim
(xxx ,s)→(ppp ,t)

∂j S i(ggg )(xxx , s) = −1

2
nj(P )ggg (ppp , t)−K(ggg )(ppp , t)

e

lim
(xxx ,s)→(ppp ,t)

∂j S e(ggg )(xxx , s) =
1

2
nj(P )ggg (ppp , t)−K(ggg )(ppp , t)

quase sempre sobre ST ,

iii) S (fff )(xxx , t) é suave e satisfaz a equação do calor em (R n\∂D)× [0, T )

e S (fff )(xxx , 0) = 0 para xxx ∈ R n\∂D.

Observação 4. Note duas conseqüências da fórmula na parte ii) do teorema (2.2.3).

A primeira é a relação de salto para a derivada normal de S (fff ):

fff =
∂ S e

∂NNN
(fff )− ∂ S i

∂NNN
(fff )
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Por outro lado, a derivada tangencial não dependem sobre a aproximação para ST :

∇tan S e(fff ) = ∇tan S i(fff ) = ∇tan S b(fff ) sobre ST .

O resultado final é sobre o potencial de camada dupla. Note que

J (ggg ) =
n∑
i=1

Ki(Ni ggg ) já definido na seção 2.2.

Teorema 2.2.4. Seja ggg ∈ L2(ST ). Então

‖(D e(ggg ))∗‖L2(ST ) +
∥∥∥(D i(ggg )

)∗∥∥∥
L2(ST )

≤ C‖ggg ‖L2(ST ).

Os limites não tangenciais de D e(ggg ) e D i(ggg ) existem e são dados por

lim
(xxx ,s)→(ppp ,t)

∂jD
i(fff )(xxx , s) =

1

2
ggg (ppp , t) + J (ggg )(ppp , t)

e

lim
(xxx ,s)→(ppp ,t)

∂jD
e(fff )(xxx , s) = −1

2
ggg (ppp , t) + J (ggg )(ppp , t)

quase sempre sobre ST .

D(ggg )(xxx , t) é suave e satisfaz a equação do calor em (R n\∂D)× [0, T )

e D(ggg )(xxx , 0) = 0 para xxx ∈ R n\∂D.
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3 EQUAÇÃO DE TRAÇÃO

Nesta seção seguimos os trabalhos de Z. Shen e R. Brown [3, 4, 5, 6, 7]

e [51]. Considere a equação de tração introduzida nestes trabalhos

∂ uuu

∂t
= µ∆uuu + (λ+ µ)∇( div uuu ) + fff (3.1)

onde µ > 0, λ > −2µ/3 são constantes.

Para conveniência do leitor, derivamos em detalhe a construção da

solução fundamental, cuja forma final não é inteiramente evidente.

3.1 Solução Fundamental

Seja G(xxx , t) a solução fundamental da equação do calor. Para achar a

solução fundamental do problema de tração usamos um método de decomposição,

o qual será visto também para uma equação mais complexa na seção 4.3.

Denotando X = div uuu e WWW = ∇× uuu , temos duas equações

∂X

∂t
= (2µ+ λ)∆ X + div fff ,

∂WWW

∂t
= µ∆WWW +∇× fff ,

as quais tem como soluções, respectivamente, as funções

X = G(xxx , (2µ+ λ)t) ∗ div fff ,

WWW = GGG (xxx , µt) ∗ (∇× fff ).

Logo, da identidade

∇×∇× uuu = −∆uuu +∇ div uuu

temos

−∆uuu = ∇× WWW −∇X
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onde

∇× WWW = ∇× [GGG (xxx , µt) ∗ (∇× fff )] ,

= ∇× [∇× GGG (xxx , µt) ∗ fff ] ,

= [−∆GGG +∇ div GGG ] (xxx , µt) ∗ fff

e

∇X = ∇ [G(xxx , (2µ+ λ)t) ∗ div fff ] ,

=
3∑

k=1

∂k

(
3∑
j=1

∂jG(xxx , (2µ+ λ)t) ∗ fff j

)
ek,

=

(
3∑

j,k=1

∂j∂kG(xxx , (2µ+ λ)t) ∗ fff j

)
ek

onde ek = (0, . . . , 1, . . . , 0) é o k−ésimo vetor canônico. Então

uuu =
[
GGG + (−∆)−1∇ div GGG

]
(xxx , µt) ∗ fff

− (−∆)−1

(
3∑

j,k=1

∂j∂kG(xxx , (2µ+ λ)t) ∗ fff j

)
ek.

Logo o núcleo de uuu na posição (j, k), é da forma

Γjk(xxx , t) = δj,kG(xxx , µt) + (−∆)−1

(
∂2G

∂xj∂xk
(xxx , µt)− ∂2G

∂xj∂xk
(xxx , (2µ+ λ)t)

)
,

= δj,kG(xxx , µt)− (−∆)−1 ∂2

∂xj∂xk

∫ (2µ+λ)t

µt

∂G

∂s
(xxx , s) ds,

= δj,kG(xxx , µt)− (−∆)−1 ∂2

∂xj∂xk

∫ (2µ+λ)t

µt

∆G(xxx , s) ds.

Introduzimos assim a matriz solução fundamental da equação (3.1), Γ(xxx , t) =

{Γjk(xxx , t)}3×3, dada por

Γjk(xxx , t) = δjkG(xxx , µt) +

∫ (λ+2µ)t

µt

∂2G

∂xj∂xk
(xxx , s) ds (3.2)

Temos a seguinte estimativa∣∣∣∣ ∂|ααα |+α0

∂ xxx ααα ∂tα0
Γ(xxx , t)

∣∣∣∣ ≤ C

(|xxx |+ |t|1/2)
3+|ααα |+2α0

(3.3)
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3.1.1 Potencial de Camada Simples

Dada fff ∈ L2(ST ), defina o potencial de camada simples

uuu (xxx , t) = L (fff )(xxx , t) =

∫ t

0

∫
∂D

Γ(xxx − qqq , t− s)fff (qqq , s) dqqq ds (3.4)

para (xxx , t) ∈ R 3 × (0, T ). Então uuu satisfaz (3.1) em (R 3\∂D)× (0, T ).

Introduzimos também o operador tração sobre a fronteira

∂ uuu

∂ ννν
= (ν − µ)( div uuu )NNN + µ

(
∇uuu + (∇uuu )Tr

)
NNN (3.5)

onde Tr indica a matriz transposta.

Lema 3.1.1 (Formulas de Traço). Seja fff ∈ L2(ST ), uuu = L (fff ). Então, para

quase todo (ppp , t) ∈ ST

∂ uuu j±
∂xr

(ppp , t) = ±
{

1

2µ
Nr(ppp )fj(ppp , t)− ANr(ppp )Nj(ppp ) 〈NNN (ppp ), fff (ppp , t)〉

}

+ p.v.

∫ t

0

∫
∂D

∂Γjk
∂xr

(ppp − qqq , t− s)fff k(qqq , s) dqqq ds

onde A = 1
2

(
1
µ
− 1

2µ+λ

)
.

Segue deste Lema que, se uuu = L (fff ), então

∂ uuu ±
∂ ννν

=

(
±1

2
I +Kννν

)
fff , sobre ∂D × R ,

onde os sub-indices + e - denotam os limites não tangenciais tomados em D× R e

De × R respectivamente, I denota o operador identidade e

Kννν (fff )(ppp , t) = p.v.

∫ t

0

∫
∂D

∂Γ

∂ ννν (ppp )
(ppp − qqq , t− s)fff (qqq , s) dqqq ds.

é um operador integral singular sobre L2(ST )(veja [2, 12, 49]).

Lema 3.1.2. Kννν é limitado sobre Lq (R , Lp(∂D)) para qualquer 1 < p, q <∞.
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Demonstração. Considere o caso 1 < q ≤ p. Podemos ver Kν como um operador

integral singular sobre Lp(∂D). Escrevemos

Kννν fff (t) = p.v.

∫
R
Kν(t− s)fff (s) ds, fff ∈ Lq(R , Lp(∂D)).

Usando a estimativa (3.3), para ggg ∈ B temos

|Kννν ggg (t)|Lp(∂D) ≤
C

t
|M∂D(ggg )|Lp(∂D) e

∣∣∣∣ ddtKννν ggg (t)

∣∣∣∣
Lp(∂D)

≤ C

t2
|M∂D(ggg )|Lp(∂D)

onde M∂D denota a função maximal de Hardy-Littlewood sobre ∂D. Assim

‖Kννν (t)‖Lp(∂D)→Lp(∂D) ≤
C

t
e

∥∥∥∥ ddtKννν (t)

∥∥∥∥
Lp(∂D)→Lp(∂D)

≤ C

t2
.

Além do mais, Kννν (t) é um núcleo padrão do tipo Calderón-Zygmund. Uma vez que

Kννν : Lp(R , Lp(∂D))→ Lp(R , Lp(∂D)) é limitado, temos queKννν : Lq(R , Lp(∂D))→

Lq(R , Lp(∂D)) é limitado para 1 < q ≤ p, por um argumento padrão de Calderón-

Zygmund [8].

Finalmente, note que o mesmo argumento também mostra que K∗ννν é

limitado sobre Lq(R , Lp(∂D)) para 1 < q ≤ p. Assim por dualidade, obtém-se a

limitação de Kννν sobre Lq (R , Lp(∂D)) quando q > p.

3.1.2 Potencial de Camada Dupla

Também para fff ∈ Lq(R , Lp(∂D)), defina o potencial de camada dupla

vvv (xxx , t) = H (fff )(xxx , t) =

∫ t

0

∫
∂D

{
∂Γ

∂ ννν qqq

(xxx − qqq , t− s)
}Tr

fff (qqq , s) dqqq ds (3.6)

é claro que vvv é solução de (3.1) em (R 3\∂D)× (0, T ). Então

vvv ± =

(
∓1

2
I + K̃ννν

)
fff , sobre ∂D × R ,

onde K̃ννν = RK∗νννR e R é a reflexão definida por

R(fff )(ppp , t) = fff (ppp ,−t). (3.7)

Observe que R é um operador unitário sobre L2(ST ).
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O seguinte Teorema da uma estimativa sobre potenciais de camada

simples e dupla, usando as definições de funções maximais não tangenciais. Maiores

detalhes podem ser vistos no trabalho de Z. Shen [51]

Teorema 3.1.1. Seja 1 < p, q <∞ e fff ∈ Lq(R , Lp(∂D)).

1. Para uuu = L (fff ), temos

‖(∇uuu )∗‖p,q + ‖(∂1/2
t uuu )∗‖p,q ≤ C‖fff ‖p,q.

2. Para vvv = H (fff ), temos

‖(vvv )∗‖p,q ≤ C‖fff ‖p,q,

onde ‖ · ‖p,q é a norma em Lq((0, T );Lp(∂D)).

Demonstração. Usando o argumento de Fabes e Rivière [29, Teorema 1.11], podemos

mostrar que para qualquer q0 > 1,

(∇uuu )∗(ppp , t) ≤ Cq0

[
M1 (M∂D(Kf)) (ppp , t) +M1 (M∂D(|fff |q0))

1
q0 (ppp , t)

]
onde K é um operador integral singular do mesmo tipo de Kννν e M1 é a função

maximal de Hardy-Littlewood em R . Do Lemma 3.1.2 temos que K é limitado

sobre Lq(R , Lp(∂D)) para 1 < p, q < ∞. Do trabalho de Fefferman e Stein, M1 é

limitado sobre Lq(R , Lp(∂D)). A estimativa desejada segue disto.

Dada f ∈ Lq((0, T );Lp(∂D)), seja ggg a extensão de fff por zero para

∂D × R . Definamos Kννν fff = Kννν ggg . Claramente, ±1
2

+ Kννν é limitado sobre

Lq((0, T );Lp(∂D)) para 1 < p, q < ∞. De [51, Teorema 4.3.1], é sabido que

±1
2

+ Kννν é também limitado sobre L2((0, T );L2(∂D)). Usando [5, Teorema 4.3.1]

podemos estender este resultado.
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4 PROBLEMA ASSOCIADO COM A
EQUAÇÃO DE STOKES

Considere o seguinte as equações de Navier Stokes compressíveis1 ρ
Dvvv

Dt
− µρ∆vvv − νρ∇ div vvv +∇P (ρ) = ρfff

ρt + div (ρvvv ) = 0
(4.1)

com dados iniciais de fronteira: vvv = 0 sobre ∂D × [0, T ]

vvv
∣∣
t=0

= vvv 0 , ρ
∣∣
t=0

= ρ0 sobre D
(4.2)

definido em (xxx , t) ∈ DT = D × (0, T ), onde D ⊂ R 3, é um domínio limitado com

fronteira Lipschitz ∂D (veja também [36, 39, 40, 41, 48, 58, 59]), vvv = (v1, v2, v3) é

a velocidade do fluido, ρ é a densidade, P = P (ρ) a pressão e fff a força externa. Os

termos da difusão µ e ν, são tais que µ < ν.

4.1 Linearização das Equações

Na primeira equação do sistema (4.1), fazendo

vvv → vvv + uuu e ρ→ ρ+ η,

negligenciando os termos quadráticos, temos

(ρ+ η)
D(uuu + vvv )

dt
= (ρ+ η) (vvv t + uuu t) + (ρ+ η) {(vvv + uuu ) · ∇} (vvv + uuu )

= ρvvv t + {ρuuu t + η vvv t}+ (ρ+ η)(vvv · ∇)vvv

+ ρ [(vvv · ∇)uuu + (uuu · ∇)vvv ]

= ρvvv t + ρ(vvv · ∇)vvv + {η vvv t + η(vvv · ∇)vvv }

+ {ρuuu t + ρ [(vvv · ∇)uuu + (uuu · ∇)vvv ]}

1 D
Dt = d

dt + (vvv · ∇) denota a derivada material.
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µ(ρ+ η)∆(vvv + uuu ) = µρ∆vvv + µ(ρ∆uuu + η∆vvv )

ν(ρ+ η)∇ div (vvv + uuu ) = νρ∇ div vvv + ν (ρ∇ div uuu + η∇ div vvv )

Então,{
ρuuu t + ρ [(vvv · ∇)uuu + (uuu · ∇)vvv ]− µρ∆uuu − νρ∇ div uuu + c2∇η

}
+ η {vvv t + (vvv · ∇)vvv − ν∇ div vvv − µ∆vvv } = η fff

ou,

uuu t + [(vvv · ∇)uuu + (uuu · ∇)vvv ]− µ∆uuu − µ∇ div uuu +
c2

ρ
∇η − η c

2

ρ2
∇ρ = 0 (4.3)

Considerando um fluido adiabático isentrópico2, assim, c =
√

∂P
∂ρ

é a velocidade do

som, considerada constante. Na outra equação

ρt + ηt + div (ρ+ η)(vvv + uuu ) = 0,

ρt + ηt + div (ρvvv ) + div (ρuuu + η vvv ) = 0.

Dai, temos

ηt + div (ρuuu ) + div (η vvv ) = 0. (4.4)

Assim temos, o problema linearizado, na forma: uuu t + [(vvv · ∇)uuu + (uuu · ∇)vvv ]− µ∆uuu − ν∇ div uuu +
c2

ρ
∇η − η c

2

ρ2
∇ρ = 0,

ηt + uuu · ∇ρ+ ρ div uuu + vvv · ∇η + η div vvv = 0.

(4.5)

4.1.1 Análise Preliminar

Como no trabalho feito por Mucha and Zajaczkowski [48], discutimos

o seguinte sistema:

uuu t − µ∆uuu − ν∇ div uuu +
c2

ρ
∇η = fff , em DT ,

ηt + ρ div uuu = g , em DT ,

uuu = 0 , sobre ST ,

uuu
∣∣
t=0
, η

∣∣
t=0

= 0 , sobre D.

(4.6)

2Entropia constante
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Este sistema tem sido objeto de estudo na análise do problema de Stokes com-

pressível em regiões de fronteira suave. Nesta Tese propomos estender esta análise

a problemas em regiões com fronteira Lipschitz.

Quando uuu · nnn ≥ 0 na fronteira não há necessidade de especificar tam-

bém o valor da pressão na fronteira (ou portanto especificar η) [59, 60].

De fato, este sistema corresponde à linearização e localização do sis-

tema de Navier-Stokes compressível onde alguns termos menos importantes foram

absorvidos no termo fonte. O primeiro passo crucial na analise compressível do

problema de Stokes.

4.1.2 Estimativas Importantes

Fazemos aqui uma estimativa heurística da contractividade da equação

de evolução3 [46, 55] em um espaço apropriado antes de tratar com o assunto em

uma outra maneira através do Teorema de Hille-Yosida; o presente argumento pode

ser feito rigorosamente, independentemente deste último resultado ( veja [9]).

Considere o sistema (4.6) com fff = 000, g = 0:

uuu t − µ∆uuu − ν∇ div uuu +
c2

ρ
∇η = 0 , em DT ,

ηt + ρ div uuu = 0 , em DT ,

uuu = 0 , sobre ST ,

uuu
∣∣
t=0
, η

∣∣
t=0

= 0 , sobre D.

(4.7)

Na primeira equação tomando o produto interno com uuu , temos

1

2

d

dt
‖uuu ‖2

L2(D) + µ ‖∇uuu ‖2
L2(D) + ν ‖ div uuu ‖2

L2(D) +
c2

ρ
Re 〈∇η, uuu 〉 = 0. (4.8)

Analogamente, tomando o produto interno da segunda equação com η, obtém-se

1

2

d

dt

(
c2

ρ2
‖η‖2

L2(D)

)
+
c2

ρ
Re 〈 div uuu , η〉 = 0. (4.9)

3isto é, quando fff e ggg são nulos, certas normas da solução não crescem
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Observemos que

div (η uuu ) = η div uuu +∇η · uuu ,

〈 div uuu , η〉 = 〈uuu ,∇η〉

e

Re {〈 div uuu , η〉+ 〈∇η, uuu 〉} = 0.

Assim somando as equações (4.8) e (4.9), obtém-se

1

2

d

dt

[
‖uuu ‖2

L2(D) +
c2

ρ2
‖η‖2

L2(D)

]
+ µ ‖∇uuu ‖2

L2(D) + ν ‖ div uuu ‖2
L2(D) = 0. (4.10)

Conseqüentemente,

‖uuu ‖2
L2(D) +

c2

ρ2
‖η‖2

L2(D) ≤ ‖uuu 0‖2
L2(D) +

c2

ρ2
‖η0‖2

L2(D). (4.11)

4.2 Aplicações de Semigrupos ao Sistema Linearizado

O sistema de equações original (4.6), o qual é objeto principal deste

trabalho, pode ser escrito na forma:

∂

∂t

 uuu

η

 =

 L − c2

ρ
∇

−ρ div 0

 uuu

η

+

 fff

g

 (4.12)

onde

Luuu = µ∆uuu + ν∇ div uuu .

4.2.1 Problema de Dirichlet

Considere o problema de valor inicial

∂Θ

∂t
= AΘ + HHH

Θ |t=0 = Θ0

(4.13)
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onde

Θ =

 uuu

η

 , A =

 L − c2

ρ
∇

−ρ div 0

 , e HHH =

 fff

g

 ,
Seja AAA uma extensão fechada minimal de A em XD = L2(D) × L2(D), AAA é den-

samente definida e fechada em XD. Além disso, de (4.11), espera-se que AAA seja o

gerador infinitesimal de um semi-grupo G(t) de contrações em B(XD, XD). Estab-

elecemos este fato a seguir.

O problema (4.13) tem uma solução fraca da forma

Θ(xxx , t) = SSS (xxx , t)Θ0 +

∫ t

0

SSS (xxx , t− s)HHH (s) ds

onde S(t) é o semigrupo gerado pelo operador AAA .

Teorema 4.2.1. Seja 1 < p < ∞. O operador AAA é o gerador infinitesimal de um

semigrupo analítico de contrações sobre XD.

Demonstração. Seja Θ ∈ D(AAA ) então Θ ∈ L2(D) e

‖Θ‖2 =
〈
Θ,Θ

〉
= ‖uuu ‖2 +

c2

ρ2
‖η‖2.

Tomando o produto interno de AAA com Θ em L2(D), temos

〈
AAAΘ,Θ

〉
=

〈 L − c2

ρ
∇

−ρ div 0

Θ,Θ

〉
,

=

〈 Luuu − c2

ρ
∇η

−ρ div uuu

 ,

 uuu

η

〉 ,
=

〈
Luuu − c2

ρ
∇η, uuu

〉
+
c2

ρ2
〈−ρ div uuu , η〉 ,

= 〈Luuu , uuu 〉 − c2

ρ
〈∇η, uuu 〉 − c2

ρ
〈 div uuu , η〉 ,

= 〈µ∆uuu + ν∇ div uuu , uuu 〉 − c2

ρ
[〈∇η, uuu 〉+ 〈 div uuu , η〉] ,

= µ 〈∆uuu , uuu 〉+ ν 〈∇ div uuu , uuu 〉 − c2

ρ
[〈∇η, uuu 〉+ 〈 div uuu , η〉]︸ ︷︷ ︸

=0

.



47

Usando integração por partes [23], obtém-se

〈
AAAΘ,Θ

〉
= −µ ‖∇uuu ‖2 − ν ‖ div uuu ‖2 ≤ 0

ou seja, Re
〈
AAAΘ,Θ

〉
≤ 0. Logo temos

λ‖Θ‖ ≤ ‖(λI − A)Θ‖ .

Para analisar a inversão do resolvente, consideremos a equação

(λI − AAA ) Θ = HHH . (4.14)

Tomando o produto interno com Θ, temos

λ‖Θ‖2 −
〈
AAAΘ,Θ

〉
=
〈
HHH ,Θ

〉
,

e assim,

λ‖Θ‖2 ≤
〈
HHH ,Θ

〉
,

≤ ‖HHH ‖ · ‖Θ‖ = ‖HHH ‖ · ‖Θ‖.

Por tanto,

λ‖Θ‖ ≤ ‖HHH ‖.

Uma vez que da equação (4.14), Θ = (λI − AAA )−1 HHH , da desigualdade anterior

obtemos

‖ (λI − AAA )−1 HHH ‖ ≤ 1

λ
‖HHH ‖ , λ > 0.

Assim, AAA satisfaz as condições do Teorema de Hille-Yosida.

4.3 Construção de Certas Soluções Fundamentais

Nesta seção, tem-se como finalidade achar uma expressão explícita da

solução fundamental do sistema (4.16), da mesma maneira como foi feito na equação

(3.1).
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Da segunda equação do sistema (4.6), temos

∇η = −ρ
∫ t

0

(∇ div uuu )(xxx , s) ds+

∫ t

0

(∇g)(xxx , s) ds+∇η0,

substituindo este resultado na primeira equação do sistema (4.6), obtém-se

uuu t − µ∆uuu − ν∇ div uuu − c2

∫ t

0

(∇ div uuu )(xxx , s) ds = FFF (4.15)

onde FFF = fff − c
2

ρ

∫ t

0

(∇g)(xxx , s) ds−∇η0. Definindo o operador integro-diferencial.

LLL uuu = µ∆uuu + ν∇ div uuu + c2

∫ t

0

(∇ div uuu )(xxx , θ) dθ ,

temos o novo sistema
∂ uuu

∂t
= LLL uuu + FFF ,

η = −ρ
∫ t

0

div uuu dτ +

∫ t

0

g dτ,

u
∣∣
t=0

= 0 , η
∣∣
t=0

= 0.

(4.16)

Seja X = div uuu , WWW = ∇× uuu . Então temos

∂X

∂t
= (µ+ ν)∆ X + c2

∫ t

0

∆ X ds+ div FFF ,

∂WWW

∂t
= µ∆WWW +∇× FFF .

Sejam Gµ(xxx , t) = G(xxx , µt), GGG µ+ν = GGG (xxx , (µ + ν)t) as funções de Green para a

equação do Calor correspondentes a os coeficientes µ, ν+µ, cujas fórmulas explícitas

foram apresentadas na equação (2.1). Assim4

WWW = GGG µ > (∇× FFF ) (4.17)

Observação 5. A função de Green GGG (xxx , t) é uma matriz da forma

GGG (xxx , t) = III G(xxx , t)

onde III é a matriz identidade de ordem 3× 3.

4onde > é a convolução definida sobre D × (0, T ), por

fff > ggg =

∫ t

0

∫
D

fff (xxx − yyy , t− s)ggg (yyy , s) dyyy ds
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Denotando g = div FFF e KKK (fff ) =

∫ t

0

fff (xxx , s) ds, temos:


∂X

∂t
= (µ+ ν)∆ X + c2KKK (∆ X ) + g,

X (0) = 0,
(4.18)

tomando a transformada de Laplace no tempo

LLL [fff (xxx , t)] =

∫ ∞
0

e−st fff (xxx , t) dt,

a transformada de Fourier no espaço

FFF [fff (xxx , t)] =

∫
R 3

e−i ξξξ ·xxx fff (xxx , t) dxxx ,

e escrevendo LLL FFF X = LLL X̂ . Então

sLLL X̂ = −(µ+ ν)|ξξξ |2 LLL X̂ − c2|ξξξ |2

s
LLL X̂ + LLL ĝ,

usando X (0) = 0, tal que(
s+ (µ+ ν)|ξξξ |2 +

c2|ξξξ |2

s

)
LLL X̂ = LLL ĝ

ou

LLL X̂ =
s

s2 + (µ+ ν)|ξξξ |2s+ c2|ξξξ |2
LLL ĝ.

Seja D(|ξξξ |) = (µ+ν)2|ξξξ |4−4c2|ξξξ |2. Note que D é negativo para |ξξξ |2 < 4c2

(µ+ν)2
= κ.

Sejam

α(|ξξξ |) =
−(µ+ ν)|ξξξ |2 −

√
D(|ξξξ |)

2
e β(|ξξξ |) =

−(µ+ ν)|ξξξ |2 +
√
D(|ξξξ |)

2
.

Observe que

s

(s− α)(s− β)
=

1

α− β

(
α

s− α
− β

s− β

)
,

logo tomando a Transformada Inversa de Laplace, vemos que

X̂ =

{
α

α− β
eαt − β

α− β
eβt
}
? ĝ,
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onde ? é a convolução no tempo, dada por

(f ? g)(t) =

∫ t

0

f(t− s)g(s) ds.

Seja ρ2 = |ξξξ |2, então

X̂ =

(µ+ ν)ρ2 +
√
D(ρ)

2
√
D(ρ)

e

−(µ+ ν)ρ2 −
√
D(ρ)

2
t

−
(µ+ ν)ρ2 −

√
D(ρ)

2
√
D(ρ)

e

−(µ+ ν)ρ2 +
√
D(ρ)

2
t

 ? g(ξξξ , t),

(4.19)

podendo também ser reescrita da seguinte maneira:

X̂ = e
−(µ+ ν)ρ2

2
t


(

(µ+ ν)ρ2

2
√
D(ρ)

+
1

2

)
e
−

√
D(ρ)

2
t

+

(
−(µ+ ν)ρ2

2
√
D(ρ)

+
1

2

)
e

√
D(ρ)

2
t

 ? g(ξξξ , t),

= e−
(µ+ν)ρ2

2
t

−(µ+ ν)ρ2√
D(ρ)

e√D(ρ)

2
t − e−

√
D(ρ)

2
t

2

+
e
√
D(ρ)

2
t + e−

√
D(ρ)

2
t

2

 ? g(ξξξ , t).

Então,

X̂ = e−
(µ+ν)ρ2

2
t

{
−(µ+ ν)ρ2√

D(ρ)
senh

(√
D(ρ)

2
t

)
+ cosh

(√
D(ρ)

2
t

)}
? g(ξξξ , t).

No caso ρ2 < κ, temos

√
D(ρ) = i

√
|D(ρ)| e senh

(
i
√
|D(ρ)|
2

t

)
= i sen

(√
|D(ρ)|

2
t

)
,

enquanto cosh

(
i
√
|D(ρ)|
2

t

)
= cos

(√
|D(ρ)|
2

t

)
. Daí,

1

i
√
|D(ρ)|

senh

(
i
√
|D(ρ)|
2

t

)
=

1√
|D(ρ)|

sen

(√
|D(ρ)|

2
t

)
.

A Transformada Inversa de Fourier Γ(xxx , t) é dada por

Γ(xxx , t) =

√
2

π

∫ ∞
0

ρ2

(
− α(ρ)√

D(ρ)
eα(ρ)t +

β(ρ)√
D(ρ)

eβ(ρ)t

)
sen (|xxx |ρ)

|xxx |ρ
dρ. (4.20)
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Para ρ2 > κ, temos

−(µ+ ν)ρ2 +
√
D(ρ)

2
=
−(µ+ ν)ρ2

2
+

(µ+ ν)ρ2
√

1− κρ−2

2

e, pelo Teorema de Taylor (versão integral)√
1− κρ−2 = 1− 1

2
κρ−2 − 1

4
κ2ρ−4

∫ 1

0

(1− θ) dθ
(1− κθρ−2)3/2

.

Por tanto,

−(µ+ ν)ρ2 +
√
D(ρ)

2
=

(µ+ ν)ρ2

2

(
−1

2
κρ−2 − 1

4
κ2ρ−4

∫ 1

0

(1− θ) dθ
(1− κθρ−2)3/2

)
,

= −(µ+ ν)κ

4
− (µ+ ν)ρ−2κ2

8

∫ 1

0

(1− θ) dθ
(1− κθρ−2)3/2

.

Então,

β(ρ) = −(µ+ ν)κ

4
−B(ρ), (4.21)

onde

B(ρ) =
(µ+ ν)ρ−2κ2

8

∫ 1

0

(1− θ) dθ
(1− κθρ−2)3/2

.

Por (4.22), temos
β(p)√
D(ρ)

= −κ
4
ρ−2 + O (ρ−4)

e

exp (β(ρ)t) = e
−(µ+ ν)κ

4
t
e−B(ρ)t.

Por outro lado,

−(µ+ ν)ρ2 −
√
D(ρ)

2
=
−(µ+ ν)ρ2

2
− (µ+ ν)ρ2

√
1− κρ−2

2
,

= −(µ+ ν)ρ2

2

[
2− 1

2
κρ−2 − 1

4
κ2ρ−4

∫ 1

0

(1− θ) dθ
(1− κθρ−2)3/2

]
,

= −(µ+ ν)ρ2

2

(
2− 1

2
κρ−2

)
+B(ρ).

Então,

α(ρ) = −(µ+ ν)ρ2 +
(µ+ ν)κ

4
+B(ρ), (4.22)

enquanto que

− α(p)√
D(ρ)

= 1 + O (ρ−2)
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e

exp (α(ρ)t) = e−(µ+ ν)ρ2t e

(µ+ ν)κ

4
t
eB(ρ)t.

Escrevemos

Υ(xxx , t) =

∫ ∞
L

+

∫ L

0

= Γ1 + Γ2 , L > κ

= Γ+
1 + Γ−1 + Γ2,

onde os sub indices + e − correspondem para α e β na integral definida por (4.19).

Então:

Γ+
1 =

√
2

π

∫ +∞

L

ρ2
(
1 + O (ρ−2)

)
e−(µ+ν)ρ2t e

(µ+ν)κ
4

t eB(ρ)t sen (|xxx |ρ)

|xxx |ρ
dρ,

=

√
2

π

e
(µ+ν)κ

4
t

|xxx |

∫ +∞

L

ρ
(
1 + O (ρ−2)

)
e−(µ+ν)ρ2t eB(ρ)t sen (|xxx |ρ) dρ.

Definindo

BL(ρ) =

 B(ρ) , ρ ≥ L,

0 , ρ < L,

podemos reescrever

Γ+
1 =

√
2

π

e
(µ+ν)κ

4
t

|xxx |

∫ +∞

0

ρe−(µ+ν)ρ2t eBL(ρ)t sen (|xxx |ρ) dρ,

−
√

2

π

e
(µ+ν)κ

4
t

|xxx |

∫ L

0

ρe−(µ+ν)ρ2t sen (|xxx |ρ) dρ,

= e
(µ+ν)κ

4
tGGG µ+ν(xxx , t) ∗ F

(
eBL(ρ)t

)
−
√

2

π

e
(µ+ν)κ

4
t

|xxx |
g+

1 (xxx , t),

onde ∗ denota a convolução no espaço e

g+
1 (xxx , t) =

∫ L

0

ρe−(µ+ν)ρ2t sen (|xxx |ρ) dρ.

Note que ambos eBL(ρ)t e g+
1 (xxx , t) estão em C 1,∞

B (R 3, R +).

Por outro lado,

e
(µ+ν)κ

4
t = 1 +

(µ+ ν)κ

4

∫ t

0

e
(µ+ν)κ

4
s ds
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e

F
(
eBL(ρ)t

)
= F

[
1 +

(
eBL(ρ)t − 1

)]
= δ(xxx ) + F

(
eBL(ρ)t − 1

)
.

Lema 4.3.1. As integrais

H(xxx , t) =

∫ ∞
0

ρ
(
eBL(ρ)t − I

)
sen (|xxx |ρ) dρ

e

h(t) =
(µ+ ν)κ

4

∫ t

0

e
(µ+ν)κ

4
s ds

são convergentes.

Demonstração. Note que

eBL(ρ)t − I =
∞∑
n=1

Bn
L(ρ)tn

n!
= O

(
ρ−2
)

;

logo,

H(xxx , t) = O (1)

∫ ∞
0

sen (|xxx |ρ)

ρ
dρ+ Termos Regulares,

o primeiro termo sendo uma integral condicionalmente convergente.

Então podemos escrever,

Γ+
1 = (1 + h(t)) GGG µ+ν(xxx , t) ∗ (δ(x) +H(xxx , t))−

√
2

π

e
(µ+ν)κ

4
t

|xxx |
g+

1 (xxx , t).

Assim,

Γ+
1 = GGG µ+ν(xxx , t) + h(t)GGG µ+ν(xxx , t) + GGG µ+ν(xxx , t) ∗ H(xxx , t)

+ h(t)GGG µ+ν(xxx , t) ∗ H(xxx , t)−
√

2

π

e
(µ+ν)κ

4
t

|xxx |
g+

1 (xxx , t).

Lema 4.3.2. As Integrais

SB,L(xxx , t) =

∫ ∞
L|xxx |

exp

[
−B

(
ζ

|xxx |

)]
sen ζ

ζ
dζ

e

CB,L(xxx , t) =

∫ +∞

L|xxx |
exp

[
−B

(
ζ

|xxx |

)]
cos ζ

ζ
dζ

existem.
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Demonstração. De fato, uma vez que exp
[
−B

(
ζ
|xxx |

)]
↑ 1, com ζ ↑ ∞ e 1 −

exp
[
−B

(
ζ
|xxx |

)]
↓ 0, com ζ ↑ ∞.

SB,L(xxx , t) =

∫ ∞
L|xxx |

sen ζ

ζ
dζ −

∫ ∞
L|xxx |

{
1− exp

[
−B

(
ζ

|xxx |

)]}
sen ζ

ζ
dζ,

existe e similarmente para CB,L(xxx , t).

Então

Γ−1 =

√
2

π

∫ +∞

L

ρ2
(
−κ

4
ρ−2 + O (ρ−4)

)
e−

(µ+ν)κ
4

t e−B(ρ)t sen (|xxx |ρ)

|xxx |ρ
dρ,

= −
√

2

π

κ

4
e−

(µ+ν)κ
4

t

∫ +∞

L

e−B(ρ)t sen (|xxx |ρ)

|xxx |ρ
dρ

+

√
2

π
e−

(µ+ν)κ
4

t

∫ +∞

L

O (ρ−2) e−B(ρ)t sen (|xxx |ρ)

|xxx |ρ
dρ,

=

√
2

π
e−

(µ+ν)κ
4

t

[
− κ

4|xxx |
SB,L(xxx , t) + O (|xxx |)

∫ +∞

L|xxx |
e−B( ζ

|xxx |)t sen ζ

ζ3
dζ

]
.

Agora note que

∂

∂xi
[SB,L(xxx , t)] = −Lxi

|xxx |
e−B(L)t sen (L|xxx |)

L|xxx |

+

∫ +∞

L|xxx |
te−B( ζ

|xxx |)tB′
(

ζ

|xxx |

)
xi
|xxx |3

sen ζ dζ.

Além disso,

B′(ρ) =
(µ+ ν)κ2

8

{
−2ρ−3

∫ 1

0

(1− θ) dθ
(1− κθρ2)5/2

+ ρ−2

∫ 1

0

−3/2(−κθ)(−2)ρ−3(1− θ) dθ
(1− κθρ−2)5/2

}
,

=
(µ+ ν)κ2

8

{
−2ρ−3

∫ 1

0

(1− θ) dθ
(1− κθρ2)5/2

−3κ ρ−5

∫ 1

0

θ(1− θ) dθ
(1− κθρ−2)5/2

}
,

= O (ρ−3).

Daí, B′
(

ζ
|xxx |

)
= |xxx |3O (ζ−3) e∫ +∞

L|xxx |
te−B( ζ

|xxx |)tB′
(

ζ

|xxx |

)
xi
|xxx |3

sen ζ dζ =

∫ +∞

L|xxx |
te−B( ζ

|xxx |)tO (|xxx |) ζ−3 sen ζ dζ,

= O (t).
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Disto segue que

∂

∂xi
[SB,L(xxx , t)] = O (t).

Concluímos que SB,L(xxx , t) ∈ C 1,∞ (R 3, R +) e

Γ−1 =

√
2

π
e−

(µ+ν)κ
4

t

[
κ

4|xxx |
SB,L(xxx , t) + O (|xxx |)g−1 (xxx , t)

]
,

onde

g−1 (xxx , t) =

∫ +∞

L|xxx |
e−B( ζ

|xxx |)t sen ζ

ζ3
dζ esta certamente em C 1,∞(R 3, R+).

Finalmente,

Γ2(xxx , t) =

√
2

π

∫ L

0

e−
(µ+ν)ρ2

2
t

{
−(µ+ ν)ρ2√

D(ρ)
senh

(√
D(ρ)

2
t

)

+ cosh

(√
D(ρ)

2
t

)}
sen (|xxx |ρ)

|xxx |ρ
dρ

é C 1,∞
B sobre compactos em R 3 × R +.

4.3.1 Núcleo do Problema Associado

Observamos que a solução fundamental pode ser escrita como a soma

de três termos; com um certo abuso de notação vamos tirar um termo de Γ+
1 e

escrever na verdade uma soma de quatro termos, visando obter o núcleo de Shen,

para o qual temos uma série de resultados importantes que já foram desenvolvidos.

Assim, o núcleo da equação (4.18) toma a forma:

Υ(xxx , t) = GGG µ+ν(xxx , t) + Γ+
1 (xxx , t) + Γ−1 (xxx , t) + Γ2(xxx , t) (4.23)

onde

Γ+
1 (xxx , t) = h(t)GGG µ+ν(xxx , t) + GGG µ+ν(xxx , t) ∗ H(xxx , t)

+ h(t)GGG µ+ν(xxx , t) ∗ H(xxx , t)−
√

2

π

e
(µ+ν)κ

4
t

|xxx |
g+

1 (xxx , t),

Γ−1 (xxx , t) =

√
2

π
e−

(µ+ν)κ
4

t

[
κ

4|xxx |
SB,L(xxx , t) + O (|xxx |)g−1 (xxx , t)

]
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e

Γ2(xxx , t) =

√
π

2

∫ L

0

e−
(µ+ν)ρ2

2
t

{
−(µ+ ν)ρ2√

D(ρ)
senh

(√
D(ρ)

2
t

)

+ cosh

(√
D(ρ)

2
t

)}
sen (|xxx |ρ)

|xxx |ρ
dρ.

Observação 6. Observe que
∂Gµ+ν

∂xk
(xxx , t) = − xk

2(µ+ ν)t
Gµ+ν(xxx , t),

∂2Gµ+ν

∂xj∂xk
(xxx , t) = − δkj

2(µ+ ν)t
Gµ+ν(x, t) +

xkxj
4(µ+ ν)2t2

Gµ+ν(xxx , t).

4.3.2 Parte Principal do Núcleo

Pelo visto anteriormente, existe um núcleo Υ(xxx , t), tal que

X = Υ > div FFF . (4.24)

Lembramos que

∇×∇× uuu = −∆uuu +∇ div uuu (vetor identidade)

ou,

−∆uuu = ∇× WWW −∇X ,

segue-se que a solução da equação (4.16) tem a forma

uuu (xxx , t) = (−∆)−1∇× WWW − (−∆)−1∇X ,

= (−∆)−1∇× (GGG µ > (∇× FFF ))− (−∆)−1∇ (Υ > div FFF ) ,

=
[
(−∆)−1 (∇×∇× GGG µ)

]
> FFF − (−∆)−1

3∑
j=1

∂j

(
3∑
i=1

∂iΥ > Fi

)
ej,

=
[
(−∆)−1 (−∆GGG µ +∇ div GGG µ)

]
> FFF − (−∆)−1

(
3∑

i,j=1

∂i∂jΥ > Fi

)
ej,

= [GGG µ + A GGG µ − AΥΥΥ] > FFF ,
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onde ΥΥΥ(xxx , t) = III Υ(xxx , t) e a matriz simétrica 5 A = (−∆)−1∇ div .

Então a solução do sistema (4.16), em D, tem a forma

uuu (xxx , t) =

∫ t

0

∫
D

G (xxx − yyy , t− τ)FFF (yyy , τ) dyyy dτ

onde

G (xxx , t) = GGG µ(xxx , t) + (−∆)−1∇ div GGG µ(xxx , t)− (−∆)−1∇ divΥΥΥ(xxx , t). (4.25)

Substituindo a equação (4.23), temos

G ij(xxx , t) = δijGµ(xxx , t) + R i R j [Gµ(xxx , t)−Gµ+ν(xxx , t)]

− R i R j

(
Γ+

1 + Γ−1 + Γ2

)
(xxx , t),

= δijGµ(xxx , t) +

∫ (µ+ν)t

µt

∂2G

∂xi∂xj
(xxx , θ) dθ − R i R j

(
Γ+

1 + Γ−1 + Γ2

)
(xxx , t),

ou, em termos dos elementos da matriz fundamental G (xxx , t) = {Gij(xxx , t)}, temos:

G ij(xxx , t) = Γij(xxx , t)− R i R j

(
Γ+

1 + Γ−1 + Γ2

)
(xxx , t) (4.26)

onde i, j = 1, 2, 3. Γij(xxx , t) = δijGµ(xxx , t) +

∫ (µ+ν)t

µt

∂2G

∂xi∂xj
(xxx , θ) dθ é o núcleo

achado por Brown e Shen [5].

Observação 7. Note que o núcleo encontrado é uma perturbação daquele encontrado

na equação (3.2), para o problema de Navier Stokes em Cilindros Lipschitz [51, veja

também [13, 39]].

5A = {R i R j}onde R i = (−∆)−1/2∂i é a Transformada de Riesz (veja[26]).
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4.4 Identificação do Semigrupo

A solução achada no Capítulo anterior e escrita em termos de potenciais

de camada é da forma

uuu = G > FFF , FFF = FFF (fff , g)

= G1 fff + G2g

e

η = −ρK div G1 fff − ρK div G2g +Kg,

= −ρK div G1 fff + (−ρK div G2 +K) g,

ou, voltando à forma matricial, uuu

η

 =

 G1 G2

−ρK div G1 −ρK div G2 +K

 fff

g

 . (4.27)

Agora lembremos que da equação em η no sistema (4.6), temos

η(xxx , t) = −ρ
∫ t

0

div uuu (xxx , s) ds+

∫ t

0

ggg (xxx , s) ds.

Observe que

ui(xxx , t) =
3∑
j=1

∫ t

0

∫
D

G ij(xxx − yyy , t− τ)Fj(yyy , τ) dyyy dτ,

div ui(xxx , t) =

∫ t

0

∫
D

3∑
i,j=1

∂iG ij(xxx − yyy , t− τ)Fj(yyy , τ) dyyy dτ,

ou matricialmente,

div ui(xxx , t) = ∂iG (xxx , t) > FFF (xxx , t)

onde

∂iG =


∂1 G i1 ∂1 G i2 ∂1 G i3

∂2 G i1 ∂1 G i2 ∂1 G i3

∂3 G i1 ∂1 G i2 ∂1 G i3

 .
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Note que

div uuu = div u1 + div u2 + div u3 = MMM (xxx , t) > FFF (xxx , t)

onde MMM =
3∑
i=1

∂iG , com Mij =
3∑

k=1

∂iG kj.

Contudo temos

uuu (xxx , t) = G (xxx , t) > FFF (xxx , t),

η(xxx , t) = −ρ
∫ t

0

MMM (xxx , s) > FFF (xxx , s) ds+

∫ t

0

ggg (xxx , s) ds,

ou,

Θ(xxx , t) =

 G (xxx , t)

−ρtMMM (xxx , t)

> FFF (xxx , t) +

 0∫ t

0

ggg (xxx , s) ds

 .
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5 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA EM
TERMOS DE POTENCIAIS DE CAMADA

Neste capítulo, construímos os potenciais de camada simples e dupla

[27, 44], para assim identificando o símbolo principal do núcleo G (xxx , t) estabelecer

condições para a inversão do operador e solução do problema de Dirichlet [15, 28, 53].

Seja D um domínio Lipschitz em R 3, lembrando a notação

Luuu = µ∆uuu + ν∇ div uuu + c2

∫ t

0

(∇ div uuu )(xxx , θ) dθ.

Consideremos o seguinte problema

∂ uuu

∂t
= Luuu + FFF , (xxx , t) ∈ DT ,

uuu = ggg sobre ∂D,

uuu (xxx , 0) = 0, xxx ∈ D.

(5.1)

Precisamos o seguinte resultado técnico sobre unicidade em determi-

nadas classes funcionais.

Teorema 5.0.1. Seja uuu solução do problema (5.1) em DT , suponha que u∗ e (∇uuu )∗

estão em L2(ST ), que u e ∇uuu tem limites não tangenciais sobre ST . Temos a

desigualdade

1

2
sup
t∈[0,T ]

‖uuu (xxx , t)‖2
L2(D) + µ ‖∇uuu (xxx , s)‖2

L2(0,T ;L2(D)) + ν ‖ div uuu (xxx , s)‖2
L2(0,T ;L2(D)) +

c2

2

∥∥∥∥∫ t

0

div uuu (xxx , θ) dθ

∥∥∥∥2

L2(D)

≤ µ

∫ t

0

∫
∂D

|uuu (qqq , s)uuu nnn (qqq , s)| dqqq ds

+ ν

∫ t

0

∫
∂D

|(u(qqq , s) · nnn (qqq , s)) div uuu (qqq , s)| dqqq ds

+ c2

∫ t

0

∫
∂D

∣∣∣∣(uuu (qqq , s) · nnn (qqq , s))

(∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ

)∣∣∣∣ dqqq ds

(5.2)
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+

∫ t

0

∫
D

|uuu (xxx , s)FFF (xxx , s)| dxxx ds. (5.3)

Demonstração. Seja Ωk ↑ D como no Lema 1.1.3. Como uuu é suave em cada Ωk,T

é possível uma aplicação das identidades de Green. Utilizamos aqui a notação uuu nnn

para denotar a derivada normal de uuu .

Tomando o produto interno com uuu (xxx , t) e integrando na variável t,

temos

1

2

∫
Ωk

|uuu (xxx , t)|2dxxx = µ

∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s) ·∆uuu (xxx , s) dxxx ds

+ ν

∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s) · ∇ div uuu (xxx , s) dxxx ds

+ c2

∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s)

(∫ s

0

∇ div uuu (xxx , θ) dθ

)
dxxx ds

+

∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s)FFF (xxx , s) dxxx ds

onde∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s) ·∆uuu (xxx , s) dxxx ds = −
∫ t

0

∫
Ωk

|∇uuu (xxx , s)|2 dxxx ds

+

∫ t

0

∫
∂Ωk

uuu (qqq , s)uuu nnn k(qqq , s) dqqq ds

e ∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s) · ∇ div uuu (xxx , s) dxxx ds =

−
∫ t

0

∫
Ωk

| div uuu (xxx , s)|2 dxxx ds

+

∫ t

0

∫
∂Ωk

(u(qqq , s) · nnn k(qqq , s)) div uuu (qqq , s) dqqq ds.

Além disso,∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s)∇
(∫ s

0

div uuu (xxx , θ) dθ

)
dxxx ds =

−
∫ t

0

∫
Ωk

div uuu (xxx , s)

(∫ s

0

div uuu (xxx , θ) dθ

)
dxxx ds

+

∫ t

0

∫
∂Ωk

(uuu (qqq , s) · nnn k(qqq , s))

(∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ

)
dqqq ds.
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Notemos também que,∫ t

0

∫
Ωk

div uuu (xxx , s)

(∫ s

0

div uuu (xxx , θ) dθ

)
dxxx ds

=
1

2

∫ t

0

∫
Ωk

d

ds

(∫ s

0

div uuu (xxx , θ) dθ

)2

dxxx ds

=
1

2

∫
Ωk

(∫ t

0

div uuu (xxx , θ) dθ

)2

dxxx .

Então,

1

2
‖uuu (xxx , t)‖2

L2(Ωk) + µ ‖∇uuu (xxx , s)‖2
L2(0,t;L2(Ωk)) + ν ‖ div uuu (xxx , s)‖2

L2(0,t;L2(Ωk)) +

c2

2

∥∥∥∥∫ t

0

div uuu (xxx , θ) dθ

∥∥∥∥2

L2(Ωk)

= µ

∫ t

0

∫
∂Ωk

uuu (qqq , s)uuu nnn k(qqq , s) dqqq ds

+ ν

∫ t

0

∫
∂Ωk

(u(qqq , s) · nnn k(qqq , s)) div uuu (qqq , s) dqqq ds

+ c2

∫ t

0

∫
∂Ωk

(uuu (qqq , s) · nnn k(qqq , s))

(∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ

)
dqqq ds

+

∫ t

0

∫
Ωk

uuu (xxx , s)FFF (xxx , s) dxxx ds

.

Quando k →∞, as integrais à esquerda convergem para as correspon-

dentes integrais sobre D graças ao teorema da convergência monótona. Para os

termos à direita temos,∫ t

0

∫
∂Ωk

uuu (qqq , s)uuu nnn k(qqq , s) dqqq ds

=

∫ t

0

∫
∂Ωk

σk(qqq )uuu (Λk(qqq ), s) 〈nnn k(Λk(qqq )),∇uuu (Λk(qqq ), s)〉 dqqq ds

onde usamos a parte 3) do Lema 1.1.3. Tomando em conta as partes 1) e 4) do

Lema 1.1.3 e assumindo que uuu e ∇uuu tem limites não tangenciais, vemos que

σk(qqq )→ 1 q.s. , uuu (Λk(qqq ), s)→ uuu (qqq , s) q.s.
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e

〈nnn k(Λk(qqq )),∇uuu (Λk(qqq ), s)〉 → uuu nnn (qqq , s) q.s.

Também, usando a parte (1) do Lema 1.1.3 segue-se que

|uuu (Λk(qqq ), s) 〈nnn k(Λk(qqq )),∇uuu (Λk(qqq ), s)〉| ≤ uuu ∗(qqq , s)(∇uuu )∗(qqq , s).

Da análise anterior, assumindo que u∗ e (∇uuu )∗ pertencem a L2(ST ), pelo teorema

da convergência dominada, temos

lim
k→∞

∫ t

0

∫
∂Ωk

uuu (qqq , s)uuu nnn k(qqq , s) dqqq ds =

∫ t

0

∫
∂D

uuu (qqq , s)uuu nnn (qqq , s) dqqq ds.

Da mesma maneira os outros termos podem ser escrito como,∫ t

0

∫
∂Ωk

(u(qqq , s) · nnn k(qqq , s)) div uuu (qqq , s) dqqq ds

=

∫ t

0

∫
∂Ωk

σk(qqq ) (uuu (Λk(qqq ), s) · nnn k(Λk(qqq ), s)) div uuu (Λk(qqq ), s) dqqq ds

e∫ t

0

∫
∂Ωk

(u(qqq , s) · nnn k(qqq , s))

(∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ

)
dqqq ds

=

∫ t

0

∫
∂Ωk

σk(qqq ) (uuu (Λk(qqq ), s) · nnn k(Λk(qqq ), s))

(∫ s

0

div uuu (Λk(qqq ), θ) dθ

)
dqqq ds,

com as mesmas considerações anteriores, as do Lema 1.1.3 e assumindo que ( div uuu )∗

e
(∫ t

0
div uuu (qqq , s) ds

)∗
pertencem a L2(ST ), temos

(uuu (Λk(qqq ), s) · nnn k(Λk(qqq ), s)) div uuu (Λk(qqq ), s)→ (uuu (qqq , s) · nnn (qqq , s)) div uuu (qqq , s) q.s.,

e

(uuu (Λk(qqq ), s) · nnn k(Λk(qqq ), s))

∫ s

0

div uuu (Λk(qqq ), θ) dθ

−→ (uuu (qqq , s) · nnn (qqq , s))

∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ q.s.

Além disso,

|(uuu (Λk(qqq ), s) · nnn k(Λk(qqq ), s)) div uuu (Λk(qqq ), s)| ≤ (uuu )∗(qqq , s) ( div uuu )∗ (qqq , s)
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e∣∣∣∣(uuu (Λk(qqq ), s) · nnn k(Λk(qqq ), s))

∫ s

0

div uuu (Λk(qqq ), θ) dθ

∣∣∣∣ ≤ (uuu )∗(qqq , s)

(∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ

)∗
.

Logo, pelo teorema da convergência dominada, temos

lim
k→∞

∫ t

0

∫
∂Ωk

(u(qqq , s) · nnn k(qqq , s)) div uuu (qqq , s) dqqq ds

=

∫ t

0

∫
∂D

(u(qqq , s) · nnn (qqq , s)) div uuu (qqq , s) dqqq ds

e

lim
k→∞

∫ t

0

∫
∂Ωk

(uuu (qqq , s) · nnn k(qqq , s))

(∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ

)
dqqq ds

=

∫ t

0

∫
∂D

(uuu (qqq , s) · nnn (qqq , s))

(∫ s

0

div uuu (qqq , θ) dθ

)
dqqq ds.

Assim tendo estabelecido estas convergências a estimativa (5.2), segue facilmente.

Corolário 5.0.1. Suponha que uuu satisfaz as mesmas condições da proposição 5.0.1

com FFF = 0 e uuu = 0 sobre ST . Então uuu = 0 em DT .

5.1 Potenciais de Camada

Seja ggg ∈ L2(∂D × (0, T )), definimos os potenciais de camada simples

e dupla com densidade ggg por

S (ggg )(xxx , t) =

∫ t

0

∫
∂D

G (xxx − qqq , t− s)ggg (qqq , s) dqqq ds,

D (ggg )(xxx , t) =

∫ t

0

∫
∂D

[
∂G (xxx − qqq , t− s)

∂νt(qqq )

]Tr
ggg (qqq , s) dqqq ds,

onde o operador tração modificada é dado por

∂ uuu

∂ ννν t
= (ν − µ)( div uuu )NNN + µ

(
∇uuu + (∇uuu )T

)
NNN + c2

(∫ t

0

div uuu ds

)
· NNN (5.4)
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Agora vamos tentar entender o comportamento na fronteira de ∇S (fff ) e D (fff ).

Para ` = 1, . . . , n, seja

K`,ε(ppp , t) =

∫ t−ε

0

∫
∂D

∂Γij
∂p`

(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

−
∫ t−ε

0

∫
∂D

∂

∂p`
R ijΓ

+
1 (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

−
∫ t−ε

0

∫
∂D

∂

∂p`
R ijΓ

−
1 (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

−
∫ t−ε

0

∫
∂D

∂

∂p`
R ijΓ2(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

e seja K`,∗(ppp , t) = sup
ε>0

K`,ε(ppp , t).

Sejam

K+
1 =

∫ t−ε

0

∫
∂D

∂Γ+
1

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds,

K−1 =

∫ t−ε

0

∫
∂D

∂Γ−1
∂p`

(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds,

e

K2 =

∫ t−ε

0

∫
∂D

∂Γ2

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds.

Escrevendo por extenso o primeiro termo, temos:

K+
1 =

∫ t−ε

0

∫
∂D

h(t− s)∂G
GG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+

∫ t−ε

0

∫
∂D

[1 + h(t− s)] ∂

∂p`
(GGG µ+ν ∗ H) (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

−
∫ t−ε

0

∫
∂D

√
2

π
e

(µ+ν)κ
4

(t−s) ∂

∂p`

[
1

|ppp − qqq |
g+

1 (ppp − qqq , t− s)
]
gj(qqq , s) dqqq ds

O operador acima pode ser escrito como a soma de outros três, os quais como demon-

straremos mediante aplicações dos resultados de Mikhlin [47] e o Lema de Aubin-

Lions [54] são operadores compactos. Isto é apresentado mediante os seguintes

Lemas :
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Lema 5.1.1. Dada gj(qqq , s) ∈ L2(0, T ;L2(∂D)) o operador

K+
11 =

∫ t

0

h(t− s)
∫
∂D

∂GGG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

é um operador compacto em L2(0, T ;L2(∂D))

Demonstração.

K+
11 = − 2π

[4π(µ+ ν)]5/2

∫ t

0

h(t− s)
∫
∂D

p` − q`
(t− s)5/2

e−
|ppp−qqq |2

4(µ+ν)(t−s) gj(qqq , s) dqqq ds

estimando temos

K+
11 ≤

2π

[4π(µ+ ν)]5/2

∫ t

0

h(t− s)
∫
∂D

|ppp − qqq |
(t− s)5/2

e−
|ppp−qqq |2

4(µ+ν)(t−s) |gj(qqq , s)| dqqq ds

considerando que

h(t− s) = O (t− s) sobre [0, T ] (5.5)

Assim, tem-se∣∣K+
11

∣∣ ≤ 2πC

[4π(µ+ ν)]5/2

∫ t

0

∫
∂D

|ppp − qqq |
(t− s)3/2

e−
|ppp−qqq |2

4(µ+ν)(t−s) |gj(qqq , s)| dqqq ds

≤ 2πC

[4π(µ+ ν)]5/2

∫ t

0

1

(t− s)ε

∫
∂D

1

|ppp − qqq |2(1−ε)
|ppp − qqq |2(1−ε)

(t− s)1−ε

× |p
pp − qqq |

(t− s)1/2
e−

|ppp−qqq |2
4(µ+ν)(t−s) |gj(qqq , s)| dqqq ds

≤ C

2(4π)3/2(µ+ ν)1+ε

∫ t

0

1

(t− s)ε

∫
∂D

1

|ppp − qqq |2(1−ε)

×
[
|ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s)

]3/2−ε

e−
|ppp−qqq |2

4(µ+ν)(t−s) |gj(qqq , s)| dqqq ds

Dado que |xxx |3/2−εe−|x| ≤ Const para 0 ≤ |xxx | <∞ (veja [31]), temos ainda∣∣K+
11

∣∣ ≤ C

2(4π)3/2(µ+ ν)1+ε

∫ t

0

1

(t− s)ε

∫
∂D

|gj(qqq , s)|
|ppp − qqq |2(1−ε) dqqq ds

Pelos resultados de Mikhlin o operador integral

F (s,G) =

∫
∂D

|gj(qqq , s)|
|ppp − qqq |2(1−ε) dqqq ∈ L

2(0, T ;L2(∂D))
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é limitado para ε > 0. Então

∣∣K+
11

∣∣ ≤ Cε

∫ t

0

F (s,G)

(t− s)ε
ds

≤ Cε

(∫ t

0

1

(t− s)2ε
ds

)1/2(∫ t

0

|F (s,G)|2 ds
)1/2

< ∞

No que segue analisamos a derivada no tempo do operador, isto é,

dK+
11

dt
=

d

dt

[∫ t

0

h(t− s)
∫
∂D

∂GGG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

]

= h(0)

∫
∂D

∂GGG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , 0)gj(qqq , t) dqqq

+

∫ t

0

dh

dt
(t− s)

∫
∂D

∂GGG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+

∫ t

0

h(t− s)
∫
∂D

d

dt

[
∂GGG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)

]
gj(qqq , s) dqqq ds

onde

h(0) = 0,
dh

dt
(t− s) =

(µ+ ν)κ

4
e

(µ+ν)k
4

(t−s)

por outro lado,

d

dt

[
∂Gµ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)

]
= − d

dt

 p` − q`
16π3/2[(µ+ ν)(t− s)]5/2

e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s)



=
5(p` − q`)

32π3/2(µ+ ν)5/2(t− s)3/2
e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s)

− (p` − q`)|ppp − qqq |2

64π3/2[(µ+ ν)(t− s)]7/2
e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s)
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pela equação (5.5), estimando temos

∣∣∣∣dK+
11

dt

∣∣∣∣ ≤ C

16π3/2(µ+ ν)5/2

∫ t

0

∫
∂D

|ppp − qqq |
(t− s)5/2

e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s) gj(qqq , s) dqqq ds

+
5

32π3/2(µ+ ν)5/2

∫ t

0

∫
∂D

|ppp − qqq |
(t− s)1/2

e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s) gj(qqq , s) dqqq ds

+
1

64π3/2(µ+ ν)7/2

∫ t

0

∫
∂D

|ppp − qqq |3

(t− s)5/2
e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s) gj(qqq , s) dqqq ds

levando na forma para poder estimar:

∣∣∣∣dK+
11

dt

∣∣∣∣ ≤ C

∫ t

0

1

(t− s)ε

∫
∂D

[
|ppp−qqq |2
t−s

]5/2−ε

|ppp − qqq |2(2−ε) e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s) gj(qqq , s) dqqq ds

+C

∫ t

0

∫
∂D

[
|ppp − qqq |2

t− s

]1/2

e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s) gj(qqq , s) dqqq ds

+C

∫ t

0

∫
∂D

1

|ppp − qqq |2

[
|ppp − qqq |2

t− s

]5/2

e
− |ppp − qqq |2

4(µ+ ν)(t− s) gj(qqq , s) dqqq ds

Pelo mesmo argumento anterior, (veja [31]), temos∣∣∣∣dK+
11

dt

∣∣∣∣ ≤ C

∫ t

0

1

(t− s)ε

∫
∂D

|gj(qqq , s)|
|ppp − qqq |2(2−ε) dqqq ds

+ C

∫ t

0

∫
∂D

|gj(qqq , s)| dqqq ds+ C

∫ t

0

∫
∂D

|gj(qqq , s)|
|ppp − qqq |2

dqqq ds

novamente pelos resultados de Mikhlin [47] e como é sabido gj ∈ L2(0, T ;L2(∂D)),

temos
dK+

11

dt
∈ L2(0, T ;L2(∂D))

Logo pelo lema de Aubin- Lions [54], temos

K+
11 é compacto em L2

(
0, T ;L2(∂D)

)
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Lema 5.1.2. Dada gj(qqq , s) ∈ L2(0, T ;L2(∂D)) o operador

K+
12 =

∫ t

0

∫
∂D

[1 + h(t− s)] ∂

∂p`
(GGG µ+ν ∗ H) (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

é um operador compacto em L2(0, T ;L2(∂D))

Demonstração. A primeira parte pode ser escrita como

I =

∫ t

0

∫
∂D

∂

∂p`
(GGG µ+ν ∗ H) (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

=

∫ t

0

∫
∂D

(
∂GGG µ+ν

∂p`
∗ H

)
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

=

∫ t

0

(∫
∂D

∂GGG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq

)
∗ H(ppp , t) ds

= −
∫ t

0

(∫
∂D

GGG µ+ν(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq
)
∗ ∂H

∂p`
(ppp , t) ds

= −
∫ t

0

[∫
∂D

(
GGG µ+ν ∗

∂H

∂p`

)
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq

]
ds

= −
[(

GGG µ+ν ∗
∂H

∂p`

)
> gj

]
(ppp , t)

estimado este termo

|I| ≤
∥∥∥∥(GGG µ+ν ∗

∂H

∂p`

)
(ppp , t)

∥∥∥∥
L2(ST )

‖gj(ppp , t)‖L2(ST )

e a segunda parte pela equação (5.5), é da forma

J =

∫ t

0

h(t− s)
∫
∂D

∂

∂p`
(GGG µ+ν ∗ H) (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

=

∫ t

0

h(t− s)
∫
∂D

(
∂GGG µ+ν

∂p`
∗ H

)
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds
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=

∫ t

0

h(t− s)
(∫

∂D

∂GGG µ+ν

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq

)
∗ H(ppp , t) ds

= −
∫ t

0

h(t− s)
(∫

∂D

GGG µ+ν(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq
)
∗ ∂H

∂p`
(ppp , t) ds

= −
∫ t

0

h(t− s)
[∫

∂D

(
GGG µ+ν ∗

∂H

∂p`

)
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq

]
ds

= −
[
h(t)

(
GGG µ+ν ∗

∂H

∂p`

)
(ppp , t) > gj(ppp , t)

]
considerando que h(t) = O (t) em [0, T ], e estimando, outra vez temos:

|J | ≤
∥∥∥∥(tGGG µ+ν ∗

∂H

∂p`

)
(ppp , t)

∥∥∥∥
L2(ST )

‖gj(ppp , t)‖L2(ST )

Lema 5.1.3. Dada gj(qqq , s) ∈ L2(0, T ;L2(∂D)) o operador

K+
13 =

∫ t−ε

0

∫
∂D

√
2

π
e

(µ+ν)κ
4

(t−s) ∂

∂p`

[
1

|ppp − qqq |
g+

1 (ppp − qqq , t− s)
]
gj(qqq , s) dqqq ds

é um operador compacto em L2(0, T ;L2(∂D))

Demonstração.

K+
13 =

√
2

π

∫ t

0

e
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

∂

∂p`

[
1

|ppp − qqq |

]
g+

1 (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+

√
2

π

∫ t

0

e
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

1

|ppp − qqq |

[
∂g+

1

∂p`
(ppp − qqq , t− s)

]
gj(qqq , s) dqqq ds

= −
√

2

π

∫ t

0

e
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

p` − q`
|ppp − qqq |3

g+
1 (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+

√
2

π

∫ t

0

e
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

1

|ppp − qqq |
∂g+

1

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds
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O segundo termo K−1 pode ser escrito como:

K−1 =
κ

4

√
2

π

∫ t−ε

0

∫
∂D

e−
(µ+ν)κ

4
(t−s) ∂

∂p`

[
1

|ppp − qqq |
SB,L(ppp − qqq , t− s)

]
gj(qqq , s) dqqq ds

+

√
2

π

∫ t−ε

0

∫
∂D

e−
(µ+ν)κ

4
(t−s) ∂

∂p`

[
O (|ppp − qqq |)g−1 (ppp − qqq , t− s)

]
gj(qqq , s) dqqq ds

= −κ
4

√
2

π

∫ t−ε

0

e−
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

p` − q`
|ppp − qqq |3

SB,L(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+
κ

4

√
2

π

∫ t−ε

0

e−
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

1

|ppp − qqq |
∂SB,L
∂p`

(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+

√
2

π

∫ t−ε

0

e−
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

p` − q`
|ppp − qqq |

g−1 (ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+

√
2

π

∫ t−ε

0

e−
(µ+ν)κ

4
(t−s)

∫
∂D

O (|ppp − qqq |)∂g
−
1

∂p`
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

Analogamente o terceiro,

K2 = −
√
π

2

∫ t−ε

0

∫ L

0

e−
(µ+ν)ρ2

2
(t−s)

{
(µ+ ν)ρ2√

D(ρ)
senh

(√
D(ρ)

2
(t− s)

)

+ cosh

(√
D(ρ)

2
(t− s)

)}
×
{∫

∂D

∂

∂p`

[
sen (|ppp − qqq |ρ)

|ppp − qqq |ρ

]
gj(qqq , s) dqqq

}
dρ ds.

Teorema 5.1.1. Seja fff ∈ L2(ST ). Então

‖K`,∗(ggg )‖L2(ST ) ≤ C‖ggg ‖L2(ST )

e

lim
ε→0+

K`,ε(ggg )(ppp , t) ≡ K`(ggg )(ppp , t)

existe quase sempre sobre ST .

Demonstração. Denotando

K`(ggg )(ppp , t) = p.v.
∫ t

0

∫
∂D

∂Γij
∂p`

(ppp − qqq , t− s)ggg (qqq , s) dqqq ds.
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Do trabalho de Shen [51] (para maiores detalhes veja o Teorema 2.2.3, pag. 306),

temos que

‖K`(ggg )‖L2(ST ) ≤ C‖ggg ‖L2(ST ).

O outro termo pode ser escrito como

Kj
2 = [∂iKj, ∂`]

∫ t−ε

0

∫
∂D

[
Γ+

1 + Γ−1 + Γ2

]
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

+ R ij

∫ t−ε

0

∫
∂D

∂

∂p`

[
Γ+

1 + Γ−1 + Γ2

]
(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds,

onde Kj = (−∆)−1∂j.

Além disso, pelos resultados de Lions [30, 43], ∂iKj é um operador lim-

itado em L2(R 3), e dos resultados de Coifman & Meier [14] o comutador [∂iKj, ∂`]

é limitado de L2(R 3) em W 1,2(R 3). Assim

K`,ε(ppp , t) = K`(ggg )(ppp , t)+[∂iKj, ∂`]K1(ggg )(ppp , t)+ R ij

[
K+

1 +K−1 +K2

]
(ggg )(ppp , t).

De maneira geral temos

D (ggg )(ppp , t) =

(
1

2
I +K + C

)
ggg (ppp , t) (5.6)

onde

K(ggg (ppp , t)) = p.v.

∫ t

0

∫
∂D

∂Γij
∂νt(ppp )

(ppp − qqq , t− s)gj(qqq , s) dqqq ds

é operador conhecido no capitulo anterior, onde foi tratada a equação simplificada e

C(ggg (ppp , t)) = [∂iKj, ∂`]K1(ggg )(ppp , t) + R ij

[
K+

1 +K−1 +K2

]
(ggg )(ppp , t)

é um operador compacto em L2(ST ).

5.1.1 O Problema de Dirichlet

Uma vez que o potencial de camada dupla D (ggg )(ppp , t) é solução do

sistema (4.16), o problema de Dirichlet é equivalente à seguinte equação(
1

2
I +K + C

)
ggg (ppp , t) = fff (ppp , t) , (ppp , t) ∈ ST . (5.7)
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Enunciamos agora o resultado principal do trabalho.

Teorema 5.1.2. O problema de Dirichlet 5.7 tem uma única solução em L2(ST ).

Demonstração. Denotemos A = 1
2
I +K, note que

‖xxx ‖ ≤ C‖Axxx ‖,

≤ C (‖(A+ C)xxx ‖+ ‖C xxx ‖) ,

assim pelo Teorema de Banach-Hausdorff

Im(A+ C) é fechada,

e se A+ C é algebricamente inversível, sabemos que (A+ C)−1 ∈ B(L2(ST )).

Lema 5.1.4. Seja D um domínio Lipschitz em R 3, com fronteira conexa. Então

para todo fff ∈ L2(ST )∥∥∥∥(1

2
I −K∗

)
fff

∥∥∥∥ ≤ C

{∥∥∥∥(1

2
I +K∗

)
fff

∥∥∥∥+

∣∣∣∣∫
ST

S (fff )dxxx dt

∣∣∣∣}
onde C depende somente sobre a constante de Lipschitz para D.

Teorema 5.1.3. 1
2
I +K : L2(ST )→ L2(ST ) é invertível.

Demonstração. Se ‖fj‖L2(ST ) ≤ B <∞ então podemos dizer fj → f fracamente em

L2(ST ) e para qualquer h ∈ L2(ST )∫
ST

ggg hhh dxxx dt = lim
j→∞

∫
ST

(
1

2
I +K∗

)
fff j hhh dxxx dt,

= lim
j→∞

∫
ST

fff j

(
1

2
I +K

)
hhh dxxx dt,

=

∫
ST

fff

(
1

2
I +K

)
hhh dxxx dt.

Assim
(

1
2
I +K∗

)
fff = ggg .

Por outro lado se ‖fff j‖L2(ST ) → ∞, então depois de dividir por estas

normas reduzimos para(
1

2
I +K∗

)
fff j → 0, em L2(∂D), (5.8)
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‖fff j‖L2(ST ) ≡ 1, (5.9)

e pode ser discutido como acima. fff j → fff fracamente em L2(ST ), daí
(

1
2
I +K∗

)
fff =

0 então fff = 0 e assim fff j → 0 fracamente em L2(ST ).

Isto último implica que
∫
ST

S (fff j) dxxx dt→ 0. Pelo Lema 5.1.4 temos

∥∥∥∥(1

2
I −K∗

)
fff

∥∥∥∥ ≤ C

{∥∥∥∥(1

2
I +K∗

)
fff

∥∥∥∥+

∣∣∣∣∫
ST

S(fff )dxxx dt

∣∣∣∣}→ 0 , j →∞,

por (5.8) e a sentencia anterior. Assim

‖fff j‖ ≤
∥∥∥∥(1

2
I +K∗

)
fff j

∥∥∥∥+

∥∥∥∥(1

2
I −K∗

)
fff j

∥∥∥∥→ 0,

contradizendo (5.9). Isto monstra que 1
2
I +K tem imagem fechada.

Logo para concluir a demonstração do Teorema 5.1.2 é preciso demon-

strar: por Teorema de Banach - Hausdorff [Teorema 1.2.3] que 1
2
I +K é algebrica-

mente inversível.

De fato: se www = D σ e(
1

2
I +K

)
σ = 0.

Defina uuu o potencial de camada dimples de σ, observe que ∂ uuu+

∂ν
= 0 e via unicidade

que ∂ uuu−

∂ν
= 0 e logo

σ =
∂ uuu +

∂ν
− ∂ uuu −

∂ν
= 0.

Concluímos a demonstração apresentando uma modificação do argu-

mento aplicado por Liu[44] no caso do problema de Hemholtz.

Observe que as relações de salto são validas via os cálculos da seção 5.1

e os resultados da seção 3.1.1:

∂ uuu ±
∂νt

=

(
±1

2
I +K + C

)
fff

e

vvv ± =

(
∓1

2
I + K̃ + C̃

)
fff = R∗

(
±1

2
I +K∗ + C∗

)
Rfff
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com

K(fff ) = p.v.

∫ t

0

∫
∂D

∂G
∂νt(ppp )

(ppp − qqq , t− s)fff (qqq , s) dqqq ds.

De fato, o método é simplesmente uma aplicação da alternativa de

Fredholm ou modificando fff de tal modo que ele fica em Im
(

1
2
I +K + C

)
. Assim,

buscamos uma solução do problema de Dirichlet interior na forma

uuu = D (ψ)−
n∑
j=1

αjũj,

com αj a ser escolhido e ũj = S ϕj, {ϕj}nj=1 sendo uma base de ker
(

1
2
I +K + C

)
,

de dimensão finita n.

Utilizando as relações de salto observamos que uj satisfaz

∂ũ+
j

∂νt
=

(
1

2
I +K + C

)
ϕj = 0

e
∂ũ−j
∂νt

=

(
−1

2
I +K + C

)
ϕj,

e conseqüentemente ∂u−j
∂νt

= −ϕj, ou ũj resolve o problema de tração exterior. Então,

traço(ũ−j ) = traço(ũ+
j ) = uj

e uuu é uma solução do problema interior de Dirichlet se

fff =

(
1

2
I +K + C

)
ψ −

n∑
j=1

αjuj. (5.10)

Seja {Rψj}nj=1 uma base ortonormal de ker
(

1
2
I + K̃ + C̃

)
# ker

(
1

2
I + K̃ + C̃

)
= # ker

(
1

2
I +K + C

)
= n

Observe que {uj}nj=1 são linearmente independentes. De fato, suponha

que uuu ± =
n∑
j=1

cju
±
j = 0 e defina ũuu = S

(
n∑
j=1

cjϕj

)
então ũuu satisfaz (4.16) no

exterior com uuu − = 0. Mas o Teorema de unicidade 5.0.1 aplicado a ũuu implica

ũuu ≡ 0 no exterior e por conseqüência ∂ uuu−

∂νt
= 0 e

n∑
j=1

cjϕj = 0 contrario à hipótese.
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Existe um isomorfismo entre {ψj}nj=1 e {uuu j}nj=1 como bases de espaços

de dimensão finita iguais

(uj) = T (ψi) , T = (Tij).

Segue-se de (5.10) que1

fi = (ψi, fff ) =

((
1

2
I + K̃ + C̃

)
ψi, Rϕ

)
−

n∑
j=1

αj(ψi, uj),

= −
n∑
j=1

αj(ψi, uj),

= −
n∑
j=1

αj(ψi, Tjkψk),

= −
n∑
j=1

αjδikTjk,

= −
n∑
j=1

αjTji.

Assim,

fff = (fi) = −(T trij α) , α = (αi) (5.11)

e α = − (T−1)
tr
fff resolve o problema.

Note que 1
2
I + K é unitáriamente equivalente a 1

2
I + Kν e conseqüen-

temente aplicando Teorema 5.1.3 é um isomorfismo de L2(ST ). Então(
1

2
I +K + C

)
ψ =

(
fff +

n∑
j=1

αjuj

)
∈ L2(DT ),(

I +

(
1

2
I +K

)−1

C

)
ψ =

(
1

2
I +K

)−1
(
fff +

n∑
j=1

αjuj

)
.

Então,

ψ = −
(

1

2
I +K

)−1

Cψ +

(
1

2
I +K

)−1
(
fff +

n∑
j=1

αjuj

)
,

segue-se do Teorema 5.0.1 que(
∂ψ

∂νt

)−∗
∈ L2(DT ),

(
∂

1/2
t ψ

)∗
∈ L2(DT ).

1(·, ·) é o produto interno em L2(ST )
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Conseqüentemente, as condições do Teorema de unicidade são satis-

feitas e concluímos que a solução do problema interior de Dirichlet

uuu = D (ψ)−
n∑
j=1

αjũj,

ũj = S ϕj, ϕj é uma base de ker
(

1
2
I +K + C

)
e αj dada por (5.11) é única.
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6 PROBLEMA DE DIRICHLET
NÃO-HOMEGÊNEO EM ESPAÇOS DE
BESOV PARABÓLICOS

Nesta seção tratamos o problema com fonte e dados de fronteira não

homogêneos (Dirichlet) e dados iniciais zero. É conveniente formular este prob-

lema em espaços funcionais mais gerais, a saber os chamados espaços de Besov que

parabólicos. Recentemente estes espaços foram, objeto de estudos elaborados por

Mitrea e sua aluna Tunde Jakab (Veja [34, 35]).

6.1 Espaços de Besov

Seja ϕ ∈ C ∞(R n) com

supp ϕ ⊂ {ξ ∈ R n : |ξ| ≤ 2}, ϕ(ξ) = 1 se |ξ| ≤ 1

Sejam j ∈ NNN e

ϕ0 = ϕ, ϕj = ϕ

(
ξ

2j

)
− ϕ

(
ξ

2j−1

)
, ξ ∈ R n.

Então, temos

supp ϕj ⊂ {ξ ∈ R n : 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1}

e
∞∑
k=0

ϕk(ξ) = 1 se ξ ∈ R n.

Em outras palavras, (ϕk)k∈NNN é uma partição da unidade.

Seja f ∈ S ′. Então

ϕk(D)f(x) =
(
ϕkf̂

)∨
(x), k ∈ NNN , x ∈ R n

é uma função inteira, logo temos

f =
∞∑
k=0

ϕk(D)f ∈ S ′,
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decompomos f em funções analíticas (inteiras). A seguir introduzimos espaços ob-

servando o comportamento destas funções com respeito a x ∈ R n e k ∈ NNN .

Definição 6.1.1. Seja 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ e α ∈ R . Então, define-se o espaço

de Besov

Bp,q
α (R n) =

f ∈ S ′(R n) : ‖f‖Bp,qα (R n) =

(
∞∑
k=0

2kαq‖ϕk(D)f‖qLp(R n)

)1/q

<∞


com a modificação usual se q =∞, i.e.

Bp,∞
α (R n) =

{
f ∈ S ′(R n) : ‖f‖Bp,∞α (R n) = sup[2kα‖ϕk(D)f‖Lp(R n)] <∞

}
.

Observação 8. Seja 1 < p <∞, k0 ∈ NNN e k1 ∈ NNN com k0 6= k1. Seja 1 ≤ q ≤ ∞,

0 < θ < 1 e

s = k0(1− θ) + k1θ.

Então (
W k0,p,W k1,p

)
= Bs

p,q.

Para maiores detalhes veja Triebel [56, 57].

6.1.1 Traços

Dado um domínio Lipschitz Ω ⊂ R n e 0 < p, q ≤ ∞, define-se os

espaços de Besov em Ω,

Bp,q
α (Ω) = {u ∈ S ′(Ω) : ∃ v ∈ Bp,q

α (R n) com v |Ω = u} .

Define-se Bp,q
α (∂Ω) como o espaço de funções localmente integráveis

f : R n−1 → Bp,q
α (R n−1)

x′ → f(x′, ψ(x′))

onde

f ∈ Bp,q
α−1(∂Ω)⇐⇒ f(·, ψ(·))

√
1 + |∇ψ(·)|2 ∈ Bp,q

α−1(R n−1).

Estas definições se estendem para o caso de domínios Lipschitz limitados em R n

via um argumento padrão de partição da unicidade.
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Seja xxx = (xxx ′, xn) ∈ R n com xxx ′ ∈ R n−1 e xn ∈ R , n ≥ 2. A aplicação

traço : f(xxx )→ f(xxx ′, 0)

faz sentido se f pertence a Bp,q
α (R n). Isto é o que nos diz o teorema:

Teorema 6.1.1. Sejam 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, e s− 1
p
> (n− 1)

(
1
p
− 1
)
. Então

o traço é um operador linear limitado de Bp,q
α (R n) em Bp,q

α− 1
p

(R n−1).

Mas precisamente,

traço (Bp,q
α (R n)) = Bp,q

α− 1
p

(R n−1).

6.1.2 Espaços de Besov Parabólicos

No que segue denotamos (veja [34, 35])

‖(xxx , t)‖par =
(
‖xxx ‖2 + |t|

)1/2
para xxx ∈ R n , t ∈ R

Definição 6.1.2. Definimos o sistema Φ de funções de variável complexa {ϕj}∞j=0

com as seguintes propriedades:

1. ϕj ∈ C ∞c (R n × R );

2. Para k > 1 apropriado,

supp ϕ0 =⊂ {(xxx , t) ∈ R n × R : ‖(xxx , t)‖par ≤ 2k},

supp ϕj =⊂ {(xxx , t) ∈ R n× R :
2j

k
≤ ‖(xxx , t)‖par ≤ 2j+1k}, j ∈ NNN ;

3. Existem constantes positivas c0 e c1 tais que

c0 ≤

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ϕj(xxx , t)

∣∣∣∣∣ ≤ c1 , (xxx , t) ∈ R n × R

4. Para todo multi-índice, γ ∈ NNN e todo k ∈ NNN 0, existe uma constante

positiva Cγ,k tal que ∣∣∂γxxx ∂kt ϕj(xxx , t)∣∣ ≤ Cγ,k
2j(|γ|+2k)
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Baseados neste sistema Φ, podemos dar uma definição do tipo Littlewood-

Paley de espaços de Besov parabólicos.

Definição 6.1.3. Para 0 < p, q ≤ ∞, α ∈ R e {ϕj} ∈ Φ, define-se os espaços de

Besov parabólicos

Bp,q
α,par(R n × R ) =

{
f ∈ S ′(R n × R ) : ‖f‖Bp,qα,par(R n×R ) <∞

}
onde

‖f‖Bp,qα,par(R n×R ) =

(
∞∑
k=0

2kαq
∥∥∥∥(ϕj f̂)∨∥∥∥∥q

Lp(R n×R )

)1/q

com a modificação usual se q =∞, i.e.

Bp,∞
α,par(R n × R ) =

{
f ∈ S ′(R n × R ) : ‖f‖Bp,∞α,par(R n×R ) <∞

}
onde

‖f‖Bp,∞α,par(R n×R ) = sup
j∈NNN 0

[
2kα
∥∥∥∥(ϕj f̂)∨∥∥∥∥

Lp(R n×R )

]
.

Observação 9. Para 0 ≤ p, q ≤ ∞, α ∈ R os espaços Bp,q
α,par(R n × R ) são

completos, para p, q ≥ 1 eles são espaços de Banach, e as inclusões

S(R n × R ) ↪→ Bp,q
α,par(R n × R ) ↪→ S ′(R n × R ),

são densas para 0 < p, q <∞.

Além disso, para 0 < p ≤ ∞ e α, α0, α1 ∈ R

Bp,q0
α,par(R n × R ) ↪→ Bp,q1

α,par(R n × R ) , para 0 < q0 ≤ q1 ≤ ∞,

Bp,q
α0,par

(R n × R ) ↪→ Bp,r
α1,par

(R n × R ) , para α0 > α1, e todo 0 < q, r ≤ ∞.

A seguinte proposição é um resultado importante neste contexto, cuja

demonstração pode ser vista em [1, Proposição 2.1.19].

Proposição 6.1.1. Para 1 ≤ p ≤ ∞ a escala diagonal de Besov tem a propriedade

de Fubini:

Bp,p
α,par(R n × R ) = Lp

(
R n;Bp,p

α/2(R )
)⋂

Lp (R ;Bp,p
α (R n)) .
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Teorema 6.1.2. Sejam β ∈ NNN 0 e fff ∈ Bp,q
α,par(R n × R ), onde 0 < p, q ≤ ∞,

α ∈ R . Então

∂t fff ∈ Bp,q
α−2,par(R n × R ) e ∂βxxx fff ∈ B

p,q
α−β,par(R

n × R ).

6.1.3 Espaços sobre Cilindros Lipschitz

Definição 6.1.4. Considere um conjunto aberto O ⊂ R n × R . Então para 0 <

p, q ≤ ∞, α ∈ R , definimos

Bp,q
α,par(O ) := Bp,q

α,par(R n × R ) |O

com

‖fff ‖Bp,qα,par(O ) := inf
{
‖F‖Bp,qα,par(R n×R ) : F ∈ Bp,q

α,par(R n × R ), F |O = fff
}
.

Definição 6.1.5. Para indices 1 < p, q < ∞, α > 0 e Ω um domínio Lipschitz em

R n, 0 < T <∞, definimos os seguintes espaços

0B
p,q
α,par(Ω×(0, T )) =

{
F
∣∣
Ω×(0,T ) : F ∈ Bp,q

s,par(R n × R ) , suppF ⊂ R n × [0,∞)
}

e

0Bp,q
α,par(Ω×(0, T )) =

{
F
∣∣
Ω×(0,T ) : F ∈ Bp,q

s,par(R n × R ) , suppF ⊂ R n × (−∞, T ]
}
.

6.2 Inversão de potenciais na fronteira

Nesta parte recordamos a inversão de operadores potenciais do calor na

fronteira sobre espaços de Besov parabólicos definidos sobre cilindros de Lipschitz

(limitados e ilimitados) [10, 32, 34, 45].

Para um ponto da fronteira (xxx , t) ∈ ∂Ω× R , onde Ω é um domínio de

Lipschitz em R n, introduzimos

Kf(xxx , t) := p.v.

∫
∂Ω×R

∂νyG(xxx − yyy , t− s)f(y, s) dy ds
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e

K ′ := R ◦ K∗ ◦ R,

onde K∗ é o adjunto formal de K e R é o operador reflexão no tempo

Rf(xxx , t) = f(xxx ,−t) para qualquer (xxx , t) ∈ R n × R .

Para cada tempo, temos

KTf := Kf
∣∣
∂Ω×(0,T ) .

Para qualquer solução da equação do calor em Ω× R

uuu = D (uuu |∂Ω×R )− SSS (∂ν uuu ).

Em particular, se uuu := SSS fff para alguma densidade fff , então, tomando

os traços na fronteira de ambos lados da equação temos

±1

2
I +K = S

(
±1

2
I +K ′

)
S−1

6.2.1 Operador Traço na Fronteira

O operador de traço na fronteira é tomado no sentido de limite não-

tangencial, i.e. para quase todo (x, t) ∈ ∂Ω× R ,

traço uuu (xxx , t) = uuu |∂Ω×R (xxx , t) := lim
(yyy ,s)→(xxx ,t)

uuu (yyy , s) , (yyy , s) ∈ Γ(xxx , t)

onde Γ(xxx , t) é um cone não-tangencial em um ponto da fronteira (xxx , t).

Teorema 6.2.1. Seja Ω um domínio Lipschitz em R n e 1 < p ≤ ∞, 1
p
≤ α < 1+ 1

p
.

Então o operador traço estende-se para

traço : Bp
α,par(Ω× R )→ Bp

α− 1
p
,par

(∂Ω× R )

como um operador limitado.

Teorema 6.2.2. Seja Ω um domínio Lipschitz em R n, 0 < T <∞, e 1 < p <∞,

0 < α < 2. Dada fff ∈ 0B
p
α−2,par(Ω × (0, T )), existe www ∈ 0B

p
α,par(Ω × (0, T )) tal

que

(∂t + ∆)www = fff ∈ Ω× (0, T )
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e

‖www ‖
0B

p
α,par(Ω×(0,T )) ≤ c‖fff ‖

0B
p
α−2,par(Ω×(0,T )).

Teorema 6.2.3. Seja Ω um domínio Lipschitz em R n, 0 < T <∞, e 1 < p <∞,

0 < α < 2. Dada fff ∈ 0Bp
α−2,par(Ω × (0, T )), existe www ∈ 0Bp

α,par(Ω × (0, T )) tal

que

(∂t + ∆)www = fff ∈ Ω× (0, T )

e

‖www ‖ 0Bpα,par(Ω×(0,T )) ≤ c‖fff ‖ 0Bpα−2,par(Ω×(0,T )).

6.3 Problema Compressível em Espaços de Besov

Nesta seção tratamos os potenciais de camada em espaços parabóli-

cos definidos sobre cilindros Lipschitz. Estes espaços tem um papel crucial para a

solução de problemas de valor de fronteira. Trabalhos recentes de Mitrea mostram a

importância destas técnicas para construir soluções da equação do calor em espaços

de Besov.

Considere o problema

(∂t − L) uuu = fff , (xxx , t) ∈ D × (0, T )

traço uuu = ggg sobre ∂D

uuu (xxx , 0) = 0, xxx ∈ D

(6.1)

onde D é um domínio Lipschitz em R 3, e

Luuu = µ∆uuu + ν∇ div uuu + c2

∫ t

0

(∇ div uuu )(xxx , θ) dθ

Lema 6.3.1. Considere um domínio Lipschitz Ω ⊂ R 3, 0 < T < ∞ e um índice

α ∈ R \ {0, 2}. Então os operadores compressíveis

(∂t − L) : 0B
2
α,par(Ω× (0, T )) −→0 B

2
α−2,par(Ω× (0, T ))

(∂t − L) : 0B2
α,par(Ω× (0, T )) −→0 B2

α−2,par(Ω× (0, T ))

são limitados.
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Demonstração. Seja fff ∈ 0B
2
α−2,par(Ω× (0, T )). Então há um FFF ∈ B2

α−2,par(R 3 ×

R ) com supp FFF ∈ R 3 × [0,∞), tal que

FFF
∣∣
Ω×(−∞,T ) = fff .

Agora, pelo Teorema 6.1.2, temos que

∂tFFF , LFFF ∈ B2
α−2,par(R 3 × R );

observando que a diferenciação não muda a condição de suporte de FFF , e

[(∂t − L)FFF ]
∣∣
Ω×(−∞,T ) = (∂t − L)(FFF

∣∣
Ω×(−∞,T ) ) = (∂t − L)fff .

Concluímos que

(∂t − L) fff ∈ 0B
2
α−2,par(Ω× (0, T )).

Analogamente pode ser provada a segunda parte do teorema.

Teorema 6.3.1. Seja Ω um domínio Lipschitz em R 3, 0 < T <∞, e 1 < p <∞,

0 < α < 2. Dada fff ∈ 0B
p
α−2,par(Ω × (0, T )), existe www ∈ 0B

p
α,par(Ω × (0, T )) tal

que

(∂t − L)www = fff em Ω× (0, T ), (6.2)

www = 000 , sobre ∂D, (6.3)

www (xxx , 0) = 0, (6.4)

e

‖www ‖
0B

p
α,par(Ω×(0,T )) ≤ c‖fff ‖

0B
p
α−2,par(Ω×(0,T )).

Demonstração. Seja fff ∈ 0B
p
α−2,par(Ω× (0, T )), por definição, fff = F

∣∣
Ω×(0,T ) , onde

FFF ∈ 0B
p
α−2,par(R 3 × R ) com supp FFF ⊂ R 3 × [0,∞)

Considere ϕ, ψ ∈ C ∞c (R 3× R ) tais que ϕ ≡ ψ ≡ 1 numa vizinhança de Ω× [0, T ],

e defina

www = (ϕΠparψFFF )
∣∣
Ω×(0,T ) ∈ 0B

p
α,par(Ω× (0, T ))
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onde Πpar é o potencial Newtoniano

Πpar fff :=

∫
R 3×R

G (xxx − yyy , t− s)fff (yyy , s) dyyy ds

onde G é a solução fundamental do problema compressível.

Além disso,

www = (ϕ(∂t − L)ΠparψFFF )
∣∣
Ω×(0,T )

= (ϕψFFF )
∣∣
Ω×(0,T )

= (FFF )
∣∣
Ω×(0,T )

= fff

isto é possível uma vez que (∂t − L)Πpar é o operador identidade.

Dado que ϕΠparψFFF é uma extensão de www , obtemos que

‖w‖
0B

p
α,par(Ω×(0,T )) ≤ ‖ϕΠparψFFF ‖ Bpα,par(R n×R ) ≤ C‖FFF ‖ Bpα−2,par(R n×R ).

Tomando o ínfimo sobre todas as FFF tais que FFF
∣∣
Ω×(0,T ) = fff com supp FFF ⊂

R 3 × [0,∞), temos

‖w‖
0B

p
α,par(Ω×(0,T )) ≤ C‖fff ‖

0B
p
α−2,par(Ω×(0,T )),

o que conclui a prova do teorema.

Seja vvv = uuu − www , do sistemas (6.1) e (6.2), considerando o caso p = 2,

temos que


(∂t − L) vvv = 0, (xxx , t) ∈ D × (0, T )

T ra vvv = ggg − www ∈ L2 sobre ∂D

uuu (xxx , 0) = 0, xxx ∈ D

(6.5)

Assim, pelo Corolário 5.0.1 do Teorema 5.0.1, temos que o sistema 6.5 tem uma

única solução vvv ∈ L2 (0, T ;L2(D))
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