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RESUMO

Nesta tese de doutorado estudamos polinomios multivariados. Comega-
mos fazendo uma revisao bibliografica sobre o teorema da irredutibilidade de Hilbert.
Abordamos com detalhes as demonstragoes da versao classica feita pelo préprio

Hilbert e das versoes efetivas feitas por Erich Kaltofen e Shuhong Gao.

Desenvolvemos um novo algoritmo para fatoracao de polinomios mul-
tivariados inteiros usando logaritmo discreto. Nosso método é baseado em novos
tipos de reducoes de polinomios multivariados para polinomios bivariados, as quais
tém como principal caracteristica manter a esparsidade do polinomio. Nosso método
mostrou-se eficiente quando usado para fatorar polindmios multivariados que pos-
suem apenas fatores esparsos e quando usado para extrair fatores esparsos de poli-

nomios multivariados que tém fatores esparsos e densos.

Terminamos essa tese trabalhando com o maximo divisor comum (mdc)
de polindmios. Estudamos critérios geométricos de politopos para determinar co-
primalidade entre polindmios multivariados. Desenvolvemos um novo algoritmo que
trabalha em tempo polinomial (sobre o nimero de monémios) para detectar co-
primalidade entre polinomios multivariados usando seus politopos de Newton as-
sociados. Esse método geométrico tem a vantagem de determinar a coprimalidade
entre familias de polinomios, pois podemos mudar arbitrariamente os coeficientes
dos polinémios desde que certos coeficientes permanegam nao nulos. Além disso, os
polindmios permanecerao coprimos sobre qualquer corpo. Terminamos mostrando
como construir o mdec entre dois polinomios bivariados usando seus poligonos de

Newton associados.



ABSTRACT

In this dissertation we study multivariate polynomials. We begin with
a bibliographical review on the Hilbert irreducibility theorem. We cover in detail the
demonstrations of the classic version due to Hilbert himself and effective versions

due to Erich Kaltofen and Shuhong Gao.

We developed a new algorithm for factoring multivariate integral poly-
nomials using discrete logarithm. Our method is based on new types of reductions,
from multivariate polynomias to bivariate polynomials, whose main feature is to
maintain the sparsity of the polynomial. Our method has proved to be efficient
when used for factoring multivariate polynomials that have only sparse factors and
when used to extract sparse factors of multivariate polynomials that have sparse

and dense factors.

We finish this dissertation studying the greatest common divisor (ged)
of polynomials. We study geometric criteria of polytopes to determine coprimal-
ity between multivariate polynomials. We developed a new algorithm that works
in polynomial time (on the number of monomials) to detect coprimality between
multivariate polynomials using their associated Newton polytopes. This geomet-
ric method has the advantage of determining the coprimality between families of
polynomials, since we can arbitrarily change the polynomial coefficients as long as
some coefficients remain non-zero. Moreover, the coprime polynomials shall remain
coprime on any field. We ended up showing how to build the gcd between two

bivariate polynomials using their associated Newton polygons.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese de doutorado apresentamos um estudo sobre polinomios mul-
tivariados. Mais precisamente, fazemos uma revisao bibliografica sobre as versoes
do teorema da irredutibilidade de Hilbert, desenvolvemos um novo algoritmo para
fatoracao de polinomios multivariados baseado em um novo tipo de redugao, e in-
troduzimos um método para detectar coprimalidade entre polindmios multivariados

usando seus politopos de Newton associados.

O Capitulo 2 desta tese é dedicado ao estudo do Teorema da Irre-
dutibilidade de Hilbert. Dado um polinomio multivariado irredutivel F', esta teoria
aborda a manutencao da irredutibilidade de F' quando algum tipo de reducao é
aplicada no polindmio multivariado. O trabalho que deu o nome a esta area de
estudo, feito pelo préprio Hilbert [13] em 1892, garante que dado um polinémio
F(x1,...,2,) € Zxy, ..., 1, irredutivel sobre Q, entao existem infinitos nimeros
inteiros aq,...,a,_1 tais que o polinémio univariado reduzido F'(ay,...,a,_1,z,)
permanece irredutivel sobre Q. Este resultado é conhecido como o Teorema da

Irredutibilidade de Hilbert cléassico.

Em meados de 1980, cerca de 100 anos depois, novos tipos de redugao
foram apresentadas por Erich Kaltofen [14, 15] e Joachin von zur Gathen [32, 34].
Estas novas substitui¢oes reduzem um polinomio multivariado para um polinémio
bivariado. O diferencial destas novas técnicas é que, ao contrario do teorema da ir-
redutibilidade de Hilbert classico, possuem argumentos probabilisticos com respeito
a manutencao da irredutibilidade. Ou seja, dado um polindmio multivariado irre-
dutivel F' entao F' tem boa probabilidade de permanecer irredutivel quando reduzido

para um polinomio bivariado.

Ao longo dos anos, cotas probabilisticas para reducoes similares as ap-

resentadas por Kaltofen e von zur Gathen tém sido melhoradas por: Bajaj e seus
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colaboradores [3] em 1989, Erich Kaltofen [16] em 1995, Shuhong Gao [8] em 2001

e a melhor cota conhecida pelo autor foi estabelecida em 2007 por Lecerf [20].

As primeiras implementagoes praticas de algoritmos para fatoracao
polinomial multivariada foram feitas na década de 70 por Paul Wang e Roth-
schild [37, 38]. Estes algoritmos sao baseados no Teorema da Irredutibilidade de
Hilbert cldssico. Neste método o polinémio multivariado F(z1,...,x,) é reduzido
para um polindémio univariado F'(ay, ..., a,_1,%,), para certas constantes aleatdrias
ai,...,a,_1, € entao fatorado. Os fatores do polinomio univariado sao usados para

construir os fatores multivariados usando levantamento de Hensel.

Quando utilizamos o método do pardgrafo anterior para a fatoracao
de polinomios multivariados podemos nos deparar com o problema conhecido na
literatura como: problema dos zeros ruins. Isto acontece quando o polinémio
univariado F(0,...,0,z,) tem grau menor em z,, se comparado a F(z1,...,z,) ou
quando F(0,...,0,x,) ndo é livre de quadrados. Devido a isto, como pode ser visto
em [15, 38], devemos fatorar, no lugar de F(x1,...,2,), o polinomio F(xi,zs +
as, ..., Tn + a,). Observe que utilizando este tipo de transformagao, F(xy,zo +

as,...,r, + a,) provavelmente terd, especialmente se F' for esparso, um nimero

€n

bem maior de termos que F(z1,...,x,). Ou seja, se considerarmos que Foxf' - -z

seja um termo do polinémio multivariado F(zy,...,x,), entdo Foaf' - -zt ird criar

vérios termos em F'(zq,x9 + ag, ..., T, + a,), como ilustrado na figura abaixo.

Wang

€n

€1
Fexl xn

!

Fox('(xe — ag)®® -+ (x, — ay)®"

Nos anos 80, von zur Gathen e Kaltofen [34] apresentaram um algo-
ritmo para fatoracao usando uma substituicao diferente da de Wang. Eles re-
duzem o polindmio multivariado F(z1,...,x,) para o polinémio bivariado Fy =

F(z1, 29, a321 + byxo + ¢3, ..., 021 + bpxo + ¢5), onde a;’s, b;’s e ¢;’s s@o constantes
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aleatorias e usam os fatores bivariados de Fy para construir os fatores multivaria-
dos de F'. Desde ja gostariamos de observar que esta substituicao poderd aumentar
muito o nimero de termos de Fj se comparado a F (este assunto serd abordado
com cuidado no Capitulo 3). Como antes, suponhamos que F.x{'---zf" seja um
termo do polindémio multivariado F'(zy,...,z,). E como a figura abaixo ilustra,

Fox{'---xtr ird gerar varios termos em Fj.

von zur Gathen

€n

€1
Fexl xn

!

F.axT'x?(agzy + byxs + ¢3) - - - (anwy + bpxa + ¢,)"

A partir do que foi explanado, podemos observar que se F(xq,...,2,)
for um polinomio multivariado esparso entao, provavelmente, as substituicoes ante-

riores farao com que este polinomio perca esta propriedade.

Esta foi a motivagao para o nosso algoritmo de fatoracao multivariada
que apresentaremos no Capitulo 3. Desenvolvemos novas redugoes que tém como
principal caracteristica manter a esparsidade do polinomio. Resumidamente, dado
um polinémio multivariado F(x1,...,x,), reduzimos F' para os polinémios bivaria-
dos

F(sX@Yyh sxoybe " xonybn)

F(sP X1yt s2xeyt 2 Xyt

para certas constantes s, d e constantes aleatérias a;’s e b;’s. E usamos os fatores

dos polinomios bivariados para construirmos os fatores multivariados do polinomio

€n

e um termo do polinomio

F(zxq,...,z,). Se considerarmos, novamente, Fox{' «--x
multivariado F'(xy,...,z,), entdo, como a figura abaixo ilustra, este termo ira gerar

apenas um termo quando a reducao for aplicada.
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Nossa reducao

€n

€1
Fefﬁ ...xn

!
F, Sﬂ(e) Xa~eyb-e

Na figura anterior, utilizamos ¢(e) = e; + ead + -+ + €, d" ', a - e = aje; + aze, +

-t ape, eb-e="0bre; +bye.+ -+ bye,.

Como veremos nesta tese (ver tabela abaixo), nosso método de fa-
toracao mostra-se eficiente quando usado para fatorar polindmios multivariados que
possuem apenas fatores esparsos, ou quando usado para extrair fatores esparsos de
polinomios que possuem fatores densos e esparsos. Gostariamos de observar que um
polinémio ¢ dito esparso quando possui poucos termos. Uma definicdo mais concreta

de esparsidade é apresentada no Capitulo 3.

Na tabela a seguir fatoramos polinémios em Z[z1, ..., x5] que possuem
apenas fatores esparsos. Note que a célula localizada na terceira coluna e quarta
linha esta vazia. Isto significa que durante nossos experimentos o programa Maple
nao conseguiu fatorar tais polinomios. A coluna Esparsos contém o numero de

fatores esparsos do polinomio fatorado.

Grau total de F' | Esparsos | tempo(Maple) | tempo(Algoritmo 3.5.2)
72 6 5.87 min 2.93 min
83 7 25.91 min 5.09 min
95 8 23.31 min 12,79 min
106 9 - 31.87 min

No capitulo final estudamos a conexao entre polinomios multivariados
e politopos de Newton. Um dos primeiros resultados conhecidos ligando estes dois
assuntos foi feito por Ostrowski em 1921 [22]. Ele associou a cada polinémio mul-

tivariado F' um politopo, dito politopo de Newton. Observou que, se o polinomio
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multivariado fosse fatoravel, digamos F' = G- H, entao o politopo de Newton associ-
ado a F seria decomposto como a soma do politopo de Newton associado a GG mais
o politopo de Newton associado a H, sendo esta decomposicao em relagao a soma
de Minkowski. Recentemente Shuhong Gao [7, 9] usou propriedades geométricas
de politopos para construir familias de polinomios absolutamente irredutiveis, e,
em [25, 26|, Shuhong Gao e seus colaboradores acabaram efetivamente fatorando

polinomios bivariados usando seus poligonos de Newton associados.

Um resultado probabilistico bem conhecido garante que dados dois
polindmios multivariados sobre um dominio integral, eles sao quase sempre pri-
mos entre si (veja na literatura, por exemplo [17, 33] ou na se¢ao 4.5). Entao,
quando precisamos calcular o méaximo divisor comum entre dois polinémios mul-
tivariados, é de grande utilidade aplicarmos um teste preliminar de coprimalidade
antes de efetivamente procurarmos o mdc. Essa é nossa principal contribui¢ao no
Capitulo 4. Apresentamos um algoritmo que testa coprimalidade entre polinomios
multivariados usando propriedades de seus politopos de Newton associados. Nosso
teste preliminar mostrou-se realmente eficiente quando usado em polindmios multi-
variados esparsos com grau grande (veja tabela abaixo). Para polindmios bivariados
acabamos apresentando um algoritmo que usa seus poligonos de Newton associados
para efetivamente calcular o mdc. Na figura abaixo os coeficientes dos polindomios

inteiros usados téem modulo menor que 100.

Polinémios esparsos com 6 variaveis.

(grau(f),grau(g)) | Maple | Teste preliminar | mde(f, g)
(1000,1000) 0.0057 0.0188 1
(10000,10000) 0.211 0.0204 1
(100000,100000) | 23.9003 0.0192 1

Algoritmos recentes para fatoragao polinomial: iremos citar al-

guns dos ultimos avangos obtidos nesta década na area de fatoracao.
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e Shuhong Gao [8]: desenvolveu um novo método para fatoragao poli-

nomial bivariada sobre qualquer corpo de caracteristica zero ou car-
acteristica relativamente grande. Nesta técnica usa-se uma equacao
diferencial parcial que leva a um sistema de equacoes lineares. A di-
mensao do espago solugao do sistema linear é igual ao ntimero de fatores
absolutamente irredutiveis do polinomio e qualquer base para o espago
solucao leva a uma fatoracao completa atraves do calculo de mdc’s e

fatoragao de polinomios univariados.

Grégoire Lecerf [19, 20, 21]: resolve o problema combinatorial do levan-
tamento de Hensel. Quando queremos fatorar o polinomio bivariado
F € Kz, y], primeiro especializamos uma varidvel. Digamos = = 0 e
entao fatoramos F'(0,y). Os fatores univariados sdo entao levantados
no anel das séries de poténcias K[[z]][y] usando levantamento de Hensel.
E entéo, usando os fatores bivariados levantados em K[[z]][y] formamos
subconjuntos com estes fatores e verificamos quais levam a fatores de
F(z,y) em K[z, y]. Este ultimo estdgio é a parte combinatorial e Lecerf

resolve este problema atraves da resolucao de um sistema linear.

Mark van Hoeij [31]: desenvolve um método similar ao de Lecerf. Mas

desta vez para polinomio univariados.

Nossa tese esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2 apre-

sentamos uma demonstracao detalhada do Teorema da Irredutibilidade de Hilbert

classico [13], e duas versoes efetivas do teorema. Uma feita por Erich Kaltofen [14]

e outra por Shuhong Gao [8]. No Capitulo 3 apresentamos um novo algoritmo para

fatoracao multivariada. E no Capitulo 4 apresentamos um algoritmo que testa co-

primalidade entre polinomios multivariados usando propriedades de seus politopos

de Newtom associados e para polinomios bivariados acabamos apresentando um al-

goritmo que usa seus poligonos de Newton associados para efetivamente calcular o

mdc.
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Gostariamos de observar que cada capitulo de nossa tese é auto-contido,
ou seja, toda teoria e notagao usada em cada capitulo esta presente no mesmo. Deste

modo, cada capitulo pode ser lido separadamente.



2 TEOREMA DA IRREDUTIBILIDADE DE
HILBERT

Este capitulo é dedicado ao estudo do Teorema da Irredutibilidade de
Hilbert. Esta teoria trata da reducao do problema de fatorar polinomios multi-
variados para o problema de fatorar polinomios bivariados ou univariados. Neste
capitulo apresentaremos as versoes classica e efetiva do teorema, detalhando as
demonstragoes ja existentes. Comecaremos com a versao classica feita por Hilbert
em [13], a qual nos diz que, dado um polinémio bivariado f(t,z) irredutivel so-
bre Q, existem infinitos inteiros to para os quais o polinomio univariado reduzido
f(to,z) permanece irredutivel sobre Q. Depois estudaremos duas versoes efetivas
do teorema, uma feita por Erich Kaltofen [14] e outra por Shuhong Gao [8], onde os
autores usam redugoes distintas. Desta vez, um polinomio multivariado é reduzido
para um polinomio bivariado e estas redugoes possuem argumentos probabilisticos
garantindo que, dado um polinomio multivariado irredutivel, este tem alta proba-

bilidade de permanecer irredutivel quando reduzido para um polinomio bivariado.

2.1 Introducao

No intuito de fatorar um polindmio multivariado a idéia basica que tem
sido usada é a seguinte: primeiro reduzimos o polinomio multivariado f(z1,...,z,) €
Flxy,...,2,] para um polinomio bivariado usando a transformagao fo = f(a1x +
biy + c1, ..., anx + by + ¢,) € Flx,y] ou a transformacao fo = f(x1 + ¢1,aw +
€2y vy Uy 121 + Cp1,%,) € Flzy,z,] ou para um polindémio univariado usando a
transformagao fo = f(ay,...,an_1,2,) € Flz,] com ay,by,c1,...,an,bp,¢, € F. E
entao, usando os fatores de fy podemos recuperar os fatores de f usando levanta-

mento de Hensel (ver por exemplo [10, 34, 38]).

Quando reduzimos um polinomio multivariado para um polinémio bi-

variado ou univariado usando alguma das transformacoes citadas, estamos interes-
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sados em saber se tal reducao ird manter a irredutibilidade do polinomio, ou seja,
se f é irredutivel entao fy serd irredutivel 7 O estudo de tal propriedade é o que

denominamos Teorema da Irredutibilidade de Hilbert.

O teorema da Irredutibilidade de Hilbert classico encontra-se em seu ar-
tigo [13] publicado em 1892. Nesta versao, Hilbert mostra que, dado um polinémio
bivariado f(t,x) irredutivel sobre Q, existem infinitos inteiros to para os quais o
polinémio univariado reduzido f(ty,z) permanece irredutivel sobre Q. Baseado
neste resultado, em 1975, um dos primeiros algoritmos efetivos para fatoracao de

polinémios multivariados foi feito por Wang [38]. Neste algoritmo, um polinémio

multivariado f(z1,...,x,) € Z[z1,...,x,] é reduzido para um univariado, substi-
tuindo-se (n — 1) de suas varidveis por nimeros inteiros ay,...,a,_1 e entao fa-
torando f(ay,...,a,_1,%,) sobre os Z. Com os fatores do polinémio univariado é

feito levantamento de Hensel para construirmos os fatores do polinomio multivariado
f(z1,...,2,). Porém, este tipo de método nao possui argumentos probabilisticos
que garantam que se o um polindmio multivariado dado for irredutivel, este per-

manecera irredutivel quando reduzido para um polinomio univariado.

Na década de 80, novos tipos de reducoes foram apresentadas por
Erich Kaltofen e Joachin von zur Gathen. Porém, um polinomio multivariado é
reduzido para um polinomio bivariado. O diferencial destas técnicas é que pos-
suem argumentos probabilisticos garantindo que um polinomio multivariado irre-
dutivel tem boa probabilidade de permanecer irredutivel. Kaltofen transforma um
polinémio multivariado f(xq,...,z,) € Z[x1,...,x,] em um polindémio bivariado
flzr+er,a0z1+coy ooy ap121+Cpt, @) € L[y, 2] cCOM a9y ..o Gy € Cpy ety Crg
inteiros. Em seu artigo [15], ele mostra que para certos inteiros asg,...,a,_1 €
c1,...,cn_1 satisfazendo algumas propriedades e cotas, um polinémio ird manter
a irredutibilidade, ou seja, se o polinomio multivariado f(z1,...,z,) for irredutivel
sobre Z, entao o polinomio bivariado f(z1 + ¢, a9x1 + o, . .., Qp_121 + Cy_1, Tp) SETE

irredutivel sobre Z.
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Supondo que escolhamos aleatoriamente aq, by, cy, ..., ay,,by,,c, de um
conjunto finito S C F, queremos saber qual a probabilidade de que todos os fatores
irredutiveis de um polinémio multivariado f(z1,...,z,) € Flxy,. .., z,] de grau total
d permanecam irredutiveis apés alguma das substituicoes apresentadas ter sido feita,
ou seja, qual a probabilidade de f e fy terem a mesma fatoracao padrao. A seguir

apresentaremos um histérico sobre estas cotas probabilisticas:

e 1983: von zur Gathen [32] mostra que a probabilidade de f(xy,...,x,) €
Flxy, ..., x5 € f(z1, 22, a3y +bsza 4¢3, . . ., anxy + bpza + ) € Flz, y)
terem a mesma fatoracao padrao é de no minimo

9%
1=
S|

onde F é um corpo arbitrario.

e 1985: Kaltofen [14] mostra que a probabilidade de f(z1,...,z,) €
Flay,...,z,] e f(x1 + c1,a0m1 + €y ooy 171 + o1, ) € Flag, z)
terem a mesma fatoracao padrao é de no minimo

4d24

1 ol
S|

onde F é um corpo arbitrario.

e 1989: Bajaj e seus colaboradores [3] mostram que a probabilidade de
flxy, ..., xn) €F[ey, ...,z e flawx + by + a1y yane + by + ) €
Flx, y] terem a mesma fatoracao padrao é de no minimo

d* —2d3 +d* +d+1

1- )
S|

onde F = C.

e 1995: Kaltofen [16] mostra que a probabilidade de f(z1,...,z,) €
F[xh"'vxn] € f(l' + bh(lQI + be + C2y .o, GnT + bny + Cn) S F[x7y]
terem a mesma fatoracao padrao é de no minimo

2d*

1__7
S|

onde F é um corpo perfeito.
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e 2001: Gao [8] mostra que a probabilidade de f(x1,...,z,) € Flz1,...,x,]

e flayx+bry+cy, ..., anx+byy+c,) € Flz,y] terem a mesma fatoragao
padrao é de no minimo
2d°
1 —
5|

onde F é um corpo de caracteristica 0 ou maior que 2d2.

e 2007: Lecerf [20] mostra que a probabilidade de f(x1,...,2,) € Flz1,. .., x,]

e flayx+by+cy, ..., anx+byy+c,) € Flz,y] terem a mesma fatoragao
padrao é de no minimo
3d>
1 —
5|

onde F é um corpo de caracteristica 0 ou maior que d(d — 1) + 1.

Por completude gostariamos de observar que o leitor interessado em saber como é
feito o levantamento das tranformagoes apresentadas pode consultar o artigo [34].
Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: na Secao 2.2 apresentaremos uma
demonstracao detalhada do teorema da irredutibilidade de Hilbert classico baseada
principalmente nos livros [18] e [24]. Na Secao 2.3 apresentaremos uma versao efetiva
deste teorema, ou seja, com argumentos probabilisticos, feita por Erich Kaltofen em
[14]. Terminamos apresentando uma outra versao efetiva feita por Shuhong Gao
em [8], cuja demonstracao decorre de seu novo método de fatoracao polinomial
bivariada apresentado no mesmo artigo. Gostariamos de observar que nas Segoes

2.3 e 2.4 deste capitulo mantivemos as notacoes usadas nos artigos originais.

2.2 Teorema da Irredutibilidade de Hilbert Classico

Nesta secao apresentaremos uma demonstracao detalhada do teorema
da irredutibilidade de Hilbert [13], o qual nos diz, que dado um polinémio bivariado
f(t, z) irredutivel, o polinomio reduzido univariado f(to, ) permanecerd irredutivel

para infinitos inteiros tg.
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Teorema 2.2.1. Seja f(t,z) um polindmio irredutivel sobre Q. Entdo existem in-

finitos inteiros ty para os quais f(ty, ) € irredutivel sobre Q.

Dem.: Seja f(t,x) um polinomio irredutivel sobre Q[t,z]. Entao, pelo Lema de
Gauss, este é irredutivel sobre Q(¢)[x], onde Q(t) é o corpo das fungoes racionais.

Sendo assim, vamos representé-lo na forma

f(t,z) = an(t)z" + -+ ap(t), com a;(t) € Q(2).

Seja Q(t) o fecho algébrico de Q(t). Entao fatorando f(t,z) temos

ft,2) = an(t)(z = ar(t)) - -~ (z = an(t),

onde a;(t) € Q(t). Agora, escolha ty € Z tal que a,(to) # 0.

Neste momento vamos supor que f (o, x) é redutivel sobre Q. Entao

f(to, ¥) = an(to)-go(w)-ho(x), com go(x), ho(x) € Qlx] e grau(go(z)), grau(ho(z)) > 1.

Deste modo, podemos considerar que, no fecho algébrico Q de Q temos:

go(x) = (x = ai(to)) - - (z — as(to))

ho(x) = (2 — asq1(to)) -+ - (7 — an(to)),

com «;(tg) € Q. Agora, vamos fazer a seguinte correspondéncia. Sejam

g(t,x) = (x = (b)) -~ (v — as(t))

h(t, ) = (2 = asa (1) -+ (& = an(t)).

Entao,

f(t,z) = an(t) - g(t,x) - h(t,x), com g(t,x), h(t,z) € Q(t)[x].

Como estamos considerando f(¢,x) irredutivel sobre Q(¢)[z], entao g(¢,x) deve ter

pelo menos um coeficiente y(t) € Q(¢)\Q(¢). Note que, como y(t) estd no fecho
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algébrico de Q(t), entao este é algébrico sobre Q(t). Isto é, existem fungdes racionais

bin (t), bin—1(t), ..., bo(t) € Q(t) tais que
b ()Y ()™ + b1 (H)y(£)™ 1+ -+ + by (t) = 0. (2.1)

Observe que a equagao (2.1) representa uma curva C' com coeficientes racionais no
plano (¢,y). Note que o coeficiente y(t) de g(t, ), quando substituido em t = ¢,
nos leva a um coeficiente y(to) de go(z). E, como go(z) € Q[z], temos que y(ty) € Q.

Concluimos que o ponto racional (o, y(to)) satisfaz

b (t0)y (to)™ =+ by (to)y(to)™ 4 - - 4 by (to) = 0.
Entao a curva C' tem um ponto racional garantido pela redutibilidade de f(to, z).

Chave do teorema: Considere todos os polinoémios g¢;(¢, z) formados
por combinacoes dos polinomios (z — ay(t)),. .., (x — an(t)), onde a;(t) € Q(t), tal
que g;(t, z) seja fator de f(¢, ) em Q(t)[x]. Como f(t,x) é irredutivel sobre Q(¢)[x],
todo polinémio g;(t, ) sempre terd coeficientes em Q(t)\Q(t). Agora, considere
todos os coeficientes deste tipo, e como eles s@o algébricos sobre Q(t), associamos a
estes coeficientes y; (1), ...,y (t) curvas algébricas planas C1, ..., C; com coeficientes
racionais. Se escolhermos t = ¢, € Z tal que y;(to) ¢ Q, ou seja, (to,vi(to)) nao é
ponto racional da curva C; para 1 < i < [, entao, o polindémio f(to, x) serd irredutivel

em Q[z], pois todo fator de f(to, ) sempre terda um coeficiente y;(ty) ¢ Q.

A partir de agora, iremos mostrar que cada vez que aumentarmos o
intervalo de escolha de ty nos inteiros, temos menos chance de encontrarmos um
inteiro ¢ = to que nos leva a um ponto (¢, y(to)) racional de uma curva. E assim
garantindo que, dado um polindémio f(¢,x) irredutivel sobre os Q, quase todas as

substituigoes t =ty € Z deixam f(ty, z) irredutivel sobre Q.

Comecamos estudando pontos racionais da curva algébrica plana dada

pela equagao

b ()Y ()™ + b1 ()y (1)1 4 -+ + Do (1) = 0, com by(t) € Q(1).



2 Teorema da Irredutibilidade de Hilbert 14

Multiplicando por um polinémio adequado de Z[t], podemos considerar que
b ()Y ()™ + b1 () y(£) ™ 4 - + bo(t) = 0, com b;(t) € Z[t]. (2.2)
Fazendo a mudanca de varidvel y(t) = b, (t)y(t) temos:
O™ + b1 (DT -+ ba(8) (0 (1) G + bo(8) (b ()" = 0. (2.3)
Entao, podemos estudar pontos racionais sobre a curva de equagao
Y(t)" + b1 ()y (&)™ + -+ bo(t) = 0, com b;(t) € Z[t]. (2.4)

Comecamos demonstrando a seguinte propriedade relacionada a pontos racionais

sobre a curva (2.4).

Propriedade 2.2.1. Seja (to,y(to)) wm ponto racional sobre a curva (2.4). Se
to € Z entao y(to) € Z.

Dem.: Seja y(to) = & com mdc(p, q) = 1. Entao

m m—1
];—m + bm—1(7fo)pm_1 + -+ bo(to) =0
=c€EZ
P b (t)p™ T 4 A bo(to)g™
m + m—1 - O’
q q
logo
" —C m
— = e assim p - = —q.
q
Portanto, ¢|p™, e como mdc(p,q) = 1, devemos ter ¢ = 1. O

A seguinte propriedade mostra porque podemos estudar apenas pontos

inteiros sobre a curva (2.4).

Propriedade 2.2.2. Seja (to,y(ty)) ponto sobre a curva (2.4) tal que to € Z e
y(to) ¢ Z. Entao y(ty) ¢ Q.

Dem.: Suponha que y(ty) € Q, entdao (to,y(tp)) é ponto racional sobre a curva

(2.4). E, como ty € Z, pela Propriedade 2.2.1 temos que y(ty) € Z, absurdo. Logo,
y(to) € Q . L
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A ltima propriedade mostra que, dado ty € Z tal que (o, y(to)) nao
é ponto inteiro da curva (2.4), entdao (o, y(to)) também nao é ponto racional da
curva. Devido a isso, iremos estudar no restante da secao a ocorréncia de pontos
inteiros sobre curvas algébricas planas. Mais especificamente, a partir de agora

iremos estudar a quantidade de pontos inteiros sobre a curva de equacao
Y()™ + by )y ()™ 4 -+ bo(t) = 0, com b;(t) € Z[t]. (2.5)

Lembre que estamos considerando y(t) coeficiente de algum fator g(t,x) de f(¢,x)
com y(t) € Q(t) \ Q(t), pois f(t,z) é irredutivel sobre Q(¢)[z]. No intuito de
procurarmos pontos inteiros sobre a curva (2.5), estudaremos o comportamento da
fungao algébrica y(t) na vizinhanga do ponto ¢ = 0o. Pois, conforme pode ser visto
em [30], em uma vizinhanga do ponto ¢t = 0o a equagao (2.5) determina a funcdo

algébrica y(t) como uma série de poténcias do tipo
y(t) = a(VO)" + -+ b+ (V1) + - (2.6)

com coeficientes complexos, k € N e n € Z. Tal expansao em séries de poténcia é

conhecida como série de Puiseux.

Note que estamos interessados no caso em que existe uma seqiiéncia
infinita de inteiros positivos t; para os quais y(¢;) ¢ um ntumero real, ou melhor y(t;)
¢ um numero inteiro. Pois, se isto nao acontecer havera apenas um ntimero finito de

inteiros ¢; para os quais y(t;) é real (de preferéncia inteiro) e talvez f(t;, z) redutivel.

Para o caso em que exista uma seqiiéncia infinita de inteiros positivos t;
para os quais y(t;) é um ntimero real mostraremos a seguir que todos os coeficientes

da série (2.6) s@o reais.

Propriedade 2.2.3. Se existe uma seqiiéncia infinita de inteiros positivos para 0

quais y(t;) € real, entao os coeficientes da série (2.6) sao todos reais.

Dem.: Vamos supor que nem todos os coeficientes sao reais. Considere dt# o termo
de maior grau 7 tal que d = d; + dai com dy # 0. Entao para t tendendo ao infinito,

~ s . ~
os termos complexos de menor grau sao pequenos quando comparados a dot*i € nao
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o anulariam. E, assim, para t — oo os valores y(t) seriam complexos, contradizendo

a hipotese. O

Teorema 2.2.2. Seja
p(t) = a(V)" + -+ b+ (V)

onde t é real e a série € real e converge para t > R. Suponha que p(t) nao é um
polinémio. Entao existem constantes C > 0 e ¢ € (0,1) tais que o nimero de

inteiros positivos t < N para o qual p(t) € Z nao excede C'N*®.

Dem.: Primeiro, observe que a expansao da m-ésima derivada de ¢(¢) ndo contém

termos do tipo ¢’ com v > % — m. Entao podemos escolher um inteiro positivo
m > 1 tal que

O (t) ~ ct™H, (2.7)

comc#0epu>0aot— oo Para terminarmos a demonstracao do teorema 2.2.2

precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.2.1. FExistem constantes positivas ¢; e « tais que, se T € suficientemente
grande, entdo o intervalo [T, T + 1T ndo contém mais que m inteiros positivos t

para os quais p(t) € Z.

Dem.: Sejam t; <ty < --- < t,,,11 inteiros. E, considere o polinomio interpolador

de Lagrange

m—+1

F) = wlts)

=1

(t—t) - =tic)(t —tix1) - (L — 1)
(t; —t1) - (6 — tima) (i — tiwa) - (t — tims1)

Note que a funcao ¢ — f se anula nos pontos ¢1,...,%¢,,11, € entao pelo Teorema de

Rolle existe & € (t1,t,41) tal que

PTE) =M =ml Y

1<i<m+1

o(t;)
(ti —t1) - (ti — tic)(ti — tig1) -+~ (ti — tgr)

Deste modo, podemos observar que ¢™(£) é um nimero racional cujo denominador
nao excede
m(m+1)

II G —t) <@ —t)% =t —t1)

1<i<j<m+1
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Entao
_ m(m+1)

m P m(m+1)
l™(€)] = 5 > p(tmyr —t1)” 2 . (2.8)
Como foi observado anteriormente na equagao (2.7), se t; for suficientemente grande,

podemos considerar que

0 <[e™(&)] < ety ™. (2.9)
Agora, seja AT = t,,11 —t;. Entao de (2.8) e (2.9) temos que

2
(“’J)%tﬁmﬂ“ < AT.

c
Escolhendo ¢; = (%)m(fl“) ea= % Temos que
AT Z ClTa
]
Retomando & prova do Teorema 2.2.2. Escolha ¢ = ==. Entdo ¢ €

(0,1). Vamos separar o intervalo [1, N| em dois subintervalos [1, N¢] e [N¢, N]. Seja
N suficientemente grande, tal que de acordo com o Lema 2.2.1 cada subintervalo de
comprimento ¢;(N°)* de [N¢, N] ndo contenha mais que m inteiros positivos para
os quais p(t) € Z. Entado, podemos observar que o nimero total de tais inteiros

positivos no internalo [1, N] ndo excede

N — N¢
N’5~|—m<—) < N¢ (1+T).
ClNEO‘ C1

Agora, basta escolher C'=1+ £*. m

Para terminarmos a demonstracao do teorema da irredutibilidade de
Hilbert, vamos considerar B(/N) o numero total de inteiros positivos ¢ < N para os
quais ¢(t) € Z. Note que:
B(N) < CN*

B(N) _ ON*
N - N

Este resultado mostra que para quase todo ty € N, temos que ¢(t) ¢ Z, ou seja, pela

—0ao N — 0.

Propriedade 2.2.2 temos que ¢(t) ¢ Q. Mantendo f(tg, z) irredutivel em Q[z]. [
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2.2.1 Um z, varios t’s

Nesta se¢@o iremos observar que, dado um polinémio f(ty,...,t,,x) €

Ql[t1, . .., tn, x] irredutivel sobre Q, existem infinitos inteiros aq, . . ., a, tais que f(aq, ...

é irredutivel em Q[z]|. Tal resultado motivou o algoritmo feito por Paul Wang em

[38].

Seja f(ty,...,tn,x) € Q[ty,...,t,,x] irredutivel sobre Q. Mostraremos

que existem infinitos a € Z tal que f(a,ts,...,t,, x) é irredutivel sobre Q. Lembre

, s )

que, pelo lema de Gauss, temos que f(t1,. .., t,, x) éirredutivel sobre Q(t1)[ts, . . . , tn, ].

Fatorando f(ty,...,t,, ) sobre Q(t1)[ts, ..., tn, x|, temos

f(tl,...,tn,l‘) :fl(tl,...,tn,l‘)"'fm(tl,...,tn,l’)

com fi(ty,...,tn,x) € Q(t1)[t2, ..., tn,x] para 1 <i < m. Agora, seja t; = a € Z.

Vamos considerar que f(a,ta, ..., t,, x) é redutivel. Entao
flata, .. tn, @) = galte, ... tn, @) - he(ta, ... Ly, )
com gg, hy € Qta. ... t,, x|
Podemos considerar que em Q[ty, . .., t,, ] temos

ga(t%---atnvx) :f1<a7t27--'7tn7x)"'fs(aat27"'7tn7x)

ha(tg, . ,tn,flf) = sz(a,tg, e ,tn,iL’) s fm(a,tg, Ce ,tn,l').

Vamos considerar a seguinte correspondéncia:

g(tl,...,tn,l') :f1<t1,...,tn,x)"'fs(tl,...,tn,l')

h(tl, RN ,tn,l') = fSJrl(tl, ce ,tn,x) cee fm(tla Ce ,tn,l’>.
Entao

fltr, .yt x) =gty ... tn,x) - h(ty, ... ty, x)
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com g(ty,...,tn,x) e h(ty, ..., th,x) € Q(t1)[ta, ..., tn, x].

Sem perda de generalidade, notemos que g(t1, ..., t,, x) € M[Q, ooy tn, 7]
possui um coeficiente y(t,) € Q(t;)\Q(t;) devido a irredutibilidade de f(t1,...,t,, z).
Como feito na segado 2.2 associamos a y(t;) uma curva algébrica plana que possui
um ponto racional garantido pela redutibilidade de f(a,ts, ..., t,, ). A partir daqui
a demonstracao segue como feito anteriormente no teorema da irredutibilidade de
Hilbert classico. Deste modo, podemos indutivamente passar de um polinémio de

n + 1 variaveis para um polinébmio univariado.

2.3 Teorema da Irredutibilidade de Hilbert Efetivo: Erich
Kaltofen

Nesta secao apresentaremos argumentos probabilisticos devidos a Erich
Kaltofen [14] garantindo que um polinémio multivariado irredutivel f(zq,...,x,)
quando reduzido para um polindémio bivariado f(z; + wy, oy + wo, ..., c_121 +
w,_1,x,) permanece irredutivel com alta probabilidade. Ou seja, este é um bom
teste de irredutibilidade a ser aplicado a um polinomio multivariado antes de ten-

tarmos fatora-lo efetivamente.

Notacao: Z denota inteiros, Q os racionais e C os complexos. D
denota um dominio integral. Dl[zy,...,z,] denota os polinémios em 1, ..., z, sobre
D, D(z1,...,x,) o correspondente corpo quociente. grau, (f) o maior grau de x;
em f € Dlxy,...,x,], grau, . (f) o maior grau total de f nas varidveis z, e 7, e
grau(f) = grau,, . (f) o grautotal de f. O coeficiente da maior poténcia de z, em
f é chamado coeficiente lider de f em z, e denotado por ldcf,, (f). Diremos que f é
monico em x, se ldcf,, (f) é um elemento invertivel de D. Um resultado conhecido
nos diz que D[xy,...,z,] ¢ um dominio de fatorac¢do tinica (DFU) se D é um DFU.
Neste caso o conteudo de f € Dlxy,...,z,] em z,, cont,, (f), é o méximo divisor
comum (mdc) de todos os coeficientes de f(z,) como elementos de D[z, ..., 2, 1].

A parte primitiva de f em z, é definida como
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o 1
pp., (f) = comof

e diremos que f é primitiva em z, se f = pp, (f). Também observamos que o grau
total de um fator de f com respeito a qualquer conjunto de variaveis é menor que

ou igual ao grau total da f naquele conjunto de variaveis.

O lema a seguir mostra que a probabilidade de um conjunto de pontos

ser um zero de um polindomio multivariado é muito pequena.

Lema 2.3.1. Assuma que t(y1,...,y,) € D[y1,-..,y,] € um polindmio nao nulo de

grau total d e seja S C D. Entao a probabilidade

d

P = ; 1 <1< < —_—
(t(cry..ye)=0]c; €8, 1<i<v)< card(S)

(2.10)

Dem.: A prova sera feita por inducao sobre o nimero de variaveis v. Para v = 1,

como grau(t(y;)) = d ent@o t possui no maximo d raizes em D. logo

d
P(t =0 €l < ————.
( (01) | 1 ) = CCI?“d(S)
Agora, assuma que a afirmagao é verdadeira para v—1 variaveis. Sejal(y,...,Y,—1) =

ldcf,,(t), n = grau, (t). Entao grau(l) +n < d, assim grau(l) < d —n. E, como I

tem v — 1 variaveis, por hipétese de inducao temos

Pl(cr,....co1)=0]c€S1<i<v—1)< %.
Agora, sel(cy,...,c, 1) # 0entdo grau(t(cy,...,c,_1,y,)) = neassimt(cy,...,Ch_1,Y)
possui no maximo n raizes em D. Logo
P(t(cry... cp_1,0,) =0]c, € 9) < S
card(S)

Podemos concluir que

P(t(er,...,c,)=0) = P(t=0]1=0)- P(l=0)+ P(t=01]1#0)- P(l #0)

~ —— SN——
~~ ~~
< d— n <
! < card?S) — card(S) 1
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No préximo lema apresentaremos uma probabilidade em relacao a pre-
servacao do grau da variavel principal e a propriedade de manter-se livre de quadra-

dos apos a reducao.

Lema 2.3.2. Seja f(y1,-.., Y, ) € Flyn, ..., Yy, x] irredutivel em F(yy,...,y,)[z],
F um corpo, e assumamos, além disso que g—j; # 0. Seja n = grau,(f), d =

grav,, . (f) e an(y1,...,y) = ldefo(f). Selecionemos wy, ..., w, aleatoriamente

.....

de um subconjunto S C F. Entdo a probabilidade

(2n+1)d
card(S)
(2.11)

P(ay(wy,...,w,) =0 ou f(wy,...,w,, ) nao ser livre de quadrados) <

Dem.: Primeiro, observe que mdc(f,g) = 1 pois f é irredutivel e % # 0. Entao

reso(f,5E) # 0. Seja Ap(yr,.. p) = reso(f5) € Flyr,-.. ], e note que

grau(Ay) < (2n — 1)d. Agora, selecione aleatoriamente wy, ..., w, € S C F tal que

Ap(wr, ... ,w,) #0,ecomo Ap(wy, ..., w,) =res(f(wi,...,wy,z), Z(f(wr,... w, 1)) #

0, entao f(wy,...,w,,x) é livre de quadrados. Considere também g—i = kapz"! +

-+ ay, com kay, #0ea; € Flyy, ...,y para 1l <i < k. Podemos concluir que
P(ay(wy,...,w,) #0e f(w,...,w,x) ser livre de quadrados) =

P((anapAy)(ws,...,w,) #0).

Note que
P((anapAg)(wy, ..., w,) #0) =1 — P((anarAs)(wy,...,w,) =0).

E por 3.5.1 temos

(2n+1)d
P A coowy) =0) <
(@nardp)(un, . w,) = 0) < =20
Entao
. 2n + 1)d
Pay(wi,...w,) # 0 fur,....w,,x) ser ive de quadsados) > 1 — ot U1 T S)) -

]
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O préximo resultado, junto com o Lema 2.3.1, d& a probabilidade de

um polinomio primitivo manter-se primitivo apés a reducao.

Lema 2.3.3. Sejam fi,..., fr € Flx1,...,2,], F um corpo, com grau(f;) <0 para
1 <i<kemdef,...,fr)=1. Além disso, assuma que f1(0,...,0) # 0. Entao
existe um polinomio A(ya, ..., vy,) € Flya, ..., y,] com grau(A) < 2562 tal que, para

quaisquer elementos co,...,c, € F com A(ca, ..., ¢,) # 0, temos

mdclfigk(fi(xly Col1,y ... ,cl,xl)) = 1

Dem.: A igualdade mdei<i<i(fi(x1, y2x1, ..., yx1)) = 1 segue do fato que x; {

fi(x1, yor1, . .., yyx1). Além disso podemos encontrar polinémios sy, ..., sg € F(ya, . ..

com grau, (s;) < d tais que

1= Zsi(yz, oo Yoy ) fi(T1, Yoa, - L Yu).
i=1

Esta identidade leva-nos a um sistema linear sobre F'(ys, . ..,7,) em 2J equagoes e kd
incégnitas de s;. Assim podemos encontrar uma solugao em mF (Y2, .- Uy
onde A é o determinante de uma matriz 2m x 2m com m < §, dos coeficientes das
poténcias de xy em fi(xy1, Yo, ..., y,x1). Além disso grau(A) < 262 e qualquer es-

colha de ¢a, .. .,¢, com A(ca, ..., c,) # 0 implica mdey<i<i(fi(x1, coxy, ..., c,x1)) =

1 j& que Zle si(cay ... cpy 1) fi(xy, comq, ..., cpxy) = 1. O

Vamos adotar a seguinte notagao vetorial: k = (ky,...,k,),0=(0,...,0),

ye=yP oyl ktk = (ki £k, k £k), k <k se, paratodo i, k; < ki, e

finalmente |k| = k1 + - + k, se £ > 0, e —00 caso contréario.

Lema 2.3.4. Considere f(y1,...,Y,,2) € Fly1,...,y,, x] primitivo em relagio a x,
com grau,(f) = grau(fo(z) = f(0,...,0,2)) = n. Se f(0,...,0,x) € irredutivel,

entao f(y1,...,Y,x) € irredutivel.

Dem.: Vamos supor por contradi¢ao que f(yi, ..., y,,z) é redutivel. Entao f(yi, ...

= cont,(f) pp(f). Logo, pp(f) = gh com grau,(g), grau,(h) > 1, pois cont,(f) =

) yu)[xl]

7yl/7$)
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1. Fazendo a redugao temos fy(x) = go(x)ho(z). Por hipétese grau, (f) = grau(fo(z) =
f(0,...,0,2)) = n, entdo grau,(g) = grau(go(z) > 1 e grau,(h) = grau(hy) > 1.

Ou seja, f(0,...,0,z) é redutivel, uma contradicao. ]

Teorema 2.3.1 (Lema de Hensel). Seja f(y1,...,y,2) € Fly1,...,y,x], F um
corpo, de grau n em x, l(yi,...,y,) = ldcf.(f) tal que Iy = 1(0,...,0) # 0 e
fo(z) = £(0,...,0,2) € livre de quadrados. Suponha

(lox" + go(2))(lox” + ho(x)) = lofo(x), i+j=n

¢ uma fatoragdo ndo trivial de lyfo em Flx]. Entdo, para todo k com |k| > 1, existem

unicos polinomios gi(x), hi(z) € Flx] com grau(gy) < i, grau(hy) < j tal que

Uyt ) F W) = (U, )2+ ge(@)y) (U g)a?+ > h(2)yh)
k>0 k>0
(2.12)

Dem.: Iremos fazer a demonstracao por inducao em k. Note que para k£ = 0 a
afirmacdo é verdadeira por hipétese. Vamos fixar k com |E\ = m. Entao, por
hipétese de indugao, na equagao (2.12) conhecemos todos gi(x) e hi(z) tais que

0<k<k e0<|kl<m.

Considere [(y1,...,y,) = ZEZQ ZEQE coml, € Felf—?x" = ZEZQ fﬁ(aj)g@,
note que fx(z) € Flz] e grau(fx(z)) < n.

Iremos procurar os polinomios g,/ (x), h,s () utilizando o coeficiente de

/

gﬁ na equacao

> fulw)yt=1f =2

k>0

Usando (2.12) na equagio acima temos

D fel)yt = Pat > hp(a)yEHe? > ge(@)yt O ge(@)y®) O hu(a)yk) 12"

k>0 k>0 k>0 k>0 k>0

S fel@)yt =2 kO @)y +2 O O ge(@)y®)+O ge(@)y®) O hu(x)y").

k>0 k>0 k>0 k>0 k>0 k>0 k>0
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/
Isolando o coeficiente de y* na expansao acima temos

fel@y=a' Y by bl Y Lo gt D gy he

fo@) =alyhg+ a'lohy +a' Y Lo b+ 2l lygo + 2llogy

4l Z Ly 9s + 9y ho + gohys + Z gy _hs.

Entao

fy (@) = allyho(a) + llygo(e) + D (@'ly h(e) + a7l gy(x) + gy hu(2))

s

v~

:SE, (z)

+a'lohy (x) + 27 logy (x) + g (2)ho + gohyy (2).

Note que o polinémio S,/ () é conhecido e é tinico, por hipétese de inducao. Entao

fy (@) = Sy (@) = gy (2)(a7ly + ho()) + hy () (2"l + go()). (2.13)

Ja que fp € livre de quadrados, temos
mde(2’ly + ho(z), 2'ly + go(z)) = 1.

Entao, pelo algoritmo de Euclides estendido, existem tnicos polindémios a(x), b(z)

com grau(a) < j e grau(b) < i tais que
a(z)(2'ly + go()) + b(x)(a'ly + ho()) = 1.

Multiplicando a equagao anterior por f,/(z) — S,/ (z) temos

(a(@)(fy (2) =Sy (2))) (@' lo+go(2)+(b(2)(fy (2) =Sy () ("l ho(x)) = fy (2) =Sy (2).

Logo,
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gy (@) = b(x)(fy (x) = Sy ().

Entao, o algoritmo de Euclides estendido garante a existéncia de g,/ (z) e h,/(z).
A igualdade (2.13) leva-nos a um sistema que tem solugao com grau(g,(v)) < i e
grau(h, (z)) < j pois grau(f,/(z) — S,/ (z)) < n, implicando que estes polinomios

sao unicos. O

Teorema 2.3.2 (Teorema da irredutibilidade de Hilbert efetivo). Seja f(z1,...,x,) €
Flzy,...,z,|, F um corpo, de grau total 0 e irredutivel sobre F. Assumamos que
8% £ 0. Seja S C F e sejam co,...,Cp_1,W1,...,w,_1 elementos aleatorios de S.

Entdo a probabilidade

4620

P o o1, 23) tornar-se redutivel em Flz,,z,]) < —oo .
(f(x14wy, coxy1+wy, . .., cy_1x1+w,_1, T2) tornar-se redutivel em F[xy,xs)]) card(S)

Dem.: Considerando grau, (f)=negrau, .,  (f)=d, pelolema 2.3.2 temos a

seguinte probabilidade

2 1d
P(f(wq,...,w,_1,x) ser livre de quadrados e grau(f(wy,...,w,_1,2)) =n) > 1_—(027“;(5)) .

Vamos assumir que este é o caso. Isto nos leva a seguinte mudanga de variavel.

flzy,. . 2, q,2,) ldefy,, (x1, ..., 2,1)
! !
f(yl + Wiy v 3 Yv—1 + wl/*b‘x) l(yb cee 7yV*1) = ldCfo(yl + Wiy v o5 Yv—1 + wlffl)

Escrevendo

g(yla s 7yV—17'r) = l(yla R 7y1/—1)f(y1 +wy, .. Y1+ wV—hx)a

pois assim ¢(0, ..., 0, x) é livre de quadrados. Escolhendo aleatoriamente ¢y, ...,c,_1 €

S, faremos a seguinte mudanca de variavel deixando o polinomio bivariado

9(3/17---7%—171’) l(y17"->yu—1)
! l
gg(yl,x) =:9(@1702917--‘»Cu—1y1,13 lg(yl) Zzl(yl,czyl,--',cu—lyl)
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No lema seguinte precisaremos de um resultado conhecido como Teorema de Puiseux
( pode ser encontrado em [35]), o qual nos diz que o dominio das séries de poténcias
formais em ¥, ...,y,_1 sobre F' denotado por F[[y1,...,y,_1]] contém o fecho algé-

brico de Flyi, ..., y,_1].

Lema 2.3.5. Cada fator h(y,,z) € Flln]][x] de g. com ldef,(h) = l. vem de um
fator h € Fllyi,...,y,-1]|[x] de g com ldef,(h) =1, tal que

~

h<y17 Qf) = h’(ylv CY1, .-, C—1Y1, .T) = h’Q(yb .17)

Dem.: Primeira demonstracao.

Note que, trabalhando no dominio das séries de poténcias formais temos

as seguintes fatoragoes

g<y17 <o 73/1/*1737) = [l(ylv o 7yl/*1>]2 H (SL‘ - ai<y17 s 7y1/*1))7 (2'14>

1<i<n

com ai(yl, s 7yl/—1) € FHyla s ayu—l]]- E

ge(yr,2) = [ty ] (= = aslwn)), (2.15)

1<i<n

com a;(y1) € Fl[y]]-
Note que
Oé;(yl) = ai(ylac2y1a s >Cu—13/1)> para 1 é { é n.

De (2.14) e (2.15) podemos concluir que cada fator h(y,z) € F|[yi]][z] de ge com
ldcfx(ﬁ) = [, vem de um fator h € F[[y1,...,y,—1]][x] de g com ldcf,(h) =, tal que

~

h(ylwr) - h(ylac2yla o 7Cu—1y1793) = hg(yhx)'

Segunda demonstragao.

Seja h(y1,x) € F[[1]][z] fator de g, com ldcf,(h) = l.. Entdo

gely1,2) = Ry, ) - hiy, z) (2.16)
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com 0 < grau, (/fz) < n. Fazendo y; = 0 em (2.16), obtemos

-~
~ o~

9:(0,2) = h(0,z) - h(0, ),

ou seja, uma fatora¢do nao trivial de ¢.(0,z). Usando o procedimento apresen-

tado no teorema 2.3.1, podemos encontrar h(yi,...,y—1,2) ¢ h(ys, ..., yp_1,2) €

Flly1, .-, y,—1]][x] tais que
g=h-h

h(0,...,0,2) = h(0,z).

E, pela unicidade do lema de Hensel temos

o~

h(ylwr) - h(ylu CoYty - .- 7Cl/—1y17x) - hg(yhx)'

Ou seja, cada fator h(yi,z) € F[yi]][z] de ge com ldef,(h) = l. vem de um fator

h e Flly,...,y—1]]lz] de g com ldef,(h) = 1. O
A partir de agora, mostraremos que para inteiros cs, ..., c,_1 nao anu-
lando um certo polinoémio 7(z9, ..., 2,_1) € Flzs, ..., z,_1] de grau maximo 4d(2" 1 —

1) os fatores de g nao nos levarao a polinomios dividindo g.. E como cada fator de

g. vem de um fator de g de acordo com o lema 2.3.5, isso garantird a irredutibilidade

de g..
Lema 2.3.6. Eziste um polinomio m(z3,...,2,1) € Flzo,...,2,1] tal que se as
constantes co, . .., c,_1 satisfazem
m(co,y ..., 1) #0,
entao

9e(y1, ) = g(yr, 2t - - -5 Cumryn)

é irredutivel.

Dem.: Seja

7

h(yi, ..., yp—1,2) = Z by | 27

j=0 \ k>0
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um fator de g(y1,...,Yp—1,2) em F|[yi,...,y—1]][z] com 0 < i < n e ldcf.(h) = f

e seja
n—i
h(yh e Yu—1, .ﬁL’) = Z bE,ng x’
J=0 \ k>0
seu cofator, isto é
g = hh.

Afirmamos que existe no mfnimo um by, ; ou by ; com 2d < |k| < 4d e by ; # 0 ou

bi; # 0. Para ver isto assuma o contrario. Entao

% n—i
_ E § k J E E 5, ok
g(yb <o Yo, [lﬁ') - b&jg I b&j?i
Jj=0 \0<|k|<2d OU |k|>4d J=0 \0<|k|<2d OU |k|>4d

reescrevendo:

9, Y1, ) = Dbyt || D eyt | @

=0 \0<|k|<2d j=0 \|k|>4d
L hl h2 =
n—i %
-\ - )
E E b&,jgf z’ -+ E E b&jgi x’
=0\ 0<|kl<2d =0 \ k[>4d
| h1 ha i
Expandindo, temos:
9= hy - hy + hy - hy + ICR! + hy - hy
—— —— ~—— ~——
grau, - <d4d grau, - >4d grau, - >4d grau, - >8d
E, como grau,, . (g) < 2d, temos
% n—i
g=hi-h = E E begy™ | 27| - E bijy" | @7 (2.17)
j=0 \ 0<|k|<2d j=0 \ 0<|k|<2d

hl'EQ‘{‘hQ'El"‘l‘hQ'EQZO.
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Mas a equagao (2.17) contradiz a irredutibilidade de f. Entao, sem perda de genera-
lidade, podemos assumir a existéncia de um vetor p e um inteiro m tal que by, # 0

e2d<|]_9|§4d60§m<i. Assim,

ho=-+ ..._|_Zbl.7mgl+... ™A
l7|=Ipl
Escrevendo
tg,m(yla cee 7yl/71) = Z bl,mgl
lil=lpl
A chave do teorema da irredutibilidade de Hilbert efetivo é escolher ca, ..., c,_1
tal que

tg,m(yla ey Y1)
!
tom (Y1, C2y1s - - coatn) # 0,
e assim garantindo que h.(y;, z) terd um coeficiente nao nulo de ordem [p| > 2d em

y1, implicando que h(y1, ) nao dividird g.(y1, ), pois grau,, (g.) < 2d.
Note que
tpm (Y1, Y1) = Z bjmy* = Z bjmi1 Y3’ - Sy com Gy + -+ Gy = p|-

l31=lpl lg1=1pl

Fazendo a reducao:

=lpl

——N——
, - TIE NN S
tg,m(yla CY1, ... 7CV—1y1) = Z b\l\,mC%2 e C’Z,_f ' yih J 1'

Assim ¢ (y1, CoY, - - -, Co—131) # 0 se e somente se » b|j|7mcg2 - £ 0, ou seja,

tp7m(1, Co, ... ,Cl,_l) 7é 0.

Entao o polinémio m(zs, ..., 2, 1) pode ser escolhido como o produto
dos t,m(1, 22, ..., 2,—1) 7 0 sobre todos os possiveis fatores h de g. Ja que existem no
méaximo n fatores irredutiveis de g em F[[yi, . .., y,—1]|[x] e ndo precisamos considerar

os candidatos complementares, entao

grau(m) < 4d(2"' - 1).
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Concluimos que cada conjunto cy,...,c,—1 nao anulando m mantém g, irredutivel.

Pois garante algum monomio de h, com grau em y; maior que 2d.

Concluimos que se escolhermos ¢y, . . ., ¢,_1 nao anulando 7(cz, ..., ¢ 1),
garantimos que os fatores derivados de g nao dividirao g.. E de acordo com o Lema
2.16 estes sao todos os possiveis fatores de g.. Garantindo a irredutibilidade de

Ge- O

E assim, se todas as condigoes forem satisfeitas, podemos garantir que
o polinémio
fyr + w1, c2y2 + w2, ... cpays + W1, T)

é irredutivel.

A partir de agora, mostraremos que isso acontece com alta probabili-

dade.

Comegaremos tentando evitar um possivel conteido em F[xq]. Sejam
Li(y1, .-, y,—1) 0 coeficiente de z* em f(y; + wi,..., Y1 + w,_1,2), grau(l;) <
d. Note que I, = [, ou seja, [,(0,...,0) # 0. J& que f é irredutivel entdo
mdco<i<n(li(y1, ..., Yp—1)) = 1. Pelo Lema 2.3.3 existe um polinémio A com grau(A) <

2d? tal que, se A(ca, ..., c,_1) # 0 entdao mdco<i<n(li(y1, Coyi, - - -5 co_191)) = 1.

Podemos concluir que para a reducao obter sucesso, ou seja, para que o
polinomio multivariado permaneca irredutivel quando reduzido para um polinémio
bivariado devemos evitar os zeros do polinomio 7-A. Lembremos também, que como
mencionado no inicio da prova, queremos também que f(w;....,w,_1,x) permanega
livre de quadrados (L.Q.) e que grau(f(ws, ..., wy—1,2)) = grau, (f(x1,...,2,)) =

n.
P(rA #0e f(w;....,w,_1,x) permanecer L.Q. e grau(f(wy,...,w,_1,2)) =n) =

P(rA #0)-P(f(wy....,w,—1,x) permanecer L.Q. e grau(f(wy,...,w,—1,2)) =n) >
| AdE 1) + 22 (2n + 1)d 12 —3d 462
(1- card(S) )1 - card(S) Jz1- card(S) = card(S)

]
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2.3.1 Teste de irredutibilidade probabilistico

Nesta subsecao apresentaremos um algoritmo probabilistico baseado no

Teorema 2.3.2 que funciona como um teste de irredutibilidade.

Lema 2.3.7. Seja f € Flxy,...,x,] primitivo em rela¢io a x,. Se f(x1,15) é

irredutivel e grau,,(f) = grau, (f) entio f € irredutivel.

Dem.: Suponha por contradicdo que f é redutivel. Entao f = g - h com grau, (g),

grau, (h) > 1, pois f ¢é primitiva em relacao a x,. Considere

\—

g

com ay, by € Flxy,...,x, 1] paratodo 0 < k <ie 0 <[ < j. Fazendo a redugao,

temos

flay,0) = (@ay+---) - (bjw) +---)
e a;, E # 0, pois grau,, (f) = grau, (f). Entao f é redutivel. []
Algoritmo 2.3.1. Dado um polinéomio f(x1,...,x,) € Flxy,...,x,] primitivo em

relag¢io a x,, F' corpo com car(F) = 0, este algoritmo testa a irredutibilidade de f

com uma chance de erro pequeno de acordo com o teorema probabilistico 2.3.2.

Elementos Aleatérios: De um conjunto S C F' selecione elementos aleatorios

Coy.v oy Cpy_1, W1y ..., Wy_1.

Teste de Irredutibilidade: f(z,,2;) = f(z1+wy, coxy+ws, ..., Co1T1+Ww,_1, 22).

1 Se grau,,(f) < grau, (f), entdo retorne falhou.

2 Se grau,,(f) = grau, (f)

2.1 Se f € irredutivel, entio retorne f é irredutivel de acordo com

o lema 2.5.7.

2.2 Se f ¢ redutivel, entdo retorne falhou.
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Dado um polindbmio multivariado f. Primeiro aplicamos o teste de
irredutibilidade 2.3.1, de acordo com o teorema 2.3.2 se f for irredutivel temos uma
boa probabilidade do algoritmo obter sucesso. Se o algoritmo falhar, ha uma boa
probabilidade do polinémio ser redutivel, entao aplicamos um método de fatoragao

efetivo.

2.4 Teorema da Irredutibilidade de Hilbert Efetivo:
Shuhong Gao

Em [8] Shuhong Gao apresenta um novo método para fatoragao de
polindmios bivariados. A teoria deste algoritmo leva a um teorema de irredutibili-

dade de Hilbert efetivo.

Seja F um corpo e [F seu fecho algébrico. Dado um polinémio f € Flx, 3]

e suponha que

f=hJ (2.18)
- L . . - _ N~ fOf
onde f; € Flz,y] sdo distintos e irredutiveis sobre F. Note que f, = > ._, e ©
defina
ofi -
E; %({9]; eFlx,y], 1<i<r (2.19)

Em seu novo método Gao considera a seguinte equacao diferencial parcial

0 (g 0 (h

I A R 2.2

ay (f) oz (f) (2:20)
que pode ser reescrita como

f'<8g 8h>+h of of

3 a 0 (2.21)

onde g, h € F[z,y]. Em seu trabalho Gao restringe os graus de g e h
grau duplo g < (m — 1,n), grau duplo h < (m,n — 1), (2.22)

onde grau duplo g < (m — 1,n) significa grau,(g) < m — 1 e grau,(g) < h, e

similarmente para h. E usando a equagao (2.20) monta um sistema de equagoes
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lineares nos coeficientes de g e h. A dimensao do espacgo solucao do sistema linear
é igual ao nimero de fatores absolutamente irredutiveis do polinomio f e qualquer
base para o espaco solucao leva a uma fatoracao completa através do cédlculo de

mdc’s e fatoracao de polinomios univariados.

Defina
G ={g € Flz,y] : (2.20) e (2.22) vélidas para algum h € Flx, ]}, (2.23)
G ={g € Flz,y] : (2.20) e (2.22) validas para algum h € F[x,y|}. (2.24)

O préximo teorema determina as dimensoes e estruturas de (2.23) e (2.24).

Teorema 2.4.1. Seja F um corpo de caracteristica p e f € Flz,y| com mdc(f, f,) =
1 e grau duplo (m,n), ou seja, grau,(f) =m e grau,(f) =n. Suponha que f tem r
fatores irredutiveis distintos em F[z,y] como em (2.18) e seja G e G definidos como

em (2.23) e (2.24). Sep=0 oup > (2m — 1)n entdo

dimyp(G) = dimg(G) = r (2.25)
e cada g € G € da forma
g=Y_MNE;, \€F, (2.26)
i=1

onde E; estd definido em (2.19).

A seguir mostraremos como reduzir o problema de fatorar polindmios
com mais de duas variaveis para o de fatorar polinomios bivariados. Para ser preciso,

seja f € Flzy,...,x,] de grau total d. Consideremos a seguinte substitui¢ao
ri=ar+by+cparal <i<n (2.27)
onde a;, b;, ¢; € F. Fazendo a substituicao 2.27 em f obtemos o polinémio bivariado
fo=flaix+biy+cy,...,anx+ by +c,) € Fla,yl. (2.28)

Suponha que tomemos valores aleatérios para aq, by, ¢, ..., ap, b,, ¢, de um sub-

conjunto finito S C F. Queremos saber qual a probabilidade de que todos os fatores
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irredutiveis de f permanecam irredutiveis apds a substituicao 2.27, isto é, fy e f
terem a mesma fatoracao padrao. O seguinte teorema fornece uma cota para tal

probabilidade.

Teorema 2.4.2. Seja F um corpo e S um subconjunto finito de F. Seja f €

Flxy, ..., z,] de grau total d e fo definido a partir de f como em (2.28). Suponha que

F tem caracteristica zero ou caracteristica maior que 2d?. Para escolhas aleatdrias
2d3

de a;’s, b;’s e ¢;’s em S, com probabilidade de no minimo 1 — 5T todos os fatores

absolutamente irredutiveis de f permanecem fatores absolutamante irredutiveis de

fo em Flz, y].

Para provar o Teorema 2.4.2 precisamos de um resultado de Kaltofen
[16]. Iremos imaginar ay, by, ¢1, ..., Ay, by, ¢, como varidveis independentes sobre

F e seja

L = F(abbhcla s 7an7bn7cn)7

o corpo das fungdes racionais destas variaveis sobre F. Entao fy, € Lz, y].

Lema 2.4.1 (Kaltofen [16]). O polinémio bivariado fo em (2.28) é absolutamente

irredutivel sobre L se e somente se f € absolutamente irredutivel sobre FF.

Dem. do Teorema 2.4.2 : Podemos assumir que f é livre de quadrados, caso
contrario poderiamos trabalhar com o produto de seus fatores irredutiveis distintos
os quais teriam grau menor. Como comentado anteriormente, vamos enxergar a;,
bi, c1, ..., ap, b,, ¢, como variaveis independentes sobre F. Entao, pelo lema 2.4.1 os
fatores absolutamente irredutiveis de fy sobre L estao em correspondéncia 1-1 com
aqueles de f. Em particular, ja que f tem r fatores absolutamente irredutiveis sobre
F, fo também tem r fatores absolutamente irredutiveis sobre L. Considere o sistema
linear (2.21) para fy sobre L. Seja M a matriz coeficiente do sistema. Usando o
teorema 2.4.1 obtemos que posto(M) +r = N onde r é a nulidade de M e N é o

nimero de incégnitas do sistema. Note que fy tem grau total d, logo o polinomio g
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em (2.21) tem grau total maximo (d — 1) de acordo com (2.26), e similarmente para

h. Entao g e h possuem no maximo @ coeficientes, logo N < d(d + 1).

De acordo com a teoria de matrizes podemos dizer que M possui pelo
menos uma submatriz M; de ordem (N —r) x (N —7) cujo determinante é diferente
de zero e todas as outras submatrizes de ordem maior tem determinante nulo. Note
que cada entrada de M é um polinomio nas variaveis independentes a;’s, b;’s e ¢;’s de

grau méaximo d. Logo det(M;) é um polindémio nestas varidveis de grau no maximo
d(N—r) <dN <d*(d+1) <2d°

Para facilitar a notagao, considere que f;, M* e M; representam fy, M e M,
respectivamente, depois de substituirmos valores para os a;’s, b;’s e ¢;’s. Agora,

suponhamos que os valores para os a;’s, b;’s e ¢;’s sao tais que

det (M) % 0. (2.29)

Apo6s a reducao do polinomio multivariado f para o polinémio bivariado
15, sem perda de generalidade, podemos lidar com dois casos: fj terd r + 1 fatores

absolutamente irredutiveis sobre I ou f tera r—1 fatores absolutamente irredutiveis

sobre F.

Comegamos supondo que f; possui r + 1 fatores absolutamente irre-
dutiveis em F[x,y]. Entao pelo Teorema 2.4.1 temos que o posto da matriz M*
¢ N — (r+1). Isto implica que M* possui pelo menos uma submatriz de ordem
(N—(r+1)) x (N —(r+1)) cujo determinante é nao nulo e toda submatriz de
ordem superior possui determinante nulo. Mas M; é submatriz de ordem (N — r)
de M*. Logo, det (M;) = 0. Contradizendo (2.29). Entao f; possui no maximo r

fatores absolutamente irredutiveis em F|z, y].

Agora suponha que fj possui r — 1 fatores absolutamente irredutiveis
em F[z,y]. Deste modo posto(M*) = N —r + 1 e isto implica que M* possui pelo
menos uma submatriz C' de ordem (N —7+1) X (N —r+1) tal que det(C) # 0. Mas
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posto(M) = N —r, entdo toda submatriz de M de ordem (N —r+1) x (N —r+1)
tem determinante nulo. Logo, toda submatriz de M* de ordem (N —r+1) x (N —
r+ 1) tem determinante nulo. Concluimos, assim, que fj tem pelo menos r fatores

absolutamente irredutiveis sobre F.

Podemos concluir que
prob (f e fi terem a mesma fatoragdo padrao) = prob (det (M) # 0).

Usando um resultado de Schwartz [28] e Zippel [39], para valores aleatérios de a;’s,

b;’s e ¢;'s de um conjunto S, a probabilidade de det (M) # 0 é no minimo 1—%. O

2.5 Conclusao

Neste capitulo fizemos uma revisao bibliografica sobre as versoes do
teorema da irredutibilidade de Hilbert. Acreditamos que isso consiste em uma con-
tribuicao didética, pois nao existe um texto que detalhe as demonstragoes apresen-

tadas pelos autores.
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3 FATORANDO POLINOMIOS
MULTIVARIADOS INTEIROS USANDO
LOGARITMO DISCRETO

Neste capitulo apresentamos um novo algoritmo para fatoragao polino-
mial multivariada. Desenvolvemos novos tipos de substitui¢oes, as quais reduzem o
polindmio multivariado para polinomios bivariados, e mostramos que nosso método
¢é realmente eficiente quando usado para fatorar polindomios multivariados que tém
apenas fatores esparsos ou para extrairmos fatores esparsos de polinomios multivari-
ados que possuem fatores densos e esparsos. A técnica desenvolvida neste capitulo

também pode ser encontrada em [1].

3.1 Introducao

As primeiras implementacoes praticas de algoritmos para fatoracao poli-
nomial multivariada foram feitas por Paul Wang e Rothschild em [37, 38] nos
anos 70. A efetividade destes algoritmos estd fundamentada no teorema da ir-
redutibilidade de Hilbert classico, o qual mostra que, dado um polinomio multi-
variado irredutivel F(zy,...,x,) sobre Q, entdo, para infinitos nimeros inteiros
aj, -+ ,Qy_1, 0 polinébmio univariado F(aq,...,a,_1,x,) permanece irredutivel so-
bre Q. Neste método, primeiro, o polinomio multivariado F(xy,...,z,) é reduzido
para um polinémio univariado F(ay,...,a,_1,2,) e entdao fatorado. Os fatores do
polinomio univariado sao usados para construir os fatores multivariados irredutiveis
usando levantamento de Hensel. Gostariamos de frisar que, embora esta substituicao
nao possua argumentos probabilisticos garantindo que todos os fatores irredutiveis
de F(x1,...,x,) permanecem irredutiveis apés a redugao, ou seja, F(xy,...,z,) e
F(ay,...,a,_1,7,) tétm a mesma fatoracao padrao, estas sao as técnicas usadas at-
ualmente para fatoracao multivariada em programas de computador como Maple e

Macsyma.
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Quando queremos fatorar um polinémio multivariado F(xy,...,x,) €
Flxy,...,2,] usando o método abordado no paragrafo anterior, podemos nos de-
parar com o problema conhecido como: problema dos zeros ruins. Isto acontece
quando o polinémio univariado F'(z1,0,...,0) tem grau menor em x; comparado a
F(zy,...,x,) ou, ao contrério de F(z1,...,x,), ndo é livre de quadrados. Quando

isto ocorre, somos forgados a considerar, no lugar de F(z1,...,x,), o polinémio
F(x1,29 + a9, ..., 2, + ay) (3.1)

com as,...,a, € F. A desvantagem desta transformagao é que, se G(z1,...,z,)
for um fator esparso de F(z1,...,z,), entdo G(x1,xs + as, ..., T, + a,) certamente

perdera sua esparsidade.

Durante os anos 80 novos tipos de redugoes foram apresentados por
Erich Kaltofen [14] e Joachin von zur Gathen [32], sendo que, desta vez o polinémio
multivariado é reduzido para um polinomio bivariado. Kaltofen reduz o polinémio

multivariado F'(z1,...,x,) € Flxy,..., 2, para o polinémio bivariado
F(z1 + 1,001 4+ Coy o ooy Qp1T1 + Cp1, Ty) (3.2)
e von zur Gathen reduz para o polinomio bivariado
F(x1, 29, a3m1 + b3a + ¢3, ..., apnT1 + bpxa + ) (3.3)

com a;’s, b;’s e ¢;’s € F. O diferencial destas novas substituicoes esta no fato de que
possuem argumentos probabilisticos garantindo que a fatoracao padrao é mantida
com boa probabilidade. Mas, como na reducao 3.1, se G(z1,...,x,) for um fator
esparso de F(z1,...,x,) entdo as redugoes 3.2 e 3.3 provavelmente fardo G deixar

de ser esparso.

Neste capitulo apresentaremos duas novas reducoes, as quais tém como
principal caracteristica manter a esparsidade do polinomio. Dado um polinomio
multivariado F(xy,...,2,) € Z[x1,...,2,], uma de nossas redugoes substitui cada
variavel x; por s X4y mod p, € a outra substitui cada x; por s20"7 Xy mod D,

para certas constantes s, d, p e nimeros inteiros aleatérios nao-negativos a;’s e b;’s.
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Mostraremos que estas reducoes mantém o nimero de termos com boa probabili-

dade se o polinomio for esparso. Isto é, se F'(xy,...,x,) € Z[z1,...,x,] for esparso,
entao
FsXayb gixoybt: " xayh) e F X, Y] (3.4)
e
F(2X0yh g2ixeeyt: 20 xaybh) e F[X,Y] (3.5)

terdao o mesmo nimero de termos que F(z1,...,x,) com boa probabilidade.

Nas figuras abaixo comparamos as redugoes e como elas transformam

um termo Fpaf'---xtr de F(xq,...,x,).

Kaltofen

Fox{t .- xtr
! !

Fo(zy 4+ c1) (agxy + )% -+ - (ap-121 + Cpey) 1 an

von zur Gathen

Nossa reducgao

€1 e
Fea(t - aon

ForT' a5 (azry + b3y + ¢3)% -+ (an@1 + bpwa + ;)"

Foxft - atn
l
Fesé(e)Xa-eyb-e

Nas figuras acima, consideramos £(e) = e +ead+ -+ +e,d" ', a-e = aje; + ase. +

oo ape, eb-e=be; +bye.+ -+ bep.

Acabamos de observar que, se um polinomio multivariado for esparso,
entao as Reducoes 3.1, 3.2 e 3.3 farao com que este polinomio perca esta propriedade.
Entao nosso método pode ser usado para fatorar completamente um polinéomio mul-
tivariado se este possuir apenas fatores esparsos. E se um polinomio multivariado

tiver fatores esparsos e densos, um método hibrido pode ser aplicado. Primeiro, ex-
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traimos os fatores esparsos usando nosso algoritmo e depois encontramos os fatores

densos usando um algoritmo baseado no levantamento de Hensel.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: na Se¢ao 3.2 ap-
resentamos algumas notacoes e definicoes basicas. Na Secao 3.3 introduzimos as
reducoes e a ordem monomial que sao usadas em nossos algoritmos. Nas Secoes 3.4
e 3.5 desenvolvemos os algoritmos. Por completude, na secao 3.6, estudamos o algo-
ritmo de Garner generalizado. Na Secao 3.7 calculamos as cotas tedricas necessérias
em cada algoritmo. Na Secao 3.8 apresentamos a andlise de operacoes de nossos
algoritmos. Terminamos, na Secao 3.9, apresentando os dados comparativos entre

nosso algoritmo de fatoragao multivariada e o programa de computador Maple.

3.2 Preliminares matematicas

Gostariamos de observar que, durante este capitulo, sempre estaremos
trabalhando com um polinémio multivariado F' € Z[xy, ..., x,] livre de quadrados.

Ou seja, podemos supor

F=G, -G, (3.6)
onde G;’s € Z[zy,...,x,] tém grau positivo, sdo distintos e irredutiveis sobre Z.
Se um polinémio multivariado F' € Z[zy, ..., x,] nao é livre de quadrados, ou seja,

possui fatores repetidos, sempre podemos reduzir o problema de fatorar F' para o

caso em que F' ¢é livre de quadrados (ver [8, 38]).

Ordem monomial

Seja F um corpo e F[xy,...,z,] o anel polinomial em n varidveis sobre F. No caso
univariado ordenar monomios é simples: a tinica ordem monomial é a ordem do grau

dado por

cee>spttl s e s oo s 22 s > 1.
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No caso multivariado ordenar monomios também é necessério, em particular, para

divisao polinomial com resto, e existem infinitos modos de ordenar monomios.

Escrevemos um monomio nas variaveis z1, . .., x, em Flz1, ..., z,] como
@ =at
onde a = (ayq,...,a,) € N™ é o expoente vetorial (N denota o conjunto {0,1,2,...}

de inteiros nao negativos).

Defini¢ao 3.2.1. Uma ordem monomial em Flzy, ..., x,] é uma relagao de ordem
parcial > sobre o conjunto dos mondomios x® € Fxq,...,x,] ou, equivalentemente,
sobre os expoentes vetoriais o € N", tal que

1. > € uma ordem total: Vo, 3 € N, a = ou v > [ ou > «,

2. sea> [ entaioa+v> 0+, Va,pB,vyeN e

3. > é uma boa-ordem: todo subconjunto nao vazio de N"™ tem um menor

elemento sob >.

Deste modo, para quaisquer dois monomios z e z° em Flxy, ..., z,],

escrevemos % > 2%, 2 = 2% ou 2% > 2%, se @ > 3, a =  ou 3 > a, respectiva-

mente.

Seja @ = (a1, .., an) € A= (B, .., B) € N
Definigao 3.2.2. Seja w = (wy,...,w,) € R" e fire uma ordem monomial > em
Flxy,...,z,). A ordem dos graus com peso (ou ordem peso) determinada por w e >

¢ definida por

>, = w-a>w-B,ouw-a=w-Bea>p,

onde ”-7 denota o produto interno usual em R": w-a = w1+ +wpa, € R, dito

o peso do grau de x°.
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Notacao

Sejam > uma ordem monomial em Flzy,...,x,] e F =3 o Fox® € Floy, ..., 2],
onde os coeficientes F, € F sao nao-nulos. Cada F,x% é um termo de F. O termo
lider de F é 1t(F) = maxs{F,z®}. Se lt(F) = F,a* dizemos que w é o multigrau de
F', denotado por mgrau(F'). Também, F,, é dito o coeficiente lider de F', denotado

por le(F), e 2% é dito o mondmio lider de F', denotado por Im(f).

Dado um polinémio multivariado F' € Flxy, ..., z,]|, denotaremos seu

numero de termos por nops(F).

Um polinémio de grau limitado por M em cada variavel em Flxq, . .., z,]
terd no maximo (M + 1) termos, e um polinémio com Q((M + 1)) termos nao
nulos sera dito denso. Polinomios esparsos sao aqueles que possuem poucos termos
nao nulos quando comparados com este maximo. Vamos definir uma nocao mais
precisa de esparsidade motivada em parte pela regiao de aplicabilidade dos algorit-
mos desenvolvidos neste capitulo. Diremos que um polinémio com grau limitado

por M em cada variavel é esparso se o seu nimero de termos nao nulos for menor

que (n-M).

Dado F' = Y Fox{*---2% € Flxy,...,x,] definimos o conjunto de

suporte de F' como
Supp(F) = {(a,...,a,) € N*: F, # 0}.

Definimos também a seguinte operagao: dado um polinémio F' € Flzy, ..., z,].
Entao dividimos F' por todo x; possivel e chamamos o polinomio resultante de

clean(F).

3.3 Reducgoes

As reducoes que apresentaremos nesta secao transformam um polinémio

multivariado F(z1,...,z,) € Z[z1,...,x,], com n > 3, em um polindémio bivariado.
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Uma importante caracteristica de nosso método é que nossas redugoes nunca au-

mentam o numero de termos.

Considere I’ = ZZ:O Fix“ € Z[zy,...,x,] e p um ntmero primo. Seja
S =4{0,1,2,...,c} um subconjunto finito em N, s um gerador para o grupo multi-
plicativo Iy e d = 2(max;<;<n(grau,, (F))) + 1. Entao as redugoes sao definidas da

seguinte maneira: escolha a; e b; € S aleatoriamente para 1 < i < n e defina

RV - gy — 5@ med—D o d (p) X4 Y para 1 < i < n. (3.7)

RYOP gy — g2 mod—Dy6d(p) XY para 1 < i < n. (3.8)

Aplicando a Redugao 3.7 em um termo de F' obtemos:
R?,b,;ﬁ(ﬂxai): Ri’«,b,p(ﬂx?i,l . Igz,n>: E(SXalyln)ai’l . (SdnilXaann>0¢i’n:

F’isai,l"!“'"'rai,nd"71 X 01014 Fan @i n Yo it Fbndin — Ese(ai)Xa'ai yba:

com (o) = g + Qiad + -+ @ pd™ Y a0 = a1y F o F ApQ, e b =
by 1 + -+ + bpay,. Do mesmo modo, quando aplicamos a Reducao 3.8 no mesmo

termo obtemos:
R;’b’p(Fil’ai) _ FiS%(ai)X‘z'ai yboi

Agora, vamos citar os principais passos em nossos algoritmos. Dado
um polinémio multivariado F'(z1,...,x,) € Z[x1,. .., z,], aplicamos as redugoes 3.7
e 3.8 em F. Entdo fatoramos os polinémios bivariados R{"?(F) e RY"?(F) em
F,[X,Y] e usando seus fatores construimos os fatores multivariados de F. Como
veremos na secao 3.4, se G é um fator irredutivel de F', entao podemos recuperar G
a partir dos fatores de RI"P(F) e RY"P(F) se o ntimero de termos de G permanece

o mesmo apés as reducgoes, ou seja, se a seguinte condicao for satisfeita
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b . .
G e R7”P(G) tém o mesmo ntimero de termos.

- : P < b b
Note que, se a condigao acima é satisfeita, entdao RY""(G) e Ry""(G)

- " . . b -
terao os mesmos monoémios. A propriedade seguinte mostra que G e Ry’ (G) terao
o mesmo numero de termos com boa probabilidade quando G for um polinémio

esparso.

Propriedade 3.3.1. Seja S = {0,1,2,...,c} um subconjunto finito em Z. Con-
sidere o polinomio multivariado G = 3" Gl € Zwy, ..., x,) e um nimero primo
p tal que p1 G; para 1 < i < m. Entdo, para escolhas aleatdrias de a;’s e b;’s de S

temos que

Plnops(G) = nops( R () > 1 - "

(3.9)
Dem.: Note que
P(nops(G) # nops(R"(G))
= P(XaPiy¥hi = X*Biy®li para certos 4,5 € {0,...,m})

=Pla-fi=a-Bjeb-Bi=0-8;)=Pb-pi=b-Fila-Bi =a-B;)Pla-F; =a-f;).

Usando o lema probabilistico de separagao, veja [8], encontramos que

Pla-i=a- ) < o™
o
PO =b-fla- g =a-5) < g
Entao

Plaops(6) £ nops((6) < (5™ ) () = P

29 EVAPEE
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Note que, de acordo com a desigualdade (3.9), quando G for um polinémio
multivariado esparso, entao a probabilidade de G e R‘f’b’p (G) terem o mesmo numero

de termos é alta.
Ordem Monomial Utilizada

Agora, iremos definir as ordens monomiais que serao usadas ao longo deste capitulo.
Considere a = (ay,...,a,) eb = (by,...,b,) € N". Definiremos as ordens monomiais

sobre Z[z1, ..., x,] e F,[X,Y] de tal maneira que, dado G € Z[xy, ..., x,], entao
I6(RY™(G)) = RY"P(I6(G)) e 16(R5™"(G)) = Ry™ (18(@)),

isto ¢, os termos lideres de R*"F(G) e R¥"P(G) venham do termo lider de G, se G

b .
e RY"”P(G) tiverem o mesmo nops.

Sejam o = (o, ..., ) € 8= (01,...,0,) € N*. Entao vamos definir

a seguinte ordem monomial sobre Z[z1, ..., x,]:
1.2 >a2%sea-3>a-a.
2.sca-f=a-aentioz’ >z*seb-B>b-a.
3.sea-f=a-aeb-f =0b-aentio 2’ > 2% & 2% >, 2 onde as

variaveis estao ordenadas com x1 > xg > -+ > T,.

De agora até o final deste capitulo, sempre que estivermos trabalhando em Z[z1, . . ., x,]
iremos usar a ordem monomial que acabamos de definir. E quando trabalharmos
em F,[X,Y] iremos usar a ordem lexicografica com X > Y. Usando estas ordens

monomiais, automaticamente provamos o lema a seguir.

Lema 3.3.1. Dadosa = (ay,...,a,) eb= (b,...,b,) € N". Seja G =" GzPi €
Ly, ...z, com H(G) = GpaPm. Se

nops(G) = nops(R"P(G)). (3.10)

entao
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HRYPP(G)) = RY™P(IH(G)) e (RSP (G)) = Ry"(IH(G)).

3.4 Algoritmo Basico

No intuito de fatorar um polindomio multivariado F' € Z|xy, ..., z,),
comecamos escolhendo inteiros nao negativos aq,...,a, € by,...,b,, € um nimero
primo p (veja Segao 3.7). Entao, aplicamos as redugoes 3.7 e 3.8 em F. Usando
apenas os fatores esparsos de RI"P(F) e RY"(F) que possuam o mesmo conjunto

de suporte, construimos os fatores multivariados de F' usando logaritmos discretos.

Suponha que [g1, ..., g,] sejam os fatores esparsos monicos irredutiveis
de clean(Rcf’b’p(F)) sobre F,. Agora, se Supp(g;) = Supp(g;) para algum i # j
entdo retire g; e g; do conjunto e coloque (g; - g;) mod p. Apds esta operagao,
nomeie o conjunto de Esparsos(clean(R""(F))). Suponha que tenhamos calculado
Esparsos(clean(R$"?(F))) e Esparsos(clean(R5""(F))), entao defina o seguinte con-

junto

Padrao(p) := [(g1, g2) : g1 € Esparsos(clean(R{""P(F))) e

g2 € BEsparsos(clean(R3"(F))) com Supp(g;) = Supp(g2)].

Algoritmo 3.4.1. (Fatoracio em Z[z1, ..., x,))
Entrada: Um polindmio multivariado F € Z[xy,. .., x,).

Saida: Os fatores esparsos de F' ou Falhou.

passo 1: {Cota} Escolha um nimero primo p satisfazendo as condi¢oes da Se¢ao

3.7 e calcule um gerador s de Fy.

passo 2: {Redugoes} FEscolha a; e b; aleatoriamente de um conjunto € S =
{071727"' 70} dos N para 1 < i < n. E entao calcule RT’b’p(F) e
R3"(F).
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passo 3:

PAsSo 4:

{ Fatoragdo bivariada} Fatore RY"P(F) e RY"P(F) em F,[X,Y]. Cal-
cule Esparsos(clean(RY"?(F))) e Esparsos(clean(Ry" (F))).

Se (Esparsos(clean(RYP(F))) = [ ]) ou (Esparsos(clean(Ry" (F))) =
[]) entao retorne(F provavelmente nao tem fatores esparsos) e pare

o algoritmo.

Se (Padrao(p) = | ]) entao vd para o passo 2

sendao chame(Algoritmo 3.4.2(F, Padrao(p))).

Gostariamos de observar que nosso método tera um problema combina-

torial se F' possuir dois fatores ou mais que tenham o mesmo conjunto de suporte.

Devido a isso calculamos, anteriormente, os conjuntos Esparsos de tal modo que

possuam apenas elementos com conjunto de suporte distinto.

No préximo algoritmo contruimos os fatores multivariados de F' us-

ando os fatores bivariados de RY""(F) e R¥"?(F) que tenham o mesmo conjunto

de suporte.

Usaremos a notagao coeff(G, XY ) para denotar o coeficiente de

XY em G € Fy[X,Y] e a operagao de colocar um elemento a em um conjunto

A serd denotada por [op(A),al, e, dado F = Zle Fox® € Z[xy,. .., x,), definimos

iconteiudo(F) = mdc(Fp, ..., F;) € Z como sendo o contetudo inteiro de F.

Algoritmo 3.4.2. (Construgdo de polindmios multivariados.)

Entrada: (F, Padrao(p)).

Saida: Os fatores esparsos de F' ou Falhou.

passo 0:

passo 1:

Inicialize FS :=[].

{Mesmo suporte} Para cada par (g1, g2) € Padrao(p) faca
Gi == le(RYPP(I(F)))g1 € Ty X, Y]
Go = le(RG"(It(F))) g2 € Ty X, Y]

e defina Supp=Supp(g,).
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passo 1.1: {Logaritmo discreto} Para cada e = (e,, e,) € Supp faca

calcule €. mod (p — 1) usando logaritmo discreto na equagdo
(coeff(gr, Xe=Yv)) ™" - coeff(ga, XY ) = s
e converta U, em base d:
le=€i1+ead+ - +e,d L.
passo 1.2: Defina
G = D e supp COCMGr, X oY ) s™bea ™ ay? -yt € Byl ..., ]

passo 1.3: Converta G para Z[xy, . .., x,] e defina

clean(@)

Teonteddoiy € Elen -2l -

passo 1.4: Se (G|F) entao F'S := [op(F5),G].

passo 2: Se (F'S =]]) entdo retorne(Falhou) sendo retorne(FS).

No préximo teorema mostraremos que, se GG for um fator esparso de
F em Zlxy,...,z,], entdo podemos calcular G a partir dos fatores bivariados de
RYM(F) e RY"(F) em F,[X, Y] usando logaritmo discreto sempre que G e RY"P(Q)
tiverem o mesmo numero de termos. Gostariamos de observar que consideramos
clean(R$"7(@)), clean(R3"(@G)) irredutiveis em F,[X, Y] nas hipéteses do teorema

a seguir para evitarmos argumentos combinatorios na demonstracao.

Teorema 3.4.1. Seja F' = 3"\_ Fiz® € Zla1,...,x,) comd = 2(mazi<i<n(grau, (F))+
1 esejamay, ..., a, €br, ..., by, inteiros nao-negativos. Suponha que G =Y """, G5
¢ um fator irredutivel de F em Zlxy, ..., x,] e H = 3.1 Hia seu cofator e ten-
hamos wm miimero primo p > mazy<i<m{|HrGi), £(3;) + £(v1)} tal que nops(G) =
nops(RY"P(G)) e clean(RY"(G)), clean(RY"P(G)) sdo irredutiveis em F,[X,Y],
entdo podemos recuperar G a partir dos fatores de R (F) e RY""(F) em F,[X,Y]

usando logaritmos discretos.
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. . . , t .

Dem.: Vamos considerar G = Y " G;x” um fator irredutivel de F' = Y, Fa®
L . -

e H =% ., H;x" seu cofator em Zx1,...,2,]. De acordo com a nossa notagao

temos
(Z Fia®) = (Z G - (Z H;x™) (3.11)

com
t(F) = It(G) - t(H) , ou seja, Fax® = (GpaPm) - (Hpz*t).
Aplicando a redugao 3.7 em (3.11) obtemos
RYPP(F) = R (G) - RYYP(H) € F,y[X,Y]. (3.12)
E fatorando R}"?(F) em F,[X,Y] temos que
RYPP(F) = Aj X" Y"g - g, € F[X,Y] (3.13)

onde Ay € Fp, up,u, > 0e gy, ..., g, sio os fatores monicos irredutiveis de clean( R (F))

em IF,[X,Y]. Usando as equagoes (3.12) e (3.13) observamos que
clean(R{"(@)) - clean(RY"P(H)) = Aygy - - - g» € F,[X, Y.
Entao
clean(RYP(G)) = Gps'Pm) - g

onde ¢ = g; para algum i € {1,...,r}. Realizando operagoes similares usando a

redugao 3.8 obtemos
clean(RS"(G)) = Gpps?Bm) . g,

onde g, é um fator irredutivel ménico de clean(Ry""(G)) em F,[X,Y]. Observe que

quando a reducao 3.7 é aplicada sobre G' temos

RYPP(G) = S0 | Gyst0) X wPiy b
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com It(RYP(G)) = RIPP(IK(G)) = G st Pm) X 0Bmy bm ¢
RYMP(G) = S| Gys0) X @by b

com I6(RI*P(GQ)) = RS"PI4(G)) = Gpps?Brm) X@PmybBm  pelo Lema 3.3.1. Note
que clean(R*""(@)), clean(RY"?(G)), g1, ¢z tém o mesmo conjunto de suporte. Se
considerarmos que gy = > .-, C1; X"“Y"% com Cy,, =le go = - Cy; X"“Y" com

Com = 1, entao temos as seguintes igualdades

G = G;lls_g(ﬁm)clean(Rcf’b’p(G)) — 27:1 G’r—aniS(z(ﬁi)—é(ﬂm))XUiYvi

G = G;lls_%(ﬁm)clean(]%g’b’p(G)) - G;llGiSQ(f(ﬂi)_e(ﬁm))XUiyvi

Para fixar £(3;) — £(3,) multiplicamos ¢; por Fys"®) = le(R{"P(1t(F))) e g por
F,s2e0) = 1¢(RY™P(1t(F))). Sabendo que

le(RY"P(14(F))) = le(Ry " (16(G))) - le(RY P (16(H)))
Ftsé(at) — Gms‘e(ﬂm) . HLSZ(’YL).

definimos os polinémios g; e g» como segue

= Fstd) ZHLG sBIHOL)) xury v (3.14)
=1
e
= Fts%(at)g_g - Z HLGiSQ(Z(Bi)‘FZ('YL))XuiY’Uz’. (3.15)
i=1

Usando as definigoes de g1 e g, obtemos os seguintes polinomios

g~1 = FtSé(at)g] = Z Esz(at)CLiXuiYW = Z CNLZXUZYU’ (316)

=1 =1

com C,; = F, sty e

G = Fs0 g, ZF SO Co XY™ = 202 XUy (3.47)
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com Ch; = Fys2)Cy ;. Tgualando (3.14) com (3.16) e (3.15) com (3.17) obtemos o

seguinte sistema:

CNU — HLGiS(f(ﬁiHZ(”/L))

C;l — HLGiSQ(f(ﬁi)-I—Z(WL))
para 0 < ¢ < m. Usando logaritmo discreto na proxima equacao
(Cl,i)_l(O;,z') — lBi)+e(e)) (3.18)

encontramos ¢(f3;) + ¢(y,) mod (p — 1) e o convertemos em base d

C(B:) + L) = (Bia +yea) -+ (Bin + W’L,n)dn_i

Bi1+vL1 BintVIL.n
x Ty

para construirmos o seguinte monomio multivariado

Bint Bint .
xlz 1TYL,1 . .,L_nzn YL,n — xﬂz""YL.

Também calculamos
HLG’i — C} iS_(e(ﬁi)+£('7L)) mod P.

Realizando os céalculos acima para os coeficientes (C'Nlii,C;ﬂ») para 0 < 7 < m

acabamos construindo o seguinte polinomio multivariado.

é = Z HLGiZL‘ﬁi+’YL € ]Fp[llj'l, R ,{L‘n]. (319)

=0

Convertendo o polinémio (3.19) para Z obtemos

C;’:HL:EVLGEZ[xl,...,xn]. (3.20)
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Tirando o contetido inteiro do polinomio (3.20) e dividindo por z?* recuperamos
G. Acabamos de provar que usando os fatores de RYP(F) e R¥""(F) pode-
mos recuperar o fator G de F' usando logaritmos discretos desde que nops(G) =

nops(RY"? (@) seja satisfeita. O

Gostariamos de observar que no Teorema 3.4.1 poderiamos retirar a

., b . , ~ .
hipétese clean(R{""(F)) ser irredutivel sobre F,, se na equagao (3.13) considerarmos
todas as combinagoes possiveis entre os fatores gi,..., g, sobre F,. Similarmente

poderfamos retirar a hipétese clean(Ry"?(F)) irredutivel sobre F,,.

3.5 Algoritmo Pratico

No Algoritmo 3.4.1 escolhemos um primo satisfazendo as cotas da Secao
3.7 e isto leva a primos grandes, o que reduz a eficiéncia pratica do algoritmo. Para
resolver este problema apresentaremos nesta secao um algoritmo que trabalha com
alguns nimeros primos relativamente pequenos e entao usa uma generalizacao do

algoritmo de Garner para recuperar os fatores esparsos do polindmio multivariado.

Dado F = Y_!_, F;z% € Z[zy,...,x,], nossa meta é calcular os fatores
esparsos irredutiveis de F'. Suponha que G é um fator esparso irredutivel de F' .

Entao diremos que um nimero primo p é bom se
nops(G) = nops(G mod p).

Em outras palavras, p ¢ um nimero primo bom se p nao divide qualquer coeficiente

de G.

Propriedade 3.5.1. Dado um polinomio multivariado G = Y " GiaP € Zlxy, ..., xy)
e seja P C N um subconjunto finito de nimeros primos com By = min(P). Se p é

escolhido aleatoriamente de P, entao

(3.21)

l G o m~+1
P(nops(G) = nops(G mod p)) > (1 _ M) ‘

#P



3 Fatorando Polinémios Multivariados Inteiros Usando Logaritmo Discreto 53

Dem.: Note que

P(nops(G) = nops(G mod p)) = P(pt G; para 0 <i <m) =[[", P(pt G:).

log,, (i)

Mas P(p{ Gi) =1—P(p|Gi) e P(p| Gi) < #P

, 0 que implica que

1 ; 1 2\
P(nops(G) = nops(G mod p)) > [, (1 — Ogi—oP(G)) > <1 B OgBi;ilDGl )) '
]

Observando as Propriedades 3.3.1 e 3.5.1 podemos concluir que se G é

um fator esparso de F' entao
nops(G) = nops(RT"* (@)

acontece com boa probabilidade.

Suponha que G = Z?;o G,;x% seja um fator esparso irredutivel de F
e H = Z@'L:o H;x% seu cofator em Z[zy,...,x,]. Dados primos bons p,...,p,,
ou seja, p; nao divide qualquer coeficiente de G para 1 < j < r, e inteiros nao
negativos a;, b; para 1 < i < n tais que nops(G) = nops(R""" (G)) para 1 < j <.
Se considerarmos que clean(R{"" (G)) e clean(R5"" (G)) sio irredutiveis sobre F,
para 1 < j <r. Entao, usando calculos similares aos apresentados na demonstragao
do Teorema 3.4.1, podemos calcular Hy, - G; mod p; e £(3;) + ¢(y,) mod p; — 1 para

1 <7 <m. E usando cada primo p; com 1 < j < r obtemos

(¢(B;) + £(y2)) mod pr — 1,..., (¢(B;) + £(v2)) mod p, — 1 (3.22)

H; - G; mod py,...,Hr - G; mod p, (3.23)

para 1 < i < m. E usando o algoritmo de Garner generalizado (veja Segao 3.6) com

as congruéncias (3.22) e (3.23) obtemos

(0(B:;) + £(yr)) mod (mme(p; —1,...,p, — 1)) (3.24)
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Hy -G; mod (p1---pr) (3.25)

para 1 < i < m. Ainda seguindo os passos da demonstracao do Teorema 3.4.1

construimos o seguinte polindmio multivariado:

G = Z HLGz‘fEﬁH_% € Fpyp, [551’ T >$"]' (3'26)

=1

E convertendo o polindémio (3.26) para Z, obtemos

G=Hp 2" -GeZLxy,...,x,. (3.27)

Tirando o contetdo inteiro do polindomio (3.27) e dividindo por 7% recuperamos o

fator esparso irredutivel G' de F'.
Considere F' € Z[xy,...,x,], a1,...,a, € by,..., b, inteiros ndo nega-
tivos. Entao diremos que Padrao(p) = Padrao(q) se
nops(Padrao(p)) = nops(Padrao(q))
e se, para cada par (g1, ¢92) € Padrao(p), existe um par (hy, hy) € Padrao(q) tal que
Supp(g1) = Supp(h1).

Suponha que tenhamos py, ..., p, nimeros primos tais que
Padrao(p;) = - - - = Padrao(p,).

Entao defina Supp = [Padrao(p;), ..., Padrao(p,)].

Algoritmo 3.5.1. (Construgdo de polindmios multivariados)
Entrada: (F, Supp).
Saida: Fatores esparsos de F' ou Falhou.

passo 0: Inicialize S := [ |;

passo 1: Para cada par (g1, g2) € Padrao(p;) faca
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passo 1.1: Defina

Coro = [(91:92),- -, (g1, 95)]

onde (g}, 93) € Padrao(p;) e Supp(g}) = Supp(g1).(Note que (g1, 92) =
(91.93)).

passo 1.2: Para j =1 atér faca
g = (R (I(F)))g] € Fy,[X,Y]
g5 = le(RS™V (IU(F))) g3 € Fy, [X,Y]

passo 1.3: Para cada e = (ey, e,) € Supp(g1) faca

passo 1.3.1: { Logaritmo discreto}
Para j =1 até r calcule (.; mod (p; — 1) usando logaritmo discreto

na sequinte equacao

(coefflgl, X=Y )™ - coefflgh, XeYer) = s

Cej = s;Z” - coe (gN{, XY*) mod p;.
passo 1.3.2: {Algoritmo de Garner generalizado}
le = Garner([ley, ... Ly, [p1 — 1. ,pr — 1])

ce = Garner([ce1, - .- Ceyl, P15+, Dr])

passo 1.4: Defina

{4 4

~ e Le en
G = Zeesupp(gl) Cexl 1([/‘2 Z.. Tn E Fplpr‘ [xl, e 7.7;”]

onde by = le, + loyd + -+ + L, d" L.
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passo 1.5: Converta G para Zlzy, ..., x,) e defina
_ clean
G = iconteido@) © Ly, ... ) -

passo 1.6: Se (G|F) entao F'S := [op(F5),G].

passo 2: Se (F'S =[]) entao retorne(Falhou) senao retorne(F'S).

Note que, no passo 1.3.2 do algoritmo 3.5.1 usamos o algoritmo de
Garner generalizado (ver secao 3.6) pois os ntumeros p; — 1,...,p, — 1 nao sao

coprimos.

Agora apresentaremos um algoritmo iterativo. A cada passo escolhemos
um numero primo diferente e entao aplicamos o algoritmo 3.4.2 para checar se
podemos obter fatores esparsos usando apenas este primo. Se isto nao funcionar,
entao mantemos os fatores bivariados esparsos para construirmos o conjunto Supp

e deste modo chamarmos o Algoritmo 3.5.1.

Algoritmo 3.5.2. (Algoritmo prdtico)
Entrada: F € Zxy,. .., x,)].

Saida: Fatores esparsos de F' ou Falhou.

passo 1: Inicialize Padrées:= || e escolha um conjunto de nimeros primos P =
{p1,...,pr} satisfazendo as cotas da Se¢do 3.7. Escolha a; e b; aleato-
riamente de um subconjunto S = {0,1,2,...,¢} de N para 1 <i <n.
passo 2: Retire p € P.
Fatore R (F) e RY"(F) em F,[X,Y].

Calcule Esparsos(clean(RYP(F))) e Esparsos(clean(Ry"(F))).
Se (Esparsos(clean(RI"P(F))) = [ ]) ou (Esparsos(clean(RS""(F))) = [ ]) entdo

e retorne(F provavelmente nao tem fatores esparsos) e pare o algo-

ritmo.
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sendo Calcule Padrao(p).

Se (Padrao(p) = [ ]) entdo

® vd para o passo 2.

senao(Padrao(p) # [ |) entao

e chame(Algoritmo 3.4.2(F, Padrao(p))) para tentar construir fatores es-
parsos de F'. Se encontrar fatores esparsos entao retorne-os e pare o

algoritmo. Se Falhou acontecer, continue o procedimento.

[Vamos verificar se Padrao(p) estd em wm padrao existente ou ird gerar wm novo
padraof
Se (Padrao(p) € Supp, para algum Supp € Padroes) entdo

o Supp:= [op(Supp), Padrao(p)].

e chame(Algoritmo 3.5.1(F, Supp)) para tentar construir fatores espar-
sos de F'. Se encontrar fatores esparsos entao retorne-os e pare o

algoritmo. Se Falhou acontecer, vd para o passo 2.

Senao(Padrao(p) gera um novo padrao) entao

o Supp(nops(Padroes) + 1) := [Padrdo(p)].
e Padroes:= [op(Padroes), Supp(nops(Padréoes) + 1)].
® vd para o passo 2.

Gostariamos de salientar que quando calculamos o conjunto P no algo-

ritmo acima sempre escolhemos niimeros primos que nao dividam o coeficiente lider

de F.
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3.6 Algoritmo de Garner generalizado

Nesta secao iremos estudar o algoritmo de Garner generalizado que

¢ usado no algoritmo 3.5.1, pois neste método podemos trabalhar com ntmeros

ma, ..., my (veja equagao (3.28)) que nao sao coprimos entre si.
Suponha que R ¢ um dominio Euclidiano. Dados mq,...,m; € R e
ri,7o,...,1 € R. Queremos encontrar um elemento a € R tal que
a = r;( mod m;) para 1 <i < t. (3.28)

Representamos um elemento de R em base mista:

a=ag+ aimy + aemimeo + -+ QG_1M1 * - My_1

onde a; € R, é um residuo moédulo m;.1, 0 < ¢ < t — 1, dito representante da
base mista. Calcularemos a;, iterativamente comecando em ag. Primeiro a =

r1( mod my) e a = ag( mod my). Entao obtemos

ap = r1 mod my.

Para encontrar a; note que a = ro( mod ms) e a = ag + aymy( mod my). Logo

roy — ag = aymy( mod my). Se di = mde(my, ms) divide r9 — agp entao

re—ag — aimi ma
e = un ( mod dl)

e obtemos

a; = (Tg—ll)*l—”;lao( mod ’g—f)

Se d; nao divide ry — ag, entao (3.28) ndo tem solugao e paramos o procedimento.
Até agora temos que a = ag + aymy. Em geral, suponha que tenhamos encon-

trado ag, ay,...,a;_1 tais que b = ag + aymq + -+ 4+ a;_1mq - - - m;_q satisfaz b =

Tj+1( mod m]’+1) com aj _ (ml--.mj )—1(7"j+1.*b)( mod 7nd]_j) Onde d] = mdc(ml e mj’ mJ+1)

dj dj

divide 741 — b para 0 < j < ¢ — 1. Queremos encontrar a; tal que
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b+ amy---m; =701 ( mod myiq).

Entao rip1 — b = aymyq---my( mod m;yq) e se d; = mdce(my ---my;,myyq) divide

r;+1 — b obtemos que

e = g (1) (mod )

e assim

= (M) (B ) (mod )
Entao a = b+ a;my - - - m; satisfaz a = ry1( mod m;y4). Se d; nao divide r; 1 — b,

entao (3.28) nao tem solugao e paramos o procedimento.

Algoritmo 3.6.1. (Algoritmo de Garner generalizado)
Entrada: my,..., m, € Rery,...,1 € R

Saida: a € R satisfazendo (3.28) ou Falhou.

Passo 1: a :==ry mod my, m :=m;.

Passo 2: Parai:=1 atét—1 faca
d = mdc(m,ri41),
se (d divide riy1 —a) entao

w = (%)~ mod T2,

Mit1

mod =5,

v = u( ")
a:=a-+vm,
m:i=m--m;41

senao

retorne(Falhou) e pare o algoritmo.

Passo 3: retorne(a).
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3.7 Cotas

Nesta secao calculamos as cotas tedricas necessérias em cada algoritmo.
Comecamos calculando as cotas tedricas para o algoritmo 3.4.1.

Para calcular ¢(3;) + £(7;) na equagao (3.18) usando logaritmo discreto

precisamos

0(B;) + Uve) = (Bia +ve1) + Bio+yp2)d+ -+ (Bin +y00)d" ! <p—1.

Mas

Bix +ve1,Bi2 + VL2 Bin + Y < d= 2(max(grauxi(F))) +1
o qué implica
d(dn—1)

(Bia+7)+ Bz +r2)d+- -+ Bin+rLn)d" ' <d+d+- - 4d" = 552 < 2d".

Entao precisamos de um numero primo p satisfazendo p > 2d". Na equagao (3.19)

precisamos que

p > |HLGZ|

Mas |Hy - G| = |HL| - |Gi| < |F| - |Gls. Usando [6] temos que |Gloo < 4| F|us
onde ¢ < /6. Isto implica que

p > |F|cF| .

Concluimos que devemos trabalhar com um primo p satisfazendo p > max{2d", |F|c" | F|.}.

Observagao: Queremos resolver a equagao (3.18) eficientemente. Para

este propdsito usaremos o método de Pohlig-Hellman [23] o qual tira vantagem da
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fatoragao da ordem do grupo. Defina B = max{2d", |Fy|c"¢|F|.}, entao queremos
calcular o menor inteiro positivo ¢ tal que p é primo e \IF;\ =p—1=2" onde m =

[log, BY .
Agora, iremos calcular as cotas para os algoritmos 3.5.1 e 3.5.2.

Para calcular ¢(5;) + ¢(v1) na equagdo (3.24) usando o algoritmo de

Garner generalizado precisamos

0B)+l(ve) = Bin +701) + Bio +vp2)d+ -+ (Bi +yn)d" 1 <
mme(p; — 1,...,p, — 1).

Mas
Bin + 01, B2 + 02 Bin + Yom < d = 2(max(grau, (F))) + 1
o que implica
(Bin+7v01)+ Bia+yr2)d+ -+ (Bin+yin)d ™t <d+d*+---+d" = % < 24",

Entao precisamos de um conjunto de niimeros primos py, ..., p, tais que
mme(py — 1,...,p, — 1) > 24" (3.29)

Na equagao (3.25) precisamos que
pl...pr > |HLG’L|

Mas |Hy, - G| = |Hy| - |Gi| < |Fy| - |Glee. Usando [6] sabemos que |Glo < 4| F|o

onde ¢ < v/6. Isto implica que precisamos
preepr > B Fly (3.30)

Logo, devemos trabalhar com um conjunto de niimeros primos py, . . . , p, satisfazendo

as condigoes (3.29) e (3.30).
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3.8 Analise

Nesta secao contaremos a complexidade dos algoritmos pelo niimero de
operagoes usadas em [,. Dados a, n € Z podemos calcular a™ mod p via quadra-
dos repetidos, veja [33] pag. 73, usando O(log(n)) operagoes em F,. Em [36] um
polinomio f(z,y) sobre [F, de grau total n pode ser completamente fatorado usando
O(n**log®(n)log(p)) operagoes em F,. Se (p — 1) tem somente fatores primos pe-
quenos entdo [23] necessita de O(log®p) operacdes para calcular logaritmos discreto

sobre IF;‘,.

No préximo teorema contaremos apenas as operagoes principais execu-

tadas nos algoritmos 3.4.1 and 3.5.2.

Teorema 3.8.1. Para n fixo, espera-se que o Algoritmo 3.4.1, quando aplicado a

um polinomio F' € Z[xy, ..., x,| com M = mazi<i<n(grau, (F')), termine usando
O(nops(F)log(M) + M>*og*(M)) (3.31)

operagoes em F,, onde p é um primo satisfazendo p = O(y™) para certa constante

v < V6, conforme Secio 3.7, e nops(F) < (M +1)".

Dem.: Vamos considerar que os inteiros nao negativos a;, b; sejam limitados por
c€Nparal <i<ned=2M+1. No passo 2, calculamos primeiro (d"~! mod p —

4 mod p) para 1 < i < n. Note que d=! < d" ! e calculamos

1) e entao (s
(d"' mod p — 1) usando [log(n — 1)] operagoes em F,. Em seguida calculamos
(s~ mod p) onde (&' < p—1). Entéo calculamos (s*~' mod p) usando O(log(p—
1)) operagoes em F,. Logo, via quadrados repetidos s mod pparal <i<n

pode ser feito em O(nlog(n—1)+mnlog(p—1)) operagdes. Depois disso, considerando

a reducdo 3.7, substituimos cada z; em F por s X%Y? mod p. No pior caso F

M M di—1

tem um monomio z{f - 23 ... M. Note que s mod p < p, entao usamos, para
calcular n vezes (p™ mod p), O(n log (M)) operagoes em F,, para cada monomio de

F'. Logo o passo 2 usa

O(nlog(n — 1) 4+ nlog(p — 1) + nops(F)nlog(M)) = O(M + nops(F)log(M)). (3.32)
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operacoes em F, considerando que nops(F') = O(M + 1)". No passo 3, a operacao
principal é fatorar R{""?(F) e Ry"?(F) sobre F,. Note que grau( R{""?(F)), grau( Ry (F))

< 2nMec. Entao a fatoragao bivariada pode ser feita usando [36] em
O((2nMc)**1og?(2nMec)log(p)) = O(M>*log®(M)) (3.33)

operacoes em F,. No passo 4, quando chamamos o algoritmo 3.4.2, nossa prin-
cipal operacao serd o célculo dos logaritmos discreto. Suponha que G é um fa-
tor esparso de F. Entao, pela nossa definicao de esparsidade, nops(G) < n -
(maxi<i<n(grau, (G))) < n- M. Agora, se (g1,92) € Padrao(p), entdo nops(g;) <
nops(G) < n- M. Logo, se considerarmos que F' tem r fatores esparsos entdao no

passo 4 calculamos r(nM) logaritmos discretos e usamos no total
O(rnMlog?(p)) = O(M*) (3.34)

operagoes em F, com r < nM. Considerando as operagoes realizadas em (3.32),
(3.33) e (3.34). Espera-se que o algoritmo 3.4.1 termine usando O(nops(F')log(M )+
M?>31og®(M)) operagoes em TF,,. O

Gostarfamos de observar que para representar um numero em [F,, sao
necesséarios O(log(p)) bits. A operacao de multiplica¢ao de elementos representados
com até N bits tem custo de O(N?) operagoes bindrias. Inversos em F, podem ser
calculados usando o algoritmo de Euclides Estendido, que, para entradas com até N
bits usa O(N?) operagoes binarias. Entdo espera-se que o Algoritmo 3.4.1 termine
usando

O(M?*nops(F)log(M) + M™*1og?(M)) (3.35)

operacoes binarias.

No Algoritmo 3.5.2 usamos o algoritmo de Garner generalizado que
pode ser calculado em O(n?) operagoes em F,, conforme [11]. Onde, n é o ntimero
de congruéncias r; mod m;, veja secao 3.6, e cada m; < p .

Teorema 3.8.2. Para n fizo, espera-se que o Algoritmo 3.5.2, quando aplicado a

um polinomio F € Flxy, ..., x,] com M = mari<i<n(grau, (F)), termine usando

O(ae M*®1og* (M) + anops(F)log(M)) (3.36)
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operagdes sobre corpos finitos de precisio simples. Na equagdo (3.36), o representa
o numero de primos usados pelo Algoritmo 3.5.2 e p = maxi<;<.{p;}. Conforme a

Sec¢do 3.7 temos que 0 = O(M), e nops(F') < (M +1)™.

Dem.: Vamos considerar que os inteiros nao negativos a;, b; sejam limitados por
c € Nparal < i <ned = 2M + 1. Suponha que tenhamos primos bons
P < p2 < ... < p, = p e inteiros nao negativos ay,...,a, € by, ..., b, tal que
nops(G) = nops(RY*"(G)) para cada p; com 1 < i < 0. Consideramos que se G é
um fator irredutivel de F entao clean(R$""(G)) e clean(R3"(G)) séo irredutiveis
sobre F,, para 1 < i < . No algoritmo 3.5.2 podemos calcular R}""(F) e Ry (F)
usando O(nlog(n — 1) + nlog(p; — 1) 4+ nops(F)nlog(M)) operagoes em F,. Logo,

para 1 < i < ¢ usamos um total de

O(onlog(n — 1) + nz log(p; — 1) + onops(F)nlog(M)) = O(onops(F)log(M))

(3.37)

operagoes em F,. As (20) fatoragdes bivariadas podem ser feitas em

O((2Men)**log®(2Men) Y " log(p;)) = O(o M**log?(M)) (3.38)

i=1
operacoes em [F,,. Quando chamamos o algoritmo 3.5.1, as operagoes principais serao
os logaritmos discreto e o algoritmo de Garner generalizado. Consideremos que G
seja um fator esparso de F. Entdo, pela nossa definigao de esparsidade, nops(G) <
n - Max; <i<n(grau, (G)) < nM. Temos, entao, que nops(Padrao(p;)) < nM. Para
cada par (g1, g2) € Padrao(p;) fazemos nM logaritmos discreto para cada 1 <7 < o.
Em um total de O(nM >°7_ log?(p;)) operagdes em F,. Considerando que F tem r

fatores esparsos realizamos

O(rnM Y " log*(p;)) = O(cM?) = O(M?) (3.39)

i=1

operacoes em [F,. Quando chamamos o algoritmo de Garner generalizado fazemos

0> i) =0(c®) = O(M?) (3.40)

i=1
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operagoes em F,,. Observando (3.37), (3.38), (3.39) e (3.40), esperamos que o Algo-
ritmo 3.5.2 termine usando O(oM*%log?(M) + onops(F)log(M)) operacdes sobre

corpos finitos de precisao simples.

]

Nos Algoritmos 3.4.1 e 3.5.2, cada vez que construimos um candidato a
fator multivariado G € Z[xy, ..., z,] de F testamos se G divide F' em Z[xy, ..., x,].
Gostariamos de observar que esta operacao nao foi adicionada nas analises acima

pois estamos contando apenas as operacoes realizadas em F,,.

3.9 Experimentos Computacionais

Nesta secao, apresentaremos nossos experimentos computacionais. Nas
tabelas a seguir iremos comparar nosso algoritmo de fatoracao 3.5.2 com o algoritmo
de fatoragao usado no programa de computador matematico Maple. Iremos citar os
passos principais usados no processo de fatoracao multivariada do programa Maple,
para maiores detalhes veja o artigo [4]. Dado F(z1,...,x,) € Flxy,...,z,], entdo
eles reduzem F' para o polindémio bivariado F(z1,zs,as, ... ,a,) com as,...,a, € F
pois esta substituicao produziré a fatoragao padrao correta na maioria das vezes. Os
fatores bivariados de F'(x1, z3,as, ..., a,) sdo entao levantados usando levantamento

de Hensel para a contrucao dos verdadeiros fatores multivariados.

Para cada linha das préximas tabelas fizemos 10 iteragoes e entao cal-
culamos a média. A cada iteracao escolhemos os fatores esparsos e densos aleatori-
amente e entao multiplicamos estes fatores. Depois fatoramos este produto usando

nosso algoritmo e usando o Maple separadamente.
Esparsos

Nas proximas tabelas fatoramos polinomios multivariados que possuem

apenas fatores esparsos. Na coluna Esparsos colocamos o niimero de fatores esparsos
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dos polinémios usados. Na coluna tempo(Maple) colocamos o tempo gasto pelo pro-
grama mateméatico Maple para fatorar os polinémios e na coluna tempo(Algoritmo

3.5.2) colocamos o tempo gasto pelo Algoritmo 3.5.2 para fatorar os mesmos polinomios.

Na tabela a seguir fatoramos polinémios em Z[xy, ..., z5]. Note que a
célula localizada na terceira coluna e quarta linha esta vazia. Isto significa que du-

rante nossos experimentos o programa Maple nao conseguiu fatorar tais polinomios.

Grau total de F' | Esparsos | tempo(Maple) | tempo(Algoritmo 3.5.2)
72 6 5.87 min 2.93 min
83 7 25.91 min 5.09 min
95 8 23.31 min 12,79 min
106 9 - 31.87 min

Na tabela a seguir fatoramos polindémios em Z[z1, . . ., zg].
Grau total de F' | Esparsos | tempo(Maple) | tempo(Algoritmo 3.5.2)

60 ) 3.02 min 1.68 min

72 6 15.28 min 3.70 min

84 7 47.65 min 8.52 min

96 8 77.73 min 26.39 min

Na tabela a seguir fatoramos polindémios em Z[z1, . . ., x7].
Grau total de F' | Esparsos | tempo(Maple) | tempo(Algoritmo 3.5.2)

48 4 0.30 min 0.50 min

60 ) 6.13 min 1.35 min

72 6 34.80 min 2.24 min
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Esparsos e densos

Nas proximas tabelas fatoramos polindmios multivariados que possuem
fatores esparsos e densos. Nos experimentos que apresentaremos abaixo procedemos
da seguinte maneira: dado um polindmio multivariado, primeiro usamos o Algo-
ritmo 3.5.2 para extrairmos os fatores esparsos. Depois usamos o programa Maple
para fatorar os fatores densos. O tempo gasto por este método sera denotado por
tempo(hibrido) que significa tempo(Algoritmo 3.5.2)+tempo(Maple). Na coluna

Densos colocamos o niimero de fatores densos dos polinomios usados

Na tabela a seguir fatoramos polindmios que possuem fatores esparsos

e densos em Z[ry, ..., x4).
Grau total de F' | Esparsos | Densos | tempo(Maple) | tempo(hibrido)
34 2 2 0.64 min 0.40 min
51 3 3 9.76 min 3.42 min
68 4 4 57.29 min 14.19 min

Na tabela a seguir fatoramos polinémios que possuem fatores esparsos

e densos em Z[ry, ..., x5).
Grau total de F' | Esparsos | Densos | tempo(Maple) | tempo(hibrido)
34 2 2 5.24 min 1.03 min
51 3 3 147.11 min 13.93 min

Observacoes adicionais: Durante nossos experimentos computacionais,
quando utilizamos o algoritmo 3.5.2, sempre trabalhamos com nimeros primos da

ordem de 7 digitos pois deste modo sempre usamos ntimeros de precisao simples.
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3.10 Conclusao

Neste capitulo desenvolvemos um novo algoritmo de fatoracao polino-
mial multivariada. Gostariamos de enfatizar que desde os anos 80 nao haviam sido
criados novos tipos de reducoes polinomiais. Nosso método mostrou-se eficiente
quando usado para fatorar polinomios multivariados que possuem apenas fatores
esparsos, bem como para extrair fatores esparsos de polinomios multivariados que

tém fatores densos e esparsos.

Trabalhos futuros

e Durante nossos experimentos computacionais constatamos que as redu-
¢oes 3.7 e 3.8 mantiveram a irredutibilidade dos polinomios. Portanto,
pretendemos obter argumentos probabilisticos, para as redugoes 3.7 e
3.8, garantindo que se F' € Z[xy,...,x,] é irredutivel entdo RY"?(F)

serd irredutivel sobre [F,,.

e Quando fatoramos R{"P(F) e Ry"”(F) no algoritmo 3.5.2 usamos ape-
nas seus fatores esparsos para construirmos os candidatos a fatores mul-
tivariados esparsos. Durante nossos experimentos computacionais ob-
servamos que estas fatoracoes bivariadas consomem grande parte do
tempo gasto em nosso procedimento. Entao, pretendemos desenvolver
métodos rapidos para fatoracao bivariada que extraiam somente os fa-

tores esparsos dos polindmios bivariados.
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4 MDC DE POLINOMIOS MULTIVARIADOS
VIA POLITOPOS DE NEWTON

Neste capitulo estudamos critérios geométricos de politopos para deter-
minar coprimalidade entre polindmios multivariados. Nossa principal contribuigao
é o desenvolvimento de um algoritmo que trabalha em tempo polinomial (sobre o
nimero de monomios) para detectar coprimalidade entre polindmios multivariados
usando politopos de Newton. Também mostramos como construir o maximo divisor
comum (mdc) entre dois polindémios bivariados usando seus poligonos de Newton
associados. Os resultados obtidos neste capitulo foram submetidos a publicacao,

conforme [2].

4.1 Introducao

Um resultado probabilistico bem conhecido garante que dados dois
polinomios multivariados sobre um dominio integral, eles sao quase sempre primos
entre si (veja na literatura, por exemplo [17, 33| ou neste capitulo na se¢ao 4.5).
Entao, quando precisamos calcular o maximo divisor comum entre dois polinomios
multivariados, é de grande utilidade aplicarmos um teste preliminar de coprimali-
dade antes de efetivamente procurarmos o mdc. Essa é nossa principal contribuigao
neste capitulo. Apresentamos um algoritmo que testa coprimalidade entre polindmios
multivariados usando propriedades de seus politopos de Newton associados. Nosso
teste preliminar mostrou-se realmente eficiente quando usado em polinomios mul-
tivariados esparsos com grau grande e coeficientes grandes. Para polindmios bi-
variados acabamos apresentando um algoritmo que usa seus poligonos de Newton

associados para efetivamente calcular o mdc.

Um dos primeiros resultados conhecidos ligando geometria e algebra de
polinémios foi feito por Ostrowski [22] em 1921. Ele mostrou que se um polinémio

fosse redutivel entao seu politopo de Newton associado seria decomponivel em
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relagdo a soma de Minkowski. Mais recentemente, Shuhong Gao [7, 9] usou pro-
priedades geométricas de politopos para construir familias de polindmios irredutiveis
absolutamente, e, em [25, 26], Shuhong Gao e seus colaboradores acabaram efetiva-

mente fatorando polinomios bivariados usando seus poligonos de Newton associados.

Neste capitulo usamos propriedades geométricas de politopos de New-
ton para obtermos critérios de coprimalidade entre polinomios multivariados. Ob-
servamos que, se politopos nao possuem fatores em comum, entao os polindmios
representados por estes politopos serao coprimos. Mais precisamente, mostramos
que se politopos de Newton nao possuem arestas paralelas entao nao terao fatores
em comum. Este fato é a chave de nosso teste preliminar, ou seja, dados dois
polinomios multivariados, nosso algoritmo verifica se seus politopos de Newton as-

sociados possuem arestas paralelas.

Para transformarmos nosso critério em um algoritmo, precisamos deter-
minar as arestas de um politopo. Faremos isto calculando seu grafo facial [29]. Em
nossa implementacao, utilizamos o programa matemético livre polymake [12] para
calcularmos o grafo facial. Gostariamos de observar que determinar o grafo facial
de um politopo depende basicamente do seu numero de vértices. Entao, podemos
observar que nosso algoritmo funcionara bem com polinomios multivariados esparsos

de grau grande, pois esta classe possui politopos de Newton com poucos vértices.

Outra vantagem de nosso teste preliminar é a de que, se forem dados
dois polinémios cujos politopos de Newton nao possuem arestas paralelas em comum,
entao estes polinOmios serao coprimos e permanecerao COprimos mesmo que seus
coeficientes sejam modificados arbitrariamente e sobre qualquer corpo, desde que os
monomios que correspondem aos vértices dos politopos permanecam nao nulos, ou

seja, que os politopos de Newton permanecam invariantes.

Para polinomios bivariados que nao sao relativamente primos apresen-

tamos um algoritmo que calcula o mdc usando poligonos de Newton.
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Nosso capitulo é organizado como segue. Na secao 4.2 apresentamos a
terminologia e teoria necessaria para o capitulo e nosso critério de coprimalidade. Na
secao 4.3 apresentamos o teorema que ¢ a chave de nosso teste preliminar. Na se¢ao
4.4 apresentamos nosso teste preliminar e descrevemos como ¢ feita a implementagao
do algoritmo. Na secao 4.5 estao os experimentos computacionais realizados, os quais
indicam que nosso teste preliminar é realmente eficiente quando usado em polinomios
multivariados esparsos. E terminamos o capitulo, descrevendo como construir o mdc
entre dois polinomios bivariados usando seus poligonos de Newtow associados, na

secao 4.6.

4.2 Politopo de Newton

Nesta se¢ao, apresentamos o material necessario sobre a teoria de con-
juntos convexos e a terminologia usada no capitulo. Fazemos a conexao entre uma
propriedade geométrica de politopos e sua relagao com polinomios. Para mais pro-

priedades de politopos, veja [5, 27].

Um conjunto convexo em R™ é um conjunto tal que os pontos sobre o
segmento de linha unindo quaisquer dois pontos do conjunto pertencem ao conjunto;
a envoltoria convexa de um conjunto de pontos é o menor conjunto convexo que os
contenha; e a envoltoria convexa de um conjunto finito de pontos é dita um politopo
convexo. Um ponto de um politopo é dito um vértice se este nao pertence ao
interior de qualquer segmento de linha contido no politopo. Um politopo é sempre

a envoltdria convexa de seus vértices.
Dados dois politopos A e B definimos sua soma de Minkowski por
A+B={a+b:ac Abe B}.
E diremos que A e B sao os fatores de A + B.

Seja f € Flxy,...,2,], um polindmio ndo constante sobre I, onde F

¢ um corpo arbitrdrio. O politopo de Newton, denotado por Py, associado ao
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polinémio
_ i1 i
f= E Jityoosin®y ey

é a envoltoria convexa do conjunto de suporte de f,

Supp(f) = {(i1,...,in) € N*: fi, . F# 0}

Um politopo integral é um politopo cujos vértices tem coordenadas
inteiras, e diremos que um politopo integral é decomponivel integralmente, ou sim-
plesmente decomponivel, se este pode ser escrito como a soma de Minkowski de dois
politopos integrais, cada um destes com no minimo dois pontos integrais. Um fator
em uma decomposi¢ao integral é dito um fator integral. Diremos que um politopo
integral ¢ integralmente indecomponivel, ou simplesmente indecomponivel, se este
nao ¢ decomponivel. Neste capitulo trabalharemos somente com politopos integrais

pois eles sempre representarao politopos de Newton associados a polinomios.

O teorema a seguir, enunciado por Ostrowski em [22], relaciona a fa-
toracao algébrica de um polinomio f com a geometria do seu politopo de Newton

associado.

Teorema 4.2.1 (Ostrowski). Sejam f, g e h € Flxq,...,x,]. Se f = g-h entdo
Py =P, + Py

Sejam f e g € Flzy,...,x,] dois polinomios ndo constantes sobre um
corpo arbitrario F. O tnico polinémio monico h satisfazendo (i) h|f e hlg, e (ii) se
s|f e s|g entao s|h, para todo s € Flxy,...,x,] é 0 mdzimo divisor comum, denotado
por h = mdc(f,g). Dois polinomios f e g € F sao ditos relativamente primos ou

coprimos se mdc(f,g) =1

O préximo corolario estabelece uma condigao geométrica suficiente para

decidir quando dois polindémios sao coprimos.

Corolério 4.2.1 (Critério de Coprimalidade). Sejam f e g € F[xq,...,x,], ambos

nao divisiveis por x; para todo 1 < i <n. Se Py e P, nao possuem fatores integrais
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em comum entao

mdc(f,g) = 1.

Dem.: Suponha por contradi¢do que mdc(f,g) = h, onde grau(h) > 1 e h nao
possui somente um termo pois f e g nao sao divisiveis por qualquer z;. Entao
P, tem no minimo dois pontos integrais. Sejam f = h-s e g = h -t para certos s,
t € Flxy,...,2,]. Note que Ps e P, tem no minimo dois pontos integrais cada, porque
f e g sao ambos nao divisiveis por qualquer x;. Pelo teorema 4.2.1, Py = P, + Ps e
P, = Py + P, entao P, ¢ um fator integral comum de Py e P,, contradizendo nossa

afirmacao de que Py e P, nao possuem fatores integrais em comum. ]

A meta principal deste capitulo é mostrar como decidir de maneira efi-
ciente se politopos de Newton possuem fatores em comum. Gostariamos de observar
que o problema de decidir se um politopo é decomponivel é NP-completo, veja [9].
Ou seja, encontrar fatores de politopos é um problema dificil e cada vez pior a me-
dida que a dimensao do politopo aumenta. Deste modo, podemos dizer que nao é
claro que o critério dado no Corolario 4.2.1 possa ser transformado em um algoritmo

eficiente.

Agora, iremos fazer algumas observagoes sobre as vantagens de traba-

lharmos com politopos de Newton.

Suponha que tenhamos dois polindmios multivariados f e g cujos polito-
pos de Newton associados Py e Py, nao tenham fatores integrais em comum. Entao
pelo nosso critério de coprimalidade temos que mdc(f,g) = 1. As proximas ob-
servagoes seguem do fato de que um politopo é sempre a envoltéria convexa de seus

vértices.

e Os polindomios permanecerao coprimos sobre qualquer corpo maior desde
que os termos cujos expoentes correspondem aos vértices do politopo
de Newton nao se anulem, isto ¢, desde que os politopos permanecam

OS INesImos.
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e Podemos mudar arbitrariamente os coeficientes dos polinomios desde
que os coeficientes dos monomios que correspondem aos vértices mante-

nham-se nao nulos, e ainda assim os polindmios permanecerao coprimos.

e Podemos acrescentar monomios a f e g e eles permanecerao coprimos
desde que seus politopos de Newton permanecam os mesmos. Isto sig-
nifica que podemos adicionar monomios que correspondam a pontos

interiores dos seus politopos de Newton.

4.3 Critério de Coprimalidade

Seja P um politopo em R™. Uma face de P é a interseccao de P com
um hiperplano de suporte de P. Um vértice é uma face de dimensao 0. Uma face de
dimensao 1 é um segmento de linha, dito uma aresta de P. Uma face de dimensao
uma a menos que a de P é dita uma faceta de P. O proximo lema, que pode ser
encontrado em [5, 7, 9, 27|, descreve como decompor faces de politopos em rela¢ao

a soma de Minkowski.

Lema 4.3.1. Seja P = Q + R onde QQ e R sao politopos em R"™. Entao cada face

de P € a soma de Minkowski de tinicas faces de Q) and R.

A partir deste fato podemos observar que a soma de Minkowski u + v
de duas faces u e v, é uma aresta se u e v sao arestas paralelas ou se v ou v é uma
aresta e a outra é apenas um ponto. Note que se u e v nao sao paralelas ou se u
ou v é uma face de dimensao maior que 1, entao u + v tem dimensao maior que 1.

Logo, acabamos de provar o seguinte:

Lema 4.3.2. Seja P = Q + R onde () e R sao politopos em R™. Entdao cada aresta
de P ¢ a soma de Minkowski de unicas arestas paralelas de () e R ou a soma de

Minkowski de uma aresta e um ponto.
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Considere conv(vg, v1) uma aresta de um politopo P unindo os vértices
o € v1. Vamos definir

vet(vg, v1) = v1 — vy,

o vetor derivado da aresta conv(vg, v1). Definimos vet(P) o conjunto composto pelos
vetores derivados de todas as arestas de P. Dizemos que um vetor v em vet(P) é
multiplo do vetor u se existe um niumero real A tal que v = Au. Dados quaisquer

dois politopos P e () escreveremos
vet(Q)) — vet(P)

se cada vetor de vet((Q) é multiplo de um vetor de vet(P). E dizemos que

vet(Q) <+ vet(P)

se vet(Q) e vet(P) nao possuem vetores multiplos.

Proposicao 4.3.1. Sejam P e () politopos em R™. Se () é um fator de P entao

vet(Q)) — vet(P).

Dem.: Ja observamos que se P = () + R, entao cada aresta de P ¢ a soma de
Minkowski de tnicas arestas de () e R ou a soma de Minkowski de uma aresta e
um ponto, com todas as arestas paralelas. Entao, cada aresta conv(qi,q) de @
unindo os vértices q; e g2 de @) é paralela a alguma aresta conv(py, ps) de P. Logo,

vet(qi, q2) = A - vet(py, p2) para algum A € R. O

Esta proposicao leva-nos ao seguinte critério para decidir quando dois

politopos nao possuem fatores integrais em comum.

Corolario 4.3.1. Sejam P e @ politopos em R™. Se

vet(Q) 7+ vet(P),

entao P e ) nao possuem fatores integrais em comum.
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Dem.: Suponha, por contradicao, que R é um fator comum de P e (). Seja r €
vet(R). Pela proposicao 4.3.1, exite u € vet(P), v € vet(Q), A, s € R tal que

r = AMu = Av, mostrando que u e v sao multiplos, contradizendo a hipdtese. Il

Aplicando estes resultados temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3.1. Considere f,g € Flzy,...,x,]. Se

vet(Py) 4 vet(P,)
entao

mde(f,g) = 1.

Dem.: Pelo Corolario 4.3.1, P; e P, nao tém fatores integrais em comum. Entao,

pelo Critério de Coprimalidade, temos que mdc(f,g) = 1. O

4.4 Partes da Implementacao

Se usarmos o Teorema 4.3.1 para propositos praticos, ainda precisariamos

encontrar um procedimento eficiente para calcular as arestas de um politopo.

4.4.1 Grafo Facial

O grafo facial de um politopo é um grafo direcionado aciclico onde os
nodos sao as faces de P e um arco conecta faces F' e G se e somente se GG € uma faceta
de F'. Em cada nodo do grafo facial temos os vértices de P que pertencem a face
representada pelo nodo. Para maiores detalhes sobre o grafo facial de um politopo
sugerimos [29]. Também podemos usar o programa livre polymake, disponivel na

internet no endereco
http://www.math.tu-berlin.de/diskregeom /polymake/,

que ajuda na pesquisa em teoria de politopos. Particularmente, polymake calcula o

grafo facial de um politopo.
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Figura 4.1: Um politopo com 5 vértices

Por exemplo, considere a piramide dada na figura 4.1 que pode ser

representada como o politopo
P = conv((0,0,1),(1,0,0),(0,0,0),(0,1,0)(1,1,0)),

onde vy = (0,0,1), v; = (1,0,0), v = (0,0,0), v3 = (0,1,0) e v4 = (1,1,0) sdo os

vértices de P.

Usando o programa polymake calculamos o grafo facial do politopo P,

apresentado na figura 4.2.

No grafo da figura 4.2, o nodo (0, 1,4) representa uma faceta de P de
dimensao 3. Esta faceta ¢ a envoltéria convexa dos vértices vy, v1 € v4. O nodo (1, 4)
representa uma aresta P unindo os vértices v; e vy. Note que, os nodos (0,1,4) e
(1,4) estao conectados por um arco pois a aresta conv(vy,v4) é uma face da faceta

conv(vg, V1, vy).

4.4.2 Teste preliminar para o mdc de Polinémios Multivariados

Neste momento vamos transformar nosso critério em um algoritmo que
funcionard como um teste preliminar de mdc. Nosso teste preliminar funciona da
seguinte maneira. Dados dois polinomios multivariados, calculamos os grafos faciais
dos politopos de Newton associados a f e g. Entao, verificamos se os politopos
possuem arestas paralelas em comum. Se eles nao tém arestas paralelas em comum,

entao mdce(f, g) = 1 pelo Teorema 4.3.1.
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Figura 4.2: Grafo Facial

Algoritmo 4.4.1 (Teste preliminar para o mdc). .
Entrada: polinomios nao nulos f e g € Flxy, ..., x,] nao divisiveis por qualquer x;.

Saida: mdce(f,g) =1 ou Inconclusivo.

passo 1 : Obter Supp(f) e Supp(g).

passo 2 : Calcular o grafo facial de Py = conv(Supp(f)) e P, = conv(Supp(g))

usando o programa polymake.
passo 3 : Se vet(Py) # vet(P,) entao retorne(mdc(f, g) = 1) sendo retorne(Inconclusivo).
Tempo computacional: Sejam m e [ os nimeros de monoémios dos

polinomios f and g, respectivamente. O passo 1 do algoritmo pode ser executado

em tempo linear dependendo de m e [.
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No passo 2, Seidel [29] calcula, para um conjunto S de s pontos em R",
o grafo facial da envoltéria convexa de S em O(s* + Llogs), onde L é o ntimero de
faces. Se considerarmos m e [ como o niimero de monomios de f e g como acima e,
sem perda de generalidade m > [, entao, no pior caso, o passo 2 pode ser executado
em

O(m?* + Lylog(m)),

onde o nimero de faces de Py, Ly, pode variar entre Q(1) e O(mw ).

O tempo para verificar o paralelismo das arestas no passo 3 é dominado
pelo produto do ntimero de arestas de Py pelo nimero de arestas de F,. E, o numero

de arestas de cada politopo é dominado pelo niimero de vértices que satisfaz:

m) m2 —m

et < () =75

Entao, se obtivermos sucesso em nosso teste preliminar, acabamos verificando se

vet(Q) ¥ vet(P) em
2
e concluimos que nosso teste preliminar trabalha em tempo polinomial sobre os

numeros de monoémios.

Observacoes:

1 Gostariamos de observar que os passos 2 e 3 de nosso algoritmo depen-
dem do numero de vértices dos politopos Py e F,. Entao, concluimos
que nosso algoritmo funciona melhor com polindomios esparsos de grau
grande, pois esta classe de polinomios tem politopos de Newton associ-
ados com poucos vértices e conseqiientemente um nimero pequeno de

faces.

2 Nosso teste preliminar nao depende do tamanho dos coeficientes dos

polinoémios envolvidos.

3 Se nosso algoritmo obtém sucesso, isto é, se o teste preliminar retornar

mdc(f,g) =1, entdo f e g permanecerao coprimos sob qualquer corpo,
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desde que os coeficientes dos monomios que correspondem aos vértices

de P; e P, nao se anulem.

A partir destas observagoes, podemos concluir que este algoritmo é um teste pre-
liminar 1til para polindomios multivariados esparsos com grau grande e grandes co-

eficientes.

4.5 Experimentos Computacionais

Nesta secao apresentamos experimentos computacionais que indicam
que nosso teste preliminar é realmente eficiente quando usado em polinomios espar-

sos com grau grande e coeficientes grandes.

A utilidade do nosso algoritmo vem do fato que o mdc de dois polinomios
é quase sempre 1, ou seja, antes de aplicarmos um método para calcular efetivamente
o mdc, cabe usarmos nosso teste preliminar. Por completude, iremos apresentar
um argumento probabilistico bem conhecido mostrando que dados dois polinomios

aleatdrios, a probabilidade de eles serem coprimos é quase 1.

Vamos considerar f, g € Flx,...,z,] com grau, (f), grau, (g9) < d
para 1 < i < n, entdo um resultado bem conhecido diz que o mde(f, g) tem grau
positivo se e somente se res(f,g) = 0, onde res(f, g) é o resultante de f e g. Temos
que

grau(res(f,g)) < 2(n — 1)d>.
Seja S C F um conjunto finito com s = §(.5), entao

2(n —1)d?
prob(res(f,g)(a) =0:a € S™) < (n%
E, ja que mdc(f, g) # 1 se e somente se res(f,g) =0, entdo

2(n — 1)d?

prob(mde(f,g) # 1) < ="—

Considerando s arbitrariamente grande, a conclusao segue.
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Nas proximas tabelas usamos polindmios multivariados com coeficientes
em Z, e elas indicam que nosso teste preliminar é realmente eficiente quando usado
em polindmios multivariados esparsos com grau grande. Nas tabelas a seguir tra-
balhamos apenas com polinomios esparsos. Denotamos Maple para o tempo que o
programa matematico Maple gasta para determinar o mdc e teste preliminar para

o tempo gasto pelo nosso teste preliminar.

Para cada linha das préximas tabelas fizemos 10 iteragoes e entao cal-
culamos a média. Nas tabelas o tempo é medido em segundos. Em cada iteracao os
polindmios f e g foram escolhidos arbitrariamente com apenas o grau fixado. Nas
tabelas a seguir os polinémios inteiros usados tém coeficientes cujo médulo é menor

que 100.

Polinémios esparsos com 2 variaveis.

(grau(f),grau(g)) | Maple | Teste preliminar | mde(f, g)
(1000,1000) 0.0104 0.0075 1
(10000,10000) 0.66 0.0082 1
(100000,100000) | 62.91 0.0113 1

Polinémios esparsos com 3 variaveis.

(grau(f),grau(g)) | Maple | Teste preliminar | mde(f, g)
(1000,1000) 0.0083 0.0122 1
(10000,10000) 0.5406 0.011 1
(100000,100000) | 48.0185 0.0084 1
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Polinémios esparsos com 6 variaveis.

(grau(f),grau(g)) | Maple | Teste preliminar | mde(f, g)
(1000,1000) 0.0057 0.0188 1
(10000,10000) | 0.211 0.0204 1
(100000,100000) | 23.9003 0.0192 1

Polinémios esparsos com 10 variaveis.

(grau(f),grau(g)) | Maple | Teste preliminar | mde(f, g)
(1000,1000) 0.0039 0.0251 1
(10000,10000) | 0.1464 0.025 1
(100000,100000) | 12.5432 0.0249 1

Note que os polinomios detectados coprimos através do nosso método
permanecerao coprimos mesmo que mudemos arbitrariamente seus coeficientes, desde
que os coeficientes que correspondem aos vértices dos politopos permane¢am nao nu-

los.

Nas proximas tabelas usamos nosso teste preliminar para detectar co-

primalidade entre polindmios multivariados sobre [F,, com p = 100000007.

Polinémios esparsos com 8 variaveis.

(grau(f),grau(g)) | Maple | Teste preliminar | mde(f, g)
(10000,10000) 3.889 0.016 1
(20000,20000) 5.117 0.020 1
(30000,30000) 7.437 0.036 1
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Polinémios esparsos com 12 variaveis.

(grau(f),grau(g)) | Maple | Teste preliminar | mde(f, g)
(10000,10000) 2.460 0.023 1
(20000,20000) 4.886 0.024 1
(30000,30000) 11.946 0.020 1

Observagao 1: quando detectamos coprimalidade entre polinomios usando nosso método,

entao os polinomios permanecerao coprimos sobre qualquer corpo maior.

Observagao 2: para esses tipos de polinomios nosso teste preliminar usa em torno
de 5MB de memoéria enquanto o Maple usa em torno de 2000MB de

memoria.

Nossos experimentos foram feitos dentro do Maple. Dados f e g,
primeiro calculamos o suporte (coletamos os expoentes vetoriais), entao chamamos
polymake (fora do Maple) para calcular o grafo facial, coletamos as arestas e ver-
ificamos se existem multiplas entre elas. Entao comparamos o tempo usado pelo
Maple para este procedimento todo e o tempo usado pelo Maple para calcular o

mdc de f e g.

Gostariamos de observar que durante nossas extensivas simulagoes nunca

encontramos dois polinémios aleatérios com mdc # 1.
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4.6 Calculando o mdc de PolinoOmios Bivariados via

Poligonos de Newton

Nesta se¢ao descrevemos como encontrar todos fatores integrais em co-
mum entre dois poligonos em R? e entdo usamos estes fatores para calcular o mdc

entre dois polinomios bivariados.

Dado um poligono P em R?, consideramos vy, v1, . . . , Um_1 0s vértices de
P ordenados ciclicamente na direcao horaria. Entao, definimos o conjunto de arestas
de P como vet(P) = {Ey,...,E,}, com E; = v; — v;_1=(a;,b;) para 1 < i < m,
onde a;, b; € Z e v,, = vg. Um vetor v = (a,b) € Z* é dito um vetor primitivo se
mdc(a,b) = 1. Seja n; = mdc(a;, b;), entdo defina e; = (%, 2—Z) Entao E; = n;e;

onde e; é um vetor primitivo para 1 <i < m.

A seqiiéncia de vetores {n;e;}1<i<m, & qual chamaremos de seqiéncia
de arestas, identifica unicamente o poligono P sob translacao determinada por vy.
Defina vetprim(P) = {ey,...,e,}. Como a fronteira do poligono é um caminho

fechado, temos que Y " ne; = (0,0).

O proximo lema mostra como encontrar poligonos integrais em comum

entre dois poligonos quaisquer.

Lema 4.6.1. Sejam P e ) dois poligonos integrais com seqiiéncias de arestas
7 . ~ .

{nie;}1<i<p € {n;e;h1<i<q, respectivamente. Entdao, P e Q tem um fator integral
e n . , "on

em comum R se e somente se a seqiiéncia de arestas de R é da forma {n, e, }1<p<r

/

com e, € wvetprim(P) N vetprim(Q), onde e, = e; = e

com e; € vetprim(P) e

e; € vetprim(Q), e 0 < n; < mm{nl,n;} para 1 <k <r.

Dem.: Seja R um fator integral em comum entre P e (). Consideramos que a
seqiiéncia de arestas de R é {E} }1<k<,. Sabemos que cada E, é fator de alguma
aresta de P e (). Entao E,Z é fator de n;e; para algum 1 <1 <pe n;e; para algum
1<j<gq come, =¢ = e;. Entdo E, = nge, com 0 < n, < mzn{nl,n;} para

[N . , non ~
1 <k <r. Agora, se a seqiiéncia de arestas de R ¢ da forma {n, e, }1<r<, entao
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"ono, ~ ,
cada aresta n, e, ¢é fator de alguma aresta de P e (). Entao, R ¢ um fator comum

de Pe Q. n

Note que, de acordo com o Lema 4.3.1, se dois poligonos P e () possuem
arestas tais que vetprim(P) N vetprim(Q) = @) entao estes poligonos nao possuem

fatores integrais em comum.

Sejam f e g € Flz,y] e sejam {n;e;}1<i<, € {nie;}1<icq as seqiiéncias
de arestas dos poligonos Py e P,, respectivamente. Observe que vetprim(Py) =
{e1,...,e,} e vetprim(P,) = {e}, ... ,e;}. Pelo Teorema 4.3.1, se vetprim(Py) N
vetprim(P,) = () entao mde(f,g) = 1.

Portanto, neste momento estamos interessados no caso em que
vetprim(Py) Nvetprim(Py,) # 0,

e possivelmente mdc(f,g) # 1. Particularmente, queremos calcular o mde(f,g) a

partir dos fatores em comum dos poligonos Py e F.

Defina o conjunto vetprim(P,) = vetprim(Ps)Nwvetprim(P,) = {e], ..., e. }.

»r

. e A . "o "on
Agora, defina o conjunto P, com seqiiéncia de arestas {n,e;,...,n.e,}
7" . ’ "on . ,
com n; = min{n;,n;}. Note que cada n, e, para 1 <i < r é fator de alguma aresta

de P; e P,.

. . [N . "o .
Primeiro suponha que a seqiiéncia de arestas {n, e, }1<;<, tem a seguinte

propriedade

s

Z n;e; = (0,0).

=1

Entao P, define um poligono que ¢é fator de Py e P,. Vamos associar ao poligono
Py, o polinomio genérico h = Y h;;z'y’ onde cada (i,j) corresponde a um ponto
integral em P,. Um modo eficiente de encontrar o polinémio h é apresentado por
Gao e seus colaboradores em [25] e pode ser visto como um método derivado do

levantamento de Hensel padrao. Ao final, testamos se h divide ou nao f e g.
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Proposigao 4.6.1. Seja h € F|x,y] o polinomio genérico associado ao poligono P,

e suponha que h divide f e g. Entdo

mdc(f, g) = h.

Dem.: Suponha que mdc(f,g) = h' com h' # h. Entdo, pelo teorema 4.2.1, P,/ é
um fator integral de Py e P,. Assim P, = {k;e;,... kye,} com > . kie; = (0,0) e
0<k < n;/. Note que o lema 4.6.1 implica que P,/ ¢é fator de P,. Mas, h divide f e
g. Entdo h divide h" = mdc(f, g). E, além disso, Py, é um fator de P/, contradigao.
Deste modo, h" = h e mdc(f, g) = h. O

"o

Agora, vamos estudar o seguinte caso Y ., n;e; # (0,0). A idéia é
procurar uma seqiiéncia de arestas {k’jieg}lgigr tal que 0 < kj; < n; e Yoy k’jie;/ =
(0,0). Gostarfamos de observar que este é um problema NP-completo, e para detal-

hes sobre um algoritmo para resolveé-lo, citamos [9].

Note que, se nao existe uma seqiiéncia de arestas {kj;€e; }1<i<, com 0 <

kji <mn;e> . kje; =(0,0), entdo mde(f, g) = 1.

Considere Pi,..., P, os poligonos cujas seqiiéncias de arestas tém a

propriedade {kjie;}1<i<, com 0 < kj; <n; ey ., kje; =(0,0) paral<j <l

Entao, cada P; leva-nos a um polinomio genérico h;, o qual é um can-

didato a fator de f e g.
Proposicao 4.6.2. Seja M = mdc(f,g). Entao existe i € {1,...,l} tal que
Dem.: Seja M = mdc(f,g). Entao Py ¢ fator de Py e P,, e a seqliéncia de arestas

que representa Py, tem a forma {k;e;}1<i<, com 0 < k; < mn; e Y !, kie; = (0,0).

Entdo Py = P; para algum j € {1,...,l}. Assim M = h;. O

Terminamos esta secao apresentando o algoritmo para calcular o mdc

entre dois polinémios bivariados.
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Algoritmo 4.6.1 (Construgao do mdc entre polinomios bivariados). .
Entrada: f e g € Flx,yl.
Saida: mdc(f,g).

passo 1 : Calcular os fatores integrais em comum Py entre Py e P, usando [9)].

passo 2 : Se Py e P, ndo tem fatores integrais em comum, entd@o retorne(mdc(f,g) =

1).
passo 3 : Para cada fator integral em comum P, facga:
passo 3.1 : Usando [25], verifique se Py leva-nos a um divisor h de f e g.

passo 4 : Se menhum fator integral leva-nos a um divisor de f e g, entao

retorne(mdc(f,g) = 1).

passo 5 : Entre todos divisores de f e g: retorne(mdc(f,g) =divisor com maior

grau em x).

4.6.1 Um Exemplo

Agora, iremos apresentar um exemplo explicando como encontrar o mdc

de dois polindmios bivariados usando poligonos de Newton.

Sejam f = 1+ 222 + 22%y% 4+ o2 + 2* + 2*® + xy? + 239y% + 23y* + 2yt
eg=ux+22% +ay?+y+ 23+ 2ty + 23y + 2%y 4+ 23y + 2%yt + ay® € R, cujos

poligonos de Newton estao representados na figura 4.3.

A seqiiéncia de arestas de Py é dado por {m;e;}i<i<¢ onde ny = 4,
ng=2,n3=1ns=2mn5=1ns=2ee = (1,0), eo = (0,1), e5 = (—1,2),
es = (—1,0), es = (—1,-2), e = (0, —1). E a seqiiéncia de arestas de P, é dado
por {me;hicicronden) =2, ny =1, ng =1, ny, =1, ng=1n=1n,=1e
ey = (L,0), ey = (L,1), e5 = (=1,2), e = (=1,1), e5 = (=1,-1), eg = (-1, ~2),
e; = (1,-1).
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Figura 4.3: Poligonos de Newton associados aos polinomios bivariados f e g

Temos que

vetprim(Py) = {(1,0), (0,1),(-1,2), (—1,0), (—-1,-2),(0,-1)}

vetprim(P,) = {(1,0), (1,1),(-1,2),(-1,1),(-1,-1),(-1,-2),(1,-1)}.
Entao
vetprim(P,) = vetprim(Py) Nvetprim(P,) = {(1,0), (—1,2), (—1,-2)}
com n] = minimo{4,2} = 2, n, = mmimo{1,1} = 1 e ny = mimimo{1,1} = 1.

Note que

> nie; =2(1,0) + 1(—1,2) + 1(—1,-2) = (0,0).

i=1
Entao h = hgy + hiox + hoox? + hi1xy + hiszy? é o polindmio genérico associado ao

poligono P}, como ilustrado na figura 4.4.

Apés aplicar o levantamento de Hensel modificado apresentado em [25],
encontramos h = 1+ 2% + zy®. Que divide f e g. Assim, pela proposicao 4.6.1

h = mdc(f, g).
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o 0.5 1 1.5 o

Figura 4.4: Commun summand of Py and F,.

4.7 Conclusao

Neste capitulo apresentamos um algoritmo eficiente, baseado em poli-
topos de Newton, que pode determinar coprimalidade entre dois polinomios multi-
variados. Sua utilidade é funcionar como um teste preliminar antes de aplicarmos
um método para calcular o mdc efetivamente, ja que este mostrou-se eficaz quando
usado com polinomios multivariados esparsos com grau grande. Também mostramos

como calcular o mdc de polinémios bivariados usando poligonos de Newton.
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5 CONCLUSAO

Nesta tese de doutorado trabalhamos com temas relacionados a poli-
nomios multivariados. Terminamos escrevendo um survey sobre o Teorema da irre-
dutibilidade de Hilbert, desenvolvendo um novo algoritmo para fatoragao polinomial
multivariada e um novo método para determinar coprimalidade entre polinémios

multivariados.

No Capitulo 2 fizemos uma revisao bibliografica sobre o Teorema da
irredutibilidade de Hilbert. Abordamos em detalhes as demonstracoes da versao
classica deste teorema feita pelo préprio Hilbert [13] em 1892 e das versdes efetivas

feitas por Erich Kaltofen [14] e Shuhong Gao [8].

No Capitulo 3 desenvolvemos um novo algoritmo para fatoragao polino-
mial multivariada baseado em novas redugoes, as quais tém como principal caracte-
ristica manter a esparsidade do polinomio. Nosso método mostrou-se eficiente tanto
para fatorar polinomios multivariados que tém apenas fatores esparsos, quanto para
extrair fatores esparsos de polinomios que possuem fatores esparsos e densos. Os

resultados obtidos neste capitulo foram submetidos para publicagao, conforme [1].

No capitulo 4 estudamos critérios geométricos de politopos para deter-
minar coprimalidade entre polinomios multivariados. Nossa principal contribuicao
foi o desenvolvimento de um algoritmo que trabalha em tempo polinomial (sobre
o nimero de mondmios) para detectar coprimalidade entre polinémios multivaria-
dos usando politopos de Newton. Também mostramos como construir o maximo
divisor comum (mdc) entre dois polinomios bivariados usando seus poligonos de
Newton associados. Os resultados obtidos neste capitulo também foram submetidos

a publicagao, conforme [2].

Como trabalho a ser feito a partir desta tese de doutorado, acredita-
mos que possamos desenvolver argumentos probabilisticos garantindo que as nossas

redugoes apresentadas no capitulo 3 manterao a irredutibilidade dos polinomios
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com boa probabilidade. Também iremos desenvolver um algoritmo para calcular o
mdc entre polinomios multivariados usando um método similar ao desenvolvido no

capitulo 3.
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