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Resumo

Seja Ω uma variedade riemanniana compacta tal que ∂Ω = M é convexo em

média e com curvatura de Ricci limitada inferiormente por (n − 1)k > 0.

Neste trabalho, obtemos uma estimativa superior da média de uma auto-

função do problema de Dirichlet ∆u = −δu e u
∣∣∣
M

= 0 e uma estimativa

inferior do seu respectivo autovalor. Também obtemos uma estimativa su-

perior para o primeiro autovalor positivo de Ω. Quando M é estritamente

convexo, estabelecemos uma relação entre um autovalor do laplaciano Ω e o

primeiro autovalor positivo de M . Além disso, no caso em que M é convexo

em média e a curvatura de Ricci de Ω positiva, obtemos uma estimativa da

área de M em função da dimensão e do volume de Ω e do ínfimo H0 da

curvatura média H de M .



Abstract

Let Ω be a compact Riemannian manifold such that ∂Ω = M is mean convex

and with Ricci curvature bounded below by (n − 1)k > 0. In this work,

we obtain an upper bound for the mean of an eigenfunction of the Dirichlet

problem ∆u = −δu and u
∣∣∣
M

= 0 and a lower bound for the corresponding

eigenvalue. We also obtain an upper bound for the first positive eigenvalue of

Ω. If M is strictly convex, we obtain a relation between an eigenvalue of the

Laplacian of Ω and the first positive eigenvalue of M . If M is mean convex

and has positive Ricci curvature, we obtain an estimative of the area of M

in terms of the dimension and the volume of Ω and in terms of the infimum

H0 of the mean curvature H of M .
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1 Introdução

Seja N uma variedade riemanniana compacta. O problema do autovalor

do laplaciano de N consiste em determinar os números reais δ para os quais

existe uma solução não trivial u ∈ C∞(N) da EDP

∆u + δu = 0. (1)

tal que u
∣∣
∂N

= 0 no caso em que ∂N 6= ∅. Os valores δ são ditos autovalores

e as soluções u são ditas auto-funções do laplaciano de N .

O problema de estimar o primeiro autovalor do laplaciano de variedades

riemannianas com curvatura de Ricci positiva ou não-negativa, com ou sem

bordo, foi e continua sendo amplamente estudado. Existe atualmente uma

vasta literatura sobre o assunto. Nesta introdução, vamos apresentar os

teoremas da tese e comentar apenas alguns resultados conhecidos que se

relacionam mais de perto com os que obtivemos na tese.

Vamos considerar N com bordo, usamos as notações Ω = N e M = ∂Ω e

supomos que a curvatura de Ricci de Ω é limitada inferiormente por (n−1)k >

0, onde k é uma constante e n = dim Ω. Denotamos por δ um autovalor

positivo genérico do laplaciano de Ω, e por δ1, λ1 os primeiros autovalores

positivos de Ω e de M, respectivamente. Por V (Ω) e A(M) denotamos os

volumes de Ω e de M e por H a curvatura média não normalizada em relação

ao normal exterior, ou seja, o traço do operador U 7−→ (∇Uη)>, onde η é

o vetor normal à M apontando para o complementar de Ω. Vamos assumir

que o bordo de Ω é convexo em média, ou seja, H ≥ 0. Seja H0 = infM H.

Seja u uma auto-função qualquer do laplaciano de Ω e δ o autovalor corres-

pondente. Supondo ∫

Ω

u2 = 1,
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então, no Teorema 1, provamos que

√
H0

∣∣∣∣
∫

Ω

u

∣∣∣∣ <

(
(n− 1)A(M)

n

)1/2

(2)

e

δ ≥ n(n− 1)kA(M)

(n− 1)A(M)− nH0

(∫

Ω

u

)2 . (3)

Estimativas inferiores de δ tem sido obtidas em termos do supremo de u

e da geometria do domínio (veja por exemplo [2] e suas referências). Mais

próximo ao resultado acima é a seguinte estimativa, obtida por Q. Wang e C.

Xia, para o primeiro auto-valor no caso em que N é uma superfície mínima

compacta em Rn+1 (n ≥ 2) com bordo:

δ1 ≥ 4π(∫

N

u

)2

(supondo
∫
Ω

u2 = 1).

Da estimativa (3), como H0 ≥ 0, temos δ ≥ nk. Em particular, δ1 ≥ nk.

Lembramos que para Ω = N sem bordo a estimativa δ1 ≥ nk é um resultado

clássico de Lichnerowicz ([9]).

Para os próximos resultados precisamos introduzir uma definição. Seja φ :

Ω → Sm ⊂ Rm+1 um mergulho isométrico para algum m ∈ N. Por um abuso

de notação, escrevemos φ(Ω) = Ω e φ(M) = M . Sejam x ∈ Ω e

d(x) = d(x, ∂Ω) = inf {d(x, y) | y ∈ ∂Ω} ,

onde d é a distância riemanniana de Sm. Defina

r = sup{d(x) | x ∈ Ω}.
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Note que se m = n = dim Ω, então r é o raio inscrito de Ω.

Seja agora x0 ∈ Ω tal que r = d(x0). Seja R o raio da menor bola geodésica

BR(x0) de Sm centrada em x0 que contém M . Denotaremos por A(M) o anel

geodésico BR(x0)\Br(x0) de Sm de centro x0 e raios r < R.

Seja σ : Ω → R dada por

σ(x) = cos d(x, x0)− cos r,

Lembrando que todas estas construções dependem de φ e de Ω, introduzimos

por último

Γφ
Ω =

∫

Br(x0)∩Ω

σ2. (4)

Vamos denotar por
−→
H φ o vetor curvatura média de φ em Rm+1, a saber

−→
H φ =

n∑
i=1

− (∇Ei
Ei

)⊥
,

onde Ei é um referencial ortonormal local em Ω e ∇ a conexão riemanniana

de Rm+1. Pondo

Hφ = sup
Ω

∣∣∣−→H φ

∣∣∣ , (5)

no Teorema 3, obtemos a seguinte estimativa:

δ1 ≤
V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]H2

φ

n(n− 1)kA(M)Γφ
Ω

(6)

e, como H0 ≥ 0,

δ1 ≤
V (Ω)H2

φ

nkΓφ
Ω

. (7)

Observamos que, como

X : =

{
H2

φ

Γφ
Ω

∣∣∣ φ : Ωn → Sm mergulho isométrico para algum m ∈ N
}
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é não vazio, pelo Teorema de Nash [10], podemos definir

I(Ω) = inf X (8)

e, como corolário de (6) e (7), obter estimativas superiores de δ1 que depen-

dem apenas da geometria de Ω:

δ1 ≤ V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]I(Ω)

n(n− 1)kA(M)

e também

δ1 ≤ V (Ω)I(Ω)

nk
.

No mesmo trabalho acima mencionado, Q. Wang e C. Xia obtiveram o

seguinte resultado para variedades compactas sem bordo: sendo δ1 o primeiro

autovalor não nulo de uma hipersuperfície N conexa, compacta, sem bordo,

mergulhada em Rn+1 (n ≥ 2) então

δ1 ≤ nA

(n + 1)V

(υn+1

V

)1/(n+1)

,

onde A e V denotam, nesta ordem, os volumes de N e da região limitada

por N, sendo que υn+1 é o volume da bola unitária em Rn+1. A igualdade é

verdadeira se, e somente se, N é a esfera unitária Sn.

A seguir, estabelecemos uma relação entre δ e λ1 no caso em que Ωn é um

domínio da esfera unitária Sn. Supomos que o bordo de Ω é estritamente

convexo, ou seja, ∃ α = α(M) > 0 tal que

∀ x ∈ M, ∀ U, V ∈ TxM, Bη(U, V ) ≥ α, (9)

onde Bη é a segunda forma fundamental de M em Ω com relação ao vetor

normal exterior η. Como consequência desta hipótese, temos que a curvatura

média H de M com relação a η é positiva.
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Considere fp : Ω −→ R dada por

fp(x) = 〈x, p〉, p ∈ Sn. (10)

É fácil de ver que existe p ∈ Sn tal que
∫

M

zp = 0, onde zp(x) = fp

∣∣∣
M

(veja

Lema 2 do Capítulo 3).

Seja p0 ∈ Sn tal que
∫

M

zp0 = 0 e

∫

M

z2
p0
≤

∫

M

z2
p , ∀p ∈ Sn tal que

∫

M

zp = 0.

Definimos

Z := Z(M) =

∫

M

z2
p0

, (11)

e ainda

H :=

(∫

M

H2

)1/2

. (12)

Com as hipóteses e definições acima, no Teorema 4 obtemos

αλ1Z ≤ 2A(M)1/2
(
(n− 1)A(M)1/2 +H)

+ n(n− 1)
(
V (Ω)− V (Ω)1/2

)

+

[
2

(
A(M)

n

)1/2 (
(n− 1)A(M)1/2 +H)

+ (n− 1)(2V (Ω)1/2 − 1)

]
δ

+
n− 1

n
δ2.

(13)

As técnicas que vimos utilizando permitem obter alguns resultados de geome-

tria riemanniana: sejam Ω e M como definimos anteriormente. No Teorema

5 provamos que se M é convexo em média (H ≥ H0 ≥ 0) e RicΩ ≥ 0, então

A(M) ≥ n

n− 1
H0V (Ω). (14)

A prova desse resultado consiste de uma aplicação direta do Teorema 7 para

uma solução v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) da equação de Poisson

∆v = f (15)
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v
∣∣∣
M

= 0,

onde f é uma função contínua em Ω.

Substituindo a hipótese de que H ≥ H0 ≥ 0 pela hipótese de que ∂Ω é

convexo (α ≥ 0 em (9)), em 1985, E. Pak, H. Min, O. Yoon e D. Chi em [13]

provaram que

A2(M) ≥ n

(n− 1)(1− nk)
V (Ω)

∫

M

H. (16)

Em verdade, este resultado generaliza uma estimativa obtida por Reilly em

[12] que, supondo M convexo e RicΩ ≥ 0, obteve

A2(M) ≥ n

n− 1
V (Ω)

∫

M

H. (17)

As provas de (16) e (17) se baseiam em uma aplicação do Teorema 7 e na

existência da solução do problema de Neumann que enunciamos a seguir.

Suponha que f e g são funções contínuas em Ω e M respectivamente tais que

∫

M

g =

∫

Ω

f.

Então o problema

∆v = f em Ω

∂v

∂η
= g em M,

tem pelo menos uma solução v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).

Note que (14) é uma consequência direta de (17) sempre que M for convexo.

No Capítulo 2 apresentamos algumas noções preliminares necessárias para

a compreensão dos teoremas que serão demonstrados no Capítulo 3. Os re-

sultados conhecidos que usaremos em tais demonstrações estão todos enun-
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ciados no Capítulo 4, com demonstrações ou referências, afim de tornar este

trabalho mais completo.
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2 Preliminares

Neste trabalho vamos considerar N com bordo e usaremos as notações Ω = N

e M = ∂Ω .

Denotaremos por δ um autovalor positivo qualquer do laplaciano de Ω e, por

δ1 e λ1, os primeiros autovalores de Ω e de M , respectivamente.

Seja X(Ω) o conjunto dos campos de vetores diferenciáveis de Ω.

Definição 1. A curvatura R de Ω é uma correspondência que a cada par de

campos de vetores X, Y ∈ X(Ω) associa a aplicação R(X, Y ) : X(Ω) → X(Ω)

dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

onde Z ∈ X(Ω) e ∇ é a conexão riemanniana de Ω.

Definição 2. O tensor de Ricci de Ω em um ponto x ∈ Ω é definido por

RicΩ(X,Y ) =
n∑

i=1

〈R(X,Ei)Ei, Y 〉 ,

onde {Ei}n
i=1 é uma base ortonormal qualquer de TxΩ.

Dado um vetor unitário e ∈ TxΩ, o número real RicΩ(e, e), que por um abuso

de notação vamos escrever RicΩ(e), é dito a curvatura de Ricci em x ∈ Ω na

direção de e.

Neste texto, com exceção do Teorema 5, vamos supor que

RicΩ(e) ≥ (n− 1)k > 0. (18)

Mais precisamente, isto significa que para todo p ∈ Ω, dado e ∈ TpΩ vetor

unitário, temos RicΩ(e) ≥ (n− 1)k > 0.
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Definição 3. Definimos o gradiente de uma função diferenciável f : Ω → R,

denotado por grad(f), como o campo de vetores de Ω dado por

〈w, grad(f)(x)〉 = dfx(w)

∀ (x,w) ∈ TΩ.

Definição 4. Sejam f : Ω → R uma função diferenciável e X,Y ∈ TxΩ

definidos em uma vizinhança de x. Definimos o hessiano de f em x como o

operador bilinear dado por

Hess(f)(X, Y )(x) = 〈∇X grad(f), Y 〉 (x).

Definição 5. Dado X ∈ X(Ω), definimos o divergente de X como a função

div(X) : Ω → R dada por

div(X)(x) =
n∑

i=1

〈∇Ei
X, Ei〉 (x)

onde x ∈ Ω e {Ei}n
i=1 é uma base ortonormal de TxΩ.

Definição 6. Seja f ∈ C∞(Ω). Definimos o laplaciano de f como o operador

∆ : C∞(Ω) → C∞(Ω) dado por

∆f(x) = div(grad(f)).

Seja x ∈ Ω. Dada uma base ortonormal {Ei}n
i=1 de TxΩ, temos

∆f(x) = div(grad(f))(x)

=
n∑

i=1

〈∇Ei
grad(f), Ei〉

=
n∑

i=1

Hess(f)(Ei, Ei).

Sejam p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. Considere η normal unitário exterior a Ω em p.
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Definição 7. Definimos a segunda forma fundamental de M em Ω com

relação a η por

Bη(u, v) = 〈∇UN, V 〉 ,

onde u, v ∈ TpM , U, V são campos de vetores de M definidos em uma vizi-

nhança de p ∈ M tais que U(p) = u, V (p) = v e N é uma extensão de η a Ω

normal a M .

Dizemos que ∂Ω = M é convexo quando ∃ α = α(M) ≥ 0 tal que

∀x ∈ M, ∀U, V ∈ TxM, Bη(U, V ) ≥ α.

Quando α > 0 dizemos que M é estritamente convexo.
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3 Prova dos Resultados

Seja Ω variedade riemanniana compacta, ∂Ω = M , RicΩ ≥ k(n − 1) > 0 e

H0 = inf H, sendo que H é o traço do operador U 7−→ (∇Uη)>, onde η é o

vetor normal a M apontando para o complementar de Ω e U é tangente a

M .

Teorema 1. Seja u uma auto-função qualquer do laplaciano em Ω e δ o

autovalor correspondente. Supondo
∫

Ω

u2 = 1,

então
√

H0

∣∣∣∣
∫

Ω

u

∣∣∣∣ <

(
(n− 1)A(M)

n

)1/2

e

δ ≥ n(n− 1)kA(M)

(n− 1)A(M)− nH0

(∫

Ω

u

)2 .

Prova.

Aplicando a fórmula de Reilly (Teorema 7) nas hipóteses do Teorema 1 obte-

mos ∫

Ω

(∆u)2 ≥
∫

Ω

|Hess(u)|2 + RicΩ(grad(u)) +H0

∫

M

ν2 (19)

onde ν = 〈grad(u), η〉.

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para obtermos

(∆u)2 ≤ n|Hess(u)|2, temos que

n− 1

n

∫

Ω

(∆u)2 ≥
∫

Ω

RicΩ(grad(u)) +H0

∫

M

ν2.
(20)
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Como grad(u) não é necessariamente unitário e, lembrando que um tensor é

linear em cada argumento, temos

RicΩ(grad(u)) = | grad(u)|2 RicΩ

(
grad(u)

| grad(u)| ,
grad(u)

| grad(u)|
)

≥ | grad(u)|2(n− 1)k.

(21)

Assim, de (20) temos

n− 1

n

∫

Ω

(∆u)2 ≥ (n− 1)k

∫

Ω

| grad(u)|2 + H0

∫

M

ν2. (22)

Substituindo ∆u = −δu na desigualdade acima, obtemos

n− 1

n
δ2

∫

Ω

u2 ≥ (n− 1)k

∫

Ω

| grad(u)|2 + H0

∫

M

ν2

de onde vem que

n− 1

n
δ2 ≥ (n− 1)k

∫

Ω

| grad(u)|2 + H0

∫

M

ν2, (23)

pois estamos supondo
∫

Ω

u2 = 1.

Note que (∫

M

ν

)2

≤
∫

M

1

∫

M

ν2

= A(M)

∫

M

ν2,

de onde vem que

∫

M

ν2 ≥ 1

A(M)

(∫

M

ν

)2

.

Por outro lado, temos que
(∫

Ω

∆u

)2

=

(∫

Ω

−δu

)2

= δ2

(∫

Ω

u

)2

.
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Do Teorema 6, temos que
∫

M

ν =

∫

Ω

∆u e, portanto,

∫

M

ν2 ≥ δ2

A(M)

(∫

Ω

u

)2

.
(24)

Novamente pelo Teorema 6 temos
∫

Ω

| grad(u)|2 = δ

∫

Ω

u2.

Usando este fato e a desigualdade (24) em (23), obtemos:

n− 1

n
δ2 ≥ (n− 1)kδ +

H0δ
2

A(M)

(∫

Ω

u

)2

,

que reescrevemos como
[

n− 1

n
− H0

A(M)

(∫

Ω

u

)2
]

δ ≥ (n− 1)k. (25)

Disto decorre que
[

n− 1

n
− H0

A(M)

(∫

Ω

u

)2
]

> 0,

e, consequentemente,

√
H0

∣∣∣∣
∫

Ω

u

∣∣∣∣ <

(
(n− 1)A(M)

n

)1/2

.

Além disso, de (25) temos

δ ≥ n(n− 1)kA(M)

(n− 1)A(M)− nH0

(∫

Ω

u

)2 , (26)

o que conclui a prova do Teorema 1.

¤
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Teorema 2. Seja Ω variedade riemanniana compacta com bordo ∂Ω = M

tal que RicΩ ≥ k(n − 1) > 0 e H ≥ H0 ≥ 0, onde n = dim(M). Considere

uma solução v ∈ C2 (Ω) ∩ C0
(
Ω

)
da equação de Poisson, a saber,

∆v = f (27)

v
∣∣∣
M

= 0,

onde f é uma função contínua em Ω. Então
∫

Ω

| grad(v)|2 ≤ 1

nk

∫

Ω

f 2 − H0

(n− 1)kA(M)

(∫

Ω

f

)2

.

Prova.

Aplicando o Teorema 7 para a função v obtemos

n− 1

n

∫

Ω

(∆v)2 ≥ H0

∫

M

ν2 +

∫

Ω

RicΩ(grad(v)). (28)

Pelo teorema da divergência, temos

∫

M

ν =

∫

M

〈grad(v), η〉

=

∫

Ω

∆v.
(29)

Como ∫

M

ν2 ≥ 1

A(M)

(∫

M

ν

)2

, (30)

substituindo (29) na desigualdade (30), temos que

∫

M

ν2 ≥ 1

A(M)

(∫

Ω

f

)2

. (31)

Além disso,
n− 1

n

∫

Ω

(∆v)2 =
n− 1

n

∫

Ω

f 2, (32)
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de modo que, substituindo (31) e (32) em (28), temos

n− 1

n

∫

Ω

f 2 ≥ H0

A(M)

(∫

Ω

f

)2

+

∫

Ω

RicΩ(grad(v)). (33)

Como ∫

Ω

RicΩ(grad(v)) ≥ (n− 1)k

∫

Ω

|grad(v)|2 (34)

pois

RicΩ(grad(v)) = | grad(v)|2 RicΩ

(
grad(v)

| grad(v)| ,
grad(v)

| grad(v)|
)

≥ | grad(v)|2k(n− 1),

de (33) temos

n− 1

n

∫

Ω

f 2 ≥ H0

A(M)

(∫

Ω

f

)2

+ (n− 1)k

∫

Ω

| grad(v)|2,

e dividindo ambos os lados por k(n− 1) obtemos

1

nk

∫

Ω

f 2 ≥ H0

A(M)(n− 1)k

(∫

Ω

f

)2

+

∫

Ω

| grad(v)|2,

de onde vem que

∫

Ω

| grad(v)|2 ≤ 1

nk

∫

Ω

f 2 − H0

(n− 1)kA(M)

(∫

Ω

f

)2

,

como queríamos mostrar.

¤

Em particular, podemos reescrever a estimativa acima como
∫

Ω

f 2 ≥ nH0

(n− 1)A(M)

(∫

Ω

f

)2

+ nk

∫

Ω

| grad(v)|2. (35)
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Teorema 3. Seja Ω variedade riemanniana compacta, ∂Ω = M . Se RicΩ ≥
(n− 1)k > 0 e H ≥ H0 ≥ 0, então

δ1 ≤
V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]H2

φ

n(n− 1)kA(M)Γφ
Ω

e, como H0 ≥ 0,

δ1 ≤
V (Ω)H2

φ

nkΓφ
Ω

.

onde φ : Ωn 7−→ Sm ⊂ Rm+1 é um mergulho isométrico, Γφ
Ω e Hφ como

definimos em (4) e (5) respectivamente.

Prova.

Do fato de que a curvatura de Ricci de Ω é limitada inferiormente por

k(n− 1) > 0, temos que

∫

Ω

RicΩ(grad(v)) ≥ (n− 1)k

∫

Ω

|grad(v)|2.

Como ∫

Ω

|grad(v)|2 ≥ δ1

∫

Ω

v2, (36)

temos

∫

Ω

RicΩ(grad(v)) ≥ (n− 1)kδ1

∫

Ω

v2.

Seja f = −1 em (27). Segue que
∫

Ω

f 2 = V (Ω) (37)

e (∫

Ω

f

)2

= V 2(Ω). (38)
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Substituindo (36), (37) e (38) em (35) temos

V (Ω)

[
1− nH0V (Ω)

(n− 1)A(M)

]
≥ nkδ1

∫

Ω

v2.

Como o lado direito da desigualdade acima é estritamente positivo, escreve-

mos

1 ≥ n(n− 1)kδ1A(M)

V (Ω)[(n− 1)A(M)− nV (Ω)H0]

∫

Ω

v2. (39)

Para estimar
∫

Ω

v2, vamos determinar explicitamente uma função g tal que

v ≥ g. Como v
∣∣∣
M

= 0, devemos ter que g
∣∣∣
M
≤ 0.

Como

∆v = −1 < 0 ⇒ inf
Ω

v = inf
M

v = 0,

temos que v ≥ 0. Note portanto que, se

(i) g
∣∣∣
M
≤ 0;

(ii) ∆(v − g) ≤ 0,

então

inf
Ω

(v − g) = inf
M

(v − g) ≥ 0 ⇒ v ≥ g em Ω,

de modo que em Ω′ = {x ∈ Ω | g ≥ 0} temos

∫

Ω′
v2 ≥

∫

Ω′
g2.

Portanto, vamos determinar g tal que

g
∣∣∣
M
≤ 0 e ∆(v − g) = −1−∆g ≤ 0,

18



ou seja,

g
∣∣∣
M
≤ 0 e −∆g ≤ 1.

Defina

g1 : Ωn −→ R

x 7−→ cos d(x, x0).

Sejam r + 1 a codimensão de Ω em Rm+1, {Ei}n
i=1 referencial ortonormal

de TxΩ geodésico em x e {Uj}r
j=1 referencial ortonormal de TxΩ

⊥ ⊂ TxSm.

Defina Ur+1 = x e, portanto, {Ei}n
i=1 ∪ {Uj}r+1

j=1 é referencial ortonormal de

Rm+1.

Daí temos que

∆g1 =
n∑

i=1

Ei(Ei(g1)).

Como cos d(x, x0) = 〈φ(x), x0〉, temos

Ei(g1) = Ei 〈x, x0〉 =
〈∇Ei

x, x0

〉
= 〈Ei, x0〉 ,

Ei(Ei(g1)) =
〈∇Ei

Ei, x0

〉

=

〈
∇Ei

Ei,

n∑
j=1

〈x0, Ej〉Ej +
r+1∑
j=1

〈x0, Uj〉Uj

〉

=
n∑

j=1

〈x0, Ej〉
〈∇Ei

Ei, Ej

〉
+

r+1∑
j=1

〈x0, Uj〉
〈∇Ei

Ei, Uj

〉

=
r+1∑
j=1

〈x0, Uj〉
〈∇Ei

Ei, Uj

〉
.

pois
〈∇Ei

Ei, Ej

〉
= 〈∇Ei

Ei, Ej〉+
〈
(∇Ei

Ei)
⊥, Ej

〉
.
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Como estamos considerando um referencial ortonormal geodésico em x ∈ Ω

e (∇Ei
Ei)

⊥ é ortogonal a Ω, temos
〈∇Ei

Ei, Ej

〉
= 0.

O vetor curvatura média de φ é dado por

−→
H φ(x) =

n∑
i=1

− (∇Ei
Ei

)⊥

=
r+1∑
j=1

(
n∑

i=1

− 〈∇Ei
Ei, Uj

〉
)

Uj

=
r+1∑
j=1

(
n∑

i=1

〈∇Ei
Uj, Ei

〉
)

Uj,

(40)

daí temos

n∑
i=1

Ei(Ei(g1)) =
n∑

i=1

r+1∑
j=1

〈x0, Uj〉
〈∇Ei

Ei, Uj

〉

= −
n∑

i=1

r+1∑
j=1

〈x0, Uj〉
〈∇Ei

Uj, Ei

〉

= −
〈

x0,

n∑
i=1

r+1∑
j=1

〈∇Ei
Uj, Ei

〉
Uj

〉

= −
〈
x0,
−→
H φ

〉

e, portanto,

∆g1 = −
〈
x0,
−→
H φ

〉
.

Assim,

−∆g1 ≤ 1 ⇔
〈
x0,
−→
H φ

〉
≤ 1.

Defina

g2(x) =
1

Hφ

g1(x) =
1

Hφ

cos d(x, x0).

Assim, temos

−∆g2 =
1

Hφ

〈−→
H φ(x), x0

〉
≤ 1

Hφ

∣∣∣−→H φ(x)
∣∣∣ |x0| ≤ 1
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pois |x0| = 1 e
∣∣∣−→H φ(x)

∣∣∣ ≤ Hφ.

Como g2 ≥ 0, temos que g2 ainda não é a função desejada pois precisamos

que g2

∣∣
M
≤ 0. Para isso, defina

g(x) =
1

Hφ

(cos d(x, x0)− cos r) =
1

Hφ

σ(x).

Claramente temos que g(x) ≤ 0 para todo x ∈ A(M) ∩ Ω. Em particular,

g(x) ≤ 0 para todo x ∈ M . De fato,

∀x ∈ A(M) ∩ Ω, d(x, x0) ≥ r

de modo que

cos d(x, x0) ≤ cos r.

Da mesma forma, concluímos que g(x) ≥ 0 ∀x ∈ Br(x0) ∩ Ω. De fato,

∀x ∈ Br(x0) ∩ Ω, d(x, x0) ≤ r

de modo que

cos d(x, x0) ≥ cos r.

Daí temos ∫

Ω

v2 ≥
∫

Br(x0)∩Ω

v2 ≥
∫

Br(x0)∩Ω

g2 =
1

H2
φ

Γφ
Ω,

pois

Γφ
Ω =

∫

Br(x0)∩Ω

(cos d(x, x0)− cos r)2 .

Assim, temos que (39) fica

1 ≥ n(n− 1)kδ1A(M)Γφ
Ω

V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]H2
φ

(41)

e, portanto,

δ1 ≤
V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]H2

φ

n(n− 1)kA(M)Γφ
Ω

, (42)

como queríamos mostrar.
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¤

Corolário 1. Seja I(Ω) como definimos em (8). Com as mesmas hipóteses

do Teorema 3,

δ1 ≤ V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]I(Ω)

n(n− 1)kA(M)

e também

δ1 ≤ V (Ω)I(Ω)

nk
.

Prova.

A estimativa (42) é verdadeira para todo
H2

φ

Γφ
Ω

∈ X. Em particular, é ver-

dadeira para I(Ω) = inf X.

Portanto,

δ1 ≤ V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]I(Ω)

n(n− 1)kA(M)
,

e, além disso,

δ1 ≤ V (Ω)I(Ω)

nk
,

pois H0 ≥ 0.

¤

Corolário 2. Seja Ω como no Teorema 3 e Γφ
Ω como definimos em (4). Se

Ωn ⊂ Sn e φ(x) = x então o primeiro autovalor δ1 do laplaciano de M

satisfaz

δ1 ≤ nV (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]

(n− 1)A(M)Γφ
Ω

e, além disso, como H0 ≥ 0 temos
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δ1 ≤ nV (Ω)

Γφ
Ω

.

Prova.

Por (40) e como r = m− n = 0, temos

−→
H φ(x) =

(
n∑

i=1

〈∇Ei
x,Ei

〉
)

x

= nx.

Portanto,

Hφ = sup
x∈Sn

|−→H φ(x)| = n.

Basta substituir Hφ = n no Teorema 3 e, juntamente com o fato de que k = 1

em Sn, conclui-se a prova do corolário.

¤

Corolário 3. Com as mesmas hipóteses do Teorema 3, sejam φ(x) = x e

Ωn ⊂ Sn. Então Γφ
Ω (como definimos em (4)) satisfaz

Γφ
Ω ≤

V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]

(n− 1)A(M)

.

Prova.

Como δ1 ≥ n e pelo Corolário (3) temos

n ≤ δ1 ≤ [(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]nV (Ω)

(n− 1)A(M)Γφ
Ω

,

de onde vem que

1 ≤ [(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]V (Ω)

(n− 1)A(M)Γφ
Ω

,
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e, portanto,

Γφ
Ω ≤

V (Ω)[(n− 1)A(M)− nH0V (Ω)]

(n− 1)A(M)
.

¤

Seja fp como definimos em (10). O laplaciano de fp é dado por

∆fp = −nfp.

De fato, considerando {Ei}n
i=1 referencial ortonormal de TxSn temos

∆fp =
n∑

i=1

〈∇Ei
grad(fp), Ei

〉

=
n∑

i=1

n∑
j=1

〈− 〈Ej, p〉x− 〈x, p〉Ej, Ei〉

=
n∑

i=1

−〈x, p〉

= −nfp

(43)

pois grad(fp) = p−
n∑

j=1

〈x, p〉Ei.

Lema 1. Sejam Ωn ⊂ Sn, M = ∂Ω. Considere a função fp : Sn → R,

fp(x) = 〈x, p〉 , x, p ∈ Sn e zp = fp

∣∣∣
M
. Então

∆zp = −(n− 1)zp − 〈η, p〉H.

Prova.

Seja x ∈ M e considere {Ei}n−1
i=1 uma base ortonormal de TxM (lembre que

estamos identificando x com sua imagem por φ).
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Podemos estender cada Ei para uma vizinhança V ⊂ U de x tal modo que

{Ei}n−1
i=1 seja um referencial ortonormal geodésico de M em x. Em particular,

∇̃Ei
Ej(x) = 0 onde ∇̃ é a conexão riemanniana de M . Estendemos os

campos Ei a campos ortonormais Fi em uma vizinhança de x em Sn e, a

seguir, fazemos uma extensão radial desta extensão a campos ortonormais

Gi em uma vizinhança W de x em Rn+1, ou seja,

Gi(q) = Fi(q/||q||).

Para simplificar a escrita, denotaremos Gi = Fi = Ei. Assim, em particular,

〈Ei(q), q〉 = 0 para todo q ∈ W.

Do fato de que {Ei}n−1
i=1 é geodésico em x temos que

∆zp(x) =
n−1∑
i=1

Ei(Ei(zp(x))).

Note que, para cada i, Ei(f) = 〈Ei, p〉. De fato, seja α : I ⊂ R −→ Rn+1

uma curva diferenciável tal que α(0) = x e α′(0) = Ei. Então

Ei(zp) = Ei(zp ◦ α) =

〈
d

dt
α(t)

∣∣∣
t=0

, p

〉
= 〈Ei, p〉 .

Segue-se que

Ei(Ei(zp)) =
〈∇Ei

Ei, p
〉

+
〈
Ei,∇Ei

p
〉

=
〈∇Ei

Ei, p
〉

onde ∇ denota a conexão riemanniana do Rn+1. Denotando por ( )T a pro-

jeção ortogonal do Rn+1 sobre TSn, temos

∇Ei
Ei =

(∇Ei
Ei

)T

e
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(∇Ei
Ei

)N
(x) =

〈∇Ei
Ei, x

〉
x, x ∈ M.

Derivando ambos lados de 〈Ei(y), y〉 = 0, em relação à Ei, y ∈ W, obtemos

0 =
〈∇Ei

Ei, y
〉

+
〈
Ei(y),∇Ei

y
〉

=
〈∇Ei

Ei, y
〉

+ 〈Ei(y), Ei(y)〉
= 〈∇Ei

Ei, y〉+ 1.

Em particular

〈∇Ei
Ei, x〉 = −1.

Logo

Ei(Ei(zp))(x) =
〈∇Ei

Ei(x), p
〉

=
〈(∇Ei

Ei

)T
(x) +

(∇Ei
Ei

)N
(x), p

〉

= 〈∇Ei
Ei, p〉 − 〈x, p〉

= 〈∇Ei
Ei, p〉 − zp.

Assim, obtemos

∆zp(x) = −(n− 1)zp +
n−1∑
i=1

〈∇Ei
Ei, p〉 .

Temos
〈∇Ei

Ei, p〉 =
〈
(∇Ei

Ei)
T , p

〉
+

〈
(∇Ei

Ei)
⊥ , p

〉

=
〈
(∇Ei

Ei)
⊥ , p

〉

= 〈〈∇Ei
Ei, η〉 η, p〉

= −Bη(Ei, Ei) 〈η, p〉 ,
e, portanto,
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n∑
i=1

〈∇Ei
Ei, p〉 = −〈η, p〉H.

Assim, temos

∆zp = −(n− 1)zp − 〈η, p〉H.

¤

Lema 2. Existe p ∈ Sn tal que
∫

M

zp = 0, onde zp(x) = 〈x, p〉.

Prova.

Seja p0 ∈ Sn. Considere uma curva contínua γ : [0, 1] → M tal que γ(0) = p0

e γ(1) = −p0. Então, a curva

h(t) =

∫

M

zγ(t)

é contínua e satisfaz h(0) = −h(1). De fato,

h(0) =

∫

M

zγ(0) =

∫

M

〈x, p0〉

h(1) =

∫

M

zγ(1) =

∫

M

〈x,−p0〉.

Portanto, por continuidade, existe t0 ∈ [0, 1] tal que h(t0) = 0.

Tome p = γ(t0) e isto conclui a prova da afirmação acima.

¤

Para todo p ∈ Sn tal que
∫

M

zp = 0, temos que

∫

M

| grad(zp)|2 ≥ λ1

∫

M

z2
p ,

onde λ1 é o primeiro autovalor positivo do laplaciano de M .

Sejam α ∈ R, Z e H como definimos em (9), (11) e (12) respectivamente.
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Teorema 4. Seja Ωn ⊂ Sn, tal que ∂Ω = M . Com as definições acima,

temos

αλ1Z ≤ 2A(M)1/2
(
(n− 1)A(M)1/2 +H)

+ n(n− 1)
(
V (Ω)− V (Ω)1/2

)

+

[
2

(
A(M)

n

)1/2 (
(n− 1)A(M)1/2 +H)

+ (n− 1)(2V (Ω)1/2 − 1)

]
δ

+
n− 1

n
δ2.

(44)

Prova.

Seja p0 tal que
∫

M

z2
p0
≤

∫

M

z2
p ∀p ∈ Sn tal que

∫

M

zp = 0. Considere a

função h := fp0 + u, onde u é uma auto-função do laplaciano de Ω, conforme

(1) e u
∣∣∣
M

= 0. Note que h
∣∣∣
M

= zp0 .

A partir de agora, denotaremos fp0 simplesmente por fp.

Do Teorema 7 temos que

n− 1

n

∫

Ω

(∆h)2 ≥
∫

Ω

RicΩ(grad(h), grad(h)) +

∫

M

Bη(grad(zp), grad(zp))

+

∫

M

〈grad(fp) + grad(u), η〉 [2∆zp + 〈grad(fp) + grad(u), η〉H] .

(45)

Como

∆h = ∆u + ∆fp = −δu− nfp,

temos

(n− 1)

n

∫

Ω

(∆h)2 =
(n− 1)

n

∫

Ω

[
δ2u2 + 2nδufp + n2f 2

p

]
. (46)

Suponha que
∫

Ω

u2 = 1. Daí temos

(n− 1)

n

∫

Ω

(∆h)2 =
n− 1

n
δ2 + 2(n− 1)δ

∫

Ω

ufp + n(n− 1)

∫

Ω

f 2
p . (47)
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Além disso,
∫

Ω

RicΩ (grad(u + fp), grad(u + fp)) = (n− 1)

∫

Ω

| grad(u + fp)|2

= (n− 1)

∫

Ω

| grad(u)|2

+2(n− 1)

∫

Ω

〈grad(u), grad(fp)〉

+(n− 1)

∫

Ω

| grad(fp)|2,

de onde vem que (veja (64))

∫

Ω

RicΩ (grad(u + fp), grad(u + fp)) = (n− 1)δ

∫

Ω

u2 − 2(n− 1)

∫

Ω

u∆fp

+(n− 1)

∫

Ω

| grad(fp)|2

≥ (n− 1)δ + 2n(n− 1)

∫

Ω

ufp.

(48)

Como h
∣∣∣
M

= zp, temos

∫

M

Bη(grad(zp), grad(zp)) =

∫

M

|grad(zp)|2Bη

(
grad(zp)

| grad(zp)| ,
grad(zp)

| grad(zp)|
)

≥ α

∫

M

| grad(zp)|2

≥ αλ1

∫

M

z2
p

= αλ1Z.

(49)
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Temos ainda
∫

M

〈grad(fp) + grad(u), η〉[2∆zp] + 〈grad(fp) + grad(u), η〉2H ≥

≥
∫

M

〈grad(fp), η〉[2∆zp] + 〈grad(u), η〉[2∆zp]

= −2

∫

M

(ν + ν)((n− 1)zp + 〈η, p〉H)

(50)

onde ν = 〈grad(fp), η〉 e ν = 〈grad(u), η〉.
Sabemos que, dadas duas funções f, g : M −→ R, por Cauchy-Schwarz temos

−
∫

M

fg ≥ −
∣∣∣∣
∫

M

fg

∣∣∣∣ ≥ −
(∫

M

f 2

)1/2 (∫

M

g2

)1/2

.

Fazendo f = ν + ν e g = (n− 1)zp + 〈η, p〉H temos

−2

∫

M

(ν + ν)((n− 1)zp + 〈η, p〉H)

≥ −2

(∫

M

(ν + ν)2

)1/2 (∫

M

((n− 1)zp + 〈η, p〉H)2

)1/2

.

onde

∫

M

(ν + ν)2 =

∫

M

ν2 +

∫

M

ν2 + 2

∫

M

νν

=

∫

M

|〈grad(fp), η〉|2 +

∫

M

|〈grad(u), η〉|2 + 2

∫

M

〈grad(u), η〉〈grad(fp), η〉

≤
∫

M

| grad(fp)|2 +

∫

M

| grad(u)|2 + 2

∣∣∣∣
∫

M

〈grad(u), η〉〈grad(fp), η〉
∣∣∣∣

≤
∫

M

| grad(fp)|2 +

∫

M

| grad(u)|2

+2

(∫

M

|〈grad(u), η〉|2
)1/2 (∫

M

|〈grad(fp), η〉|2
)1/2

≤
∫

M

| grad(fp)|2 +

∫

M

| grad(u)|2 + 2

(∫

M

| grad(u)|2
)1/2 (∫

M

| grad(fp)|2
)1/2

=

((∫

M

| grad(u)|2
)1/2

+

(∫

M

| grad(fp)|2
)1/2

)2

(51)
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Como
∫

M

| grad(u)|2 ≤
∫

M

(
δ2

n
− H0δ

2

(n− 1)A(M)

(∫

Ω

u

)2
)

= δ2

(
A(M)

n
− H0

(n− 1)

(∫

Ω

u

)2
)

≤ δ2A(M)

n

(52)

e, além disso,

∫

M

| grad(fp)|2 ≤ A(M),

temos ∫

M

(ν + ν)2 ≤
(

δ

(
A(M)

n

)1/2

+ A(M)1/2

)2

= A(M)

(
δ

(
1

n

)1/2

+ 1

)2 (53)

Portanto,

∫

M

〈grad(fp) + grad(u), η〉[2∆zp] + 〈grad(fp) + grad(u), η〉2H

≥
∫

M

〈grad(fp) + grad(u), η〉[2∆zp]

≥ −2A(M)1/2

(
δ

(
1

n

)1/2

+ 1

)

(
(n− 1)2

∫

M

z2
p + 2(n− 1)

∫

M

〈η, p〉Hzp +

∫

M

〈η, p〉2H2

)1/2

(54)

Note que
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∣∣∣ (n− 1)2

∫

M

z2
p + 2(n− 1)

∫

M

〈η, p〉Hzp +

∫

M

〈η, p〉2H2
∣∣∣ ≤

≤ (n− 1)2

∫

M

z2
p + 2(n− 1)

∫

M

|zp|H +

∫

M

H2

≤ (n− 1)2

∫

M

z2
p + 2(n− 1)

(∫

M

z2
p

)1/2 (∫

M

H2

)1/2

+

∫

M

H2

= (n− 1)2A(M) + 2(n− 1)A(M)1/2

(∫

M

H2

)1/2

+

∫

M

H2

=

(
(n− 1)A(M)1/2 +

(∫

M

H2

)1/2
)2

(55)

Por hora, substituindo (47), (48), (49) e (55) em (45) obtemos:

n− 1

n
δ2 + 2(n− 1)δ

∫

Ω

ufp + n(n− 1)

∫

Ω

ufp + n(n− 1)

∫

Ω

f 2
p

≥ (n− 1)δ + 2(n− 1)n

∫

Ω

ufp + αλ1Z

−2A(M)1/2

(
δ

(
1

n

)1/2

+ 1

)(
(n− 1)A(M)1/2 +

(∫

M

H2

)1/2
)

(56)

que podemos reescrever como

n− 1

n
δ2 ≥ −(n− 1)[2δ − n]

∫

Ω

ufp − n(n− 1)

∫

Ω

f 2
p + (n− 1)δ + αλ1Z

−2A(M)1/2

(
δ

(
1

n

)1/2

+ 1

)(
(n− 1)A(M)1/2 +

(∫

M

H2

)1/2
)

.

(57)

Temos ∫

Ω

f 2
p ≤ V (Ω),
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e ainda ∫

Ω

ufp ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

ufp

∣∣∣∣

≤
(∫

Ω

u2

)1/2 (∫

Ω

f 2
p

)1/2

=

(∫

Ω

f 2
p

)1/2

≤ V (Ω)1/2

(58)

de onde vem que

−
∫

Ω

ufp ≥ −V (Ω)1/2.

Como 2δ − n ≥ 0, substituindo em (57) temos

n− 1

n
δ2 ≥ −(n− 1)[2δ − n]V (Ω)1/2 − n(n− 1)V (Ω) + (n− 1)δ + αλ1Z

−2A(M)1/2

(
δ

(
1

n

)1/2

+ 1

)(
(n− 1)A(M)1/2 +

(∫

M

H2

)1/2
)

,

(59)

que é equivalente a

αλ1Z ≤ 2A(M)1/2
(
(n− 1)A(M)1/2 +H)

+ n(n− 1)
(−V (Ω)1/2 + V (Ω)

)

+

[
2

(
A(M)

n

)1/2 (
(n− 1)A(M)1/2 +H)

+ (n− 1)(2V (Ω)1/2 − 1)

]
δ

+
n− 1

n
δ2.

(60)

¤

Teorema 5. Seja Ω variedade riemanniana compacta tal que ∂Ω = M . Se

H ≥ H0 ≥ 0 e RicΩ ≥ 0, então

A(M) ≥ n

n− 1
H0V (Ω).
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Prova.

De fato, seja f = 1 em (27). Temos
∫

Ω

f 2 = V (Ω)

e, além disso, (∫

Ω

f

)2

= V (Ω)2.

Portanto, temos de (33) que

V (Ω) ≥ nH0

(n− 1)A(M)
V (Ω)2,

de onde vem que

V (Ω)

[
1− nH0V (Ω)

(n− 1)A(M)

]
≥ 0.

Em particular, temos

1− nH0V (Ω)

(n− 1)A(M)
≥ 0,

e, portanto,

A(M) ≥ n

n− 1
H0V (Ω).

¤
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4 Teoremas Utilizados

Os resultados abaixo foram usados para demonstrar os teoremas do capítulo

3. O primeiro deles é o teorema da divergência:

Teorema 6. Se X é um campo de vetores diferenciável em Ω, então

∫

Ω

div X(p)ω =

∫

∂Ω

〈X, η〉σ (61)

onde ω é a forma volume de Ω, σ é a forma volume de ∂Ω com relação à

orientação induzida por Ω e η o campo de vetores unitário, normal exterior

a ∂Ω em Ω.

Teorema 7. [Reilly] Seja Ω uma variedade compacta de dimensão n com

bordo M = ∂Ω. Suponha que u é uma função definida em Ω satisfazendo

∆u = g em Ω e u|M = z. Então
∫

Ω

[
g2 − |Hess(u)|2 − RicΩ(grad(u))

]
=

=

∫

M

[ν(∆z + Hν) − 〈grad(ν), grad(z)〉 + Bη(grad(z), grad(z))]

onde H e B(grad(z), grad(z)) denotam, respectivamente, a curvatura média

não normalizada e a segunda forma fundamental de M em relação ao normal

exterior unitário η, ν = 〈grad(u), η〉 e RicΩ(grad(u)) é a curvatura de Ricci

de Ω na direção de grad(u).

A demonstração desse resultado encontra-se em [5]. Precisamente, usamos

uma consequência do Teorema 7, que é o seguinte corolário:

Corolário 4. Sejam Ω e u como no Teorema 7. Então

n− 1

n

∫

Ω

g2 ≥
∫

Ω

RicΩ(grad(u) +

∫

M

[ν(2∆z + Hν) + Bη(grad(z), grad(z))]
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Antes de enunciar o próximo resultado, note que se f ∈ C2(Ω)∩C0(Ω), x ∈ Ω

e α : (−ε, ε) → Ω é uma curva satisfazendo α(0) = x e α′(0) = E ∈ TxΩ

então considerando uma extensão paralela de E ao longo de α temos

E(E(f))(x) = E(〈grad(f), E〉)(x)

=
〈∇E grad(f), E

〉
(x) +

〈
grad(f),∇EE

〉
(x)

=
〈∇α′(0) grad(f)(x), α′(0)

〉
.

Por outro lado,

d2f

dt2
(α(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
d

dt
(α(t))

) ∣∣∣
t=0

=
d

dt
(〈grad(f), α′(t)〉)

∣∣∣
t=0

=
〈∇α′(0) grad(f)(x), α′(0)

〉
+

〈
grad(f)(x),∇α′(0)α

′(0)
〉

=
〈∇α′(0) grad(f)(x), α′(0)

〉
,

pois α′(0) e grad(f)(x) são tangentes a Ω.

Com isso temos

E(E(f))(x) =
d2f

dt2
(α(t))

∣∣∣
t=0

.

Vamos nos referir ao teorema abaixo como o princípio do máximo (mínimo)

para funções subharmônicas (superharmônicas):

Teorema 8. Ω variedade compacta com bordo. Se f ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) é

superharmônica (subharmônica) então

sup
Ω

f = sup
∂Ω

f (inf
Ω

f = inf
∂Ω

f).

Prova.
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Seja x0 ∈ Ω tal que f(x0) = sup
Ω

f . Se x0 ∈ ∂Ω o teorema está demonstrado.

Suponha que x0 ∈ Ω\∂Ω e defina

U = {U ⊆ Ω | x0 ∈ U, U aberto e sup
∂Ω

f = f(x0)}. (62)

Afirmação 1. Se U ⊆ Ω é aberto e ∆f > 0 (∆f < 0) em U então sup
U

f =

sup
∂U

f (inf
U

f = inf
∂U

f).

Prova.

Se y0 ∈ U tal que f(y0) = sup
U

f . Daí temos grad(f)(y0) = 0. Logo tomando

{Ei} referencial ortonormal geodésico em y0, temos que

∆f(y0) =
n∑

i=1

Ei(Ei(f))(y0) =
d2f

dt2
(α(t)) ≤ 0

o que contradiz a hipótese de que ∆f > 0, logo existe um aberto em torno de

y0 tal que ∆f > 0. Analogamente, fazendo f(y0) = inf
U

f prova-se que existe

um aberto tal que ∆f < 0 e isto conclui a prova da afirmação.

Vamos mostrar que U 6= ∅.
(i)Se ∆f(x0) > 0 (∆f(x0) < 0), pela afirmação anterior ok.

(ii)Se ∆f(x0) = 0 tome B bola normal centrada em x0 e defina

v : B → R

v : x 7→ (d(x, x0))
2 = | exp−1

x0
x|2

Daí temos que

0 ≤ v(x0) ≤ v(x) ∀x ∈ B,

pois d(x0, x0) = 0. Daí temos que x0 é um mínimo, logo grad(v)(x0) = 0.

37



Como

E(E(v))(x0) =
d2

dt2
v(α(t))

∣∣∣
t=0

tome α(t) = expx0
tE(x0). Daí temos v(α(t)) = |tE(x0)|2 = t2, E(E(v)) = 2

e ainda

∆v(x0) =
n∑

i=1

Ei(Ei(v))(x0) = 2n > 0

de modo que

∆(f + εv)(x0) > 0 (∆(f − εv)(x0) < 0) .

Daí, pela Afirmação 1 temos que existe U tal que

sup
U

(f + εv) = sup
∂U

(f + εv)
(
inf
U

(f − εv) = inf
∂U

(f − εv)
)

.

Por outro lado

f(x0) = f(x0) + εv(x0) = sup
U

(f + εv)

(
f(x0) = f(x0)− εv(x0) = inf

U
(f − εv)

)

Fazendo ε = 0 temos que f(x0) = sup
∂U

f
(
f(x0) = inf

∂U
f
)
e , portanto, U ∈ U .

Afirmação 2. Toda cadeia totalmente ordenada de U admite elemento ma-

ximal.

Prova.

De fato, seja {Ui}i∈I enumerável

onde U1 ⊆ U2 ⊆ ... tais que f(x0) = sup
∂Ui

f

(
f(x0) = inf

∂Ui

f

)
.

Vamos mostrar que V :=
∞⋃
i=1

Ui ∈ U .
Pela própria definição de V temos que V é aberto e x0 ∈ V . Basta mostrar

que sup
∂V

f = f(x0)
(
inf
∂V

f = f(x0)
)
.
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Como ∂Ui é compacto, ∃ xi ∈ ∂Ui tal que f(xi) = f(x0). Por outro lado, V é

compacto, logo existe uma subsequência convergente (xik) de (xi) convergente

em V , isto é, xnk
→ x e f(x) = lim

ik→∞
f(xik) = f(x0).

Se x ∈ ∂V a demonstração está concluída. Suponha que x ∈ V \∂V . Então

∃ i tal que x ∈ Ui\∂Ui, isto é, ∃ δ > 0 tal que Bδ(x) ⊂ Ui ⊂ Un ∀n ≥ i, de

modo que d(x, ∂Un) > δ ∀ n ≥ i, ou seja, d(x, xik) > δ, o que contradiz o

fato de que (xik) converge.

Resta mostrar que se U é um elemento maximal de U então U = Ω. Suponha

que U  Ω. Então existe y0 ∈ ∂U tal que f(x0) = f(y0). Seja W = Bδ(x) ⊂
Ω. Então U ∪ W ∈ U , o que contradiz a maximalidade de U e conclui a

prova do Teorema 8.

¤

Dada u ∈ C∞
0 (Ω), por uma propriedade do divergente temos

div(u grad(u)) = u∆u + | grad(u)|2,

de onde vem que ∫

Ω

u∆u + | grad(u)|2 = 0. (63)

Note que

∆u = −δu ⇔ u∆u = −δu2 ⇔
∫

Ω

u∆u = −δ

∫

Ω

u2.

Por (63) temos

∫

Ω

u∆u = −
∫

Ω

| grad(u)|2,

logo

∆u = −δu ⇔ δ =

∫

Ω

| grad(u)|2
∫

Ω

u2

. (64)
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O quociente R(u) =

∫

Ω

| grad(u)|2
∫

Ω

u2

é conhecido como quociente de Rayleigh-

Ritz.

Afirmação 3. O primeiro autovalor δ1 do laplaciano de Ω pode ser caracte-

rizado como

δ1 = inf{R(u)|u ∈ C∞
0 (Ω)\{0}}.

Este ínfimo existe pois R(u) ≥ 0. Para provar que este ínfimo é realizado por

uma função u ∈ C∞
0 (Ω) é necessário considerar o completamento de C∞

0 (Ω)

com a norma ‖.‖1 dada por ‖u‖1 =

∫

Ω

u2 +

∫

Ω

| grad(u)|2. Este espaço é

chamado espaço de Sobolev e denotado por H1
0 (Ω). A norma ‖.‖1 é escolhida

para que a inclusão de (H1
0 (Ω), ‖.‖1) em (L2(Ω), ‖.‖) seja compacta e, da

análise funcional, possamos concluir que de fato existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

R(u) = δ (aqui, consideramos ‖u‖ =

(∫

Ω

u2

)1/2

). Uma demonstração destes

fatos pode ser vista em [1].

O espaço E = {u ∈ H1
0 (Ω) | R(u) = δ} é caracterizado como

u ∈ E ⇔
∫

Ω

〈grad(u), grad(v)〉 = δ

∫

Ω

〈u, v〉 .

Da teoria de equações diferenciais parciais elípticas é possível concluir que

E ⊂ C∞
0 (Ω).
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