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RESUMO

LINN, R. V. Otimizacdo de Forma de Cascas Axissimétricas utilizando Diferenciacao
Automatica. 2010. 92 f. Trabalho de Diplomacédo (Graduagdo em Engenharia Civil) —
Departamento de Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre.

Cascas constituem um tipo de estrutura que possui uma vasta quantidade de aplicagdes,
incluindo, por exemplo, fuselagens de avides e submarinos, silos metalicos, coberturas de
hangares, estruturas de prédios e componentes automotivos e aeroespaciais. Os grandes vaos
possiveis de serem cobertos, baixo peso e alta rigidez sdo algumas das vantagens obtidas com
0 emprego deste tipo de estrutura. A industria moderna, a tecnologia e a alta competitividade
tém requerido destas estruturas uma performance estrutural cada vez maior, a qual pode ser
obtida com otimizacdo tanto topoldgica quanto de forma. No caso de estruturas de cascas, a
rigidez depende da geometria da casca e tanto sua forma gquanto sua espessura governam a
resposta estrutural da mesma. Neste sentido, uma otimizacdo da forma se faz necessaria para
melhorar o desempenho estrutural de cascas. A otimizagdo de forma de cascas lida com a
modificacdo da estrutura, usando um algoritmo de otimizacéo e a analise estrutural, sendo que
areas distintas sdo acopladas, estabelecendo um sistema de otimizacdo estrutural. Tanto a
precisdo quanto a eficiéncia da otimizacdo depende de todas estas areas. No presente trabalho
é proposta uma otimizacdo de forma de cascas axissimétricas isotropicas utilizando uma
descricdo da geometria através da parametrizacdo NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines),
com um algoritmo Programacdo Quadratica Sequencial (Sequential Quadratic Programming
— SQP) para a otimizacdo e Diferenciacdo Automatica (Automatic Differentiation — AD) para

a analise de sensibilidade.

Palavras-chave: otimizagdo de forma; cascas axissimétricas;
NURBS; diferenciacdo automatica.



ABSTRACT

LINN, R. V. Otimizacdo de Forma de Cascas Axissimétricas utilizando Diferenciacdo
Automatica. 2010. 92 f. Trabalho de Diplomacédo (Graduagdo em Engenharia Civil) —
Departamento de Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre.

Shape Optimization of Axisymmetric Shells using
Automatic Differentiation

In structural mechanics, shells are a type of structure having a wide range of applications,
including, for example, submarines and aircraft fuselages, metallic silos, roofs of hangars,
building structures, automotive and aerospatial components. Large spans roofs, low weight
and high stiffness are some of the advantages obtained using such structural type. Modern
industry, technology and high competitiveness require from these structures an increasing
performance, which may be obtained with both, topology and shape optimization. In the case
of shell structures, the stiffness depends on the geometry and their shapes govern the
structural response. Then, shape optimization is necessary to improve the structural behavior
of the shell. Shape optimization of shells deals with the modification of the structure using an
optimization algorithm and structural analysis, and different areas must be coupled together to
establish a structural optimization system. Both, the accuracy and efficiency of the
optimization depends on all these areas. In this work, shape optimization of isotropic
axisymmetric shells, using a geometry description by NURBS (Non-Uniform Rational B-
Splines), with a Sequential Quadratic Programming algorithm (SQP) and Automatic

Differentiation (AD) for the sensitivity analysis, is proposed.

Keywords: shape optimization; axisymmetric shells; NURBS; automatic differentiation.
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1 INTRODUCAO

As pessoas otimizam. As induastrias visam maximizar a eficiéncia de seus projetos e a
operacdo de seus processos produtivos. Investidores buscam minimizar seus riscos.

Engenheiros adaptam parametros para otimizar a performance de seus projetos.

A natureza otimiza. Sistemas fisicos tendem a um estado de minima energia. As moléculas
em um sistema quimico isolado reagem umas com as outras até que toda a energia potencial
de seus elétrons seja minimizada. Raios da luz solar seguem o caminho que minimiza seu

tempo de viagem.

A otimizacéo é uma ferramenta importante na Ciéncia, na Engenharia e na analise de sistemas
fisicos. Para utilizar esta ferramenta, precisa-se primeiramente identificar um objetivo, que é
uma quantidade que mede a performance do sistema em estudo. Este objetivo pode ser o
lucro, o tempo, a energia potencial ou qualquer outra combinagdo de quantidades que podem
ser representadas por uma uUnica funcdo (funcional). O objetivo depende de certas
caracteristicas do sistema, chamadas variaveis. A intencdo € encontrar valores para estas
variaveis, tais que otimizam o objetivo. Muitas vezes, as variaveis tém restricdes de alguma

forma.

Uma vez que o modelo tenha sido formulado, um algoritmo de otimizagdo pode ser utilizado
para encontrar sua solucdo, geralmente com a ajuda de um computador. Praticamente nao
existem algoritmos de otimizacdo universal, mas sim uma colecdo de algoritmos, cada um dos
quais é adaptado a um caso particular de otimizacdo (alguns algoritmos UFO — Universal
Functional Optimization, entretanto, sdo ditos universais). A responsabilidade de escolher o
algoritmo apropriado para uma aplicacdo especifica geralmente recai sobre o usuario. Esta
escolha é muito importante e pode determinar se o problema sera resolvido eficientemente e,

sobre tudo, se a solucdo sera encontrada.

Projetar uma estrutura melhor é o desejo de todos os engenheiros estruturais. Nos tempos
passados, 0s projetos eram aprimorados por engenheiros habeis através das experiéncias
adquiridas durante varias geracdes. Hoje em dia, as limitagbes de recursos, competicGes

tecnoldgicas e problemas contextuais adicionam um novo impulso ao desenvolvimento da

Renato Vaz Linn. Trabalho de Diplomac&o. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2010



21

otimizagdo estrutural. A otimizagdo estrutural consiste em obter a melhor performance
estrutural possivel para uma dada aplicacdo, sobre certas condigdes e restricbes, como por
exemplo, o melhor aproveitamento dos materiais. Alguns exemplos que se pode citar sédo a
otimizacdo de perfis aerodindmicos que fornecam menor arrasto, de perfis metalicos para que
gerem 0 menor peso possivel e a de materiais compdsitos para adquirirem uma orientacéo de
suas fibras, bem como nUmero e espessura das laminas, na qual sua resisténcia seja

maximizada.

Entre os diversos tipos de estruturas a serem otimizadas, o presente trabalho aborda o caso
especifico das cascas axissimétricas. Cascas constituem um tipo especial de estrutura,
podendo ser compreendidas como superficies curvas cuja espessura seja pequena em relacdo
as outras dimensdes. Elas apresentam uma performance estrutural excelente e, em muitos
casos, arquitetonicamente belas. Sdo utilizadas em diversas aplicacdes, como fuselagens de
avides e de submarinos, silos metalicos, coberturas, reservatorios, prédios, etc. Pode-se citar
como vantagens a leveza, a rigidez e a possibilidade de manipulacdo geométrica na sua
concepcao e, como desvantagens, o custo muitas vezes elevado e as dificuldades construtivas,
em alguns casos. A geometria de uma estrutura deste tipo infere diretamente na eficiéncia
global da estrutura, portanto, a otimizagdo da performance estrutural de cascas recai sobre a
otimizacdo de sua forma, incluindo sua espessura, 0 que justifica a abordagem de otimizacao

sobre a forma da casca adotada no presente trabalho.

A otimizacdo de forma de cascas lida com a modificacdo da geometria da estrutura, a
programacdo matematica para o algoritmo de otimizacdo e a andlise estrutural. Estas areas
devem ser acopladas, estabelecendo um sistema de otimizacgdo estrutural. Tanto a eficiéncia
quanto a precisao da otimizacdo depende de todas estas areas.

Neste trabalho, a otimizacdo de forma de cascas axissimétricas isotropicas é proposta
utilizando uma descricdo paramétrica da superficie através de Non-Uniform Rational Basis
Spline (NURBS), com um algoritmo de Programacdo Quadratica Sequencial (Sequential
Quadratic Programming — SQP) e utilizando Diferenciacdo Automatica (Automatic

Differentiation — AD) para a analise de sensibilidade.

Para a analise estrutural, uma abordagem por elementos finitos, utilizando um elemento CST
(Constant Stress Triangle) axissimétrico para casos de analise linear estatica, foi

implementada. Uma discretizacdo adequada da malha é também importante para o

Otimizagdo de Forma de Cascas Axissimétricas utilizando Diferenciacdo Automatica
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fornecimento de valores numéricos corretos sem grandes erros associados para o algoritmo de
otimizag&o, os quais poderiam gerar solugdes Gtimas incorretas. Os fundamentos bésicos da

analise estrutural via elementos finitos sdo abordados no capitulo 3 do presente trabalho.

O método de otimizacdo matematica deve ser escolhido, como dito anteriormente, baseado na
aplicacdo especifica. Certos procedimentos de otimizacdo podem lidar bem com alguns tipos
de problemas, mas podem também ser insatisfatorios ou simplesmente ndo conseguirem lidar
com outros tipos de problemas de otimizacdo. Para otimizacdo de forma de cascas, as
restricbes geométricas utilizadas sobre as varidveis sdo geralmente altamente ndo-lineares.
Neste sentido, um algoritmo SQP foi escolhido para o presente trabalho. O método SQP é um
algoritmo robusto para otimizacdo deterministica ndo-linear de varidveis continuas. Este
algoritmo utiliza avaliacdes da funcao objetivo, das restri¢cBes, assim como de suas respectivas
derivadas para guiar seu procedimento iterativo de busca pela solucdo 6tima. Para melhor
compreensdo do método SQP e da teoria que fundamenta a otimizacdo, o capitulo 4 foi
organizado no intuito de expor tais conceitos basicos.

Uma representacdo suave e precisa da geometria € muito importante quando € a forma da
estrutura que deve ser encontrada e modificada. Uma parametrizacdo NURBS promove uma
descricdo de facil manipulacdo da geometria e pode representar precisamente formas
complexas através de uma implementacdo matematica eficiente. Para o propdsito de
otimizacdo de forma, NURBS se torna muito adequado devido ao féacil controle da forma da
geometria através dos chamados pontos de controle e da utilizacdo de coordenadas
homogéneas, promovendo a representacdo de praticamente qualquer geometria. O estudo
sobre os fundamentos matematicos que definem superficies NURBS é abordado no capitulo 5
deste trabalho.

A analise de sensibilidade da estrutura pode ser realizada analiticamente, semi-analiticamente
ou numericamente. Analises analiticas requerem uma matematica complexa e laboriosa,
sendo muitas vezes dificeis de serem explicitadas, ou a solugéo analitica pode simplesmente
ndo existir explicitamente. A analise de sensibilidade através de procedimentos numéricos
(como o método das diferencas finitas) requer calculos extras e pode gerar valores imprecisos,
principalmente para funcbes altamente ndo-lineares. O método semi-analitico situa-se em
algum ponto entre estes dois, sendo analitico até certo ponto, mas com algumas simplificacdes

adotadas para o respectivo calculo. A diferenciacdo automatica (AD) consiste de um método
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numerico-computacional para o calculo de derivadas de fungdes que gera a solugdo com
precisdo analitica, porém efetuada de forma numérica. O método se baseia no fato que toda e
qualquer funcdo, ndo importa 0 qudo complicada seja, pode ser desmembrada em partes
elementares, as quais sdo analiticamente diferenciaveis. Utilizando a regra da cadeia €
possivel obter as derivadas de uma funcgdo atraves da diferenciacdo de cada uma destas partes
elementares com relagdo a anterior. No presente trabalho, a AD foi implementada para o
calculo das derivadas utilizadas pelo método SQP, promovendo uma computacao rapida e
precisa das mesmas. O capitulo 6 contém a descricdo do método AD, envolvendo a teoria

basica numérico-computacional.

O capitulo 7 contém a descricdo da implementacdo do procedimento de otimizagdo estrutural,
bem como do funcionamento do algoritmo de otimizacdo. Exemplos de aplicacGes,

comparac0es e analise dos resultados obtidos sdo tratados no capitulo 8 deste trabalho.
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2 METODO DE PESQUISA

O método de pesquisa utilizado no trabalho é descrito neste capitulo. O capitulo compreende a
organizacdo do método, contendo objetivos, limitacdes, delimitacbes, pressupostos bem como

o delineamento do trabalho.

2.1 QUESTAO DE PESQUISA

A questdo de pesquisa deste trabalho é: qual a configuracdo geométrica que uma estrutura de
casca axissimétrica deve ter para que seu comportamento estrutural seja otimizado segundo

um dado objetivo descrito por variaveis sob certas restricdes?

2.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

Os objetivos do trabalho estdo classificados em um objetivo principal e alguns objetivos

secundarios, e sao apresentados nos proximos itens.

2.2.1 Objetivo principal

O objetivo principal deste trabalho € a obtencdo da configuracdo geométrica que otimiza o
desempenho estrutural sob restricbes de uma casca axissimétrica para uma dada condicdo de

contorno através de uma abordagem numérica e computacional eficiente.

2.2.2 Objetivos secundarios
Os objetivos secundarios deste trabalho sdo os seguintes:

a) a implementacdo da Diferenciacdo Automatica (AD) na Programacéo
Quadratica Sequencial (SQP) para o fornecimento dos gradientes de forma
eficiente e precisa;
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b) a utilizacdo da AD na andlise estrutural por Elementos Finitos para analise da
sensibilidade da estrutura;

c) o acoplamento computacional da AD, da SQP, da analise em Elementos Finitos
e da parametrizacdo da superficie a ser otimizada numericamente.

2.3 PRESSUPOSTO

O trabalho tem por pressuposto que a analise numérica via Elementos Finitos utilizada,
aplicada de forma correta e adequada, fornece uma solucéo estrutural suficientemente precisa

para fins de otimizagé&o.

2.4 DELIMITACOES

O trabalho delimita-se a otimizagdo de forma de cascas axissimétricas isotrépicas segundo um
unico objetivo, sem alteracdes de sua topologia e sem a consideracdo da ndo-linearidade fisica

do material.

2.5 LIMITACOES

Sao limitacGes do trabalho a otimizacdo de forma de cascas axissimétricas submetidas apenas

a carregamentos estaticos em estruturas com comportamento geometricamente linear.

2.6 DELINEAMENTO

O trabalho foi realizado através das etapas apresentadas a seguir, que estdo representadas na

figura 1, e descritas nos proximos paragrafos:

a) pesquisa bibliogréafica;

b) analise estrutural via Elementos Finitos;

c) parametrizacéo da superficie via NURBS;
d) algoritmo de otimizacéo SQP;

e) analise de sensibilidade da estrutura via AD;
f) acoplamento da otimizagé&o estrutural;
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g) exemplos, comparac6es e consideracdes finais.

A etapa inicial, denominada pesquisa bibliografica, teve por objetivo fornecer a base tedrica
e prética sobre todos os temas abordados ao longo do trabalho, como, por exemplo, elementos
finitos, otimizagcdo, NURBS, AD e o processo de otimizagéo estrutural em si.

A seguir, na segunda etapa, chamada analise estrutural via Elementos Finitos, abordou-se o
problema estrutural. Implementou-se computacionalmente o algoritmo de um elemento finito
CST axissimétrico para analise de problemas lineares estticos para uma casca axissimétrica

isotropica, desconsiderando a ndo-linearidade fisica e geométrica da estrutura.

A etapa seguinte, intitulada parametrizacdo de superficie via NURBS, serviu como base
para descrever a geometria em estudo, a casca, de um modo matematico preciso e bem

definido, no intuito de fornecer controle sobre a mudanca de geometria.

A quarta etapa, chamada algoritmo de otimizacdo SQP, visou a implementacéo

computacional do algoritmo matematico de otimizacdo do tipo SQP.

Apobs, foi realizada a préxima etapa, denominada analise de sensibilidade da estrutura via
AD, a qual interligou a analise de sensibilidade da estrutura requerida pelo algoritmo SQP
através da diferenciacdo do codigo da analise estrutural via elementos finitos, cuja geometria

é descrita parametricamente via NURBS.

Na etapa seguinte, chamada acoplamento da otimizacdo estrutural, realizou-se o
acoplamento parcial e total da andlise estrutural, da parametrizacdo, do algoritmo de
otimizacdo e da andlise de sensibilidade realizada nas etapas anteriores, objetivando obter a

otimizagdo estrutural completa.

Na etapa final, intitulada exemplos, comparagdes e consideracgdes finais, foram realizados
exemplos comparativos para validacao do trabalho, comparando os resultados obtidos com os
presentes em outras publicacfes, bem como uma andlise critica e discussdo dos resultados

encontrados, sendo ambos os aspectos incluidos nas consideragdes finais.
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3 ANALISE ESTRUTURAL

Neste capitulo, os fundamentos da elasticidade linear na mecénica do continuo e os principios
fundamentais do método dos elementos finitos sdo abordados de forma resumida. Com base
nestes fundamentos, o caso especifico aplicado a estruturas axissimétricas & também

detalhado neste capitulo.

3.1 ELASTICIDADE LINEAR

O comportamento eléstico € caracterizado pelas duas seguintes condi¢bes: que as
componentes de tensdo em um material sejam funcdo unicamente das componentes de
deformacdo e que o material possua a capacidade de recuperar completamente sua forma
natural ao serem removidas as forgas aplicadas pelo mesmo caminho. O comportamento
elastico pode ser linear ou ndo-linear. Para muitos problemas de Engenharia, as condi¢fes de
comportamento linear sdo suficientemente satisfeitas e a teoria da elasticidade linear oferece
uma adequada e confiavel aproximacdo (MASE; MASE, 1999, p. 244).

3.1.1 Equacdes constitutivas

Simbolicamente, as equac¢des constitutivas para 0 comportamento elastico sdo, na sua forma
mais geral, denominadas equacdo de Hooke generalizada (MASE; MASE, 1999, p. 245),
dadas por:

oy =Cug; (i,5.k,1=12,3) (equacéo 1)

Onde:

oy = componentes do tensor de tensdes de Cauchy;

g; = componentes do tensor de deformagdes especificas infinitesimais;

Ci = componentes do tensor de quarta ordem da rigidez do material.
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A equacdo 1 pode ser reescrita utilizando sobrescritos gregos (com os indices variando de 1 a
6). Na forma matricial, ela se apresenta, de forma generalizada, contendo 36 constantes, na

forma:
I O, 1T C, C, C; C, Cy G Il & |
O, Cy Cp Cu Gy Cyp Cyxlle
O3 _ Ca Gy Gy Cy Ci Cy |l & (equacio 2)
O, Cu Cp Cu Cu Ci Cullé
O Cau Gy Gy Gy Ci Cy |l &
| O | _CGl Coo Cos Co Cgi Gy 1% |
Onde:

o; = componentes do tensor de tensdes de Cauchy;
& = componentes do tensor de deformagdes especificas infinitesimais;

C; = constantes do material.

A matriz contendo as constantes C; da equagdo € simetrica, ou seja, C; =C;;. Com isso, 0

namero de constantes é reduzido para apenas 21. No caso do material apresentar isotropia e

homogeneidade, isto €, se as propriedades elasticas do corpo descritas pelos coeficientes C;

sdo as mesmas para qualquer conjunto de eixos de referéncia e em todos os pontos, as
equacdes constitutivas possuem apenas duas constantes elasticas. Tais constantes sdo 0
moédulo de Young, E, e o coeficiente de Poisson, v (MASE; MASE, 1999, p. 249). As vezes,
as equacBes podem ser definidas em termos de G (mddulo de cisalhamento) e K (médulo de

bulk); outras vezes podem ser utilizadas as constantes de Lamé \ e .

Assumindo que no material deformado o gradiente de deformacdes é pequeno em relacdo a

unidade, tem-se que as componentes do tensor de deformacdes especificas infinitesimais ¢;

ficam definidas pela seguinte expressdo (MASE; MASE, 1999, p. 244):

6 = %(u +u;;) (equacio 3)
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Onde:

u,; = ou, / ox; = gradiente da componente do vetor deslocamento u;.

Considerando que o material possua um comportamento elastico linear e seja isotropico, é

possivel escrever as componentes do tensor de deformagdes &; em termos das componentes
do tensor de tensOes o utilizando as constantes elasticas E e v (MASE; MASE, 1999, p.

261), da seguinte forma:

& = %[(1“"/)6“' _Vé}jdkk} (equacao 4)

Onde:
o; = delta de Kronecker;
oy = trago do tensor de componentes o ;

E = mddulo de Young;

v = coeficiente de Poisson.

As componentes do tensor de tensbes o; também podem ser reescritas em termos das
componentes do tensor de deformages ¢; utilizando as mesmas constantes elasticas para o

mesmo comportamento elastico linear de uma material isotropico (MASE; MASE, 1999, p.

259), da seguinte forma:

Ojj = Lgkké‘ij +Lgu (equagéo 5)
(1+v)(1-2v) (1+v)

Onde:

€4 = trago do tensor de componentes &;; .
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Tanto a equacdo 4 quanto a equacdo 5 podem ser reescritas na forma matricial conforme a

equacéo 6 e a equagéo 7, respectivamente:

& 1 v —v 0 0 0 o,
& v 1 —v 0 0 0 o,
& 1|l-v v 1 0 0 0 o, 40 6
e | E|O 0 0 21+v) 0 0 ||o,| (EU0E)
&s 0 0 O 0 2(1+v) 0 o
& |0 0 0 0 0 2(1+v)_ o |
1-v v 1% 0 0 0 |
- A v 1-v v 0 0 A
O, &
1% v 1-v 0 0
0, 12 &
oyl E o o o &2 g 0 | &
o | (1+v)(1-2v) 2 L, e, | (equagdo7)
o, 0 0 0 o | _2 oo |
£
-6 (1-2v) |-
0 0 0 0 0 >

3.1.2 Formulacéo e solucéo de problemas em elasticidade linear

A formulacdo e solucdo de problemas basicos em elasticidade linear requer que certas
equacOes de campo sejam satisfeitas em todos os pontos interiores do corpo eldstico em
consideracdo, a0 mesmo tempo que certas varidveis de campo satisfacam condicGes
especificas no contorno (MASE; MASE, 1999, p. 269).

Dado um corpo elastico de volume V , o qual esta sujeito a acdo de forcas de volume de

componentes b, e de forgas de superficie de componentes t,. As componentes das forcas de
volume b, atuam sobre todo o volume V do corpo e as componentes das forcas de superficie
t. atuam sobre a parte S, da superficie S=S_ US, que envolve o volume V . Os vinculos do

corpo estdo localizados na parte S, da superficie. Todas as componentes de deslocamentos,
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ou parte delas, estdo prescritas (ou fixadas) na regido S,. As equagdes 3 e 4 (ou 5), as quais

relacionam deformacgdes com deslocamentos e tensdes com deformacao, respectivamente, séo
equacdes de campo, juntamente com a seguinte equacdo de equilibrio, valida em todo o
dominio V do corpo (MASE; MASE, 1999, p. 270):

c;;+h =0 (equacéo 8)

Onde:

o = 0oy 1 0x; = divergéncia do tensor de tensdes de componentes o ;

b, = componente da for¢a de volume na diregdo ;.

Assume-se que as componentes das forgas de volume b, sdo conhecidas, de forma que a

solucdo procurada para as 15 equacdes de campo (3 equacOes de equilibrio, 6 equacdes
relacionando componentes de deformaces e deslocamentos e 6 equagdes constitutivas) sejam

as 3 componentes de deslocamento u;, as 6 componentes do tensor de tensdo o;; € as 6
componentes do tensor de deformagdes especificas ;. Devem ser satisfeitas certas condicdes
de contorno forcadas ou prescritas validas em S,, bem como certas condigdes de contorno
naturais validas na parte S, do contorno total S (MASE; MASE, 1999, p. 270). Tais

condicdes sdo dadas pelas equacdes 9 e 10, respectivamente:

u=u ems§S, (equacéo 9)

Onde:
u. = valor prescrito das componentes dos deslocamentos u. na direcao ;.
t=t=o;n, emS§S, (equagéo 10)

Onde:

n; = componente segundo x; do vetor unitario normal externo a superficie;
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t. = componente da forca atuante na superficie S que rodeia o volume V ;

t = valor prescrito da forca t, na dire¢éo x. .

Substituindo-se a equacdo 3 na equacdo 4 (ou 5) e substituindo esse resultado na equacgéo de
equilibrio (equacéo 8), obtém-se trés equacgdes parciais de segunda ordem, chamadas de
equacdes de Navier. Se uma solugdo pode ser determinada para estas equacgdes, que também
satisfazem as condi¢bes de contorno (equacdes 9 e 10), entdo este resultado pode ser
substituido nas equacbes 3 e 4 para obter-se as componentes de deformacdes e tensdes
(MASE; MASE, 1999, p. 271). As equacdes de Navier sdo dadas por:

VB L, E
(1+v)1-2v) "I 2(1+v)(1-2v)

uj i +0 =0 (equagdo 11)

Onde:
U = 0°U; /X5

U ; = 0%,/ axox; .

A solucdo também pode ser formulada em termos das componentes de tensdes obtidas a partir
das equacbes de compatibilidade, obtendo-se as equagdes de Beltrami-Michell, que é uma
forma de solugcdo menos pratica. Para problemas mais complexos deve recorrer-se a métodos

numéricos, tais como o método dos elementos finitos (MASE; MASE, 1999, p. 271).

3.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

As definicdes basicas da elasticidade linear podem ser utilizadas no método dos elementos
finitos. Tal aplicacdo requer a utilizag@o de principios basicos como o principio dos trabalhos

virtuais conjuntamente com as equacdes que governam o problema.
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3.2.1 Principio dos trabalhos virtuais

Assumindo que um corpo sélido continuo esteja em equilibrio, se um deslocamento virtual de

componentes Su. que respeite as condi¢des de contorno € imposto, entdo, de acordo com a

equacéo 8, tem-se (HUGHES, 2000, p. 78):

J'aijyj5uidv +Iq5uidv =0 (equagdo 12)
\Vi \%

Na expressdo anterior, V é o dominio em estudo, cujo contorno é denominado S . De acordo

com Hughes (2000, p. 79), utilizando o teorema da divergéncia de Gauss, o qual relaciona

uma integral de superficie a uma integral de volume, e o fato de que %<6ui,j +6uj,i):6sij,

surge o principio dos trabalhos virtuais, o qual demonstra que, no equilibrio, o trabalho
realizado pelas forgas externas durante um deslocamento virtual deve ser igual ao trabalho
realizado pelas forgas internas:

oW, = [ 056,V =[b5u,dV + [t,5u,dS = oW, (equacio 13)
\% \Y S

Onde:

oW, = trabalho interno;
W, = trabalho externo;

be; = componentes de deformagdes devidas aos deslocamentos virtuais.

Em forma inversa, poder-se-ia demonstrar que se os trabalhos virtuais externos e internos séo
iguais, o corpo esta em equilibrio, ou seja, que a equacdo 8, com as consideracfes de contorno

dadas pela equacdo 9 e 10, é satisfeita.
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3.2.2 Interpolacéo e funcdes de forma

Para problemas arbitrarios de contorno, a equacdo 13 ndo ¢ analiticamente facil de resolver.
Para contornar este problema, o continuo é discretizado em um namero finito de elementos. A
idéia de discretizar uma estrutura em elementos finitos € motivada no sentido de procurar uma
solucgéo discreta nodal e interpolar tanto a geometria quanto os deslocamentos dos elementos
entre 0s ndés no lugar de buscar por uma funcdo continua para o campo de deslocamentos
através do dominio. Para obter solugdo em pontos nodais, um sistema de equacdes deve ser
resolvido (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 19).

O conceito de funcdes de forma € introduzido para interpolar o elemento através dos graus de
liberdade nodais. A idéia basica € de que cada nd pertencente a um elemento possui uma
funcdo de forma correspondente que vale 1 (e todas as outras 0) em seu nd. Para coordenadas
ndo pertencentes a um no, cada fungdo de forma possui um valor positivo e a soma de todas as
funcdes de forma é igual a 1 (considerando as fungdes lineares). Se a geometria aproximada
no interior de um elemento é denotada por X, a geometria é interpolada através da matriz das

funcbes de forma N e as coordenadas nodais, x;, na forma (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,
2000, p. 21):

X=2Yyr=NX (equacéo 14)

Onde:

X; = coordenadas nodais;

N, = componentes da matriz de fungoes de forma N .

Para elementos isoparamétricos, tanto a geometria quanto os deslocamentos no interior dos
elementos séo interpolados pela mesma funcdo de forma. Entdo, os deslocamentos internos
sdo interpolados através de deslocamentos nodais por (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p.
21):
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u=<v =Nu, (equagdo 15)

Onde:

u;, = componentes dos deslocamentos nodais.

As deformacBes no interior do elemento podem ser determinadas através das derivadas da
equacdo 15. O termo B, o qual é a matriz que relaciona componentes de deformacgédo e
deslocamento obtida através das derivadas das funcdes de forma N com respeito as
coordenadas globais, é inserido (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 22), ou seja:

€=Bu (equacéo 16)

Onde:
€ = vetor que contém as componentes de deformag&o no interior do elemento;

B = matriz que vincula componentes de deslocamentos e deformacdes especificas.

3.2.3 Equacéo de equilibrio para um elemento finito

Partindo-se das equacBGes do principio dos trabalhos virtuais e da equacdo de Hooke
generalizada, pode-se deduzir a equacdo de equilibrio para um elemento finito, que é dada
pela seguinte expressdo (HUGHES, 2000, p. 90):

[BTCBdVd® =[N"bdV + [N"tdS +p (equagdo 17)
Y% \% S

Onde:
C = matriz constitutiva do material;
b = vetor de forcas de volume;

t = vetor de forcas de superficie;
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p = vetor de forgas concentradas;

d® = vetor de deslocamentos do elemento e.

E possivel reescrever a equagdo 17, inserindo-se o termo K°, a matriz de rigidez de um
elemento e o termo r°, que é o vetor de cargas nodais equivalentes. Desta forma, obtém-se,

de forma mais compacta (HUGHES, 2000, p. 90-91) a seguinte expressdo matricial:

K®d® =r° (equacao 18)

Onde:

K® = J'BTCBdV (matriz de rigidez do elemento e);
\%

re = INdeV +INTtdS +p (vetor de cargas nodais do elemento e).
\% S

O sistema global de equacdes lineares a ser resolvido, ap6s montagem de K° e r® e de serem

aplicadas as condi¢des de contorno correspondentes, € entdo:

Kd=r (equacéo 19)
Onde:

Ne
K = > K® (matriz de rigidez global);

e=1

Ne
r= Zre (vetor de cargas global);

e=1

d = vetor coluna contendo todos os graus de liberdade nodais;

N°® = nlimero de elementos.

A partir do vetor d pode-se calcular as componentes de deformacdes especificas e de tensdes

utilizando as relagGes entre ¢; e u;, e entre oy € ;.
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3.3 AXISSIMETRIA

A analise de sélidos de revolugéo tridimensional pode ser feita usando-se como referéncia um
sistema de coordenadas cilindricas. No caso em que 0 corpo, as cargas e as condicdes de
contorno sdo simétricas em relacdo a um eixo, tem-se um problema axissimétrico. O problema
matematico se apresenta de forma muito similar aos casos de estado plano de tensdo e de
deformacéo, sendo o problema também bidimensional. Por simetria, as duas componentes de
deslocamento em cada secdo do corpo ao longo de seu eixo de simetria definem
completamente o estado de deformacdo e, portanto, o estado de tensbes também. Esta secdo
transversal é mostrada na figura 2. Os termos r e zdenotam, respectivamente, as
coordenadas radiais e axiais de um ponto, sendo u e v as respectivas componentes de
deslocamentos. (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 112). As caracteristicas de um elemento

triangular linear de 3 nds sdo descritas a seguir.

A Z(v)

o

7~

TR ()

Figura 2: elementos de um solido axissimétrico
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 113)
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3.3.1 Funcdes de deslocamento

Utilizando um elemento triangular linear de trés nds, sendo seus nés i, j e m numerados no

sentido anti-horario, define-se os deslocamentos nodais no nod i, por exemplo, atraves de suas
duas componentes pela equacao 20 e os deslocamentos dos trés nés do elemento pela equagéo
21 (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 112), da seguinte forma:

u.
a, = {vl} (equacéo 20)
Onde:
a, = deslocamentos nono i.
a. ~
' (equacdo 21)
a’ =14,
a

Sendo:

a°® = deslocamentos do elemento e.

Pode-se utilizar um polinémio linear para definir unicamente os deslocamentos no dominio de
um elemento. Os polindbmios da forma U=, +a,X+ Yy € V=q, +a;X+azy devem ser
solucionados resolvendo-se dois conjuntos de trés equacBes simultaneas que surgem quando
as coordenadas nodais sdo inseridas e os deslocamentos igualados aos deslocamentos nodais

apropriados. Adotando-se o termo N, dado pela equagdo 22, o campo de deslocamentos é

dado em termos da equacao 23 (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 113):

N _ o+ fr+yz

equacao 22
i oA (equag )

Onde:

o; =12, —1,Z; em ordem ciclica;
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B, =12; -7, em ordem ciclica;
% =T —T; em ordem ciclica;

A = grea do elemento:
I' = coordenada radial;

Z = coordenada axial.

u={"L=[IN, IN, IN, o (equacio 23)
\Y

Onde:

| = matriz identidade.

3.3.2 Deformacoes

Quatro componentes de deformagdes especificas devem ser consideradas. A figura 3 ilustra e
define estas deformacdes e as tensdes associadas. Estas sdo, de fato, todas as deformacgdes néo

nulas possiveis em deformacdes axissimétricas.

g, (o,)

Figura 3: tensBes e deformagdes envolvidas na andlise de sélidos axissimétricos
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 114)
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O vetor de deformac0es definido abaixo lista as componentes de deformacg6es envolvidas e as
define em termos dos deslocamentos de um ponto (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 114)

segundo a equacdo 24:

€= = (equacéo 24)

3
<
= |c

ou ov
R + R
o0z or

Utilizando as fungdes de deslocamentos definidas pelas equacdes 22 e 23, obtém-se a equacao
25, na qual a matriz B, e dada pela equagdo 26 (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 114):

¢=Ba’ :[Bi,Bj,Bm]ae (equagdo 25)
r B ] 01
oN, A
0o — 0 i
B -1 o |_ 1 7 (equagdo 26)
'"T2A| N, oA Sy g+ i 0
rs 0 r r
oo Lo A
Loz or |

3.3.3 Matriz constitutiva do material

A matriz constitutiva do material C, a qual relaciona as deformacGes ¢ e as tensdes o, €
apresentada na forma geral pela equacdo 27. Para o caso de um material isétropo, a equacao
28 explicita C em termos do modulo de Young E e o coeficiente de Poisson v
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 117):
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O-I’
o, x
6= =Cg (equagéo 27)
Oy
TI‘Z
l-v v v 0
E v 1-v v 0
C=———— (equacdo 28)

(1+v)(1-2v)| v v 1l-v 0
0 0 0 (1-2v)2

3.3.4 Matriz de rigidez

A matriz de rigidez do elemento ijm pode ser calculada a partir da equacdo 17. Como a

integral sobre o volume do elemento deve ser calculada considerando a axissimetria, a
equacdo da matriz de rigidez do elemento é calculada na forma (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,
2000, p. 117):

K§ = 272'I B CB,rdrdz (equagio 29)

Esta integracdo ndo pode ser realizada explicitamente pois a matriz B depende das
coordenadas. Uma alternativa para contornar isto, é utilizar uma integracdo numérica. O
procedimento de integracdo numérica mais simples consiste em calcular todas as quantidades
para um ponto localizado no centréide do elemento (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p.
117):

L+r -+ Z,+2;+12,

(equacao 30)

=l
I
™
N
I

Onde:
I = coordenada radial no centroide do elemento;

Z = coordenada axial no centroide do elemento.
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Desta forma, utilizando a equagdo 30 na equacdo 29, a integral da matriz de rigidez do

elemento é aproximada pela equac&o:

K; =27B/CBFA (equagdo 31)

Onde:

B = matriz deslocamentos-deformacéo calculado no centrdide do elemento.

3.3.5 Forgas nodais externas

E importante salientar que no caso axissimétrico as forgas nodais representam um efeito
combinado da forca atuando sobre toda a circunferéncia do circulo formado pelo né do
elemento no entorno do eixo de revolucdo. Portanto, a forca externa que deve ser introduzida
no calculo é (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 118):

o _|P]_[2mR equacdo 32
pi—pz—zﬂrz— (equacdo 32)

Onde:

R = componente radial de forca por unidade de comprimento na circunferéncia de um no;

Z = componente axial de forca por unidade de comprimento na circunferéncia de um no.

3.3.6 Forcas de volume distribuidas

Forgas de volume distribuidas, tais como aquelas devido a gravidade (se atuando ao longo do
eixo z), forcas centrifugas em componentes de maquinas rotacionais ou poro pressoes
frequentemente aparecem em problemas axissimétricos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p.

117). Denota-se tais forcas por unidade de volume do material como:
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b= {b'} (equacéo 33)

Onde:

b, = forca de volume na direcéo r;

b, = forca de volume na direcéo z .

Utilizando-se a equacdo 17 e calculando-se a integral no centréide do elemento, tal como para
a matriz de rigidez, pode-se calcular a for¢a concentrada correspondente em cada né do
elemento de forma aproximada (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000, p. 117):

b, | TA
P =2ﬂ{ }r_ (equaco 34)
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Matematicamente, otimizacdo € a minimizacdo, ou maximizacao, de uma funcdo objetivo
sujeita a certas restricdes sobre suas variaveis (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 2). A teoria

matematica que embasa o0 estudo da otimizacdo é apresentado de forma resumida neste

capitulo. Um problema de otimizacéo pode ser formulado genericamente na seguinte forma:

xeR"

(x)=0
min f (x) sujeitoa {C' (x)
C. 0

Onde:

X = vetor de variaveis;

f = funcdo objetivo;

¢, = funcdes de restrigéo;

& = conjunto de indice das restricdes de igualdade;

J = conjunto de indice das restricdes de desigualdade.

i el

. ressao 1
ic g (expresséo 1)

De acordo com Nocedal e Wright (2006, p. 5-8), problemas expressos da forma geral como

acima, podem ser classificados de acordo com:

a) os tipos de variaveis utilizadas na otimizacdo (continuas ou discretas);

b) o tipo de otimizacdo (deterministica ou estocastica);

C) o tipo de otimizacao quanto as restrigdes impostas (com ou sem restri¢cdes);

d) a natureza da funcéo objetivo e restri¢cdes (linear, ndo-linear, convexa);

€) 0 nimero de variaveis (grande, pequeno);

f) a suavidade das fungdes (diferenciaveis ou ndo-diferenciaveis).

No presente trabalho, sera tratada apenas a otimizacdo no enfoque deterministico utilizando

variaveis continuas com restricdes. Tanto a funcdo objetivo quanto as restricdes abordadas
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possuem comportamento ndo-linear. O numero de variaveis utilizadas € varidvel, sendo em

geral pequeno a médio e as fun¢des sdo diferenciaveis.

4.1 TEORIA DA OTIMIZACAO COM RESTRICOES

Um ponto X que satisfaz todas as restri¢des de desigualdade e igualdade é chamado de viavel
e a regido definida pela intersecdo de todas as funcgBes de restricdo é chamada de regido
viavel. Uma restricdo de desigualdade define dois subdominios pela sua fronteira: um
subdominio viavel e outro invidvel. Um ponto sobre esta fronteira define tal restricdo como
sendo ativa, um ponto contido no subdominio viavel define tal restricdo como sendo inativa e
um ponto contido no subdominio invidvel define tal restricdo como sendo violada. A restri¢ao
de igualdade satisfeita define tal restricdo como ativa (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 3-4).

Sobre a expressao 1 é definido o conjunto viavel Q (regido viavel) que representa o conjunto
dos pontos X que satisfazem as restricdes (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 305), da forma:

Q={x|c(x)=0, i €& ¢(x)20, i e J} (equagdo 35)

Onde:

Q = conjunto viavel.

O ponto de minimo x~ para o problema de otimizacdo pode ser uma soluc&o local, se X~ €

e ha uma vizinhanga ./~ de X tal que f(x)> f(x") para x € ./~ N Q. Se o ponto de
minimo X" € © e hd uma vizinhanca ./~ de X" tal que f(x)> f (x*> paratodo X € ./ N
Q com x=X, entdo € dito que X~ € um minimo local estrito (NOCEDAL; WRITH, 2006, p.

306).

Define-se o conjunto ativo .4 (x) sobre todo X vidvel como a uni&o do conjunto de indices &

com os indices das restrigdes de desigualdade ativas (NOCEDAL; WRITH, 2006, p. 320),

produzindo entéo:
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Ax)=€ U {i € I | c(x)=0} (equagio 36)

Onde:

«(x) = conjunto ativo.

Usualmente se faz uma consideracdo, chamada de qualificacdo das restricbes, para se

assegurar que ndo ocorra um comportamento degenerado no valor de X em questdo. Dado o
ponto X € © e 0 conjunto ativo A(x*), é dito que a qualificagdo das restrigdes linearmente
independente (LICQ, do acrénimo do inglés Linear Independence Constraint Qualilification)
¢ assegurada se os gradientes das restricdes do conjunto ativo {Vci (x) i € A(x*>} forem
linearmente independentes (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 320). Podem-se estabelecer

relacBes fundamentais para a solucdo do problema de otimizacdo com restricfes avaliando-se

as condi¢des de ponto 6timo de primeira e de segunda ordem.

4.1.1 Condicdes de ponto 6timo de primeira ordem

As condicdes necessarias definidas no teorema das condicBes necessarias de primeira ordem
sdo assim chamadas porque elas estdo relacionadas com as propriedades dos gradientes
(derivadas de primeira ordem dos vetores) da fungédo objetivo e restricdes. Tal teorema supde

que X° € © é um minimo local da expressdo 1 se é assegurado a LICQ em X . Neste caso,

existe um vetor multiplicador de Lagrange, A", com componentes X\ , i € €& U J, tal que as

seguintes condigBes sdo satisfeitas em (x",\"):

V,L(X',\)=0
¢(x)=0 Vieé&
C, (x*)zo Vied (condigdes 1)
N>0  Vied
N (x)=0 VieEud

Otimizagdo de Forma de Cascas Axissimétricas utilizando Diferenciacdo Automatica



48
Onde:
X" = minimo local:

A, = multiplicadores de Lagrange;

A" = multiplicadores de Lagrange em x;

£ = Lagrangeano ou funcdo Lagrangeana.

Tais condicBes sdo conhecidas como as condi¢cdes de Karush-Kuhn-Tucker, ou condicdes
KKT e £, o Lagrangeano (ou funcdo Lagrangeana) é definido como (NOCEDAL; WRITH,
2006, p. 321):

L(x\)=f(x)= > Aei(x) (equacio 37)
ie&ug
Portanto, os vetores gradientes de todas as restricdes no ponto x devem ser linearmente

independentes para que X~ seja um minimo local. A interpretacdo geométrica das condicdes
KKT é que o gradiente da funcdo objetivo € uma combinacdo linear dos gradientes das
equacdes de restricbes no ponto candidato a minimo, sendo os multiplicadores de Lagrange 0s
escalares de proporcionalidade destas combinagdes lineares (ARORA, 1989, p. 119).

4.1.2 Condicdes de ponto 6timo de segunda ordem

A necessidade de usar derivadas de segunda ordem para verificar a existéncia de um ponto de
Otimo ocorre quando nada mais se pode saber sobre o crescimento ou decrescimento da
funcdo ao longo da direcdo de seu gradiente. Tais condi¢Oes se dividem em condicgdes
necessarias e condicdes suficientes de segunda ordem (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 330).

4.1.2.1 Condigdes necessarias de segunda ordem

Supondo que X € £ é um minimo local da expressdo 1, sendo assegurado a LICQ em x*, e

se A* € R" é um vetor multiplicador de Lagrange tal que as condi¢des KKT so satisfeitas,
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entdo, o Hessiano da funcdo Lagrangeana VXX.B(X*,A*) deve ser positivo semi-definido ou

positivo definido (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 332).

4.1.2.2 Condicoes suficientes de segunda ordem

Supondo que X € © é um ponto viavel e que existe um vetor multiplicador de Lagrange \”
€ R™ tal que as condi¢cBes KKT sdo satisfeitas, entdo, se o Hessiano da funcdo Lagrangeana

V,.£(X", ") for positivo definido, x” sera um minimo local estrito (NOCEDAL; WRIGHT,

2006, p. 333).

4.2 PROGRAMACAO QUADRATICA SEQUENCIAL

A partir de um ponto inicial x,, os algoritmos de otimizacdo geram uma sequéncia de

iteracOes {xk }:io que termina quando nenhum progresso a mais pode ser realizado ou quando
este ponto parece ser a solucdo aproximada com suficiente acuracia. Na decisdo de como se
mover de uma iteragdo X, para uma proxima iteracdo, os algoritmos usam informacdes de f ,
de x e, possivelmente, também informages sobre iteracdes recentes em X,,X,,..., X, . EStes
algoritmos utilizam estas informages para encontrar uma nova iteragdo X,., com um valor
de f menor do que na iteracdo anterior. Existem algoritmos ndo mondétonos que ndo insistem
no decrescimento de f em todos os passos, mas requerem que f decresga ap6s um nimero

m prescrito de iteracbes (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 30-31).

Um dos métodos mais eficientes para solucionar problemas de otimizacdo ndo-linear com
restricfes € o método da Programacdo Quadratica Sequencial (SQP), o qual gera passos para
resolver subproblemas quadraticos (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 529). O método SQP
surge da aplicacdo do método de Newton a funcéo Lagrangeana e vem dado por:

(equacéo 38)
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Onde:
8, = X, —X,_, = direcdo de busca;
AN = N\ —)\; =direcdo de busca;
X, = valor de X naiteracéo K ;

A, =valor de \ naiteragdo K.

Uma generalizacdo para problemas em que existam restricbes de igualdade e desigualdade
resulta num sistema de inequac@es. Tal caso pode ser escrito da seguinte forma (NOCEDAL,;
WRIGHT, 2006, p. 533), na qual a fungéo objetivo é aproximada a uma forma quadrética e as

restri¢des, tanto as de igualdade como as de desigualdade, a uma forma linear:

1 :
min §5kTW5k +VE (%) &
sujeitoa ¢ (%, )+¢ (X, )T 5,=0, iecé& (expressdo 2)

e c.(xk)+ci(xk)T5k20, ied

Na expressdo 2, assume-se que W seja uma aproximacdo do Hessiano positivo definido
VXXB(XK,AK). Sobre este problema, aplica-se um algoritmo de solugdo para problemas
quadraticos o qual permite a obtencdo da diregdo de busca 6, . Sendo ¢4, a solugdo do

problema descrito pela expressdo 2, utiliza-se um método para a obtencdo de um novo ponto

X, (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 533). As duas estratégias mais conhecidas e utilizadas

sdo a busca linear e a regido viavel. Apenas a busca linear é tratada aqui por ser o método

mais utilizado.

Na estratégia de busca linear, o algoritmo escolhe uma direcédo 6, e busca ao longo desta, a
partir da iteragdo atual x,, uma nova posi¢do com um menor valor funcional. A distancia
percorrida sobre a diregdo ¢, pode ser aproximada pela solucdo de uma minimizacdo
unidimensional (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 30). Entéo, sendo «, o comprimento deste

passo, tem-se:
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min f (x, + &) (equagéo 39)

>0

A solucéo da equacdo 39 resulta no maximo beneficio na dire¢do 6, , mas uma minimizagéo

exata é custosa e desnecessaria. Em vez disto, o algoritmo de busca linear gera um ndmero
limitado de passos até encontrar um ponto que aproxime o minimo da equacgdo 39. Sobre 0

novo ponto, uma nova dire¢do e um novo comprimento do passo sdo calculados e 0 processo

é repetido. Cada novo ponto x, é calculado ent&o por:

Xip =X 6 (equacdo 40)

Enquanto o 6timo ndo € encontrado, o Hessiano W ¢é atualizado de acordo com o método
BFGS (nome este devido as iniciais de seus inventores Broyden, Fletcher, Goldfarb e
Shanno), sendo este um algoritmo gque gera uma aproximacao positiva definida de W sempre
que a aproximacao inicial de W for também positiva definida. BFGS é um método Quase-
Newton, que tem como caracteristica o fato de ndo calcular o Hessiano de forma exata e sim
aproxima-lo com base nos gradientes da iteracdo atual e anteriores. Um resumo da sequéncia
de passos de um algoritmo SQP é descrito abaixo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 532):

a) obter os vetores 6 e A no ponto X, a partir da solu¢éo do subproblema de
programacédo quadratica (expresséo 2);

b) verificar os critérios de parada |Vf (x, )&, [ <tol, (o qual verifica o decréscimo
de f dadiregéo ¢), maxc, (xk) < tol, (o qual verifica a restri¢do mais
violada) e Eci (xk) < tol, (o qual verifica a soma das restri¢cdes violadas);

c) fazer a busca linear sobre a direcdo 6, (equagédo 39), determinando assim o
passo a ser efetuado;

d) atualizar a aproximacao do Hessiano da funcdo Lagrangeana (usando o método
BFGS);

e) voltar ao passo (a) com um novo X, .

O método utilizado para calcular o gradiente influencia o resultado final obtido pelo algoritmo
de otimizacdo. Se um método impreciso for utilizado para estimar os gradientes, entdo o

algoritmo pode terminar em um ponto nao critico.
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5 NURBS

Otimizacdo de forma significa otimizacdo da geometria. As varidveis caracteristicas do
processo de otimizacdo sdo, portanto, parametros geométricos que definem a forma da
estrutura. O nimero de variaveis pode ser reduzido drasticamente sem perda de generalidade
se conceitos de CAGD (Computer Aided Geometry Design) forem utilizados. Nestes métodos,
formas livres de geometrias podem ser descritas através das coordenadas de alguns pontos
chamados de pontos de controle, os quais podem ser escolhidos como variaveis (RAMM et
al., 1993, p. 103).

NURBS €é o padrdo utilizado para descrever e modelar curvas e superficies em CAGD e
diversas outras aplicacfes graficas computacionais. Para compreender completamente toda a
flexibilidade que NURBS pode prover, um aprofundamento do conhecimento matematico
relativo ao tema torna-se necessario (ROGERS, 2001, p. 1). A descricdo matematica de
NURBS é resumida a seguir, baseada na obra de Piegl e Tiller (1997).

5.1 FUNCOES DE BASE B-SPLINE

Sendo U ={0,,...,0, } uma sequéncia de nimeros reais crescentes, onde 0s (i, s&o os nése U
é o vetor de nds, a i-ésima funcdo de base B-Spline de grau p (ordem p+1), denotada por

N; , (u), € definida (PIEGL,; TILLER, 1997, p. 50) como:

N, (u) 1 se G,<u<d,
. u = L.
ho 0 caso contrario

(expresséo 3)

Onde:

u = parametro independente normalizado € [0,1];

N, , (u) =i-ésima funcéo de base B-Spline de grau p;
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. =nésde U.

5.2 DEFINICAO DE UMA SUPERFICIE NURBS

Uma superficie NURBS S de grau p na direcdo u e grau g na direcdo v é um vetor

bivariante racional por partes da forma (PIEGL; TILLER, 1997, p. 128):

S(u,v)="2 0<u,v<1 (equacdo 41)

Onde:

u,v = parametros independentes normalizados € [0,1];
S =superficie NURBS;

P, ; = ponto de controle;

W, ; = pesos.

Os pontos {Pi' j} forma uma rede de controle e as funcgdes de base B-Spline sdo definidas

sobre os vetores de n6s U e V. Os vetores de n6s vém dados por:

(equacgéo 42)
U=-0,..0,0 U 1.1
p+.

Y Yy Mp1r ey Mr_p-1
1 p+1

(equacéo 43)

gq+1

V= {o,...,o,vqﬂ,...,vs_q_l,l,...,l}
g+l

Onde:

WU, V = vetores de nos;
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=nésde V;

<>

n+p+1;

,
I

wn
1

m+q+1.

Introduzindo a fungdo de base racional R, ;(u,v) definida pela equagdo 45 pode-se reescrever
a equacdo que descreve uma superficie NURBS (equacéo 41) segundo a equacéo 46 (PIEGL,;
TILLER, 1997, p. 128):

R,V =g | | (equagio 45)

Onde:
R;; = funcdo de base racional.

R ;(UV)P (equacio 46)

S(u,v)=

n_.m
=0

i=0 j

As propriedades das superficies NURBS sao dadas em Piegl e Tiller, 1997, p. 128-131.
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6 DIFERENCIACAO AUTOMATICA

Segundo Camprubi et al. (2004, p. 2551), em otimizacdo de forma de estruturas, a qualidade
da andlise estrutural e de sensibilidade € de crucial importancia. Dois fatores principais
determinam a qualidade destas analises: a formulacdo de elementos finitos e a técnica da
analise de sensibilidade.

A técnica da analise de sensibilidade é normalmente distinguida entre analise de sensibilidade
analitica, semi-analitica ou numérica. A técnica numérica, baseada em um esquema de
diferengas finitas, é simples de implementar, mas computacionalmente custosa e perde
precisdo quando a curvatura da funcdo é muito pronunciada. Verma (2009, p. 11), comenta
que o uso da diferenciacdo automatica (AD) é mais adequado para a analise de sensibilidade
da estrutura, ao invés de métodos convencionais de diferenciacdo (como diferencas finitas)
principalmente porque a AD gera derivadas com precisdo analitica para o codigo fonte. Isto
elimina a presenca qualquer erro de truncamento associado a um método de diferenciagéo,

além de ser computacionalmente mais eficiente.

Ha dois tipos basicos de diferenciacdo possiveis através de AD: o modo forward e o modo
reverse. O modo se refere a direcdo em que sdo propagadas as derivadas ao longo do célculo
das mesmas. Tipicamente, a AD fornece a diferenciacdo de fungdes vetoriais numericamente
sem nenhum erro de truncamento associado, em detrimento a um meio que utilize uma
expressao simbodlica (GRIEWANK; WALTHER, 2009, p. 23).

A AD se baseia na regra da cadeia para calcular as derivadas com relacdo as variaveis de
entrada de funcdes definidas por um programa computacional. Toda fungédo, ndo importa o
gudo complexa seja, pode ser calculada segundo uma série finita de passos elementares. O
valor de uma funcdo calculada pelo programa é simplesmente uma composic¢do destas funcbes
elementares (VERMA, 2000, p. 804).

6.1 DIFERENCIACAO DE ALGORITMOS

Representando cada etapa de um algoritmo numérico por uma funcéo, a composi¢do destas

funcdes é diferenciavel pelo uso da regra da cadeia. O célculo das derivadas resulta em um
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produto maltiplo de matrizes cada um pertencendo a um passo particular do algoritmo. Seja
entdo # uma funcdo definida por um algoritmo numérico cujo dominio X € R" e sua

imagem Y € R" (GIERING; KAMISKI, 1996, p. 7):

#HR" > R"

(expressao 4)
X Y P

Onde:
# = funcdo definida por um algoritmo numeérico;
X = variaveis independentes;

Y =variaveis dependentes;

R" = espaco real n-dimensional.

Uma vez que o algoritmo pode ser extenso e complexo, pode ser dificil encontrar uma
representacdo explicita de 7 . Entretanto, um algoritmo numérico pode ser decomposto em
K € N passos, cada um deles contendo uma representacéao explicita (GIERING; KAMISKI,
1996, p. 7):

' R™ >R (I=1,..,K)

(expresséo 5)
yARI=YA

Onde:
" = |-ésimo passo que define um algoritmo numérico;
Z' = variéveis intermediarias;

N = conjunto dos nimeros inteiros.

Nesta representacdo matematica, as componentes das variaveis Z' sdo diferentes das
variaveis no cédigo numeérico, sendo definido Z°£ X, Z"£Y . As varidveis numéricas

podem alterar seus valores de um passo para outro durante um célculo de # (XO). Em

contraste, o vetor Z' contém todas os n, resultados intermediarios que s&o validos apds o | -

Renato Vaz Linn. Trabalho de Diplomac&o. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2010



57

ésimo passo do algoritmo. Neste contexto, um resultado pode ser tomado como valido

enquanto ele é mantido em alguma unidade de memoria do computador. Portanto, para
p=(, as componentes de Z” e Z% podem ser o valor da mesma variavel em diferentes

passos do algoritmo (GIERING; KAMISKI, 1996, p. 7).

A composicdo # de funces diferenciaveis #' é escrita, utilizando o operador de
composicao de fungdes, como (GIERING; KAMISKI, 1996, p. 8):

}[(X)ZQﬂ[(X)é(}[K0...07-[1)(X) (equacdo 47)

Onde:
K

(© = operador de composicéo de funcdes.
=1
A composicdo # pode ser diferencidvel de acordo com a regra da cadeia. Para uma fungéo

diferenciavel #, seu Jacobiano calculado no ponto X, é definido pela equacéo 48 e,

aplicando a regra da cadeia, a equacdo 49 é encontrada (GIERING; KAMISKI, 1996, p. 8):

s OH , :
A (XO):aT i=(L..m j=1..n) (equagio 48)
I x=x,
Onde:
A; = Jacobiano.
(%)= 22 o (equacio 49)
0)= kx| .. equacdo
oz*” zK’lzgﬂ'(xo) oz° 2%=X,

As estratégias de diferenciacdo sdo baseadas na multiplicacdo associativa de matrizes.
Computacionalmente, as duas estratégias mais comuns que surgem neste contexto sao:
multiplicacdo frontal (forward mode) e multiplicacdo reversa (reverse mode) (GIERING;
KAMISKI, 1996, p. 8).
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6.2 MODO FORWARD DE PROPAGACAO DE TANGENTES

No modo forward, as multiplicacdes de matrizes sdo calculadas na mesma ordem que a
composicao da funcdo diferenciavel, possuindo todos os resultados intermediarios n colunas,
ou seja (ESPATH et al. 2010, p. 731):

or [ (oH® (o#* ool (equacio 50)
oz" | az2 ezt az° quag

6.3 MODO REVERSE DE PROPAGACAO DE GRADIENTES

No modo reverse, as multiplicagdes de matrizes sdo calculadas em ordem reversa a
composicdo da funcdo diferenciavel e todos os resultados intermediarios tém m linhas, ou
seja (ESPATH et al. 2010, p. 731):

s R e R (equacio 51)
azK—l azK—Z azK—3 azO q g

6.4 DIFERENCIACAO DE FUNCOES ESCALARES

Em otimizacdo numeérica, geralmente n>m e m=1, consequentemente 0 método reverse é
preferivel em detrimento ao forward por requerer menos calculo computacional. Entretanto,
para cada caso, a memoria computacional requerida deve ser analisada (GIERING;
KAMISKI, 1996, p. 9). A seguinte definicdo para um resultado intermediario em uma funcgéo

escalar é feita:

Z,= Q}[‘ (X,) 1<I<K (equagio 52)
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A variacdo das varidveis intermediérias é funcdo da variacdo das varidveis intermediarias
anteriores e, com 6Z° £ §X , a seguinte proposicdo é definida (GIERING; KAMISKI, 1996,
p. 9):

(equacdo 53)

Onde:

6Z' = variacdo da variavel intermediarias Z'.

O adjunto de um resultado intermediario, §°Z', é definido como o gradiente de % com

respeito ao resultado intermediario Z" (GIERING; KAMISKI, 1996, p. 9):

5729, & w(@)

i=l41

(equacdo 54)

z'=-z}

Onde:

8"2" = adjunto de um resultado intermediario Z'.

Denotando-se o produto interno em um espaco Euclidiano por <> e com a definicdo de

gradiente 87{é(Vx}[(XO),6X), obtém-se (GIERING; KAMISKI, 1996, p. 9):

5 =(5'2",62") (equacio 55)
Onde:

O = gradiente de 7.

E natural que a equagdo 55 seja valida para qualquer | e, portanto, tem-se a equacgdo 56. De

acordo com a definicdo do operador adjunto como uma matriz transposta, a equacdo 56 pode
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ser reescrita segundo a equacédo 57, a qual exemplifica um passo simples do algoritmo adjunto
(GIERING; KAMISKI, 1996, p. 9):

<5*z'-1,5z'-1> = <5*z',5z'>

ey (02"
52',( T ]

J— (equacao 56)
ZHozt
ro1-1\"
5*Z|—l Z(agzﬁl j '5*ZI
zZHoz
n ay{'.(z'*l)
* J e3 ~
L= 52 (equagéo 57)
ZH_z1

O gradiente de g € calculado no Gltimo passo do algoritmo adjunto, portanto tem-se a
seguinte igualdade (GIERING; KAMISKI, 1996, p. 9):

SZ° =X =V, H (equac&o 58)
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7 IMPLEMENTACAO

Os diversos procedimentos adotados e implementados neste trabalho para a consolidacdo da

otimizacdo de forma de cascas axissimétricas sao apresentados e descritos neste capitulo.

7.1 ANALISE ESTRUTURAL POR ELEMENTOS FINITOS

A analise estrutural foi implementada utilizando-se um elemento finito CST de trés nos
axissimétrico. O algoritmo foi programado em linguagem Fortran 90. A estrutura do

programa é brevemente descrita abaixo:

a) leitura e alocagéo de dados (malha da geometria, dados do material,
carregamentos e condicdes de contorno);

b) montagem da matriz de rigidez global (utilizando esquema de banda simétrica);
c) aplicacdo de carregamento e condicdes de contorno sobre a estrutura;

d) solucdo numérica utilizando o método de Gauss;

e) saida de dados.

Para pré e pos-processamento de dados utilizou-se o programa GID (2010).

7.2 OTIMIZACAO MATEMATICA USANDO UM ALGORITMO SQP

A otimizacdo matematica implementada faz uso da sub-rotina DNCONF da biblioteca
matematica IMSL para linguagem Fortran. Esta € uma sub-rotina SQP baseada no cddigo em
Fortran desenvolvido por Schittkowski (1986). Os gradientes sdo fornecidos pelo usuario
neste sub-rotina. Para formulacdo de problemas de otimizacdo, os seguintes dados séo

utilizados na sub-rotina adotada:

a) variaveis de otimizagé&o;

b) limite inferior e superior de cada variavel,
c) fator de escala;

d) nimero méximo de iteragoes;
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e) funcéo objetivo;
f) restricOes de igualdade e desigualdade;
g) gradientes da funcao objetivo e restrigdes;

h) ponto inicial X, .

Como variaveis de otimizagdo utilizaram-se apenas pontos de controle P, ; de uma superficie
NURBS que descreve a geometria. Os pesos W, ; € 0s vetores de nos poderiam ter sido

empregados como variaveis de otimizacgéo, entretanto nao foram utilizados neste trabalho.

7.3 DEFORMACAO LIVRE DE FORMA BASEADO EM NURBS

Utilizou-se um algoritmo de deformacéo livre de forma baseado em NURBS para manipular a
geometria a ser otimizada e a0 mesmo tempo manter a parametrizacdo, evitando, com isso, a
necessidade de gerar novas malhas de elementos finitos ao longo do processo. O algoritmo
utilizado foi desenvolvido por Espath (2009) e encontra-se escrito em linguagem Fortran
2003.

A modificacdo de forma utilizada consiste simplesmente na modificacdo da malha de
elementos finitos, isto €, como resultado final da modificacdo da geometria, obtém-se a
modificacdo da malha. Para tal, faz-se uso da malha no espago paramétrico. Para se modificar

a forma, fixados os graus p e g e os vetores de n6s U e V, pode-se deslocar 0s pontos de
controle P,; e os pesos W, ; (ESPATH, 2009, p. 72). Algumas caracteristicas importantes

gue incorporam o algoritmo sdo:

a) codigo independente de qualquer codigo computacional de CAGD;
b) codigo independente de qualquer gerador de malha;

c) codigo baseado em NURBS;

d) cédigo de baixa memoria de armazenamento e processamento;

e) cédigo que controla a deformacéao dos elementos.

A leitura de dados utilizados pelo algoritmo é descrita abaixo (ESPATH, 2009, p. 72):
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a) leitura de entidades que conformam a superficie (pesos w; ; , pontos de controle
P.;,0raus p e g evetoresdenés U e V);

b) leitura da malha de elementos finitos no espaco paramétrico;
c) indice de pontos de controle (em coordenadas homogéneas) a deslocar.

A partir da leitura inicial, realiza-se o pre-processamento, descrito nas seguintes etapas
(ESPATH, 2009, p. 72):

a) a partir dos indices dos pontos de controle a deslocar, sdo criadas variaveis
vetores (dentro de uma variavel tipo derivado), onde o nimero de variaveis
criadas € igual ao nimero de subdominios a serem modificados;

b) é feita a contagem dos nos (da malha de elementos finitos) pertencentes a cada
subdominio a ser modificado, alocando dinamicamente cada variavel vetor;

c) em cada variavel vetor é armazenado o conjunto de n6s (da malha de elementos
finitos) pertencentes ao correspondente subdominio.

O processamento da modificacdo livre de forma é realizado nas seguintes etapas (ESPATH,
2009, p. 74):

a) avaliam-se todos 0s nds (da malha de elementos finitos) pertencentes aos
vetores que representam os subdominios a serem reavaliados, para cada
superficie;

b) os n6s da malha de elementos finitos sdo sobrescritos pelos nés reposicionados
na nova geometria.

Uma vez que a geometria utilizada no presente trabalho é descrita pela sua secao transversal
de revolucdo, apenas uma descricdo bidimensional torna-se necessaria. Portanto, apenas as

coordenadas x e y sdo utilizadas, mantendo-se z =0. Utiliza-se, neste trabalho, w;; =1 e

superficies Bézier como caso particular de NURBS. O efeito obtido sobre a geometria e a
malha ao deslocarem-se apenas 0s pontos de controle em uma superficie plana é mostrado nas
figuras 4 e 5. E facil perceber que a malha de elementos finitos se desloca em conjunto com a

geometria, mantendo a parametrizacao inicial.
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Figura 4: geometria e malha original
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Figura 5: geometria e malha deformada

7.4 ANALISE DE SENSIBILIDADE UTILIZANDO AD

A andlise de sensibilidade foi realizada utilizando-se 0 método da diferenciacdo automatica e,
inicialmente, para fins de comparacao e validacdo, 0 método das diferencas finitas também. O
método AD foi implementado utilizando-se as ferramentas de diferenciacdo TAPENADE AD,
ferramentas estas desenvolvidas pelo Institut National de Recherche en Informatique et en
Automatique (INRIA, 2002). A estrutura de funcionamento do TAPENADE AD é descrita

abaixo:

a) fornecimento de codigo computacional a ser diferenciado pelo usuario (em
linguagem Fortran 77/90/95 ou C);

b) leitura do codigo;
c) selecdo de sub-rotina a ser diferenciada;
d) selecdo de varidveis a serem diferenciaveis dentro da sub-rotina (saida);

e) selecdo de variaveis segundo as quais as variaveis de saida sdo diferenciadas
dentro da sub-rotina (entrada);

f) escolha do tipo de diferenciacdo (forward, forward vetorial ou reverse);
g) diferenciacdo do cddigo (em linguagem Fortran 77/90/95 ou C).
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A partir da ultima etapa de utilizacdo do TAPENADE, obtém-se o codigo diferenciado. Este
cédigo é basicamente o cddigo original reescrito em termos de funcBes elementares e
diferenciado segundo o sentido escolhido para as variaveis selecionadas. Utilizou-se a AD no
modo reverse no presente trabalho. A funcdo objetivo e restricBes foram diferenciadas com

relacdo aos pontos de controle (varidveis de otimizacéo).

7.5 ALGORITMO NUMERICO

O algoritmo geral, mostrado na figura 6, é a unido entre a analise estrutural via elementos
finitos, a diferenciacdo automatica, a programacdo sequencial quadratica e NURBS.
Basicamente, ha trés tipos de dados de entrada: a descricdo do problema de otimizagdo, o

modelo de elementos finitos e a descri¢cdo da geometria utilizando NURBS.

emtrada

calculo de

andlise de sim
comvergéncia

(SQP)

=aida

Figura 6: algoritmo de otimizacéo
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Apos a analise estrutural inicial sobre a forma inicial, o lago principal tem inicio. No inicio de
cada laco, os gradientes sdo calculados via AD. Entdo, verifica-se as condi¢es de KKT.
Quando estas sdo satisfeitas, o laco principal encerra. O problema quadratico é resolvido e as

direcBes Quase-Newton &, sdo obtidas. E realizada a minimizag&o unidimensional na diregdo
6, . A geometria € modificada sobre ¢, e os funcionais envolvidos séo calculados. A
minimizagdo unidimensional néo e exata. O lago converge na dire¢éo ¢, quando um ponto

razodvel é obtido. Um ponto razoével é aquele que apresenta um decréscimo suficiente e que

respeite certas condicOes de curvatura.

A AD utilizada na andlise de sensibilidade em modo reverse requer o custo computacional de
calculo de uma Unica analise de elementos finitos para o céalculo de todo o gradiente. No caso
de outro método, por exemplo o das diferencas finitas, necessita-se perturbar cada variavel
individualmente e realizar uma nova andlise estrutural para cada variavel para se obter o
gradiente, o que implica muitas analises de elementos finitos. Portanto, a medida que o
nimero de iteracdes e de variaveis presentes na otimizacdo aumenta, a utilizacdo da AD se

mostra mais eficiente computacionalmente, além de fornecer valores com preciséo analitica.
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8 APLICACOES

Para demonstrar e validar a utilizacdo do algoritmo desenvolvido, alguns exemplos realizados

sdo apresentados neste capitulo.

8.1 EXEMPLO 1

O primeiro exemplo apresentado trata de uma casca cuja geometria inicial é plana (pode ser

entendida como inicialmente uma laje circular). As propriedades do material utilizado s&o
E=3.10x10"N/m?, v =0.2 e v =2.5x10*N/m®. O raio R da estrutura mede R=>5m, e

a altura inicial h=1.0m. A estrutura encontra-se simplesmente apoiada na lateral e uma carga

vertical q=750kN /m ¢ aplicada sobre a mesma sobre a forma de cargas nodais

equivalentes. A figura 7 mostra a geometria inicial e as condi¢Ges de contorno consideradas.

|
| g =T50kN / m

A A
! I\ | h=1.0m

=4
v

R=5m

Figura 7: geometria e condi¢Bes de contorno consideradas no exemplo 1

A malha de elementos finitos utilizada contém 2121 n6s e 4000 elementos e é apresentada na
figura 8. A parametrizacdo NURBS utilizada contém 4 pontos de controle em cada direg&o,
somando 16 no total. Os vetores de nos utilizados (que caracterizam as superficies de Bézier)

~

Sao:
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U ={0,0,0,0,1,1,1,1} (equacdo 59)

v={0,0,0,0,1,1,1,1} (equacéo 60)

Figura 8: malha de elementos finitos inicial utilizada no exemplo 1

As variaveis de otimizacdo séo as coordenadas axiais (Z ) dos pontos de controle do bordo
superior e inferior da malha NURBS, totalizando 8 variaveis. A parametrizagio NURBS bem

como as variaveis de otimizacdo (pontos em vermelho) séo apresentadas na figura 9.

Figura 9: parametrizacdo NURBS e varidveis consideradas no exemplo 1

Uma vez que os pontos de controle ndo tomados como varidveis de otimizacgdo (pontos azuis
da figura 9) ndo sdo manipulados pelo algoritmo diretamente, forgou-se a movimentagédo de
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forma indireta dos mesmos. Esta movimentacdo indireta torna-se necessaria primeiramente
para ndo ocorrer distorgdes excessivas da malha de elementos finitos. Em segundo lugar, para
grandes modificacfes da geometria, um ponto de controle poderia ultrapassar outro, levando a
uma geometria incorreta e um erro no célculo via elementos finitos. Este erro ocasionado pela

transposicao dos pontos de controle é mostrado na figura 10.

Figura 10: exemplo de erro ocasionado pela transposi¢éo de pontos de controle

Para impedir que este tipo de erro ocorra, foi inserida a imposicdo de que a posicdo relativa
dos pontos de controle que ndo sao variaveis de otimizacdo com relacdo aquelas que sdo deve
se manter sempre constante em uma dada dire¢do. Desta forma, a distancia vertical entre os

pontos de controle possui sempre valor uniforme.

A funcdo objetivo f utilizada no problema é a minimizacdo da energia de deformacdo da

estrutura:

1
f==]06:£dQ 5
5 { (equacéo 61)
A funcdo objetivo é restrita a condicdo de que o volume da estrutura se mantenha constante
(imposta pela equacdo 62) e que a distancia axial (vertical) entre os pontos de controle (que

sdo tomados como variaveis) seja maior ou igual a 0.15m:

Vv
¢ = 1—\/— =0 (equacio 62)

ni

Onde:

V,; = volume inicial.
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A condicgéo limitante de volume constante faz com que a geometria otimizada buscada néo
seja o resultado de simplesmente aumentar a quantidade de material da mesma e mantém a
carga de volume aplicada (peso proprio) constante (a carga concentrada também se mantém
constante ao longo das iteracdes). Além disto, as variaveis sdo limitadas superiormente a uma
coordenada axial méxima de 25m e inferiormente a uma coordenada axial minima de -25m. O
quadro 1 mostra as coordenadas iniciais dos pontos de controle da geometria. A sequéncia de
geometrias encontradas ao longo das iteracdes para este problema de otimizacgéo realizado é

mostrada na figura 11. A convergéncia foi obtida na 282 iteracéo.

P X v
(0,0) 0.00 0.00
(1,0) 1.67 0.00
(2,0) 3.33 0.00
(3.0) 5.00 0.00
(0,1) 0.00 0.33
(1,1} 1.67 0.33
(2.1) 3.33 0.33
(3.1) 5.00 0.33
(0,2) 0.00 0.67
(1,2) 1.67 0.67
(2.2 333 0.67
(3.2) 5.00 0.67
(0,3) 0.00 1.00
(1,3) 1.67 1.00
(2.3) 3.33 1.00
(3.3) 5.00 1.00

Quadro 1: coordenadas iniciais dos pontos de controle do exemplo 1
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_ I
Tteragiio 1
Tteragiio 13
‘ Tteragiio 3
J - B

Figura 11: sequéncia de otimizacdo da geometria do exemplo 1

E possivel notar que as primeiras iteragdes realizadas sio as mais salientes. As iteracdes finais
restringem-se mais a uma modificacdo da curvatura e altura da geometria. A iteracdo 28
consiste na geometria final encontrada pelo algoritmo. Os deslocamentos iniciais da
geometria (em metros e em mdédulo) sdo apresentados na figura 12 e as tenses segundo 0
critério de von Mises (em N/m?) da mesma na figura 13. A figura 14 mostra 0S mesmos
resultados para a geometria final.
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|deslocamentos|
0.016333
0.014525
I 0.012717
- 0.010809
- 0.0091009
0.0072929
0.0054849
0.0036769

0.0018689
6.0876e-05

Figura 12: deslocamentos da geometria inicial do exemplo 1

Mises

3.0439e+07
2.7065e+07
I 2.369e+07
£ 2.0316e+07
: 1.6942e+07
1.3568e+07
1.0193e+07
6.8192+06
3.4447e+06
70492

Figura 13: tensGes de von Mises da geometria inicial do exemplo 1

|[deslocamentos| Mises

0.0017871 9.234e+06
I 0.0016416 I 8.226e+06
0.0014861 7.218e+06
- 0.00135086 - 6.2099e+06
- 0.0012051 - 5.2019e+06
0.0010596 4.1939e+06
0.00091405 3.1858e+06
0.00076854 2.1778e+06
0.00062303 1.1698e+06
0.00047751 1.6172e+05

Figura 14: deslocamentos e tensdes (von Mises) para a geometria final do exemplo 1
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A geometria se assemelhada a uma forma parabdlica obtida mostra claramente a minimizacgao
da funcdo objetivo. Tanto os deslocamentos quanto as tensGes sofrem uma reducdo de
praticamente 10 vezes o valor inicial. A estrutura otimizada, pela sua configuracao
geomeétrica, possui uma distribuicdo de esforcos internos de tal maneira que as tensdes sejam
preferencialmente membranais. Os esforcos de flexdo e corte originais dédo lugar a parcelas
cada vez maiores de tensGes membranais ao longo das iterages. E possivel perceber também
a maior concentracdo de material na regido préxima aos apoios, em detrimento a uma
espessura mais reduzida na regido central. Na figura 15 € possivel visualizar
tridimensionalmente a estrutura otimizada em duas vistas diferentes. E interessante notar que,
mantendo-se as mesmas condi¢fes de contorno e apenas invertendo a concavidade da
estrutura otimizada apresentada (invertendo seu sentido), obtém-se uma casca submetida
preferencialmente a esforcos de compressao (comportamento linear). Para materiais tais como
0 concreto simples, cuja resisténcia a compressdo € muito superior a de tracdo, isso implica
em grande vantagem estrutural. Resultados analogos, porém utilizando um elemento de casca
e uma placa quadrada como geometria inicial, foram encontrados por Bletzinger et al. (2005,
p. 3446) e Espath et al. (2010, p. 738), dentre outros autores.

Figura 15: visualizacdo tridimensional em 360° e 270°
da estrutura otimizada no exemplo 1

As coordenadas dos pontos de controle da geometria final sdo apresentadas no quadro 2. A
evolucdo da minimizacdo da funcéo objetivo ao longo das iteragcdes é mostrada na figura 16.

Pode-se perceber da figura 16, que, a partir da 142 iteracdo, ndo ha reducdo significativa da
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funcdo objetivo. Neste grafico, a funcdo objetivo é normalizada dividindo-se o valor total da

energia de deformacéo da iteracdo correspondente pelo valor da energia de deformacéo obtido

na geometria inicial. Portanto, sendo f;; =1, o valor final obtido foi f , = f,, =0.114.

Funcio Objetivo Relhtiva

P X ¥
(0,0) 0.00 -14 98
(1,0) 1.67 -14 45
(2,0) 333 -13.02
(3.0) 5.00 -9.26
(0,1) 0.00 -14.93
(1,1) 1.67 -14 40
(2.1) 333 -12.97
(3.1) 5.00 -8.50
(0,2) 0.00 -14 88
(1,2) 1.67 -14.35
(2,2 333 -12.92
(3.2) 5.00 -7.74
(0,3) 0.00 -14 83
(1,3) 1.67 -14.30
(2.3) 333 -12. 87
(3.3) 5.00 -6.98

Quadro 2: coordenadas finais dos pontos de controle do exemplo 1

Figura 16: grafico da funcdo objetivo ao longo das iteragdes no exemplo 1

15

Iteracdo

20

25
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Este exemplo possui relevancia ainda mais ampla quanto analisado no contexto histérico. O
importante papel desempenhado pela forma dos domos ou abdbodas sempre despertou
interesse dos construtores e muitas das cascas projetadas até a época da Renascenca foram
baseadas em metodos heuristicos, através do conhecimento acumulado ao longo de diversas
experiéncias anteriores. Nesta época 0s materiais utilizados na constru¢do possuiam baixa ou
nenhuma capacidade de resisténcia a esforcos de tracdo como 0 opus caementitium utilizado
pelos romanos e diferentes tipos de alvenaria. Foi o famoso Robert Hooke (1635-1702),
pesquisador da Royal Society, recentemente fundada naqueles dias, conhecido pela sua lei da
mola eldstica ut tensio sic vis, quem perguntou aos seus contemporaneos sobre a forma 6tima
de um arco de alvenaria. A solucdo por ele proposta (HOOKE, 1675, p. 31) é descrita como ut
pendet continuum flexile, sic stabit contigum rigidum inversum, através de um anagrama, 0
que pode ser traduzido na forma "como a forma flexivel trava, o arco invertido permanece
rigido"”, mostrado na figura 17. Isso, em outras palavras, descreve o método da suspenséo
invertida, onde a forma obtida da estrutura deformada livremente pela acdo de seu peso
préprio € invertida, levando a um estado de compressdao (SANTIAGO, 2006, p. 325). Tal arco

também é conhecido como catenéria, obtida pela analogia entre arcos e correntes suspensas.

o
‘a
™

Figura 17: analogia de Robert Hooke entre correntes suspensas e arcos
(SANTIAGO, 2006, p. 325)
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O principio do método da suspensdo invertida tornou-se um ingrediente basico para projeto de
abobodas e coberturas usado até hoje. Ele reduz o processo de busca de forma a um
procedimento natural o qual conduz automaticamente a um resultado de compressao livre de
tracOes, ideal para materiais que suportam apenas baixas ou nenhuma tragdo, como o
concreto. Hooke possuia contato com Sir Christopher Wren, o construtor e projetista do domo
da Catedral St. Paul, em Londres. Na concep¢do do domo da catedral, os principios do
método foram utilizados. O formato utilizado foi o de uma casca conica levemente curvada,
devido ao grande peso de uma lanterna fixada no topo, mostrado na figuras 18 (RAMM,;
WALL, 2004, p. 395).

EIGHT WELLS TO I ESTIMATED WEIGHT OF

LIGHT INTERIOR TR “~ LANTERN 700 TONS
OF CONE (]

HI 7
E SECTIONAL VIEW or DOME

Figura 18: projeto de Wren para o domo da Catedral St. Paul
(SANTIAGO, 2006, p. 330)

Estes conceitos foram mais tarde utilizados por Rondelet na aboboda central da Igreja St.
Genevieve em Paris (a qual transformou-se no Panteon Francés durante a Revolucédo
Francesa). Dentre tantos outros que aderiram a técnica, pode-se citar Gaudi, que também fez
uso de tais principios em diversas estruturas como a aboboda da Igreja da Colonia Giell e a
Sagrada Familia em Barcelona, mostrada na figura 19 (RAMM; WALL, 2004, p. 395).
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Figura 19: modelo original de suspensao invertida utilizado por Gaudi (a esquerda) e
reconstituicdo do mesmo (a direita) (GRAEFE, 2009, p. 732)

O conceito também foi utilizado por projetistas modernos em cascas de concreto, como por
exemplo F. Otto e H. Isler, mostrado na figura 20. Embora este método produza estruturas de
certa forma inapropriadas sob certos efeitos (por exemplo vibrac6es), este conceito tem sido
utilizado com grande sucesso ao longo dos anos (RAMM; WALL, 2004, p. 394-395).

Figura 20: modelo de membrana suspensa invertida de Isler
(CHILTON, 2000, p. 37)
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8.2 EXEMPLO 2

O segundo exemplo aqui apresentado é uma variacdo do primeiro. O material utilizado possui

as mesmas propriedades do exemplo anterior, entretanto a geometria inicial difere por

apresentar um furo na regido central. O raio externo R, da estrutura mede R, =10m, o raio

interno R, mede R =5m e a altura inicial h=1.5m. A estrutura encontra-se simplesmente

apoiada na lateral externa e uma carga vertical q=268kN /m é aplicada sobre a mesma,

sobre a forma de cargas nodais com carregamento equivalente. O peso proprio também ¢é

considerado. A figura 21 mostra a geometria inicial e as condi¢Ges de contorno consideradas.

I

q=268kN / m

WY

A h=1.5m

4

A J

R =5m

T

M

A J

R, =10m

Figura 21: geometria e condig6es de contorno consideradas no exemplo 2

A malha de elementos finitos utilizada contém 952 nos e 1742 elementos e é apresentada na

figura 22. A parametrizagdo NURBS utilizada contém 7 pontos de controle na direcdo u e 6

na dire¢do v, somando 42 ao total. Os vetores de nos utilizados séo:

©={0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1} (equagio 63)

V= {0, 0,0,0,0,0,1,1,1,1,1, 1} (equacéo 64)
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%%

Figura 22: malha de elementos finitos inicial utilizada no exemplo 2

As variaveis de otimizacdo sdo as coordenadas axiais (Z ) dos pontos de controle do bordo
superior e inferior da malha NURBS, totalizando 14 variaveis. A parametrizacdo NURBS

bem como as variaveis de otimizacao (pontos em vermelho) sdo apresentadas na figura 23.

P.. P,

R 45 53

% x %X X 0x X x
PCI_EI P]_Cl Plﬂ Piﬁl P4_€l P

i0

Figura 23: parametrizagdo NURBS e varidveis consideradas no exemplo 2

Assim como no exemplo 1, os pontos de controle intermediarios entre os pontos de controle
que sdo variaveis de otimizacdo, ou seja, 0os pontos azuis da figura 23, devem manter a

distancia axial relativa uniforme.

A funcgdo objetivo f utilizada no problema é a minimizacdo da energia de deformacdo da

estrutura. A funcdo objetivo é restrita a condicdo de que o volume da estrutura se mantenha
constante e que a distancia axial (vertical) entre os pontos de controle (que sdo tomados como
variaveis) seja maior ou igual a 0.15m. Além disto, as varidveis sdo limitadas superiormente a
uma coordenada axial méxima de 7.5m e inferiormente a uma coordenada axial minima no

valor de -7.5m.
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O quadro 3 mostra as coordenadas iniciais e finais dos pontos de controle que séo varidveis de
otimizagdo da geometria. A fungdo objetivo ao longo das iteragdes é mostrada no gréafico da
figura 24. Percebe-se que na primeira iteragdo ocorre 0 maior decréscimo da funcdo objetivo.

A convergeéncia foi obtida na 39 iteragao. O valor final obtido foi f,, = f,; =0.068, sendo

este valor normalizado, tomando f;, =1.

Funcio Objetivo Rehtiva

P X ¥ ini v fin
(0.0) 5.00 0.00 -7.50
(1,0) 5.83 0.00 -7.50
(2.00 6.67 0.00 -7.05
(3.0) 7.50 0.00 -6.01
4.0) 833 0.00 7.35
(5.0) 917 0.00 -7.50
(6.0) 10.00 0.00 -7.50
(0.5) 5.00 1.50 -7.35
(1.5) 583 1.50 -7.24
(2.5) 6.67 1.50 -6.90
(3.5) 7.50 1.50 -5.86
(4.5) 833 1.50 7.50
(5.5 9.17 1.50 -3.83
(6.5) 10.00 1.50 -3.13

Quadro 3: coordenadas axiais iniciais e finais dos pontos de controle tomados
como variaveis do exemplo 2

14

0,9

0,8

0,5 1
0,4 +
0,3 +

0,2

0,1 +

i B B N e G B N B L L L B B B e I B B L .

Iteracgdo

Figura 24: grafico da funcdo objetivo ao longo das iteragdes no exemplo 2
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A sequéncia de geometrias encontradas ao longo das iteracfes para este problema de
otimizag&o realizado é mostrada na figura 25.

Geometria Imaal

ITteragiio 15

Tteragiio 1

Iteraciio 39
Tteragio 7

Figura 25: sequéncia de otimizacao da geometria do exemplo 2
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Os deslocamentos iniciais da geometria (em metros e em modulo) sdo apresentados na figura
26 e as tensdes segundo o critério de von Mises (em N/m?) da mesma na figura 27. A figura

28 mostra 0s mesmos resultados para a geometria final.

|des|oaamentos|
0.043744
I 0.038932
0.03412
. 0.029308
. 0.024496
[ 0.019883
- 0.014871
0.010059
0.0052471

0.00043496

Figura 26: deslocamentos da geometria inicial do exemplo 2

Mises
1.3051e+07
I 1.1607e+07
1.0163e+07

. 8.719e+06
. 7.2748e+06
[l 5.8307e+06
. 4.3865e+06
2.9423e+06
1.4982e+06

54003

Figura 27: tensBes de von Mises da geometria inicial do exemplo 2

|deslocamentos| Mises
0.0052742 6.3749e+06
I 0.0047136 I 5.6732e+06
0.0041531 4.9715e+06
- 0.0035925 | 4.2607e+06
- 0.0030319 - 3.568e+06
|1 0.0024713 || 2.8663e+06
£ 0.0019107 | 2.1645e+06
0.0013502 1.4628e+06
0.00078959 7.6105e+05
0.00022902 59314

Figura 28: deslocamentos e tensdes (von Mises) para a geometria final do exemplo 2
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A estrutura otimizada apresenta uma forma assemelhada a duas parabolas em sentidos
opostos. Novamente, a espessura maior encontra-se proxima aos apoios, devido as altas
tensdes. Do quadro 3, observa-se que a limitagdo superior e inferior das coordenadas das
varidveis também limitou a forma da estrutura otimizada. Grande parte das variaveis
encontra-se no limite desta restricdo, ou seja, ou na coordenada 7.5m, ou na coordenada -
7.5m. Para o caso de relaxagéo destas limitagdes, a estrutura provavelmente tenderia a possuir
maior amplitude vertical e o bordo interior mais afunilado. Na figura 29 é possivel visualizar

tridimensionalmente a estrutura otimizada em duas vistas diferentes.

Figura 29: visualizacéo tridimensional em 360° e 270°
da estrutura otimizada no exemplo 2

8.3 EXEMPLO 3

O terceiro exemplo parte de uma geometria inicial cilindrica. O material utilizado possui as
mesmas propriedades dos exemplos anteriores, entretanto o peso proprio da estrutura foi

desconsiderado neste exemplo. O raio externo R, da estrutura mede R, =25m, o raio interno
R, mede R =23.5m e a altura h=10.0m. A estrutura encontra-se engastada na borda
inferior e uma carga horizontal ¢, =25000kN /m e uma vertical g, =50000kN /m sé&o

aplicadas sobre o topo da mesma. A figura 30 mostra a geometria inicial e as condicdes de

contorno consideradas.

A malha de elementos finitos utilizada contém 606 nos e 1000 elementos e é apresentada na
figura 31. A parametrizacdo NURBS utilizada contém 6 pontos de controle na diregdo u e 6

na direcdo v, somando 36 ao total. Os vetores de nos utilizados s&o:

Otimizagdo de Forma de Cascas Axissimétricas utilizando Diferenciacdo Automatica



84

U ={0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1} (equacdo 65)

v={0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1} (equagdo 66)

g =250006v /m L{L41d
g, =50000kN /m | | 1

h=10.0m

A 4

R =23.5m

— W
R,=25.0m TR

LY
F

rFEsE=EFTEEEEEEEEEEEEEEE

Figura 30: geometria e condi¢Bes de contorno consideradas no exemplo 3

As variaveis de otimizacdo sdo as coordenadas radiais (R ) dos pontos de controle dos bordos
laterais, excluindo-se os pontos situados na borda superior da malha NURBS, totalizando 10
variaveis. A parametrizacdo NURBS, bem como as varidveis de otimizagdo (pontos em

vermelho), sdo apresentadas na figura 32.

Assim como nos outros exemplos, os pontos de controle intermediarios entre os pontos de
controle que sdo variaveis de otimizagéo, ou seja, 0s pontos azuis da figura 32, devem manter
a distancia radial relativa uniforme. Embora nos outros exemplo isso foi feito para a direcéo

axial, 0 mesmo se aplica neste caso para a direcao radial.
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Figura 31: malha de elementos finitos inicial utilizada no exemplo 3

A funcdo objetivo f utilizada no problema é a minimizacdo da energia de deformacédo da
estrutura. A funcgdo objetivo é restrita a condicdo de que o volume da estrutura se mantenha
constante e que a distancia radial (horizontal) entre os pontos de controle (que s&o tomados
como varidveis) seja maior ou igual a 0.5m. Além disto, as variaveis sdo limitadas
superiormente a uma coordena radial maxima de 75.0m e inferiormente a uma coordenada

radial minima no valor de 0.0m.

O quadro 4 mostra as coordenadas iniciais e finais dos pontos de controle que sdo variaveis de
otimizagdo da geometria e dos pontos do bordo superior. A funcdo objetivo ao longo das
iteragBes € mostrada no gréfico da figura 33. A convergéncia foi obtida na 522 iteracdo. O

valor final obtido foi f,, = f,, =0.199, sendo este valor normalizado, tomando f; =1.
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Figura 32: parametrizagdo NURBS e variaveis consideradas no exemplo 3

Funcio Objetivo Rehltiva

0,1

Iteracdo
Figura 33: grafico da funcdo objetivo ao longo das iteragdes no exemplo 3
Os deslocamentos (em metros e em modulo) e tensbes segundo o critério de von Mises (em

N/m2) iniciais da geometria sdo apresentados na figura 34. A figura 35 mostra 0s mesmos

resultados para a geometria final.
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P ¥ X i x fin
(0.0) 0.00 2350 | 2848
(1.0) 2.00 2350 | 2749
(2.0) 4.00 2350 | 2642
(3.0) 6.00 2350 | 2561
(4.0) 8.00 2350 | 2442
(5.0) 10.00 | 2350 | 2350
(0.5 0.00 2500 | 2973
(1.5) 2.00 2500 | 28.70
(2.5 4.00 2500 | 2786
(3.5 6.00 2500 | 26.77
(4.5) 8.00 2500 | 26.06
(5.5 10.00 | 2500 | 2500

como variaveis do exemplo 3 e do bordo superior

|[deslocamentos| Mises

0.021395 1.7038e+08
Iu_mgma I1_51569+08
0.01664 1.3274e+08
. 0.014263 - 1.1393e+08

B 0.011886 . 9.511e+07
. 0.0095088 Pl 7.6204e+07
- 0.0071316 . 5.7478e+07
I 0.0047544 I 3.8662e+07
0.0023772 1.9846e+07
0 1.0296e+06

Figura 34: deslocamentos e tensdes de von Mises da geometria inicial do exemplo 3
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Mises

0.0024607
4.6717e+07
0.0021872
4.6268e+07
0.0019138
4.5819e+07
. 0.0016404
| 4.537e+07
. 0.001367
. 4.49216+07
0.0010936
4.4472e+07
0.00082022
4.4023e+07
0.00054681
0.00027341 435740407
o 4.31250+07
4.2676e+07

Figura 35: deslocamentos e tensdes de von Mises da geometria final do exemplo 3

A estrutura otimizada apresenta uma forma assemelhada a um tronco de cone. A espessura da
geometria otimizada é quase que constante, sendo levemente maior na regido superior. A
estrutura apresenta uma inclinagdo proxima da inclinacdo do carregamento equivalente
aplicado, gerando um estado preferencialmente de compressdo. H4 um decréscimo da ordem
de cerca de dez vezes tanto dos deslocamentos quanto das tensdes. Os deslocamentos na
estrutura otimizada encontram-se em uma distribuicdo uniforme. Na figura 36 é possivel

visualizar tridimensionalmente a estrutura otimizada em duas vistas diferentes.

Figura 36: visualizacdo tridimensional em 360° e 270°
da estrutura otimizada no exemplo 3
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9 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

O modelo desenvolvido para otimizacdo de forma de cascas axissimétricas se mostrou valido
e eficiente. As geometrias encontradas sdo consistentes, possuindo melhor desempenho
estrutural segundo o objetivo estipulado e respeitando as restricbes impostas. A manipulagéo
da geometria utilizando NURBS resultou em facil modificacdo de forma e uma estrutura
suave ao final do procedimento. Além disto, a ndo necessidade de gerar novas malhas de
elementos finitos ao longo da modificacdo da geometria se mostrou valida através da
deformacéo livre de forma. Entretanto, o cuidado de evitar transposi¢cbes de pontos de
controle sdo uma limitacdo desta aplicacdo. A analise de sensibilidade realizada utilizando
AD também se mostrou valida, ainda que a utilizacdo da AD, para fins de otimizacdo
estrutural tem sido muito pouco explorada. O modelo de SQP também se mostrou eficiente,
uma vez que mesmo tomando geometrias muito distantes de sua forma otimizada como

iniciais, 0 método mostrou-se suficientemente robusto para encontrar a solucdo do problema.

A manipulacdo direta da espessura atraves das modificacdes da secdo transversal durante o
processo de otimizagdo torna possivel obter uma variacdo continua da espessura, ndo sendo
isto possivel quando se utiliza um elemento finito de casca onde a espessura mantém-se
constante em cada elemento. Entretanto, a estrutura fica limitada a carregamentos

exclusivamente axissimétricos neste caso, enquanto que no caso geral isto ndo acontece.

As geometrias 6timas encontradas ndo garantem ser o0 minimo global do problema, mas sim,
um minimo local. A falta de prova rigorosa da convexidade do problema de otimizacdo, no

entanto, ndo exclui a possibilidade do minimo local ser, de fato, um minimo global.

Algumas sugestdes propostas para melhoramento, investigagéo, pesquisa e avango relativo ao

presente trabalho séo:

a) implementacéo da possibilidade de um comportamento que inclua efeitos de
néo linearidade geomeétrica da estrutura e fisica do material no codigo;

b) realizacdo de mais testes e comparacoes;

c) implementacgéo de efeitos multifisicos como interagdo fluido-estrutura e
interacdo com cargas magnéticas;

d) otimizacéo da topologia da estrutura utilizando a teoria da homogeneizacéo;
e) estudo sobre a convexidade do problema;
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f) investigacédo de efeitos de flambagem e vibracgdes nas estruturas otimizadas;
g) consideracdo de imperfeigdes nas estruturas a serem otimizadas.

Como resultado do trabalho, obteve-se geometrias otimizadas cuja forma tende a uma
geometria natural. As formas naturais de estruturas, tanto as de uso em Engenharia, quanto as
préprias formas encontradas na natureza, sdo, em geral, formas étimas. Tais formas, além do
melhor desempenho para fins estruturais, possuem uma estética agradavel, sendo este fato

explorado por engenheiros e arquitetos em seus projetos desde muito tempo atras.
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