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RESUMO

O presente trabalho trata basicamente do contetdo expressdes algébricas no ensino
fundamental. Motivados pela crenca de que a auséncia do método de argumentacgdo
matemaética e do pensamento genérico no atual ensino de Matematica tém se apresentado
muito nociva ao estudo de expressdes algébricas, desenvolvemos, em uma turma de sétima
série, uma proposta didatica onde apresentamos uma sequéncia de atividades que enfatizam
estes dois aspectos. Tais atividades servem de pré-requisitos para o estudo de expressdes
algébricas. Inclui-se neste trabalho uma anélise dos PCN para o ensino fundamental e uma
analise critica de livros didaticos de sétima série/oitavo ano sobre expressdes algébricas. A
partir destas analises, percebemos, nos livros didaticos, o inadequado emprego (no Nosso
ponto de vista) de polindmios neste nivel de ensino, o que resultou na elaboracdo de um
capitulo de conteddo matematico versando sobre polindmios, dedicada a professores de
Matemética da Educacédo Basica.

Palavras-chave: livros didaticos, expressdes algébricas, polindmios, pensamento genérico,
meétodo de argumentacdo matematica.



ABSTRACT

This text is closely related to the subject algebraic expressions in Fundamental
School. Believing that the absence of the mathematical method and of what we call generical
thought in the treatment of mathematics in the first school years causes much harm in the
student’s mathematical education, mainly when one deals with algebraic expressions, we
applied in a 7"" grade class and present here a sequence of activities which give emphasis to
those two aspects mentioned above and which prepare the students for the study of algebraic
expressions. Additionally we include here an analysis of part of the PCN (Brazilian
Curriculum Recommendations) and of nine 7™ grade-school books, namely, the part related to
algebraic expressions. Finally, we include a chapter about polynomials which was written for
school teachers, motivated by the inadequate use (for this level of mathematical education, at
least in our point of view) of polynomials in the school books which we have analyzed.

Key-words: school books, algebraic expressions, polynomials, generical thought,
mathematical method.
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INTRODUCAO

Originalmente, este trabalho foi motivado pela seguinte questdo: como familiarizar
gradativamente os alunos da Educacdo Bésica com o método de argumentacdo matematica?
Esta pergunta surge naturalmente ap6s a leitura do artigo Conceituacdo, manipulacdo e
aplicacOes: os trés componentes do ensino de Matemética (LIMA, 1999, p. 1-6) e tem, na
nossa opinido, importancia crucial quando chegamos ao ensino de expressdes algebricas na

sétima série/oitavo ano do ensino fundamental.

O método de argumentacdo matematica é o raciocinio dedutivo, sendo este a base de
todo o pensamento matematico. E o raciocinio dedutivo ndo envolve necessariamente
demonstracdes formais (ou “tipicas da academia” ou “dos mateméticos”, como dizem alguns
educadores quando querem a ele se referir), mas sim argumentagfes matematicamente
corretas (portanto, completas), utilizando uma linguagem coerente com a série/ciclo da

Educacédo Bésica com a qual estejamos trabalhando.

Assim, para uma mesma questdo proposta a alunos de diferentes niveis de
escolaridade, devemos esperar (e estimular) niveis diferentes de explicitacdo de uma mesma
ideia ou até mesmo uma abordagem diferente daquela do nivel anterior, mas ainda correta

como argumentacdo matematica.

Por exemplo, se perguntarmos aos alunos de uma quinta série sobre o resultado da
adicdo de dois nimeros pares, poderemos ter a seguinte argumentagdo matematica: com uma
quantidade par podemos formar duplas sem sobrar nada, de modo que ao somarmos duas
quantidades pares, estamos juntando todas estas duplas, sem sobrar nada. Essa justificativa

estd absolutamente completa e correta sob o ponto de vista matematico, podendo ser aceita em
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nivel de quinta série ou em qualquer nivel. Note aqui a auséncia do formalismo matematico,
que muitos educadores confundem com o método de argumentagdo mateméatica. Com alunos
de uma sétima série, por exemplo, cabe ao professor estimular que seja desenvolvido um
argumento fazendo uso da mesma ideia, mas agora expressa na linguagem nova que estdo
aprendendo neste nivel (a linguagem das expressdes algébricas): como ja é conhecida a
representagdo 2n para numeros pares (ou deveria ser; caso contrario, eis aqui um 6timo

momento para introduzi-la), podemos somar 2n+2m = 2(n + m), concluindo que a soma de

dois pares é necessariamente um nimero par, uma vez que n+m é um ndmero natural.

Com o exemplo anterior, queremos enfatizar que, sendo base de todo o pensamento
matematico, o0 método de argumentacdo matematica ndo é dominio exclusivo dos alunos de
ensino superior, mas sim dos alunos que estudam Matematica desde as séries iniciais. Esta
nossa visdo é corroborada nos PCN (1997-98) para o ensino fundamental:

Neste [primeiro] ciclo é importante que o professor estimule os
alunos a desenvolver atitudes de organizacdo, investigacdo, perseveranca.
Além disso, é fundamental que eles adquiram uma postura diante de sua
producdo que os leve a justificar e validar suas respostas e observem que

situagBes de erro sdo comuns, e a partir delas também se pode aprender
(BRASIL, 1997, p. 49 e 50).

(...) é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a
argumentacdo, de modo que os alunos ndo se satisfacam apenas com a
producdo de respostas a afirmagdes, mas assumam a atitude de sempre tentar
justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode-se avangar no quarto ciclo
para que o aluno reconhega a importancia das demonstragdes em Matematica,
compreendendo provas de alguns teoremas (BRASIL, 1998, p. 71).

Completando a Ultima citagdo, ousamos dizer que, ndo apenas “compreendendo provas
de alguns teoremas”, mas também avancando, no sentido de desenvolver nos alunos a
capacidade de produzir justificativas matematicas, utilizando uma linguagem acessivel e

compativel com o seu nivel de escolaridade.

O que foi exposto anteriormente é de importancia indiscutivel quando chegamos ao
ensino de expressdes algébricas, 0 que ocorre geralmente na sétima série/oitavo ano do ensino
fundamental. Somos de opinido que os alunos apresentam tanta dificuldade nesse nivel,
especificamente em expressdes algébricas, justamente porque, até este momento, tiveram

muito pouca ou nenhuma experiéncia com o pensamento genérico’ e com o método de

! Convém destacar que nesse trabalho nos dedicaremos exclusivamente ao pensamento genérico enquanto
pensamento algébrico. O pensamento geométrico e 0 pensamento combinatorio, por exemplo, sdo também
dimensdes importantes do pensamento genérico, mas ndo serdo aqui abordados.
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argumentacdo matematica, seja ele enfatizado oralmente ou atraves de registros/relatorios das

argumentagdes, seja pela valorizagdo dada pelo professor a esse aspecto.

Uma prévia exposicdo dos alunos a questdes, que neste texto chamamos de questdes
de carater genérico (sendo um exemplo a soma de pares mencionada anteriormente),
possibilitaria uma melhor compreensdo do uso das letras para representar genericamente 0S

nimeros na introducéo de expressdes algébricas e suas operacoes.

Dessa forma, ao trabalharmos as operagdes entre expressdes algébricas polinomiais,
temos a grande vantagem de poder explica-las a partir das propriedades das operacdes com
nimeros, ndo se tornando assim meras “regras do jogo” ou ndo necessitando de uma nova

definicdo para tais operacgdes, o que é bem pouco natural no ensino fundamental.

Salientamos que nossa posi¢do ndo entra em conflito com os PCN (1998), os quais
também especificam que, ao final do ensino fundamental, basta que as letras representem

ndmeros, pois ora serdo variaveis, ora incognitas, ora parametros:

Embora nas séries iniciais ja se possa desenvolver alguns aspectos da
algebra, é especialmente nas séries finais do ensino fundamental que as
atividades algébricas serdo ampliadas. Pela exploracdo de situagOes-
problema, o aluno reconhecera diferentes funcdes da Algebra (generalizar
padrbes aritméticos, estabelecer relacdo entre duas grandezas, modelizar,
resolver problemas aritmeticamente dificeis), representard problemas por
meio de equagdes e inequagdes (diferenciando parametros, variaveis,
incdgnitas) tomando contato com férmulas, compreendera a sintaxe (regras
para resolucdo) de uma equagdo (BRASIL, 1998, p 50-1).

Por isso, também defendemos que as propriedades das operagdes aritméticas sejam
amplamente trabalhadas desde as séries iniciais, objetivando, nessas séries, o calculo mental
e, a partir da quinta série/sexto ano, o célculo algébrico, em completa consondncia com 0s
PCN (1997-98):

Objetivos de Matematica para o segundo ciclo
Nesse ciclo, o ensino de Matemética deve levar o aluno a: [...]

. Ampliar os procedimentos de calculo - mental, escrito, exato,
aproximado - pelo conhecimento de regularidades dos fatos fundamentais, de
propriedades das operagBes e pela antecipagdo e verificacdo de resultados
(BRASIL, 1997, p. 56).

Objetivos de Matematica para o terceiro ciclo
Neste ciclo, o ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento: (...)
e Do pensamento algébrico, por meio da exploracdo de situacBes de
aprendizagem que levem o aluno a:
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* reconhecer que representacdes algébricas permitem expressar generalizagbes
sobre propriedades das operacdes aritméticas, traduzir situaces-problema e
favorecer as possiveis solucoes; (...)

* utilizar os conhecimentos sobre as operag@es numéricas e suas propriedades
para construir estratégias de calculo algébrico (BRASIL, 1998, p. 64).

No decorrer do presente trabalho, mais precisamente, no momento da anélise critica de
alguns livros didéticos, percebemos outra problemética: uma referéncia a polindmios. Mais do
que a simples nomenclatura, trata-se da utilizacdo do conceito de polindmio no ensino
fundamental para tratar de expressbes algébricas polinomiais. No momento em que
constatamos ndo se tratar de mera inadequagdo de nomenclatura, fomos forgados a refletir

sobre tal problemaética e a nos posicionarmos com relacdo as seguintes questdes:

a) Para a compreensdo das operaces com expressdes algébricas polinomiais, os alunos
do ensino fundamental necessitam do conceito de polindmio?
b) Qual é a orientagdo dos PCN para o ensino fundamental (1998) quanto a introducéo de

polinbmios nesse nivel de ensino?

Objetivo, Produto Final e Estrutura do Trabalho
Como ja dissemos, o objetivo inicial de
e verificar se uma maior familiaridade dos alunos com o método de
argumentacdo matematica pode trazer beneficios ao ensino e aprendizagem do
conteudo de expressdes algébricas
ficou ampliado por
o realizar uma andlise critica de livros didaticos no que se refere ao conteudo
expressoes algébricas;
e elaborar um texto sobre polindmios dirigido a professores de Matematica da

Educacéo Bésica.
Ao cabo deste trabalho, podemos visualizar trés produtos finais:

a) Uma proposta didatica, com as questdes de carater genérico preparatorias ao
tratamento das operacdes com expressdes algebricas polinomiais, acompanhadas de
sugestdes ao professor com possiveis encaminhamentos e melhorias, baseados em uma

experiéncia realizada em sala de aula;
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b)  Um texto sobre polindmios dirigido a professores de Matematica da Educagéo Basica,
com nosso posicionamento quanto a inadequacdo do uso dos conceitos relativos a
polindbmios no ensino fundamental,

c) A anélise critica dos livros didaticos ilustrando varios aspectos que consideramos mal

encaminhados sobre o assunto expressdes algébricas.
O presente trabalho ficou assim estruturado:

No Capitulo 1 selecionamos e analisamos passagens dos PCN (1997 - 1998) que se
referem & Algebra no ensino fundamental e passagens que se referem ao método de
argumentacdo matematica nesse nivel de escolaridade. Nesse capitulo, apresentamos também
nossa critica ao sentido 14 dado ao termo argumentacdo, bem como & interpretacéo la sugerida
a letra em expressdes algébricas como um simbolo abstrato, desprovido de qualquer
significado, e procuramos confirmar nossa posicdo de que o método de argumentagao

matematica pode e deve ser ensinado desde os ciclos iniciais.

O estudo da Matematica subjacente ao tema polindmios é feito no Capitulo 2,
relacionando a Matemaética superior com a Matematica escolar e que nos d& subsidios tedricos
para nossas posicoes quanto a inadequagdo do uso dos conceitos relativos a polindmios no

ensino fundamental.

A anélise critica de nove livros didaticos de sétima série aprovados pelo MEC é o
assunto do Capitulo 3. Aqui, procuramos mostrar os encaminhamentos que julgamos mal

formulados quanto ao contetido de expressdes algébricas.

No capitulo 4, apresentamos uma proposta didatica de encaminhamento de questdes de
carater genérico diversificadas, na forma de revisdo de conteldos aritméticos das séries
anteriores, procurando justificar as propriedades operatdrias com nimeros naturais, inteiros e
racionais, as quais constituem, em nossa opinido, a base para o tratamento das expressoes

algébricas polinomiais.

No Capitulo 5, apresentamos as linhas gerais dos encaminhamentos dados as
operacBes com expressdes algébricas polinomiais, ap6s o periodo de familiarizagdo com o

pensamento genérico.

Nas ConsideragOes Finais, ressaltamos o diferencial de nossa proposta, relatando

algumas falas de alunos que foram expostos a nossa proposta didatica.
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1 OS PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS - PCN/1998

Nesse capitulo selecionamos e analisamos algumas passagens dos PCN (BRASIL
1998) que dizem respeito a0 método de argumentagio matematica, ao ensino de Algebra e as
relacbes entre esses dois aspectos no ensino fundamental. Procuramos, com isso, ver
contemplada em um documento de referéncia nacional, nossa posicdo de que o método de
argumentacdo matematica, ou seja, o raciocinio dedutivo, pode e deve ser ensinado desde 0s
ciclos iniciais. Apresentamos também nossa critica a uma das concepgbes de Algebra
apresentada nos PCN nesse nivel de ensino, a saber, aquela em que as letras em expressdes

algébricas sdo interpretadas como simbolos abstratos (concepcéo estrutural da Algebra).

Em todo este capitulo, analisamos os PCN para o terceiro e quarto ciclos publicados
em 1998. Modificamos a ordem em que as passagens la aparecem a fim de melhor expor

nossa linha de pensamento.

1.1 0 METODO DE ARGUMENTACAO MATEMATICA

Os PCN (BRASIL 1998, p. 35 e 36) destacam o professor, 0 aluno e o saber matematico
como variveis envolvidas no estudo de fendmenos relacionados ao ensino e a aprendizagem
de Matemaética, afirmando que “é de fundamental importancia ao professor identificar as
principais caracteristicas dessa ciéncia, de seus métodos, de suas ramificages e aplicacdes”.
Além disso, os pardmetros salientam que “para desempenhar seu papel de mediador entre o
conhecimento matematico e o aluno, o professor precisa ter um sdlido conhecimento dos

conceitos e procedimentos dessa area.”

Como métodos matematicos, além da inducdo, da comparagdo, da estimativa, da
intuicdo, procedimentos esses que convergem & formagdo de conjecturas e com 0s quais
concordamos que estejam presentes no ensino de Matematica em todos os niveis, destacamos
o raciocinio dedutivo, o qual €, por exceléncia, 0 método de argumentacdo matematica, sendo

isto o que a diferencia de outras ciéncias como a Fisica, que é uma ciéncia empirica.

Pela minha experiéncia convivendo com colegas das escolas onde atuo (ou ja atuei),
pela andlise de livros didaticos (salvo em algumas péginas de Geometria) e pela minha
experiéncia como formador do GESTAR II, programa de formagdo continuada em
Matemética, promovido e desenvolvido pelo MEC no ano de 2009, observo que o raciocinio
dedutivo estd cada vez mais ausente das praticas dos professores em sala de aula. Esta

constatacéo é encontrada também em Nasser e Tinoco:



Apo6s 0 abandono da matematica moderna, com 0 movimento de retorno
as bases da matematica, o que se viu foi o abandono total do raciocinio
dedutivo e das demonstra¢des. Embora “desenvolver o raciocinio légico”
seja um dos objetivos incluidos dos planejamentos de quase todos 0s
professores de matematica, os alunos foram passando pela escola sem
que fossem expostos a atividades que desenvolvessem seu raciocinio
l6gico ou que os preparasse para 0 dominio do processo dedutivo. (2003,

p. 1).
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Tais consideracBes evidenciam um desacordo entre as praticas em sala de aula e as

orientagdes dos PCN, os quais reforcam, em diversos momentos, que a deducdo deve estar

presente no ensino e na aprendizagem da Matemética dentro de todos os conteldos.

Ilustramos isso com as seguintes passagens:

Como uma das principais caracteristicas do conhecimento matematico:

O exercicio da inducdo e da deducdo em Matematica reveste-se
de importancia no desenvolvimento da capacidade de resolver
problemas, de formular e testar hipdteses, de induzir, de generalizar e de
inferir dentro de determinada ldgica, o que assegura um papel de relevo
ao aprendizado dessa ciéncia em todos os niveis de ensino (BRASIL,
1998, p. 26).

geral, e ndo apenas em Geometria:

Ao relacionar idéias matematicas entre si, [os alunos] podem
reconhecer principios gerais, como proporcionalidade, igualdade,
composicdo, decomposicdo, inclusdo e perceber que processos como 0
estabelecimento de analogias, inducdo e dedugdo estdo presentes tanto no
trabalho com ndmeros e operagfes como no trabalho com o espago,
forma e medidas (BRASIL, 1998, p. 37).

Como um dos objetivos gerais para o ensino fundamental:

As finalidades do ensino de Matematica visando a construgdo da
cidadania indicam como objetivos do ensino fundamental levar o aluno a:

e resolver situacOes-problema, sabendo validar estratégias e
resultados, desenvolvendo formas de raciocinio e processos, como
intuicdo, inducéo, deducdo, analogia, estimativa, e utilizando conceitos e
procedimentos matematicos, bem como instrumentos tecnoldgicos
disponiveis (BRASIL, 1998, p. 47 e 48).

Na organizacéo dos contetidos:

A organizacdo de contetdos pressupde, portanto, que se analisem
alguns pontos:

Fazendo relagdes entre o aluno e o saber matemaético e reforcando que o método de

argumentacdo matematica deve ser contetido trabalhado no ensino de Matematica em



¢ a variedade de conexdes que podem ser estabelecidas entre os
diferentes blocos, ou seja, ao planejar suas atividades, o professor
procurard articular maltiplos aspectos dos diferentes conteddos, visando
a possibilitar a compreensdo mais ampla que o aluno possa atingir a
respeito dos principios e métodos basicos do corpo de conhecimentos
matematicos (proporcionalidade, equivaléncia, inducdo, dedugdo etc.);
além disso, buscara estabelecer ligacdes entre a Matematica, as situacdes
cotidianas dos alunos e as outras areas do conhecimento (BRASIL, 1998,
p. 53).

e Como principio norteador:

e Em consideracBes sobre o ensino e aprendizagem de Matematica, no terceiro e

quarto ciclos:

e 0 ensino de Matematica deve garantir o desenvolvimento de
capacidades como: observacdo, estabelecimento de relagdes,
comunicacdo (diferentes linguagens), argumentacdo e validagdo de
processos e 0 estimulo as formas de raciocinio como intuicdo,
inducdo, deducdo, analogia, estimativa (BRASIL, 1998, P. 56).

E importante destacar que as situaces de aprendizagem precisam
estar centradas na construgcdo de significados, na elaboracdo de
estratégias e na resolucdo de problemas, em que o aluno desenvolve
processos importantes como intui¢do, analogia, inducéo e deducéo, e ndo
atividades voltadas para a memorizagdo, desprovidas de compreensdo ou
de um trabalho que privilegie uma formalizagdo precoce dos conceitos.

O estimulo a capacidade de ouvir, discutir, escrever, ler idéias
matematicas, interpretar significados, pensar de forma criativa,
desenvolver o pensamento indutivo/dedutivo, é o caminho que vai
possibilitar a ampliacdo da capacidade para abstrair elementos comuns a
varias situacOes, para fazer conjecturas, generalizacbes e dedugdes
simples como também para o aprimoramento das representacfes, ao
mesmo tempo que permitira aos alunos irem se conscientizando da
importancia de comunicar suas idéias com concisdo (BRASIL, 1998, p.
63).

Também neste quarto ciclo, os problemas de Geometria vdo fazer
com que o aluno tenha seus primeiros contatos com a necessidade e as
exigéncias estabelecidas por um raciocinio dedutivo. Isso ndo significa
fazer um estudo absolutamente formal e axioméatico da Geometria
(BRASIL, 1998, p. 86).
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Quanto ao que consta na ultima citagdo, discordamos que o trabalho com problemas de

Geometria seja a primeira vez que aparecem a “necessidade e as exigéncias estabelecidas por

um raciocinio dedutivo” e os proprios PCN se contradizem nesse ponto, pois, logo ap6s

aquela citag&o, trazem:

Embora os contetdos geométricos propiciem um campo fértil para
a exploragdo dos raciocinios dedutivos, o desenvolvimento dessa
capacidade ndo deve restringir-se apenas a esses contetidos. A busca da
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construcdo de argumentos plausiveis pelos alunos vem sendo
desenvolvida desde os ciclos anteriores em todos os blocos de contetdos
(BRASIL, 1998. p. 86).

Além disso, os PCN ja mencionavam a presenca da dedugdo no ciclo anterior, como ja

registramos.

¢ Nas orientagdes didaticas quanto a nimeros e operacdes, especificamente em relagéo
ao célculo aritmético:
A importancia do estudo do célculo, em suas diferentes

modalidades, justifica-se também pelo fato de que é uma atividade basica
para o desenvolvimento das capacidades cognitivas do aluno, visto que:

e possibilita o exercicio de capacidades como memoria, dedugdo,
andlise, sintese, analogia e generalizagdo (BRASIL, 1998, p. 114).

Observamos, portanto, a preocupagdo constante dos PCN em salientar que o
desenvolvimento do raciocinio dedutivo no aluno deve fazer parte dos objetivos do ensino de
Matematica no nivel fundamental. No entanto, como relatamos anteriormente, tal objetivo

nem sempre tem sido contemplado nas préaticas dos professores.

Finalizando, quanto ao que se refere ao raciocinio dedutivo, deixamos aqui registradas

algumas questoes, a titulo de reflexao:

e O método de argumentagdo matemética é de conhecimento de todos os professores

que atuam na Educagdo Basica?

e O método de argumentacdo matematica fez e ainda faz parte, efetivamente, da

formacéo de todos os professores que atuam na Educagéo Bésica?

e Os professores que atuam na Educacdo Bésica consideram importante desenvolver o
raciocinio dedutivo nos alunos? Em caso afirmativo, eles tém trabalhado em sala de

aula de forma a atingir tal objetivo?

e Os atuais cursos de Licenciatura em Matematica estdo menosprezando o método de

argumentacdo matematica e tendendo a minimiza-lo em seus curriculos?

Os PCN também dedicam muita atengdo & argumentacdo em Matemética como um
caminho que converge as demonstracbes. No entanto, nosso entendimento sobre

“argumentacdo em Matematica” difere do sentido que la é dado ao termo.
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Para nos, o método de argumentacdo matematica € o raciocinio dedutivo que, por sua
vez, consiste em raciocinios matematicamente corretos (portanto completos), néo
necessariamente expressos de maneira formal e, tanto quanto possivel, coerentes com o nivel

de ensino com o qual estamos trabalhando.

Para os PCN a argumentacdo € apenas uma forma de convencer o outro através de
argumentos “pertinentes”, visando “ao plausivel”, chegando a deixar implicito que a intuicdo

ja é suficiente:

A argumentacdo esta fortemente vinculada a capacidade de
justificar uma afirmagdo e, para tanto, € importante produzir alguma
explicacdo, bem como justifica-la.

Uma argumentacdo nao &, contudo, uma demonstracdo. A
argumentacdo € mais caracterizada por sua pertinéncia e visa ao
plausivel, enquanto a demonstracdo tem por objetivo a prova dentro de
um referencial assumido. Assim, a argumentacdo esta mais proxima das
préticas discursivas espontaneas e é regida mais pelas leis de coeréncia
da lingua materna do que pelas leis da légica formal que, por sua vez,
sustenta a demonstracéo.

Se por um lado a préatica da argumentagdo tem como contexto
natural o plano das discussfes, na qual se podem defender diferentes
pontos de vista, por outro ela também pode ser um caminho que conduz a
demonstracao.

Assim, € desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para
desenvolver a argumentagdo, de modo que os alunos ndo se satisfagam
apenas com a producdo de respostas a afirmacfes, mas assumam a
atitude de sempre tentar justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode-
se avancar no quarto ciclo para que o aluno reconhega a importancia das
demonstragcbes em Matematica, compreendendo provas de alguns
teoremas (BRASIL, 1998, p. 70-1).

Reiteramos que argumentos plausiveis ou pertinentes ndo necessariamente
contemplam o método de argumentacdo matematica. A intuicdo é obviamente um argumento
plausivel, mas muitas vezes ela nos engana! Como exemplo, sobre um assunto de ensino
fundamental, citamos: é completamente plausivel/pertinente/aceitavel/intuitivo pensar-se, em
um primeiro momento, que se um numero inteiro € divisivel por r e por s entdo é também
divisivel por r x s. No entanto, ndo se pode parar por ai. De fato, essa afirmagdo é em muitos
casos verdadeira, mas, também, € falsa em muitos casos (por exemplo, 24 é divisivel por 2 e
por 8; porém, ndo € divisivel por 16 = 2 x 8). De fato, prova-se que ela € verdadeira sempre
que r e s sdo relativamente primos. Outro exemplo, agora sobre assunto de ensino médio: é

intuitivo imaginar que ndo € possivel contar todos os elementos do conjunto dos nimeros
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racionais néo-negativos, devido a sua densidade’. No entanto, prova-se que esse conjunto é
enumeravel, apesar de denso®. Mais um exemplo: é intuitivo pensar-se que hé mais nimeros
naturais do que numeros pares, pois nossa experiéncia com conjuntos finitos respalda a ideia
que qualquer parte propria de um conjunto tem menos elementos do que o conjunto todo®.
Porém, estamos tratando de conjuntos infinitos e prova-se que existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto dos nimeros pares e o conjunto dos nimeros naturais. Portanto,

ambos o0s conjuntos tém a mesma cardinalidade.

Argumentacdo, no sentido dado pelos PCN, esta apenas premiando intuicdo, o que
pode induzir a um erro, como nos exemplos citados. Por esse motivo, 0s professores nunca
devem se contentar s6 com o plausivel, o intuitivo, o pertinente, devendo convencer os alunos
das limitagcdes destes métodos de argumentacdo matematica. E isso deve ser feito em todos os

ciclos, inclusive nas séries iniciais.

Assim, devemos ir além do intuitivo, do pertinente, do plausivel, sempre que a
discussdo permitir, realizando uma demonstragdo ou mostrando contraexemplos para 0s
resultados que séo falsos, sempre dentro do nivel em que se esté trabalhando. Nos casos em
que ndo é possivel uma demonstracdo dentro deste nivel, ainda assim devemos ir além do
plausivel, pelo menos informando aos alunos que é possivel provar o resultado, mas que 0s

argumentos dependem de um conhecimento matematico que no momento eles ndo tém.

Como exemplos de casos em que devemos seguir até o convencimento total, ou seja, a
demonstracdo, citamos:

e “A soma de pares é par” numa quinta série;

e A provada irracionalidade de 2 numa sétima ou oitava série.

Exemplos de casos em que s6 podemos (e devemos!) informar sobre o resultado, em
qualquer nivel da Educacéo Bésica:
e Ajrracionalidade de m;

e O fato de ser constante o0 quociente entre o perimetro e o didmetro de um circulo.

! Um conjunto totalmente ordenado é dito denso se entre quaisquer dois de seus elementos podemos encontrar
um elemento deste conjunto. Simbolicamente: dados x, y elementos deste conjunto com x <y, existe no conjunto
um elemento z satisfazendo x <z <.

2 Erro registrado em um livro didético aprovado pelo MEC: "Como entre dois racionais sempre ha um outro
numero racional, ndo € possivel escrever todos os elementos do conjunto @ dos nimeros racionais.”

® Ao questionar alunos do ensino fundamental sobre isso e eles responderam que a quantidade de pares é a
metade da quantidade de naturais.
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Mais adiante, dentro dos contetidos propostos para o ensino de Matemaética no quarto
ciclo, fica implicita a auséncia do método de argumentagdo matemética no conceito de
argumentacdo dado nos PCN:

Assim, esse trabalho terd continuidade no quarto ciclo, uma vez
que a préatica da argumentacdo é fundamental para a compreensdo das
demonstracBes. Mesmo que a argumentacdo e a demonstragdo
empreguem freqlientemente os mesmos conectivos l6gicos, ha exigéncias
formais para uma demonstracdo em Matematica que podem ndo estar
presentes numa argumentacdo. O refinamento das argumentacOes

produzidas ocorrem gradativamente pela assimilagcdo de principios da
l6gica formal, possibilitando as demonstracdes (BRASIL, 1998, p. 86).

Nosso ponto de vista é que 0s argumentos (e sua escrita) podem e devem evoluir,
tornando-se mais refinados. Porém, devem ser sempre corretos sob o ponto de vista

matematico, mesmo que ndo se utilizem de uma linguagem formal.

Para ilustrar o que consideramos raciocinios matematicamente incompletos
(raciocinios que ndo contemplam o meétodo de argumentacdo matemética) e o que
consideramos raciocinios matematicamente completos e passiveis de serem apresentados no
ensino fundamental, exemplificamos com a questdo: A soma de dois nimeros pares é sempre

um ndmero par?

¢ Raciocinio incompleto:
2+4=6,8+16=24,10+ 18 = 28, portanto a soma de dois nUmeros pares é sempre

par.

¢ Raciocinio completo a nivel de quarta ou quinta série:
NUmeros pares podem ser agrupados em duplas sem sobrar nada, de modo que ao
somarmos dois nimeros pares, vamos apenas estar reunindo tais duplas, sem ainda sobrar

nada. Portanto, a soma sera um niimero par.

¢ Raciocinio completo a nivel de sétima série:
Pode-se comegar com 0 mesmo argumento da quarta/quinta série, mas ndo devemos
nos contentar apenas com ele, porque agora se espera que os alunos, neste nivel, dominem a
linguagem das expressoes algébricas (caso ndo a dominem, esse € um excelente exercicio em
que poderemos trabalhar, entre outras coisas, uma aplicagéo da distributividade). Assim, um
nimero par pode ser escrito na forma 2n, onde n é um nimero natural. Entdo a soma de dois

nimeros pares serd representada por 2n+2m = 2(n+m), que por sua vez € um numero par, ja
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que a soma de nimeros naturais € um numero natural. Portanto, a soma de dois pares é
necessariamente um nimero par.

Outro exemplo diz respeito & propriedade da multiplicacdo de poténcias de mesma

base: a™ xa" =a™", para m e n naturais.

¢ Raciocinio incompleto:

E comum encontrarmos em livros didaticos a seguinte argumentacdo (esta foi retirada
de um volume de sexta série):

Vamos estudar as propriedades para poténcias de mesma base.
Multiplicacdo de poténcias de mesma base
Observe as multiplicac6es:

42 4= (4-4) -(4-4-4)=4-4-4.4.4 =4 =47

2 fatores 3 fatores  2+3— 5 fatores

=(=8):(-3):(-3):(-3)-(-3)-(-8)=(-3)"* =(-3)’

4+2— 6 fatores

Para multiplicar poténcias de mesma base, conserva-se a base e

adicionam-se os expoentes.

¢ Raciocinio completo:

Em uma sexta série, poderiamos comecgar com argumentos iniciais do tipo: observe
que

42.4°= (4-4) -(4-4-4)= 4-4-4-4-4 =47 =4°,

—— —— —
2 fatores 3 fatores  2+3— 5 fatores

e dar continuidade, escrevendo: em geral, seja qual for o nimero a,

a*a’= (ara-a) - (a-a) = a-a-a-a-a =a*?
%/f
3 fatoresiguaisaa 2 fatoresiguaisaa 3+2 fatoresiguaisaa

e, sejam quais forem os naturais ndo-nulos m e n,

5".5"=(5.5.5-...-5) -(5-5-5-5-...-5)=5-5.5.5.5..,,.5=5™"

m fatores iguaisa5 n fatoresiguaisa5  M+n fatoresiguais a5
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E, por fim, podemos retomar e concluir o argumento anterior, afirmando que estamos
escrevendo um produto de m fatores iguais a a (que agora pode ser até um ndmero racional)
seguidos de n fatores iguais a a, 0 que, contando, totaliza m + n fatores iguais a a, que pode

ser escrito simbolicamente como:

Seja qual for o nimero a e sejam quais forem os naturais ndo-nulos m e n,

m+n

a"-a"=(a-a-a-...-a)-(a-a-a-a-...-a)=a-a-a-a-a-...-a=a

m fatoresiguaisaa  nfatoresiguais aa m-+n fatores iguais a a

Salientamos que ndo estamos criticando atividades de experimentagdo. Como ja
dissemos, examinar exemplos particulares pode ser um caminho para construirmos
conjecturas, 0 que ja € um passo bastante importante e que é, muitas vezes, o inicio de um
trabalho matemético. O que queremos aqui € chamar a atencdo de que ndo devemos parar
nossa argumentacdo nesse estagio, pois ela ndo contempla o raciocinio dedutivo completo,

além de ser passivel de produzir resultados incorretos.

A argumentagdo em Matematica, tanto sob nosso ponto de vista quanto dos PCN,
justifica-se ndo somente pelo seu papel na construgdo dos conceitos matematicos, mas
também esté presente na formagdo da cidadania. Assim, a argumentacdo matematica deve ser

estimulada no ensino fundamental:

e Sob o ponto de vista dos PCN:

Nesse aspecto, a Matematica pode dar sua contribuicdo a
formagdo do cidaddo ao desenvolver metodologias que enfatizem a
construcao de estratégias, a comprovacéo e justificativa de resultados, a
criatividade, a iniciativa pessoal, o trabalho coletivo e a autonomia
advinda da confianca na prépria capacidade para enfrentar desafios.

Também ¢ importante salientar que a compreenséao e a tomada de
decisGes diante de questdes politicas e sociais dependem da leitura critica
e interpretacdo de informagdes complexas, muitas vezes contraditdrias,
que incluem dados estatisticos e indices divulgados pelos meios de
comunicagdo. Ou seja, para exercer a cidadania é necessario saber
calcular, medir, raciocinar, argumentar, tratar informacOes
estatisticamente etc. (BRASIL, 1998, p. 27).

e Sob nosso ponto de vista:

(...) demonstrar teoremas elementares é educativo para a formagdo do
estudante. Estimula o raciocinio e ensina a desenvolver o espirito critico.
Questionando fatos e corrigindo erros de argumentacdo, ajuda a formar
cidaddos mais conscientes e argutos (LIMA, 2001, p. 293-4).
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1.2 A ALGEBRA NOS PCN

Quanto a Algebra tratada nos PCN, concentrar-nos-emos nos aspectos da interpretagdo
dada as letras e nas relagdes entre as atividades algébricas e o desenvolvimento do método de

argumentacdo matematica.

Antes, porém, convém destacar que, em diversos momentos, os PCN mencionam
“regras para a resolucdo de equacbes” ou “regras para 0 manuseio de expressoes”. Essas
passagens dos PCN, na nossa opinido, podem acarretar interpretagdes equivocadas:

(...) Pela exploragdo de situacdes-problema, o aluno reconhecera
diferentes fungdes da Algebra (generalizar padrbes aritméticos,
estabelecer relagdo entre duas grandezas, modelizar, resolver problemas
aritmeticamente dificeis), representara problemas por meio de equacoes e
inequacdes (diferenciando parametros, varidveis, incégnitas, tomando

contato com férmulas), compreendera a “sintaxe” (regras para resolucéo)
de uma equacdo (BRASIL, 1998, p. 50-1).

Nessa passagem, observamos que os PCN ndo deixam explicito o que querem dizer
com a frase “compreender a ‘sintaxe’ (regras para resolucdo) de uma equagdo”. Além disso,
a simples exploracdo de situagdes-problema pode ndo ser suficiente para que os alunos
consigam compreender a sintaxe de uma equagdo, sem que sejam estimulados a encontrar
justificativas matematicas para tal sintaxe. Igualmente, manipular cegamente regras arbitrérias
sem que sejam dadas justificativas matematicas para essas regras também pode ndo ser
suficiente para a compreensdo. E preciso um trabalho articulado entre resolugéo de situagdes-
problema e generalizacdo e abstragdo dos conceitos e procedimentos a fim de que tais
conceitos e procedimentos possam ser novamente utilizados na exploragdo de outras

situacOes-problema.

Mais adiante, dentro dos objetivos para o terceiro ciclo, os PCN amenizam uma
possivel ma interpretacdo de nossa parte, bem como de alguns autores de livros didaticos,
quanto ao significado da expressao “sintaxe (regras para resolugdo) de uma equagao”:

* reconhecer que representacbes algébricas permitem expressar

generalizagBes sobre propriedades das operacfes aritméticas,
traduzir situages-problema e favorecer as possiveis solucdes;

*utilizar os conhecimentos sobre as operages numéricas e suas
propriedades para construir estratégias de calculo algébrico
(BRASIL, 1998, p. 64).
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Nesse ponto os PCN chamam a atencdo para a importancia das propriedades das
operacbes. Assim, a Algebra cumpriria a dupla fungdo de generalizar procedimentos
aritméticos ao mesmo tempo em que as operagBes com expressdes algébricas poderiam ser
explicadas pelas propriedades das operacOes aritméticas. Segundo nossa visdo, essa passagem
do texto deveria ter sido ndo s6 antecipada (por exemplo, quando tratou de nimeros e
operagBes) como até enfatizada, evitando assim, algum mal-entendido®. No entanto, mais
adiante, retomam o termo “regra”:

O trabalho com a Algebra, neste [quarto] ciclo, tem como ponto
de partida a “pré-algebra”, desenvolvida no ciclo anterior, em que as
nogdes algébricas sdo exploradas por meio de jogos, generalizagdes e
representacdes matematicas (como graficos, modelos), e ndo por

procedimentos puramente mecanicos, para lidar com as expressdes e
equacdes.

Assim, no trabalho com a Algebra é fundamental a compreensio
de conceitos como o de variavel e de fungdo; a representacdo de
fendmenos na forma algébrica e na forma gréfica; a formulagdo e a
resolucdo de problemas por meio de equagdes (ao identificar parametros,
incdgnitas, varidveis) e o conhecimento da sintaxe (regras para
resolucdo) de uma equacao (p. 84).

Nessa passagem, reiteramos nossa convic¢do de que o conhecimento da sintaxe de
uma equagdo ndo necessariamente envolve a compreensdo da sintaxe de uma equacdo. Dessa
forma, mesmo que néo seja a intengdo dos PCN, podemos interpretar o “compreender” as
regras, citado anteriormente, como sindnimo de “decorar as regras”. O que queremos alertar é
que os alunos podem utilizar mecanicamente as regras, sem ter um conhecimento dos motivos
pelos quais tais regras funcionam. Por exemplo, encontra-se em alguns livros didaticos a
simples citacdo da regra: s6 podemos somar (subtrair) termos semelhantes e isso é feito
somando-se (subtraindo-se) os coeficientes e mantendo a parte literal. N&o concordamos que
possa ser chamado de “compreensdo” o fato de um aluno utilizar essa regra, ainda que
corretamente, sem que ela tenha sido justificada a partir das propriedades das operagdes com

ndmeros.

Dando sequéncia, dentro dos contetidos especificos de Algebra, os PCN mencionam

regras para o manuseio de expressoes, 0 que chama de célculo algébrico:

Iniciar o estudo da sintaxe que o aluno esta construindo com as
letras poderd completar a nocdo da algebra como uma linguagem com

* Salientamos que este mal-entendido existe, e esta registrado em alguns livros didaticos, como teremos a
oportunidade de exemplificar.
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regras especificas para 0 manuseio das expressdes, ou seja, o calculo
algébrico (BRASIL, 1998, p. 118).

O que significa “estudo da sintaxe”? Por que ndo ser bem especifico e dizer “construir
a sintaxe através das propriedades das operagOes aritméticas elementares?” Novamente, no
nosso ponto de vista, o texto estd dando margem a interpretagdes equivocadas e autorizando
autores de livros didaticos e professores a darem tal encaminhamento ao contetido expressoes

algébricas.

Voltemo-nos agora ao objetivo de discutir 0s aspectos da interpretacdo dada as letras
em expressdes algébricas. Em diversas passagens, os PCN confirmam que as letras em

Algebra estdo representando nimeros:

(...) E suficiente nesse [terceiro] ciclo que os alunos compreendam a
nogdo de varidvel e reconhecam a expressdo algébrica como uma forma
de traduzir a relagfo existente entre a variagdo de duas grandezas. E
provavel que ao explorar situagdes-problema que envolvam variagdo de
grandezas o aluno depare com equacOes, 0 que possibilita interpretar a
letra como incognita. Nesse caso, 0 que se recomenda é que os alunos
sejam estimulados a construir procedimentos diversos para resolvé-las,
deixando as técnicas convencionais para um estudo mais detalhado no
quarto ciclo (BRASIL, 1998, p. 68).

O trabalho com a Algebra, neste [quarto] ciclo, tem como ponto
de partida a “pré-algebra”, desenvolvida no ciclo anterior, em que as
nogdes algébricas sdo exploradas por meio de jogos, generalizagBes e
representacdes matematicas (como graficos, modelos), e ndo por
procedimentos puramente mecanicos, para lidar com as expressfes e
equacdes.

Desse modo, o ensino de Algebra precisa continuar garantindo
que os alunos trabalnem com problemas, que lhes permitam dar
significado a linguagem e as idéias matematicas. Ao se proporem
situagBes-problema bastante diversificadas, o aluno poderd reconhecer
diferentes funcdes de Algebra (ao resolver problemas dificeis do ponto
de vista aritmético, ao modelizar, generalizar e demonstrar propriedades
e formulas, estabelecer relagdes entre grandezas).

Assim, no trabalho com a Algebra é fundamental a compreens&o
de conceitos como o de variavel e de fungdo; a representacdo de
fendmenos na forma algébrica e na forma gréfica; a formulagdo e a
resolucdo de problemas por meio de equagdes (ao identificar parametros,
incdgnitas, varidveis) e o conhecimento da sintaxe (regras para
resolugdo) de uma equacao.

O trabalho com a Algebra também esta presente em atividades e
problemas envolvendo nogdes e conceitos referentes aos demais blocos,
como ao generalizar os procedimentos para calcular o ndmero de
diagonais para qualquer poligono, ao indicar a expressdo que relaciona
duas grandezas, ao calcular medidas da tendéncia central de uma
pesquisa (BRASIL, 1998, p. 84).
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Nessas passagens, nota-se como a Algebra esta lidando exclusivamente com nimeros,
sendo que as letras em expressdes algébricas assumem o papel de varidveis, incognitas ou

parametros.

Assim, entendendo as letras em expressoes algébricas como uma forma de representar
genericamente 0s nimeros, ressaltamos que os PCN, neste momento, perdem uma excelente
oportunidade de enfatizar as propriedades das operagdes numéricas a fim de justificar os
procedimentos de calculo algébrico, sendo incoerentes suas proprias orientacdes contidas na

seguinte passagem:

O que também se observa em termos escolares é que muitas vezes
o0s conteddos matematicos sdo tratados isoladamente e sdo apresentados e
exauridos num Gnico momento. Quando acontece de serem retomados
(geralmente num mesmo nivel de aprofundamento, apoiando-se nos
mesmos recursos), € apenas com a perspectiva de utiliza-los como
ferramentas para a aprendizagem de novas nogBes. De modo geral,
parece ndo se levar em conta que, para o aluno consolidar e ampliar um
conceito, é fundamental que ele o wveja em novas extensdes,
representacdes ou conexdes com outros conceitos (BRASIL, 1998, p. 22-
23).

Por esse motivo, as propriedades das operacdes aritméticas devem ser enfaticamente
trabalhadas desde as séries iniciais, objetivando, nessas séries, o célculo mental e, a partir da
quinta série, além deste, também o célculo algébrico e concordando plenamente com o0s

objetivos propostos nos PCN:

Objetivos de Matematica para o primeiro ciclo
Nesse ciclo, o ensino de Matematica deve levar o aluno a:

o Desenvolver procedimentos de calculo — mental, exato, escrito,
aproximado - pela observacdo de regularidades e de
propriedades das operacdes e pela antecipagdo e verificacdo de
resultados (BRASIL, 1997, p. 47).

Objetivos de Matematica para o segundo ciclo
Neste ciclo, o ensino de Matematica deve levar o aluno a:

e  Ampliar os procedimentos de calculo - mental, escrito, exato,
aproximado - pelo conhecimento de regularidades dos fatos
fundamentais, de propriedades das operacdes e pela antecipagdo e
verificagdo de resultados (BRASIL, 1997, p. 56).

Objetivos de Matematica para o terceiro ciclo
Neste ciclo, o ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento:

e Do pensamento algébrico, por meio da exploracdo de situagdes de
aprendizagem que levem o aluno a:

* reconhecer que representagdes algébricas permitem expressar
generalizagBes sobre propriedades das operacOes aritméticas,
traduzir situages-problema e favorecer as possiveis solugdes;
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* utilizar os conhecimentos sobre as operacfes numéricas e suas
propriedades para construir estratégias de calculo algébrico
(BRASIL, 1998, p. 64).

Objetivos de Matematica para o quarto ciclo
Neste ciclo, o ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento:

e Do pensamento algébrico, por meio da exploracdo de situagdes de
aprendizagem que levem o aluno a:

*  produzir e interpretar diferentes escritas algébricas — expressoes,
igualdades e desigualdades -, identificando as equacdes, inequagdes
e sistemas;

*  resolver situagdes-problema por meio de equacgdes e inequacgdes do
primeiro grau, compreendendo os procedimentos envolvidas;

* observar  regularidades e estabelecer leis matematicas que
expressem a relacdo de dependéncia entre variaveis (BRASIL,
1998, p. 81).

Repetindo que no ensino fundamental é suficiente (matemética e psicologicamente)
que as letras em Algebra representem niimeros, observamos um excesso e uma inadequagao
nos PCN quando trazem como orientacdo que os professores trabalhem, nesse nivel, as

seguintes quatro dimensdes da Algebra de acordo com o uso das letras:

Algebra no ensino fundamental

Dimensoes Aritmética

da Algebra Generalizada Funcional Equacoes Estrutural

Letras como
Letras como varidveis
Uso das letras | generalizagdes para

do modelo expressar

Letras como | Letras como
incdgnitas simbolo

S = abstrato
aritmético relagBes e
funcdes
. Propriedades Callcullo
Contetdos das oDeracses algébrico
(conceitos peracor Variacdo de | Resolugdo | Obtengdo
generalizagdes ~
e ~ grandezas | de equagdes de
. de padrdes ~
procedimentos) e expressdes
aritméticos

equivalentes

Para a compreensdo de conceitos e procedimentos algébricos €
necessario um trabalho articulado com essas quatro dimensdes ao longo
dos terceiro e quarto ciclos (BRASIL, 1998, p.116-7).

Concordamos que as trés primeiras dimens@es da Algebra devam ser trabalhadas de
forma articulada no ensino fundamental. Porém, discordamos totalmente da quarta dimenséo
proposta — estrutural — a qual interpretamos, da Unica maneira que nos ocorreu, como se
referindo a polindmios e indeterminadas, conceitos ndo compativeis com a maturidade

intelectual de um aluno de ensino fundamental (veja o Capitulo 2 POLINOMIOS).
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Salientamos que ndo somos apenas nds que estamos dando a “dimensdo estrutural” da
Algebra a interpretacio de polindmios e de indeterminadas. Varios autores de livros didaticos
também estdo tendo a mesma interpretacdo no ensino fundamental, quando apresentam, por
exemplo, a divisdo euclidiana de polinémios, quando simplificam fracGes algébricas sem dar
atencdo aos valores que anulam o denominador ou quando afirmam que as operagOes
envolvendo expressdes algébricas podem ser feitas sem levar em consideragdo o que elas
estdo significando (veja Capitulo 3 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS - Secio 3.5).

Ousamos aqui imaginar que o quadro citado tenha sido sugerido pelo artigo
Conceptions of School Algebra and Uses of Variables, de Zalman Usiskin, onde é
mencionada tal interpretagio sobre as concepcbes da Algebra e que se encontra nas
referéncias bibliograficas dos PCN. No entanto, neste artigo fica claro que a concep¢éo

estrutural mencionada faz parte de conteldos do ensino médio (High School).

Caberia aqui a pergunta: existe alguma situagio, em relagdo a Algebra do ensino
fundamental, em que é necessario que as letras sejam interpretadas como indeterminada? Da
analise dos PCN, exceto pelo quadro anterior, ndo encontramos qualquer motivo para nos
referirmos as letras como indeterminadas nesta etapa da Educacdo Bésica (alias, o termo
“polinbmio” nunca é mencionado nos PCN para o ensino fundamental). Portanto, ndo
achamos justificativa para a inclusdo da quarta coluna no quadro como orientagdo ao ensino

fundamental.

Nos Capitulos 2 e 3, ficard mais bem esclarecida nossa convicgéo sobre a inadequacédo
da introdug&o do conceito de polindmio no ensino fundamental, ou equivalentemente, de letra

como simbolo abstrato.

Como defendemos aqui também a ideia de que as operacdes envolvendo expressdes
algébricas polinomiais podem ser explicadas pelas propriedades das operagbes com nimeros,
ndo sdo necessarios uma nova definicdo nem o estabelecimento de “regras” para aquelas

operacgdes, coisa que de fato é sugerido em varios momentos nos PCN.

Retornemos agora ao objetivo de discutir a relacdo entre a atividade algébrica e o
desenvolvimento do método de argumentacdo matematica. Segundo os PCN,
Embora nas séries iniciais ja se possa desenvolver alguns aspectos da

algebra, € especialmente nas séries finais do ensino fundamental que as
atividades algébricas serdo ampliadas (BRASIL, 1998, p.50).
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Consideramos que ndo s6 é possivel como muito relevante desenvolver alguns
aspectos da Algebra desde as séries iniciais, estimulando a argumentacdo matematica a partir

desse nivel de ensino e buscando a preparacdo dos alunos para o raciocinio dedutivo.

A Algebra no ensino fundamental tem forte relagdo com o desenvolvimento do
método de argumentagcdo matematica. Através do uso de letras como representantes de
nimeros quaisquer, podemos estabelecer resultados da aritmética (ndo estamos aqui neste
trabalho focando a Geometria) e justifica-los recorrendo a um raciocinio genérico. Alusdes a

relaces dessa natureza sdo encontradas nos PCN:

Desse modo, o ensino de Algebra precisa continuar garantindo
que os alunos trabalnem com problemas, que lhes permitam dar
significado a linguagem e as idéias matematicas. Ao se proporem
situagBes-problema bastante diversificadas, o aluno poderd reconhecer
diferentes funcdes de Algebra (ao resolver problemas dificeis do ponto
de vista aritmético, ao modelizar, generalizar e demonstrar propriedades
e formulas, estabelecer relagdes entre grandezas) (BRASIL, 1998, p. 84).

O estudo da Algebra constitui um espaco bastante significativo
para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstracdo e
generalizagdo, além de lhe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa
ferramenta para resolver problemas (BRASIL, 1998, p. 115).

Os adolescentes desenvolvem de forma bastante significativa a
habilidade de pensar “abstratamente”, se lhes forem proporcionadas
experiéncias variadas envolvendo nocoes algébricas, a partir dos ciclos
iniciais, de modo informal, em um trabalho articulado com a Aritmética.
Assim, os alunos adquirem base para uma aprendizagem de Algebra mais
sélida e rica em significados (BRASIL, 1998, p. 117).

Reconhecemos nos trés pardgrafos acima a énfase no método de argumentagdo
matematica, o qual envolve generalizar, abstrair, pensar abstratamente, demonstrar.
Acreditamos também fortemente na afirmagdo de que o aluno tem sim, em qualquer nivel,
capacidade de responder a perguntas de carater genérico quando essas forem adequadas ao

seu nivel.
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2 POLINOMIOS

Em diversos livros de Algebra de terceiro grau, os polindmios (digamos, na
indeterminada X e com coeficientes reais) sdo definidos como seqiiéncias quase-nulas' de
nameros reais. Somente depois de definidas as operagdes de adi¢do e multiplicagdo e provada
a estrutura de anel que tem o conjunto de tais polinémios, é que introduz-se a notacdo X para
uma dessas sequéncias e deduz-se quem seriam as poténcias de X, bem como a expresséo

geral de um polinémio,
aX"+a, X" +.+a,X*+aX+a,,

em termos de tais poténcias. Obviamente, trabalhar-se com seqiiéncias quase-nulas e com
uma definigdo nada natural de multiplicagdo na Educacdo Basica ndo é aconselhavel. Entéo,

tenta-se introduzir polindmios fazendo-se uso diretamente da notagéo
aX"+a, X" +-+a,X*+aX+a,.

Porém, essa notagdo também tem as suas dificuldades e detalhes que néo séo discutidos na

grande maioria dos livros didéaticos.

Um dos objetivos do presente capitulo é esclarecer varias imprecisdes encontradas na
maioria dos textos sobre polindmios quando estes ndo sdo introduzidos via sequéncias quase-

nulas. E o caso, por exemplo, dos livros didaticos.

Além disso, nosso objetivo aqui também € evidenciar o qudo abstrato é o assunto
“polinbmios” para um aluno de ensino fundamental, se nosso interesse € que seu aprendizado
envolva uma efetiva compreenséo dos conceitos e procedimentos e ndo simplesmente uma

repeticdo de receitas decoradas para 0 momento das avaliagoes.

Paralelamente, este capitulo pode servir também a um professor da Educagdo Bésica
como referéncia matematica para o contetdo de polinémios, mas ndo como um texto didatico

passivel de ser usado em sala de aula da Educagéo Bésica.

Definigdo 1 (definindo polindmio): Um polindbmio na indeterminada X e com coeficientes

em um conjunto numérico A € uma “expressdo matematica simbdlica” que tem a forma

1' Ao leitor interessado em uma introducdo a polindmios desta forma, recomendamos os livros Elementos de
Algebra de A. Garcia e Y. Lequain, Projeto Euclides, IMPA, 2005, e Elementos de Algebra de L. H. Jacy
Monteiro, IMPA, 1974.
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aX"+a X" +ra, X +a X +a,,
ou simplesmente
aX"+a, X" +.+a,X*+aX+a,, 1)

ondeneNea,, a , a,,8,,8, €A, sdo chamados coeficientes do polindmio.

n-lree-

Assim, explicitar um polindmio com coeficientes em A significa explicitar o valor de n

ealista a,, a,,,..., a,,8,, &, de coeficientes. O primeiro cuidado entdo que precisamos ter

é com a definicdo de polindmio nulo.

Definicao 2 (definindo polindmio nulo): Se o nimero zero faz parte do conjunto numérico
A, qualquer expressdo da forma (1) com todos os coeficientes iguais a zero é chamada de

polindmio nulo.

Salientamos que existem, entdo, varias representacdes para o polindmio nulo:
0, O0X+0, O0X?+0X+0,etc.,

pois nos resta ainda a liberdade para o valor do natural n na Definigdo 1. Analogamente,

quando n=0, ou quando os coeficientes sdo todos nulos com excecdo talvez de a,, a

expressdo obtida é denominada polinémio constante.

Para facilitar nossa redagdo, vamos adiantar uma propriedade que, afinal, vai existir
entre 0S conjuntos numericos que nos interessam neste capitulo (anéis ou corpos),

introduzindo a seguinte

Convengdo 1: No que segue, vamos supor que 0 nimero zero pertence ao conjunto numeérico
A.

Definigdo 3 (definindo grau de um polindmio néo-nulo): Se (1) representa um polinémio
ndo-nulo, o maior natural s para o qual a, é diferente de zero é dito o grau do polindémio.

Por exemplo, o polindmio 0X* +gx 4+(~15)X ? +4/2X +1 tem grau 3, enquanto
gue o polindmio constante 0X * +0X* +0X? +0X +3 tem grau zero.

Definigéo 4 (definindo igualdade de polinémios): Dizemos que dois polindmios
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aX"+-+a,X*+aX+a, e b, X™+---+b,X?+b X +b,,

n m
séo iguais quando

- ou ambos representam o polindmio nulo,

- ou sdo ambos ndo-nulos, mas de mesmo grau (digamos, s) e ainda a; = b;, para

0<i<s.

Assim, por exemplo, sdo iguais os polindmios

0X*+5X° +(=15)X 2 +1X +1 e 0X° +0X* +5X° +(=15)X 2 +1X +1,
pois s&o ambos de grau 3 e 0s respectivos coeficientes sdo iguais, para 0 <i < 3.

Com isso, podemos “completar com zeros” um polindmio tanto quanto quisermos,
sem altera-lo. Por exemplo, sdo iguais os polindmios 5X°+(-15)X?+1X +1 e
0X ' +0X®+0X®+0X*+5X° +(-15)X? +1X +1. Faremos uso deste recurso adiante,

mencionando apenas a expressio “completando com zeros” 2.

Observagdo 1: Salientamos que as notagdes X, X *, X?*, etc. sdo, por enquanto, apenas

simbolos distintos e ndo podem ainda ser interpretados como poténcias de X, simplesmente

porque

e X ndo esta representando um nimero
e

e ainda ndo definimos operagdes com polindmios.

Reforcando: s teremos

2 . . o . .
Pode estar ocorrendo ao leitor neste momento a seguinte reflexdo: a partir da Defini¢cdo 4, por exemplo os

polindmios 5X®+0X?+1X +1 e 5X?+hX?+1X +1s06 serdo iguais se b for igual a zero. Assim, poderiamos
a esta altura também convencionar que coeficientes iguais a zero podem ser omitidos (e ndo s6 os primeiros
zeros, como dito acima), sem causar nenhuma ambiglidade. Em outras palavras, poderiamos neste ponto

convencionar também que se uma componente a, X 'tem coeficiente a, igual a zero entéo ela pode ser omitida

da expressdo que define o polindmio, escrevendo-se, por exemplo, no lugar de 5X°+0X?+1X +1
simplesmente 5X°® +1X +1. A vantagem imediata com tal convencdo seria poder introduzir neste momento a
nomenclatura monémio. No entanto, salientamos que, se fizermos esta convencdo antes da demonstracdo das
propriedades das operagdes entre polindbmios, teremos que, ao prova-las, comprovar que tais propriedades sdo
compativeis com tal convencdo (por exemplo, mostrar que calcular um produto trabalhando com um fator igual a
5X°*+0X?+1X +1 nos dard o mesmo resultado que trabalhando com um fator igual a 5X°* +1X +1). Assim,
s6 omitiremos a componente 0X * em 5X° +0X? +1X +1 depois de termos construido o anel de polinémios,
guando entdo mostraremos que, com tal omissao, ndo é gerada nenhuma ambiguidade (veja Convencdo 2).
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Xi~Xj=Xi+j

depois que definirmos operagdes com polindmios, aprendendo assim a operar com expressoes

que envolvem uma indeterminada (que, salientamos novamente, ndo € um namero!).

Pela mesma razdo, também aqui o simbolo “+” na expressdo simbdlica (1) ndo
representa, por enquanto, uma adicio, ou seja, a rigor, as expressdes a X', com
RS {0, 12..., n} ndo sdo parcelas de uma adigdo nem a, X' representa, por enquanto, um

produto .

Observacdo 2: Os simbolos X, X?, X?®, etc. podem, sim, ser interpretados como uma

maneira de "marcar o lugar dos coeficientes", isto é, marcar a ordem na qual estamos listando
os coeficientes, bem como a quantidade deles. Assim, poderiamos ter definido como

polinbmio uma expressdo da forma
(a,,a,,...,a,,,4a,0,0,0,..) )
que é, precisamente, o0 que chamamos de “sequéncias quase-nulas” de elementos de A.

Notacbes: Antes de comecarmos a falar sobre operagbes com polinémios, serd util

introduzirmos algumas notacdes:

- quando ndo forem relevantes os coeficientes de um polinbmio ou o0 seu grau (no caso

de ele ser ndo nulo), utilizaremos simplesmente a notagéo p(X );
- o grau de um polindmio ndo-nulo p(X ) sera denotado por ap(X );
- denotaremos por A[X ] o conjunto de todos os polinémios na indeterminada X e com

coeficientes no conjunto numérico A, isto é:
Alx]={a,X"+a, X" +---+a,X*+a,X +a,|[neNea,,..., a, € A}.

Para definir operacdes entre polindmios, precisamos, entre outras coisas, garantir que,
ao operar dois elementos de A[X ], ainda obtenhamos um elemento de A[X]. Assim, o
conjunto numérico A tem que "suportar" algumas operagdes. E comum entdo considerar-se 0

conjunto numérico A tendo no minimo a estrutura de anel, o que de fato € o que fazemos na

% E por isso foram chamadas por nés, na nota de rodapé 2, de “componentes” e néo de “parcelas”.
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Educacédo Bésica: 14, os polindmios sempre tém coeficientes inteiros ou racionais ou reais ou

complexos. Dai é possivel definir-se adi¢do e multiplicacdo em A[X].
Relembramos aqui as definiges de anel, dominio de integridade e corpo:

Definicao 5 (definindo anel): Seja A um conjunto numérico munido de duas operacdes (que

aqui denotaremos por +, € x,). Dizemos que a estrutura (A, +,, x,) € um anel se, para
todos a,b,c € A, temos:
i) +, € comutativa, isto é, a+,b=b+, a.
i) +, €associativa, isto é, (a+,b)+,c=a+, (b+,c).
iif) +, admite elemento neutro, isto é, existe um elemento e € A tal que
a+,e=a paratodoac A.
iv) +, admite simétricos, isto ¢, para cada a € A existe um elemento s, € A tal que

a+, S, =e paratodoac A

a

V) x, € associativa, isto é, (ax, b)x, c=ax, (bx, c).

vi) x, é distributiva em relagio a +,, isto é ax,(b+,c)=ax,b+,ax,c e

(b+,c)x,a=bx,a+,cx,a.
Se, além disso,

vii) x, € comutativa, isto é, ax,b=Dbx, a, entdo dizemos que (A +,,x,) é um anel
comutativo;
viii) x, admite elemento neutro, isto é, existe um elemento ne A ax, n=nx, a=a para

todo a € A, entdo dizemos que (A, +,,x,) é um anel com unidade.

E possivel provar que num anel (A,+A,><A) 0s elementos neutros séo Unicos (por isso
sdo denotados por 0, e 1, sem ambiguidade, ou, simplesmente, 0 e 1), bem como é unico o
simétrico de um elemento xe A (sendo o mesmo, por isso, denotado por —x sem
ambiguidade). Prova-se também que para todo ac A vale ax,0,=0,x,a=0,. Néo

faremos essas demonstracBes aqui, podendo o leitor encontré-las em qualquer livro que

aborde teoria de Anéis.

Na verdade, os conjuntos Z, @Q, R e C, munidos das operac¢des usuais de adigdo e

multiplicagdo, possuem uma estrutura mais especifica ainda: sdo dominios de integridade.
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Definicao 6 (definindo dominio de integridade): Um dominio de integridade € um anel

comutativo com unidade (A,+,,x,) que ndo possui divisores de zero além do trivial. Ou

seja, se a,b e A sdo taisque ax, b=0,,entdo a=0,0u b=0,.

Um exemplo de estrutura que ndo é dominio de integridade é o anel dos inteiros
madulo 6, usualmente denotado por Z . Nesse anel temos, por exemplo, 2x3 =0, sendo
que 2#0e 3=0.

Apesar de os conjuntos Z, Q, R e € serem exemplos de dominio de integridade, Q, R

e C tém uma propriedade a mais que o dominio Z e que os torna exemplos de corpos:

Definicao 7 (definindo corpo): Um corpo é um anel comutativo com unidade (A,+A,><A)
onde cada elemento a diferente do neutro aditivo 0, possui um inverso multiplicativo, isto &,

para cada a = 0, € A existe um elemento y, € A tal que ax, y, =1,.

Prova-se que hum corpo o inverso multiplicativo de cada elemento ndo-nulo a é Unico,
e por isso podemos denota-lo, sem ambiguidade, por a™*. A demonstracdo da unicidade de
inverso e da unicidade de simétrico sdo ambas feitas de forma analoga e podem ser

encontradas em qualquer livro que aborde teoria de Anéis.

Definicao 8 (definindo elemento invertivel em um anel com unidade): Seja (A,+A,><A) um
anel com unidade e a< A um elemento diferente do neutro aditivo 0,. Dizemos que a é

invertivel, se existe b € A tal que ax,b=bx,a=1,.

Com a Defini¢do 8 podemos entdo dizer que um corpo é um anel onde todo elemento

diferente do neutro aditivo é invertivel.
Mais tarde, no presente texto, precisaremos da seguinte propriedade:
Proposicéo 1: Todo corpo é um dominio de integridade
Demonstragdo: Queremos demonstrar que se K é um corpo e se a,be Ksdo tais que

ax,b=0,,entdo a=0, ou b=0,.

Suponhamos que a=0,. Entdo, existt a™eK, pois K é corpo. Dai, como

atx,a=1, eax, b=0,,temos, fazendo uso da associatividade da x,,
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b=1K Xy b=(a_l><K a)xK b=a_l><K (axK b)=a_l><K Ok =0k.

Logo, se ax, b=0,, com a=0,, entdo necessariamente b=0,. Ou seja, se

ax,b=0,,entdo a=0, ou b =0, . Portanto K é dominio de integridade. [’
Agora sim podemos definir operagdes entre polinGmios.

Definigédo 9 (definindo operacdes entre polindmios): Se a estrutura (A,+A,><A) faz sentido
(isto é, se a adicdo e a multiplicacéo sdo operagcdes em A) entdo é possivel definir em A[X]

uma adi¢do e uma multiplicagédo da seguinte forma:

Dados p(X)=a,X" +--+a,X*+a,X+a, e q(X)=b, X™ +--+0b,X*+0b, X +b,,

dois polindmios de A[X ], definimos:
e asoma p(X)®q(X), dos polindmios p(X) e g(X) como sendo o polinémio
p(X)®q(X)=c, X +c X T+ +¢,X2+¢,X +p,

onde ¢, =a, +, b, paracada 0<k <s sendo s = max{m, n} e onde completamos um dos

polindmios com zeros, caso necessario (isto é, caso ocorra m=n), conforme comentario

apos a Definigdo 4.
e oproduto p(X)®q(X) dos polinémios p(X ) e g(X ) como sendo o polindmio
p(X)®q(X)=c,. X™™ +---+C, X2 +C, X +Cp,
onde, para cada k € {0,1,..., n+m},

C, =qyxpb +payx, b+ a8 x, by = zar X, by,

r+s=k

ou simplesmente

Co=ay X by +pay x, by +, o +pa x, by = zar X b,

ficando, neste caso, subentendido que r {0, 1..., n} esSe {0, 1..., m}.

Por exemplo, sen =2 e m =4 entdo
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Co=a, x, b, +,a,x,Db;.

Ficam assim definidas operacdes de adi¢do @ e multiplicagdo ® no conjunto A[X] a

partir de operagOes que existem no conjunto A.

Antes de nos preocuparmos com a estrutura de (A[X ] @, ®), chamamos a atengéo do

leitor para o fato de que, assim como no conjunto dos numeros inteiros (onde temos trés

n 4

significados diferentes para o sinal “—" ), temos, até 0 momento, trés significados distintos

para “soma” e que estdo sendo, por ora, denotados também de maneiras distintas: +, +, e ®
para justamente ressaltar este fato. Também temos dois significados para “produto”, com as

respectivas notagdes diferenciadoras x, e ®, além do produto sugestionado por uma
expressdo do tipo a X'. Ndo é comum fazermos uso de notagdes diferentes para estes

diferentes significados. De fato, todas elas podem ser encaradas como operagbes com
polindmios, mas este detalhe nunca é salientado nos livros. Provar este fato passa a ser entéo a

nossa proxima preocupagao.

Ressaltamos, porém, que ndo estamos querendo sugerir ao professor que as utilize em
sua sala de aula na Educacdo Bésica, mas sim que tenha consciéncia de que eventuais
confusdes dos seus alunos podem ser provenientes precisamente do fato de se utilizar o
mesmo sinal de operacdo em contextos diferentes da aritmética elementar. Neste caso, ai sim,

tais diferentes significados deveriam ser mais discutidos.

Por questdes de clareza, nos proximos exemplos e resultados ainda manteremos tais
diferentes notacdes, e s6 depois das Convencdes 2 e 3 e da Observacédo 6 adiante, que provam
a afirmacdo de que todas as diferentes notagdes podem ser encaradas como operagdes com

polindmios é que passaremos a dispensa-las.

Proposicdo 2: Se (A,+A,><A) é um anel (comutativo com unidade), entdo a estrutura

(A[X] ®, ®) é um anel (comutativo com unidade).

Demonstracdo: Para provarmos que (A[X], @, ®) é um anel (comutativo com unidade),

precisamos provar que valem as propriedades listadas na Definig&o 5.

* Em minha experiéncia como professor no ensino fundamental, ja testemunhei que confusdes com o significado
do sinal “-” de fato ocorrem quando do estudo dos nimeros inteiros, pois ora ele faz parte do “nome” do nimero,
ora indica o oposto (simétrico) de um nimero e ora indica a operacdo de subtracao.
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E fécil se convencer que a validade, em A[X], das propriedades (i), (ii), (v), (vi) e (vii)
definidoras de anel comutativo com unidade se amparam na validade das mesmas
propriedades enunciadas para os coeficientes (que, por sua vez, pertencem ao anel A).
llustramos este aspecto com a demonstragdo da propriedade (i), deixando a verificagdo das

demais propriedades a cargo do leitor:

i) Sejam p(X)=a,X"+---+a,X*+a,X+a, € q(X)=b X" +---+b,X?>+b X +b,
pertencentes a A[X]. Para facilitar a escrita, vamos completar com zeros, se necessario, e

considerar n = m. Ento:

p(X)®a(X)=(a, X" +--+a,X?+a,X +a,)® (b, X" +--+b,X?+0b,X +b,)
=(a, +, b, X"+ +(a, +,b,)X2+(a, +, b )X +(a, +, b,)
=(b, +,a, )X "+ (0, +,a8,)X2+(b, +,a,)X +(b, +, a,)
=0 X"+ +0,X*+b X +b)®(a, X" +---+a,X*+a,X +a,)
=q(X)® p(X),

onde a terceira igualdade se justifica porque os coeficientes dos polinGmios pertencem ao anel
A e a operagdo +, € por hipotese comutativa em A. A segunda e a quarta igualdades sdo

justificadas simplesmente pela defini¢do de adicdo de polindbmios.

Falta-nos ainda verificar as propriedades (iii), (iv) e (viii). Para isso, afirmamos (e é
facil verificar) que o polindmio nulo serve como elemento neutro de @ em A[X], seja qual
for a representacdo que escolhamos para ele. Além disso, o polindmio
(—a, )X"+-+(-a,)X? +(-a)X +(~a,) € AX] é o simétrico do polindmio
p(X)=a,X"+--+a,X?+a,X +a, e A[X]em relagio a @, sendo por isso denotado por
- p(X). Afirmamos também que se 1, denota o neutro multiplicativo do anel A entdo o
polindmio constante 0X™ +---+0X? +0X +1, (com m qualquer nimero natural ndo nulo)

serve como elemento neutro multiplicativo de A[X ].
De fato,
(@, X"+ +a,X +8))®OX™ +--+0X*+0X +1,) =, X" +---+¢,X +¢,

onde, para cada k € {0, ..., n+m}, temos que
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- se k < nentdo

Cy =, xa 1, =3

-se k >n entdo

c, =0,
pois r <n e s=0implica r+s <n <k, enquanto que, para s >0, temos b, = 0.
Portanto ¢, X" +---+c, X +cy =a, X" +---+a, X +a,. [

As propriedades de anel nos permitem “aliviar” algumas notagoes.

Observagdo 3: Com a demonstracdo anterior e, se levarmos em conta que em todo anel o

elemento neutro aditivo e o elemento neutro multiplicativo sdo Unicos, temos outro argumento
para justificar que todos os polindmios da forma 0X™ +---+0X?+0X +0 sdo iguais, e
passamos a usar a notacdo 0 para qualquer um deles. Também, a partir da definicdo de adicéo,

temos que

OX™ 4+ +0X"™ +a, X" +---+a,X*+a,X +a,
=(O0X™+--+0X"™ +0X" +--+0X +0)® (3, X" +---+a,X* +a, X +a,)

=0®(@,X"+-+a, X +aX+a,)=a,X" +-+a,X*+aX +a,.

Analogamente, todos os polindmios constantes da forma 0X™ +---+0X? +0X +1

sdo iguais (veja também Definigdo 2) e passamos a usar a notagao 1 para qualquer um deles.

A Observacdo 3 nos permite reescrever a soma de dois polindmios de uma forma mais

simples (compare com a Definigéo 9):

Dados os polindmios p(X) e q(X) podemos escrevé-los, sem perda de generalidade

(completando com zeros, se necessario), na forma

p(X)=a,X"+--+a,X*+a,X+a, e q(X)=bX"+--+b,X2%+b X +h,.
Neste caso,

p(X)@a(X)=(a, +,b, ) X" +---+(a, +,b,) X% +(a, +, b, )X +(a, +, b,).

No que segue, adotamos as seguintes convengoes:



41

Conveng&o 2: Componentes de um polindmio que sdo da forma a, X', mas cujos coeficientes

séo iguais a zero, podem ser omitidos.

Por exemplo, 2X°®+3X ¢ apenas uma forma resumida de escrevermos
2X®+0X*+3X +0, que por sua vez também é a soma dos polindmios

2X3+0X?+0X +0 e 3X +0.

Convengdo 3: Componentes de um polindmio que sdo da forma 1, X' podem ser escritos

simplesmente como X'.

Assim, por exemplo, X®+ X +1 passa a ser apenas uma forma resumida de

escrevermos 1X°* +0X 2 +1X +1.

Salientamos agora que, com as Convengdes 2 e 3, entdo, teremos ainda a vantagem de

podermos interpretar todos os simbolos +, +, e @ como uma adi¢do de polindmios. Da
mesma forma, todos os simbolos x, e ®, além do produto sugestionado por uma expresséo
do tipo a,X' podem ser interpretados como uma multiplicagdo de polinémios. Em outras

palavras, com tais convengdes temos
a X"+ +a,X’+aX+3,=3,X"®--®a,®X’°®a, ®X Da,.

n

De fato, pelas Convencgdes 2 e 3 e, considerando o polindmio constante a,, temos
a®X =3, @A X " +0X T +0X"? 440X +0) =¢, X" + ¢, X T+ 0 X +Cp,

onde, para cada k €{0,1,2,...,i-1}, ¢, =a, x, 0, enquanto que ¢, =a, x, 1, =a,; assim,

novamente pela Convencgao 2,
a®X =a X" +0X"™+0X"? 4.+ 0X +0=a,X".
Ainda, para cada k € {1, 2, ..., n—1}, pela Convengo 2,

aX"+--+a XN®@X ++a,)=

n k+1 k 0

(@, X"+ a X H0X  + 40X +0) D (OX " +---+0X P+ a X  +-ra X +a,) =
(@, +, OX" "+ 4 (@, +, X 10+, a )X +-+(0+,a)X+(0+,a,)=

n 2
a, X" +--+a, X +aX+a,.
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Também temos que

X'@XI=X" Vi jeN
De fato, pelas Convengdes 2 e 3,

XT®OXT =@, X' +0X"™ +--- 40X +0) @@, X +0X ™ 4.4 0X +0) =

i+] i+j-1
Cij X +C, 4 X +--+C X +Cp,

onde

Cioj =1y xa1p =1,

e, para todo k <i+ j, temos c, =0, pois sempre que r+s=k<i+j, temosou r<i (e

portanto a, =0) ou s< j (e portanto b, =0).

Como caso particular, temos X' = X ® X ®---® X (i fatores); concluimos assim que
também cada superindice utilizado em X em um polinémio pode sim ser interpretado como

um expoente.

Finalmente, a partir da Convencéo 2, é claro que
a X"+ ra, X +aX+a,=aX"® - @axX ®axXda,

Observacéo 4: Como em um anel A todo elemento admite simétrico e este é (nico, € sempre

possivel definir-se em um anel a operacdo inversa da adi¢do (denotando-a momentaneamente
por —,):

a—-,b=a+,(-h)

Dessa forma, como o simétrico de 15X 2 é o polindmio (~15)X ?, podemos escrever,

por exemplo,
5X 2 +(~15)X 2 +3X +1=5X2 ® (15X 2)®3X ®1=5X° -, 15X 2 +3X +1.

Uma vez devidamente justificados os diferentes significados de somas e produtos aqui
trabalhados e uma vez aceitas as Convencoes 2 e 3, vamos passar a denotar qualquer adicao
por “+” e qualquer multiplicagdo por “x” (ou simplesmente “-” ou a simples justaposi¢do), ou

seja, pelas notagdes que sdo usualmente utilizadas com polindmios na Educagéo Basica.
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Como consequéncia das operacdes de adicdo e multiplicagdo de polindmios, temos a

seguinte

Proposigdo 3: Seja (A, +, x) um dominio de integridade e sejam p(X),q(X) e A[X] néo-

nulos. Entéo:
a) Se p(X)+q(X)=0,entdo a(p(X)+q(X)) < max{ap(X ), 6q(X )} A3)
b) a(p(X)xq(X))=ap(X)+aq(X) (4)

Demonstragdo: Como dp(X )=n e aq(X )=m, podemos escrever os polindmios na forma
p(X)=a,X"+-+a,X*+a,X+a, e q(X)=b X" +---+b,X*+b X +by,
coma,=0eb, #0.
a) Como por hipétese p(X )+ q(X )= 0, a Definicdo 9 nos garante que
o(p(X)+q(X))<'s = max{n,m} = max{op,aq} .
b) Para o produto temos, também pela Definigéo 9,
P(X)xq(X)=cpp X ™™ 44 C, X +Cy,

onde c,,, =a, xb, . Mas como A é um dominio de integridade e como a, =0 e b, #0,
concluimos que c,,, #0. Portanto, a(p(X)xq(X))=m+n=2ap(X)+a6q(X), o que

completa a prova. [

Observacdo 5: A condicdo de A ser dominio de integridade é central para que ocorra a
igualdade

a(p(x )xq(X))=ap(x )+ aa(X),
como podemos ver pelo seguinte exemplo no qual fazemos uso do anel Zg: consideremos 0s

polindmios p(X)=2X?+3X+1 e q(X)=3X+5 em ZgX]. Como op(X)=2 e
oq(X ) =1, temos
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p(X)xq(X)=(2x3)X * + (2x5+3x3) X * + (3x5+1x 3) X +1x 5
=0X*+1X2+0X +5,
e, portanto, (p(X)xq(X))=2<2+1=ap(X)+aq(X).
Como consequéncia imediata do item (b) da proposigéo anterior, deduzimos o:
Corolario 1: Se (A, +, x) é um dominio de integridade entdo A[X] também o é.

Observacédo 6: Observe que exigimos, no enunciado da Proposi¢do 3, que os polindbmios
sejam ndo-nulos. Para que as formulas la enunciadas sejam vélidas para quaisquer
polindmios, é necessario atribuir um grau ao polinémio nulo. Afirmamos que isso realmente é
vidvel se atribuirmos ao polindmio nulo o grau —o. Essa defini¢do serd util ao tratarmos a

diviséo de polinbmios.

Definigdo 10 (definindo o grau do polindmio nulo): Definimos o grau do polindbmio nulo
como —oo, sendo que em NuU{—oo} estendemos a relagdo de ordem definindo —oo< n, para

todo n eN e com — o0 somamos da seguinte forma:
(—o)+(—o)= -
e, para todo m natural,
(—0)+m=—-c.
Lema 1: As formulas apresentadas em (3) e em (4) se generalizam para o polinémio nulo.
Demonstragao:

- ja sabemos que 0+q(X)=q(X), de modo que, independente de ser ou ndo nulo o

polindbmio q(X), temos
a(a(x))= (0 +a(x )) < max{-w,a(a(X ))} = max{a(0), a(a(X )}

- como 0xg(x)=0, temos

0(0xq(x))=0( 0) = —0 = —o0 +3(q(X )) = (0) + a(a(X )) . T
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Como mencionamos anteriormente, embora os coeficientes de um polindmio possam
pertencer a um corpo K, a estrutura K[X] nunca é corpo, e sim, no maximo, um dominio de
integridade. Sendo assim, nem sempre € possivel efetuar uma divisdo exata entre polindmios e
obter outro polindmio como resultado. No entanto, da mesma forma que ocorre em Z, é
possivel definir uma divisio com resto em K[X]. Neste caso, o critério para “medir” o

tamanho dos polinémios e garantir um resto “menor” do que o divisor € verificar o grau do
polindmio obtido como resto. Tal resto serd o polindmio nulo, caso em que a divisdo é dita
exata, ou sera ndo-nulo e tera seu grau menor do que o grau do divisor, caso a divisdo ndo seja

exata.

Proposigdo 4 (Divisdo euclidiana de polindmios): Sejam K um corpo e p(X), d(X)
polinémios em K[X], com d(X)=0. Entdo existem anicos polindmios g(X)e r(X) em

K[X] tais que

com or(X)<ad(X) °.
Prova da existéncia:

Se p(X)for o polinémio nulo, entdo basta tomar q(X)=0 e r(X)=0, pois,
0=p(X)=d(X)0+0 e, certamente, —oo = or(X )< ad(X).

Suponhamos entéo, p(X) ndo-nulo. Nestas condigdes, temos dois casos a considerar:

No primeiro caso, basta tomarmos q(X)=0 e r(X)=p(X), pois,
p(X)=d(X)o+ p(X) e, certamente, or(X )< ad(X ).

O segundo caso sera provado por indugdo no grau de p(X). Sejam n=2ap(X) e

m=20d(X). Se n=0 entdo, m=0, pois d(X)=0. Assim, p(X)=a, e d(X)=d,. Entfo,

® Note que, para a validade das formulas (3) e (4) acima, poderiamos também ter definido grau do polinémio
nulo como sendo +o. No entanto, esta liberdade ndo se mantém se quisermos substituir a condigéo “ r(X ) =0ou

ar(X)<ad(x )" simplesmente por or(X )< ad(X ) como fizemos aqui.
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p(X)=d,(a,d,").  Fazendo q(X)=ayd,™ e r(X)=0, temos  que

p(X)=d(X)a(X)+r(X).

Suponhamos n >1 e que a proposigéo vale para todo polindmio g(X) em K[X], com

og(X)<n-1.

Suponhamos também p(X)=a,X"+---+a, e d(X)=d, X" +---+d,. Como

n>m, estad bem definido o polindmio

p.(X)=p(X)-a,d, “X""d(X)
= (a, X" +an_lX”‘l+---aO)—(anX“ +dm_landm'lx“‘l+---d0andm'l)

= (@, —dya,d, X et (8 —dgayd, ).

Temos, portanto, op,(X)<n-1. Pela  hipotese  de inducao,

p,(X)=d(X)a,(X)+r(X), com or(X)< ad(X ). Entéo, igualando as duas expressdes para

p.(X),

p(X)-a,d, ‘X" ""d(X)=d(X)g,(X)+r(X), donde
p(X) = d (X ady X" +0,( )} r(x).

Escolhendo q(X)=a,d, " X"™+q,(X), temos p(X)=d(X)q(X)+r(X), com
or(X)<ad(X).

Prova da unicidade:

Suponhamos que
p(X)=d(X)a(X)+r(X)=d(X)Q(X)+R(X),
onde ad(X)=m, com ar(X)<ad(X)e 6R(X)<ad(X ). Entfo,
d(X)[a(X)-Q(X)]=R(X)-r(x).

Suponhamos que q(X)-Q(X)#0. Neste caso, como K[X] é um dominio (veja

Proposicio 1 e Corolario 1), temos R(X )—r(X)=0 e
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A(R(X )= (X)) =&{d (X)[a(X) - QX)I} = a(d (X)) +a(a(X) - Q(X)) = m,
pois 8(q(X )—Q(X))=> 0. Por outro lado,
A[R(X)—r(X)] < max{oR(X),ar(X )} < m,

0 que é uma contradigdo. Logo, q(X)-Q(X)=0, o que implica R(X)-r(X)=0. Ou seja,
Q(X)=q(x) e r(X)=R(X). =

X2+ X

Observagéo 7: Chamamos a atencéo do leitor para o fato de que expressdes do tipo

ndo sdo polindmios. Esse tipo de expressdo so faz sentido no corpo de fragdes de K[X], que é
normalmente denotado por K(X), objeto ainda mais abstrato do que K[X] e que ndo iremos
abordar aqui. Salientamos, ainda, que o simbolo de fracdo pode ser encarado como uma

divisdo apenas em corpos ou, Se em aneis, somente nos casos em que o numerador é maltiplo

2
do denominador, como, por exemplo,

, 0 que nem sempre ocorre com polindmios,

2
como acabamos de discutir. Neste caso, % = % X +%, que é um polindmio em Q[X].
O algoritmo da divisio nos permite estudar fatoragio de polindmios. E sobre esse

assunto que passamos a tratar a partir de agora.

Fatorar em Matematica significa escrever fazendo uso de fatores, ou seja, fatorar
significa escrever na forma de produto, questdo que pode ser considerada em qualquer
estrutura que admita uma operagédo de multiplicagdo. Em termos de diviséo, fatorar se traduz

em realizar uma divisao exata.

Definicao 11 (definindo fatoragdo trivial): Seja a € A é um elemento invertivel do anel A,

entdo qualquer outro elemento b € A admite uma fatoracdo em A:
b=a(a™b).

Uma fatoracéo do tipo acima é dita fatoracéo trivial para b.

Por exemplo, como o nimero 3 é invertivel em Q e 5 é elemento de @Q, temos que o

namero 5 admite ai uma fatoragdo 5= 3x @x 5} =3x > :

3
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Analogamente, se a(X )e A[X] é um polindmio invertivel, onde A é anel, entfo todo

polinémio p(X )e A[X ] admite uma fatoragdo em A[X ]:

p(x)=a(x)[a(x) " p(x 1.

Tais fatoragbes sdo chamadas fatoragdes triviais porque séo fatoragdes que qualquer

elemento de A e qualquer polindmio de A[X | admitem.

Outro exemplo: todo elemento invertivel de um anel s6 admite fatorag&o trivial.

Uma a propriedade que nem todo elemento (ndo-invertivel) satisfaz é admitir
fatoracdo ndo-trivial. Por exemplo, no anel Z, o nimero 7 s6 admite fatoragBes triviais,
enquanto que o0 ndmero 12 admite fatorages ndo-triviais, por exemplo,
12=2x6=3x4=2x2x3, uma vez que 2, 3, 4 e 6 ndo sdo invertiveis em Z. Torna-se

relevante, portanto, em relagdo a polindbmios, respondermos as seguintes questoes:

i. Sendo K corpo, quem sdo os polinémios invertiveis em K[X ]?

ii. Quem sdo os polindmios invertiveis em Z[X]?

Proposicio 5: Seja D um dominio. Os Gnicos polindmios p(X )e D[X] invertiveis sdo os

polindmios constantes p(X )= a, onde a é um elemento invertivel de D.

Demonstragdo: Seja p(X )e D[X] tal que dp(X)>1, ou seja, p(X) ndo é um polindmio
constante. Suponha que existe um polindbmio nédo-nulo q(X)e D[X] tal que
p(X)q(X)=1e D[X], ou seja, q(X) & inverso multiplicativo de p(X ). Entdo, da Definigio

3 e da Proposigdo 3(b), obtemos o seguinte resultado:
0=0(1)=a(p(X)qg(X))=ap(X)+aq(X)>1+a6q(X)>1,

0 que é um absurdo. Concluimos que, se 6p(X )>1, o polindmio p(X ) ndo admite inverso
multiplicativo. Dito de outra forma, se p(X )e D[X ] & invertivel, entdo op(X )= 0. Portanto,

p(X)=a, onde a é um elemento invertivel de D. [

Ora, em particular, se D = K é um corpo, como todo elemento ndo-nulo de K é

invertivel, concluimos: os polinémios invertiveis em K[X] sdo todos os

polinémios p(X )=a, onde 0 =a e K . J4 se D = Z, os Unicos invertiveis de Z sdo 1 e — 1,
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concluimos que os Unicos polindmios invertiveis em Z[X] s@o os polinbmios constantes 1 e
-1

Como consequéncia imediata da Proposicéo 5, temos o

Corolério 2:
i) Seja K um corpo e p(X)eK[X]. Qualquer fatoragdo de p(X)da forma
p(X)=aq(X), onde 0zaecK e q(X)e K[X]é uma fatoragdo trivial em
K[x];
i)  Se p(X)eZ[X] admite, em Z[X], uma fatoragéo da forma p(X)=a g(X ), onde

q(X)eZ[X], entfo esta fatoragdo so sera trivial quando a=1ou a = —1.

Por exemplo, Z(X2 +3) é uma fatoragdo ndo-trivial de 2X? +6em Z[X], pois nem 2,
nem X?+3 sdo invertiveis em Z[X]. Porém, é uma fatoracéo trivial em Q[X], em R[X] e em

C[X], pois 2 ¢ invertivel em Q, R e C.

No que segue, estamos interessados em discutir o significado da expressdo “fatorar

completamente”.

Em Z, fatorar completamente um nimero significa chegar a fatores, todos primos, que
sdo precisamente os inteiros que s6 podem ser fatorados de forma trivial. Analogamente,
fatorar completamente um polindmio significa chegar a fatores que, por sua vez, s6 podem ser
fatorados de forma trivial, o que vai depender (como vimos no exemplo) do campo numérico

ao qual pertencem os coeficientes do polindmio. Essas consideragdes sugerem a

Definicdo 12 (definindo polindmio irredutivel): Seja p(X)e D[X] um polindmio néo-
invertivel, onde D é dominio. Dizemos que p(X ) é irredutivel em D[X ] se p(X) s6 admite
fatoragBes triviais, ou seja, se p(X)= f(X)g(X), entdo f(X)é constante em D[X] ou
g(X) é constante em D[X ] e, mais ainda, esta constante ¢ invertivel em D. Se p(X ) admite

uma fatoragéo nao-trivial em D[X ], entdo p(X ) é dito redutivel em D[X ].

Por exemplo, como vimos, 2X*+6 é redutivel em Z[X], pois 2(X2 +3) é uma

fatoracdo ndo-trivial em Z[X]; € redutivel em C[X], pois (2X +24/3 i)(x -3 i) é fatoragdo
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ndo-trivial em C[X]; porém, é irredutivel em Q[X] (pelo critério de Eisenstein®) e em R[X]
(ver item ii a seguir). Observe que Z(X 2 +3) é uma fatoragéo trivial de 2X* +6 em Q[X] e

em R[X].

Definigéo 13 (definindo fatoragéo completa de um polindmio): Fatorar completamente um
polindmio em D[X], onde D é dominio, significa fatord-lo em um produto de polinémios

irredutiveis ou invertiveis de D[X].

Demonstra-se que:

i.  Em C[X] os unicos polinémios irredutiveis sdo os polindmios de grau 1. (Este € um
dos possiveis enunciados do chamado Teorema Fundamental da Algebra).

ii. Em R[X] os unicos polindmios irredutiveis sdo os polindmios de grau 1 e os
polindmios de grau 2, aX > +bX +c, tais que b® —4ac < 0.

iii.  Em Q[X] todos os polindmios de grau 1 sdo irredutiveis, mas aqui também podemos
encontrar polindmios irredutiveis de qualquer grau. Por exemplo, pelo Critério de
Eisenstein, seja qual for o n natural ndo-nulo, X" — p, onde p € um nimero primo, é
um polindémio irredutivel de grau n.

iv.  Como consequéncia de (iii), podemos encontrar em Z[X] polindmios irredutiveis de
qualquer grau. E aqui os polinbmios de grau 1 que sdo irredutiveis sdo precisamente 0s

polindmios aX + b tais que mdc(a,b)=1.

Relacionado com o assunto deste trabalho e motivados pela apari¢éo de tal expressao
em alguns dos livros didaticos analisados, é conveniente discutirmos aqui a seguinte questéo:
que significado queremos dar para “fatoracdo completa de uma expressdo algébrica

polinomial”?

Definicdo 14 (definindo expressao algébrica polinomial associada ao polindmio p(X ))
Todo polindmio a, X" +a, X" +---+a,X*+a,X +a, € K[X] dé origem a uma expressao

algébrica na varidvel xeK

n n-1 2
ax +a, X' 4 +axX +ax+a,,

®Ver em GONCALVES, 1999.
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a qual chamamos de expresséo algébrica polinomial associada ao polinémio p(X), e que €

usualmente denotada por p(x).

Da mesma forma, toda identidade polinomial p(X)=q(X) em K[X], K corpo, da
origem a uma identidade entre expressfes algebricas polinomiais p(a)zq(a) para todo

a € K. A justificativa para tal afirmacéo reside no fato de que as regras para se operar com a

indeterminada X, como vimos, s80 as mesmas que para se operar com uma variavel x.

Proposigdo 6: Seja K um corpo. Se p(X), q(X)e K[X] sdo tais que p(X)=q(X), entdo
p(a)=q(a) paratodo ac K .

Demonstracgéo: Supondo
p(X)=a, X" +a, X" +--+a,X*+a,X+a,e q(X)=b X" +---+b,X?*+b X +b,,

temos a seguinte sequéncia de implicagdes ldogicas:
p(X)=a(X)=
p(X)-q(X)=0=
todos os coeficientes de p(X)—q(X) séo nulos =
paratodo i e{0,1,2, -, max{n,m}}, os coeficientes de X' em p(X)
e em q(X )coincidem, isto é, a, = b, =

ax"+a, X" +--+a,x’+ax+a, =b x" +---+b,x* +bx+b,, paratodo x e K. [

Assim, o que a Proposicdo 6 nos diz é que, por exemplo, como

X?—9=(X-3)(X +3)em K[X], podemos afirmar que, para todo b e K, vale a igualdade
b>—9=(b-3)(b+3).

Reciprocamente, a toda expressdo algébrica em x estd naturalmente associado um

polindbmio na indeterminada X.

Definigdo 15 (definindo polindmio associado & expressdo algébrica p(x)): O polindémio
aX"+a,  X"'+.--+a,X*+a,X +a, e D[X] é chamado polindmio associado a expressao

algébrica
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n n-1 2
ax +a, X " +--+aX +ax+a,

na variavel x pertencente a0 mesmo campo numérico D dos coeficientes da expressdo

algébrica e que aqui vamos supor sendo no minimo um dominio de integridade.

Com a Definicdo 15, podemos dizer que fatorar completamente uma expresséo
algébrica polinomial significa encontrar alguma fatoracdo completa do polindmio a ela
associado e, depois, usar a Proposicdo 6 para originar uma fatoragdo para tal expressdo
algébrica. Dizemos, entdo, que tal fatoracdo é uma fatoragdo completa da expresséo algébrica

polinomial original.

Por exemplo, & expressdo algébrica polinomial 4x*+8x*+4 estd associado o
polindbmio 4X*+8X? +4 de R[X], sendo que (2X2 +2)2 é uma fatoracdo completa para
tal polindbmio em R[X], o mesmo ocorrendo com 4(X2+1)2, pois todos os fatores
envolvidos sdo irredutiveis ou sdo invertiveis em R[X]. Portanto, pela Proposicdo 6, das
identidades  polinomiais  4X* +8X%+4=(2X?+2f e 4X*+8X2+4=4(X?+1f,
obtemos, para todo nimero real x as fatoragBes completas 4x“+8x2+4=(2x2+2)2 e

2 . ;s - ~
4x* +8x* +4 = 4(x2 +1) no universo numérico R. Note-se que essas fatoragdes completas

ndo sdo Unicas, mas todas elas diferem apenas por um fator invertivel.

No entanto, em Z[X], (ZX 2+ 2)2 ndo é fatoracdo completa para tal polindmio, pois o

fator 2X?+2 € redutivel em Z[X] (2X*+2= Z(X 2 +1)); neste caso, encontramos

2 ;. ~ , . ~ 7 R
(+ 2)2(x2+1) como Unicas fatoragBes completas possiveis para a expressdo algébrica

4x* +8x* +4 em Z.

Consideracdes Finais do capitulo: Reiteramos aqui nossa convicgdo de que 0s assuntos
tratados nesse capitulo requerem um nivel de abstracdo ndo condizente com o nivel cognitivo
de um aluno de ensino fundamental. Portanto, qualquer questdo relativa a expressdes
algébricas polinomiais que requeiram tal conhecimento (precisamente: x interpretado como
indeterminada) deveriam ser discutidas no minimo no ensino médio, nunca no ensino

fundamental. No entanto, nossa opinido € que se pode sim manter a nomenclatura “expressao
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algébrica polinomial”, anunciando que, no ensino médio, aprenderdo o que € polinémio e

funcdo polinomial, entendendo entéo a justificativa para este termo aqui empregado.

Além disso, enfatizamos que é possivel sim trabalharmos com a fatoracdo de
expressdes algebricas polinomiais mesmo sem fazer alusdo & fatoracdo de polindmios,
apoiando-nos exclusivamente nas propriedades das opera¢des com nimeros, mas ressaltamos
que, como visto neste capitulo, ndo faz sentido falar-se na fatoracdo ou “na fatoragdo
completa” de expressdes algébricas polinomiais, nem mesmo se restringimos o universo

numeérico a ser trabalhado, no caso em Z.
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3 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

No que segue, apresentaremos encaminhamentos sobre o conteldo de expressdes
algébricas encontrados em livros didaticos de sétima série/oitavo ano do ensino fundamental.

Tais encaminhamentos, como veremos, sao insatisfatérios por varios motivos:

o Falta de clareza, omissdes e imprecisdes nas definicdes que podem até levar a exemplos
incorretos.

¢ Incoeréncia do autor consigo mesmo.

e Erro conceitual.

e Erro gramatical que induz a deducdes erradas.

e Exigéncia de um nivel de abstragdo ndo condizente com alunos desta etapa da Educagéo

Bésica.

Os exemplos apresentados foram retirados de nove livros didaticos, todos de cole¢des
aprovadas pelo Ministério da Educacdo (MEC) através do Plano Nacional do Livro Didético
(PNLD) (Figura 1).

Livro 1 2 3 4 5 6 7 8 9

PNLD 2008 | 2008 | 2008 | 2008 | 2002 | 2008 | 2008 | 2008 | 2008

EDICAO | 2005 | 2006 | 2006 | 2006 | 2002 | 1997 | 2006 | 2002 | 2000

Figura 1: Relacéo de livros didaticos analisados

Embora estejamos aqui tratando de 8 dos 16 livros aprovados no PNLD/2008, néo
temos como objetivo o estudo estatistico dessa amostra. Procuramos apenas apontar
incoeréncias, omissdes e erros constatados no conteildo de expressdes algébricas e alertar 0s
leitores para o uso critico desse material, pois do seu uso irrestrito podem surgir varios vicios
e incompreensdes por parte dos alunos. A escolha dos livros obedeceu exclusivamente ao

critério “os livros que eu possuo em casa”.

E de suma importincia expor estes encaminhamentos, uma vez que, conforme o Guia
de Livros Didaticos — PNLD/2008 (p.7), “o livro [didatico] precisa assumir a funcéo de texto

de referéncia tanto para o aluno, quanto para o docente”. Infelizmente, a realidade € que, para
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a grande maioria dos professores de Educagdo Bésica, o livro didatico assume, de fato, a
funcédo de anico referencial, tanto no tocante a “Matemaética escolar” quanto ao que se refere a
“teoria matematica” . Portanto, sdo inadmissiveis contradicdes, confusdes e erros conceituais
em tais textos, especialmente por terem sido aprovados pelo MEC, o que, em teoria, deveria
garantir a qualidade e corregéo dos mesmos.
Os PCN (1998) corroboram o que dissemos:
N&o tendo oportunidade e condi¢fes para aprimorar sua formagéao e
ndo dispondo de outros recursos para desenvolver as praticas da sala de aula,

os professores apdiam-se quase exclusivamente nos livros didaticos, que,
muitas vezes, sdo de qualidade insatisfatoria (BRASIL, 1998 p.21-22).

Os trechos retirados dos livros serdo apresentados sempre em fonte Comic Sans MS
tamanho 10 e nossos comentarios em fonte Times New Roman tamanho 12. Suprimimos
algumas passagens dos textos originais, indicando-as com “(...)”, procurando assim enfatizar

apenas o trecho que interessa para a presente discusséo.

Classificamos os problemas encontrados quanto aos aspectos analisados e, em cada

um, descrevemos 0s motivos pelos quais cada aspecto foi criticado.

3.1 ASPECTO 1 - DEFINICAO DE EXPRESSAO ALGEBRICA

Na andlise dos livros didaticos, percebem-se os seguintes problemas relativos a

definicéo de expressdo algébrica:

3.1.1 Auséncia da Definicdo de Expressdo Algébrica
Ha livros que apenas apresentam alguns exemplos (em geral de expressdes algébricas
polinomiais) e afirmam que expressdes como essas sd0 chamadas expressdes algébricas,

como nos exemplos a seguir:

Livro 6
()
Na algebra, aparecem expressdes com letras como estas:
3(x+2) X2 +1
O triplo da soma de um nimero com 2. O quadrado de um nimero mais 1.

Essas expressoes sdo chamadas de expressdes algébricas.

! Estamos aqui querendo nos referir a todo o conhecimento matematico que o professor deveria ter sobre os
assuntos tratados na Educagdo Basica.
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()

Livro 7
Nas férmulas e nas equacdes que vimos, apareceram expressfes envolvendo

letras:

A=4.107% .32 x+2.x=96
Tk BEDIESSAQ £

Chamamos expressdes como essas de expressdes algébricas.

()

O equivoco de tais encaminhamentos estd no fato de que um numero finito de

exemplos ndo consegue contemplar a amplitude de expressdes algébricas. Poderiamos, entéo,

perguntar: Seré que g(x + 2)ou \X? +y? sdo expressdes algébricas?

3.1.2 Definicdo Vaga e Imprecisa
Ha livros que definem expressdes algébricas afirmando que sdo “expressdes
matematicas” sem esclarecer o que entendem por “expressdes matematicas” e sem se darem

conta da amplitude de tal expresséo.

Livro 4
Uma expressdo matematica contendo letras e nimeros, ou somente letras,
€ uma expressao algébrica. (...)
Livro 2
Expressdes algébricas
Expressdes matematicas formadas por letras e simbolos numéricos sao

chamadas expressoes literais ou, genericamente, expressodes algébricas.

()

Tais “definigdes” nos autorizam a entender que logx, senx e 2 sdo expressoes

algébricas.

Note ainda o mau uso da palavra “genericamente” no exemplo citado, pois sen x, por

exemplo, é uma expressdo literal, mas ndo é uma expressdo algebrica.
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Em um dos livros aparece a seguinte definicdo completamente vaga e imprecisa:

Livro 5
Qualquer expressdo numérica ou expressdo com variaveis é chamada
expressao algébrica.

()

Ha também casos em que o autor apenas informa do que sdo formadas tais expressoes,

sem chegar a definir expresséo algébrica, como no exemplo:

Livro 3
()
Expressdes como X-Y, 2X+2y, 50+x+Xx e x+100+20+10 sfo
chamadas expressées algébricas.
Expressdes algébricas sdo aquelas formadas por nimeros e letras ou

somente por letras. Essas letras sdo chamadas de variaveis.

()

Note que, com sua tentativa de definigdo, o autor ndo consegue contemplar os proprios
exemplos, ja que em 50+ x+ x, por exemplo, além de nimeros e letras, ha a operacdo de

adicdo.

Alguns autores chegam a informar que expressdes algébricas envolvem também

operacgdes, mas ndo citam quais operagdes. O exemplo abaixo ilustra o comentario:

Livro 1
Expressdes algébricas sdo formadas por letras, nimeros e sinais das
operagbes. As letras que aparecem numa expressdo algébrica sao

denominadas variaveis.

()

Com isto, o autor estaria permitindo, por exemplo, a operagdo de logaritmagédo ou

exponenciacao, a qual ndo é uma operacéo algébrica.
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Na Figura 2, registramos em quais dos livros analisados repetem-se, de alguma forma,
0s comentérios feitos anteriormente, comprovando que todos os livros analisados, por um

motivo ou por outro, deixaram a desejar quanto ao Aspecto 1.

Plr_c:\tglrgr;;s Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro
| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ause_nglzi de x N y
definicéo
Impre_C|_sa~o na X % X X N N
definicéo

Figura 2: Problemas quanto & defini¢do de expresséo algébrica

3.2 ASPECTO 2 - PRIMEIROS EXEMPLOS DE EXPRESSOES ALGEBRICAS

Nossa critica aqui recai sobre a pouca abrangéncia dos primeiros exemplos de
expressoes algébricas que sdo apresentados logo ap6s a “definicdo” ou como motivadores

para a sua “definicdo”. Essa pouca abrangéncia se d& em dois niveis:

3.2.1 Quanto ao Universo Numérico dos Coeficientes
Considerando que em seis dos nove livros analisados a abordagem do conjunto dos

nameros reais é feita antes do contelldo de expressdes algébricas, é injustificavel a ndo
apresentacdo de exemplos do tipo \/gxzy. Ao evitar o trabalho com expressdes algébricas

envolvendo efetivamente nimeros reais ndo-racionais (nos casos em que estes ja foram
trabalhados previamente) os autores perdem uma oportunidade de consolidar o trabalho feito
neste conjunto e, ainda, passam a impresséo ao leitor de que os nimeros irracionais afinal ndo
sdo tdo importantes. Pior ainda € que, como primeiros exemplos de expressdes algébricas,
alguns livros apresentam expressdes polinomiais exclusivamente com coeficientes inteiros,
como no caso do

Livro 2

()
Vejamos alguns exemplos:

*um nimero qualquer multiplicado por 10 — X-10 ou 10X

¥
*0 perimetro do retangulo X+X+Yy+y=2Xx+2y
x

*a area do quadrado *a area colorida da figura
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.)

Nesse momento, o autor poderia facilmente apresentar como exemplo a altura de um

tridngulo equilatero em fungdo da medida do seu lado, onde naturalmente apareceria um

.. . 3 . .
coeficiente irracional, % sem sair do contexto da Geometria.

3.2.2 Tendéncia em apresentar apenas expressoes polinomiais
Os primeiros exemplos de expressdes algébricas apresentados sdo quase
exclusivamente de expressdes algébricas polinomiais, portanto muito tendenciosos. Em

nenhum dos livros observados foi apresentado um exemplo do tipo /x+y . E bem verdade

que alguns desses livros trazem como exemplos de expressdes algébricas expressdes como

20 . ~ e , L )
T3 as quais chamam de fragdes algébricas. Porém, exemplos desse tipo sdo muito raros e
a —

sdo localizados preferencialmente em secbes de exercicios ou em uma se¢do a parte. Com
essa atitude, os autores induzem o aluno a pensar que “expressdo algébrica” e “expresséo
algébrica polinomial” sdo sindnimas.
llustramos o que foi comentado acima com dois exemplos:
Livro 4
()
e 43°

e 5a+3b-2c
2
= 7x2
. 5xy+ X
e 3(m-n)+5m-2(3m+1)

sdo exemplos de expressoes algébricas.

()

Livro 8

()
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Nas maquinas programadas apareceram alguns exemplos de expressdes

algébricas.

2n+3 3x° %—1 2r +5 2(m+1)

()

Neste momento, seria altamente recomendavel apresentar situagBes em que s&o

necessarias expressoes algebricas ndo-polinomiais. Por exemplo, citamos:

» Dados o volume e a altura de um paralelepipedo, determinar uma expressdo para a

. p ~ L ~ . .V
area da sua base. Teriamos, nesse caso, a expressdo algebrica ndo polinomial T para
representar tal area.

» Dados a area A e as medidas da base maior B e da base menor b de um trapézio,

determinar uma expressdo algébrica para a sua altura. Assim, a altura serd dada pela

~  2A X
expressao Bib’ a qual ndo é polinomial.
+

= Sabendo o valor da area A de um quadrado, a medida do seu lado sera dada por /A .

= O comprimento da diagonal de um retangulo, dados os comprimentos a e b dos seus
lados é dado pela expressdo algébrica va® +b? .
Na Figura 3, registramos em quais dos livros analisados repetem-se, de alguma forma,

0s comentarios feitos anteriormente, comprovando que todos os livros analisados deixaram a

desejar quanto ao Aspecto 2.

Livro— Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro
Problemas 1 2 3 4 5 6 7 8 9

!

Universo numérico
dos coeficientes: X X X X
Z

Universo numérico
dos coeficientes: X X X X X

Q

Apenas expressdes

polinomiais X X X X X X X X

Figura 3: Primeiros exemplos de expressao algébrica
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3.3 ASPECTO 3 - TRANSICAO DE EXPRESSAO ALGEBRICA PARA EXPRESSAO
ALGEBRICA POLINOMIAL
Destacamos aqui que os autores dos livros didaticos “definem” o que sdo expressdes
algébricas e depois, sem tecer quaisquer comentarios, passam a tratar exclusivamente de
expressoes algébricas polinomiais, as quais chamam ainda, incorretamente, de “polindmios”
(veja Capitulo 2). Nesse ponto, ndo deixam claro ao aluno que, a partir daquele momento,

passardo a tratar exclusivamente de expressdes algébricas polinomiais.

Provavelmente, para um aluno ou mesmo para um professor menos atento, essa
observacdo passa despercebida, uma vez que os exemplos de expressdes algébricas
apresentados sdo, com rarissimas excecdes, expressdes polinomiais, conforme discutido
anteriormente (veja Aspecto 2). Mais uma vez, os autores de livros didaticos sugerem
fortemente a ideia de que expressdes algébricas e expressdes algébricas polinomiais séo

sinbnimas.

Além disso, quanto ao aspecto em pauta, hd alguns pontos que merecem ser

destacados:

3.3.1 Auséncia ou ma formulacéo das definicbes e uso de conceitos ndo definidos

A auséncia ou ma formulacdo da definicdo de expressdo algébrica (apresentada no
aspecto 1) e a automética passagem para expressdes algébricas polinomiais é piorada pela
auséncia da defini¢do de “mondmios”, pela apresentagdo de definigdes incompletas e pelo uso
de termos ndo definidos que dd margem a interpretacdes incorretas, conforme
exemplificamos abaixo:

Livro 6

Definicéo de expressdo algébrica:

()
Na algebra, aparecem expressdes com letras como estas:
3(x+2) x? +1
O triplo da soma de um nimero com 2. O quadrado de um nimero mais 1.

Essas expressoes sdo chamadas de expressdes algébricas.

()
Mais adiante, séo apresentados 0s “mondmios” e 0s “polindmios”:
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()

As expressoes algébricas tém nomes: “Mono” indica um.
7 “Bi” indica dois.
3x%y x4+ 2 X’y +5xz° +6
3 “Tri” indica trés.

mondmio bindmio trindbmio “Poli” indica muitos.

Em algebra, h4d o costume de chamar de expressdo polinomial ou
polinémio ndo sé as expressdes com mais de trés parcelas. Os mondmios,

binémios e trindmios também s&do chamados de polindmios.

()

Perceba a auséncia da definicdo de mondmios e polindmios. Além disso, o0 autor

poderia ter optado pelo nome “expressdo polinomial”, pois esta ndo € sindnimo de
“polinbmio”. Pelo que é dito no livro, um aluno poderd, entéo, considerar Jx, por exemplo,
como um mondmio e 2 + X + log x + sen x torna-se um polinbmio.

Livro 4

Definicéo de expressdo algébrica:

Uma expressdao contendo letras e nimeros, ou somente letras, € uma

expressao algébrica.

()

Defini¢édo de mondmio:

Expressdes algébricas que tém um Unico termo sdo chamadas de mondmios.

Veja exemplos:
5 2 5
2Xy —a -9m a’b
6
()

Segundo essa definicdo de mondmios, podemos, aqui novamente, entender que Jx,

cosx e 2%, por exemplo, sdo mondmios. A imprecisdo da definicdo de expressdes algébricas

e a falta de definicéo de “termo” d&o margem a essas interpretacoes.

Logo depois, tardiamente, o autor tenta passar a ideia de termo, mencionando:
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Nos mondmios, entre os ndmeros e as letras sO aparece a operacdo de
multiplicacao.

()

3.3.2 Incoeréncia do Autor Consigo Mesmo

Em alguns livros analisados, o autor apresenta a definicdo de expressdo algébrica, mas
seus exemplos sdo contraditérios com essa definicdo. E o que ocorre, por exemplo, no
seguinte caso:

Livro 5

Antes de definir mondmio, é definido “termo™:

Uma expressao algébrica escrita como um produto ou um quociente de
ndmeros ou variaveis, ou de ambos, chama-se termo.
Veja alguns exemplos de termos:

10 -1 3 —4xy 0,36abx y—x k=b
2 2 2 y

()

As incoeréncias entre a defini¢do e os exemplos, neste livro, séo gritantes: y —Xx néo

pode ser chamado de termo, ja que ndo é uma expressao algébrica escrita como um produto

. p o p . -X
Ou quociente de nameros ou variaveis. Porém, considera T como um termol!

A definicdo de termo também ndo estd precisa: falta dizer que um termo é uma

expressdo algébrica escrita apenas como um produto ou quociente de nimeros ou variaveis.

Mais tarde, define mondémios:

()

Os termos 8, X, y, 8x, —4y, 2xy, gxy2 chamam-se mondmios.

Um mondmio € um termo que pode ser:
= um ndmero: 8
. uma variavel: X, y

] o produto de um niimero por uma ou mais variaveis: 8X, —4y, 2xy,
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3x
2 Ve
()

E, para definicdo de polindmio:

()
Um mondmio ou uma soma de mondmios chama-se polinémio.
Assim, —9x2y é um polindmio de um termo ou monémio; b—2c é
um polindbmio de dois termos ou bindmio; a’+2ab+b? éum polindmio de
trés termos ou trindmio; a°® —3a’b+3ab? —b* é um polinémio de quatro

termos, etc.

()
O autor apresenta como exemplo de bindmio a expressdo b-—2c. Porém, acima

- - ~ k-Db . )
definiu “termo” e exemplificou com a expressio ——, sendo incoerente consigo mesmo.
y

3.3.3 Texto Mal Redigido
Livro 2

Defini¢édo de mondmio:
()
As expressdes algébricas recebem alguns nomes especiais. Veja:

*As parcelas 20t 5x2y e —asdo designadas por mondmios.
*As expressdes X+ Y e 3y5 — y2 s&o conhecidas por bindmios.

*As expressdes X2 —5X+6 e ab? —3a*b+7 sdo trinémios.
Os trindmios sdo expressoes algébricas com trés termos.

()

O autor ndo diz o que é um mondmio nem o que € um bindmio. Dessa forma, pode-se
perguntar: 0 que tém em comum essas expressdes algébricas para receberem nomes especiais?
Além disso, no caso dos mondmios, o autor do livro chama de “parcelas”. Mas, por que
chamar de parcelas, se nem ao menos ha uma adicdo envolvida? Logo depois afirma:
“trinbmios sdo expressdes algébricas com trés termos”. Por que ndo diz “com trés parcelas”
agora? Mais ainda, 0 que séo “termos”?
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Definigéo de polindmio:
()
Os monémios, bindmios e trinbmios sdo denominados, genericamente, de
polinémios.
()
Observe aqui a ma redagdo do texto: quer dizer entdo que uma adi¢do de quatro ou

mais parcelas ndo sdo “polindmios”?

Apos isso, dirigem-se ao leitor, usando um personagem para questionar:
-Vocé sabia que:
Mono significa um?
Bi significa dois?
Tri significa trés?
Poli significa muitos?
()
Essa passagem deveria ter sido antecipada e utilizada pelo autor na definigdo de

mondmio, bindmio e trindbmio.

Na Figura 4, registramos em quais dos livros analisados repetem-se, de alguma forma,
0s comentarios feitos, comprovando que todos os livros analisados deixaram a desejar quanto

ao Aspecto 3.

PIF(;K:SJ;S Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro

Auséncia ou ma
formulacéo das
definicdeseusode | X X X X X X X X X
conceitos ndo
definidos

Incoeréncia do
autor consigo X X X
mesmo

Texto mal redigido | X X

Figura 4: Transicdo de expressao algébrica para expressdo algébrica polinomial
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3.4 ASPECTO 4 - SITUACOES ENVOLVENDO O CONTEXTO GEOMETRICO

Inicialmente, convém esclarecer que ndo estamos criticando o fato de os livros
didaticos abordarem conceitos e resultados envolvendo expressdes algébricas a partir de
representagdes geométricas. Evidentemente, a exploracéo conjunta de conceitos geométricos e
de resultados envolvendo expressdes algebricas € de extrema importancia para a
aprendizagem, pois, além de proporcionarem uma visualizacdo das operacdes com expressdes
algébricas (pelo menos nos casos em que as letras representam numeros reais positivos),
fornecem exemplos de aplicagfes para as mesmas, promovendo uma conexao entre campos
matematicos diversos.

No entanto, os exemplos e exercicios envolvendo o contexto geométrico poderiam ser
mais bem aproveitados. Além disso, encontramos erros em alguns casos (por exemplo, uma
figura impossivel de existir), além de omissdes das unidades de medidas que estdo sendo

utilizadas e da informacéo da natureza da figura geométrica.

3.4.1 Auséncia da Informagéo Sobre as Unidades de Medidas Expressas pelas Letras
Na maioria dos exemplos e exercicios envolvendo o contexto geométrico, os autores
nao mencionam as unidades de medidas. Além disso, nos casos em que utilizam mais de uma
letra nas expressdes que representam as medidas dos lados das figuras, falta também
mencionar que as letras estéo representando medidas na mesma unidade (excegéo do Livro 8).
Como veremos a seguir (apds comentarmos o proximo item), essa falta de informacéo sobre

as unidades de medidas pode gerar algumas dificuldades.

3.4.2 Auséncia da Informacdo Sobre a Natureza da Figura Geométrica

Encontramos, em alguns livros analisados, exercicios e exemplos onde a figura
geométrica deve ser intuida pelo aluno a partir de um simples enunciado da forma “Observe a
figura”, como no exemplo a seguir que, além de ilustrar esse fato, também ilustra o que foi
ressaltado no item anterior:
Livro 7

()
DESAFIO

Observe a figura e depois
responda:
a) Qual é o polindbmio que representa

a éarea da figura pintada de
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[preto], em funcéo de x e y? % %
b)Se x=1lcmey =6 cm, qual é a x x
2 2

area da regido azul?

x x
2 2

x z

2 2

()
Sem informar que o poligono externo é um quadrado, cabe a discussdo, ndo trivial, se
o poligono interno pode ou ndo ser um losango. Uma vez esclarecido que o poligono interno é

um quadrado, ainda restaria salientar que a resposta x* —y* dada pelo autor so estara correta
no caso em que as unidades de medidas de x e y sdo as mesmas. Por exemplo, se x for
expresso em metros e y em decimetros, entdo uma expressao correta, em metros quadrados,
para a area pintada da figura, fazendo as suposic@es iniciais, seria x> —0,01y*. Mais ainda,

supondo-se que tanto o poligono externo quanto o interno sdo quadrados, observa-se que ndo

s80 possiveis os valoresx =11 cmey =6 cm.

3.4.3 Auséncia da Explicitacdo do Dominio de Variagédo das Varidveis

Todos os livros analisados apresentam figuras geométricas, em geral poligonais, cujas
medidas dos lados sdo representadas por letras. Porém, ndo ha uma prévia discussdo quanto
ao dominio de variacdo das variaveis envolvidas, algo aqui importante para que os célculos
facam sentido no contexto geométrico ou, antes até, para garantir a existéncia da figura, por
exemplo:

Livro 1

()

Determine o perimetro de cada poligono:
r+1

x+ 2
()
Aqui, além de ndo ser feita qualquer mencéo a 1, 2 e x referirem-se & mesma unidade
de comprimento, ndo h& qualquer discussdo quanto ao dominio de variagdo da variavel x.
Note que a simples informagdo x >1 ja garantiria a existéncia de tal triangulo. Observe que,

se fizermos x = 0,5, por exemplo, entdo o tridngulo citado nem mesmo existe.
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3.4.4 Incoeréncia entre Figuras Geométricas Poligonais e as Medidas dos Lados

A auséncia das informagdes sobre as unidades de medida, sobre a natureza da figura
geométrica e sobre o dominio de variagdo das letras no contexto geométrico, mencionadas
anteriormente, produz erros como a avaliagdo de uma expresséo, solicitada pelo autor, em

valores para os quais a figura ndo fica definida, produzindo uma resposta absurda.

No exercicio a seguir, pede-se que o aluno calcule a area de dois terrenos. Destaco
apenas a figura que interessa para a discussao:
Livro 2

()

As figuras representam dois terrenos. As medidas dos lados estao
expressas em metros.

dx+ 4

x+2

i ix+ 2
ix

1 []

a) Escreva as formulas das areas A de cada um desses terrenos.
b) Ache a area de cada um deles se x = 10.
()

Nesse caso, considerando todas as medidas dadas na mesma unidade, se x = 10, entdo
2X+6 =26 <30 =3x, tornando a figura incoerente com os dados. Ou seja, perde-se aqui, ao
ser gerada uma incoeréncia, a pretensa vantagem do uso da Geometria no ensino de
expressoes algébricas.

Livro 3
()

3x4+2y

6. Observe o desenho e responda as questdes.

bx x+y

a) Qual é o polinémio que representa a area da regiao colorida de verde
[em preto]?

b) Encontre o valor numérico da area dessa regido parax=3 ey =1.

()



69

Subentendendo-se que x e y estdo na mesma unidade de comprimento e que as figuras
sdo retdngulos, tal figura é impossivel com as medidas representadas pelas expressoes
algébricas dadas, pois, para garantir a existéncia da regido entre os dois retangulos, é

necessario que tenhamos 3x+2y >0, x+y >0, 6x>0, 2y >0, 3x+2y >6x e x+y>2y.
Resolvendo essas desigualdades chegamos as condigdes x>0, y>0 e y<x< % Yy,
impossiveis de serem satisfeitas por nimeros reais.

3.45 Exemplos e exercicios que ndo contribuem para a aprendizagem

Livro 5
()
40. Expresse a area de cada retangulo de dois modos diferentes.
)y  4a By ox
a4+ 3 3x 4+ x
()

Nos exercicios acima, questionamos no que o contexto geométrico esta contribuindo
para uma aprendizagem da multiplicacdo de expressdes algébricas. A expressdo 3x* + X ja
tem uma “aparéncia” de area de alguma figura, uma vez que, em um contexto geométrico, a
expressdo x> ja esta nos sugerindo uma érea (seguindo aqui a forma de pensar dos gregos
antigos). Assim o produto x-(3x2 + x)= 3x® +x*, por exemplo, poderia ser mais bem

interpretado como o volume de um paralelepipedo.

Salientamos, ainda, que podemos expressar a area dos retdngulos de dois modos

diferentes escrevendo simplesmente, no primeiro caso, 4a(a2 +3) ou (a2 +3)4a, 0 que, pela

resposta dada no final do livro, ndo é o que o autor esperaria: 4a(a2 + 3): 4a° +12a.

Livro 8
()

15. O marceneiro José colocou um espelho eliptico em uma regido retangular

de madeira na qual x = 60 cm e y = 0,36 m. Responda em seu caderno (use

T =3,14)

a) Qual é a area do
espelho?

b) Qual é a area da parte visivel da

madeira?
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()

Antes de apresentar a questdo, o livro traz a formula do célculo da area de uma elipse
de eixos 2a e 2b: A = zab. Primeiramente, o autor comete o grave erro de considerar 7 igual
a 3,14, onde deveria ter dito que 7 é aproximadamente igual a 3,14. Em segundo lugar, pode-
se perguntar: como calcular a &rea da elipse, a partir da formula dada, se ndo sabemos os

comprimentos dos eixos da elipse? Note que o retangulo ndo tangencia a elipse. No entanto, a

resposta dada no livro é 1695,6 cm? ou 3,14x30x18 cm? (usando x=2a e y=2b!).

Na Figura 5, registramos em quais dos livros analisados repetem-se 0s comentarios

feitos, comprovando que todos os livros analisados pecam quanto ao Aspecto 4.

Livro—
Problemas

!

Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro | Livro

Auséncia de
informacdo sobre as X X X X X X X X
unidades de medidas

Auseéncia de
informagcdo sobre X X X X
natureza da figura

Auséncia de
explicitacdo sobre o
dominio de variacéo

das variaveis

Incoeréncia entre
figuras geométricas
poligonais e as X X
medidas de seus
lados

Exemplos e
exercicios que nao
contribuem para a

aprendizagem

X X X X X

Figura 5 — SituacOes envolvendo o contexto geométrico

3.5 ASPECTO 5 - ALUSAO A POLINOMIOS NO ENSINO FUNDAMENTAL

Na andlise dos livros didaticos, reconhecemos que a intengdo dos autores quando se
referem a “polindmios” é, na verdade, referir-se apenas a “expressdes algebricas

polinomiais”. Porém, além do erro de chamar tais expressdes de polindmios (o que poderia, a
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principio, ser encarado apenas como uma nomenclatura inadequada), cometem algum ou

alguns outros equivocos tais como:

3.5.1 Definir as operagbes com expressdes algébricas polinomiais a partir de
receitas/regras sem justificativas

Saliente-se aqui, primeiramente, que tais justificativas podem e devem ser amparadas
nas propriedades das operacbes com ndmeros, pois definir operagBes entre expressdes
algébricas polinomiais a partir de regras/receitas so seria adequado se 0s autores estivessem

trabalhando efetivamente com polindmios.

Por exemplo, consideremos a regra: “SO podemos somar/subtrair mondmios
semelhantes, e isto é feito somando-se/subtraindo-se 0s coeficientes e mantendo-se a parte
literal.” Em alguns livros didéticos essa regra é dada com pouca ou nenhuma énfase nas
propriedades das operagBes com numeros, atestando que, apesar da intencdo de trabalhar
apenas com expressdes algébricas polinomiais, os autores estdo utilizando sim conceitos
relativos a polindmios. No caso presente, estdo sugerindo uma definicdo de adi¢do entre
expressoes algébricas polinomiais de forma anéloga a definicdo de adigdo entre polindmios,
em vez de simplesmente aplicarem a propriedade distributiva e evitarem a introdugéo de mais
uma definicdo. Observemos os exemplos:

Livro 1
(..)
2x+3x = (2+3)x = 5x

(Veja uma interpretacéo geométrica na figura abaixo.)

4x% +2x% = 6%

(Veja uma interpretacéo geométrica na figura abaixo.)

2 2 2 2
x x x? x x % x a x
+ =
xox x* |z x’ = x* x
X X EY X x X

7X? +9X+6X—2X* +5-4x=5x>+11x+5
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“x?soma com (ou subtrai de) x? e X soma com (ou subtrai de) X. Para x?com X, a soma
(ou subtracao) fica indicada (ndo da para reduzir). Por qué?”
()
Este autor jamais responde explicitamente a pergunta feita acima. Aqui, supomos que
a Unica justificativa que o autor deve estar esperando é de que ndo podemos somar
comprimento com &rea. Ou seja, estd justificando de forma exclusivamente geométrica. Com
isto, estd impedindo que interpretemos x como um nimero negativo.

Livro 7
()

semelhantes ,
4y"+5y—Ty*+6
y y

semelhantes
Podemos juntar os termos semelhantes e soméa-los, ou subtrai-los, assim:
4y° -7y® =(4-7)y* =-3y?
5y +6y=(5+6)y=11y
Isso nos permite agrupar e fazer operacdes com termos semelhantes:
4y* +5y—7y* +6y =4y> —7y* +5y+6Yy agrupamos os termos

semelhantes

2

= -3y + 11y efetuamos as
operagdes com os termos semelhantes

Pronto! Obtivemos um polindmio igual ao anterior, s6 que escrito de forma
mais simples.

()
Observe que nenhuma propriedade das operagdes com nimeros foi salientada no texto.
O que nos garante que podemos agrupar os termos semelhantes?
Livro 5
()
Para efetuar uma soma de polindmios, recorremos as propriedades
comutativa e associativa da adicdo e da multiplicacdo, e a propriedade
distributiva da multiplicacao.

Observe os exemplos:

1) 2x*y+7x%y=(2+7)x*y =9x%y
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2) —a’d®+4a’h® =(-1+4)a’p* =3a’h?
3) (3y2—7Y+1)+(y2—y+%j=(3y2+y2)+(—7y—y)+(1+%j
) 3
=(3+1)y +(—7—1)y+E
3
=4y? —8y+ =
y* -8y+2

()

Aqui ele esta sugerindo que “adicdo” e “subtracdo” tém “vida propria” e sdo sempre
comutativas e associativas. Isto vai causar um problema futuro aos alunos quando estudarem
multiplicacéo de matrizes. No entanto, se este autor tivesse escrito “para efetuar uma soma de
polindbmios, imitamos as propriedades comutativa e associativa da adi¢do e da multiplicagéo
de numeros, e a propriedade distributiva da multiplicacdo de nimeros” ndo estaria sendo

incoerente, uma vez que em seu livro ele considera as letras como representantes de nimeros.

Livro 3
()
Adicao algébrica de monémios
Qual é a area da figura abaixo?
2x A area do retangulo 1 é 2xy
¥y Retngulo 1 A area do retangulo 11 é 3xy
Y Reténgule II

3x

A area da figura toda é dada pela soma das areas dos dois retangulos, ou
seja, pela soma algébrica dos mondmios semelhantes 2Xy e 3xy.

2Xy +3xy = (2 + 3)xy & 2Xy+3xXy =5Xxy (propriedade associativa da
adicdo).

Logo, a area da figura toda é 5Xxy .

Vejamos outros exemplos de adi¢do algébrica de mondmios

o 3x? —9x? +8x* = 2x° e 14xa’-0.8xa’ —2xa’ = -14xa’

A adicdo algébrica de monbémios semelhantes é obtida adicionando-se

algebricamente os coeficientes e mantendo-se a parte literal.

Observacgoes:
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e Podemos adicionar algebricamente apenas monémios semelhantes.
¢ Adicionar algebricamente mondmios semelhantes € o mesmo que

reduzir termos semelhantes.

()

Perceba o leitor a incoeréncia: para definir a adigéo, esta utilizando a multiplicagéo de
expressoes literais! Além disso, falta uma explicacdo para o fato de s6 podermos adicionar
algebricamente mon6mios semelhantes. Nota-se, também, a pouca importancia dada pelos
autores a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicéo, além do erro de

chamar de propriedade associativa da adic&o.

Por um lado, os autores dos livros didaticos sugerem uma definicdo de adigdo de
expressoes algébricas ao informar “agrupa-se os termos semelhantes”, sem levar em conta
que, em expressdes algébricas, estamos lidando com nimeros e que, portanto, ja existe uma
adicdo definida. Até ai, poderiamos pensar que teriamos (como em polinémios) uma adi¢éo
numérica, representada por +, e uma adigdo algébrica, representada por @. No entanto, no
momento em que substituem nas aplicagbes x por 3, por exemplo, e operam com nmeros,
estdo subentendendo que a adigdo envolvendo nimeros coincide com a adigdo de expressdes
algébricas, sutileza desnecessaria e ndo discutida em nenhum momento. Este Gltimo

comentario nos leva a considerar também o seguinte item:

3.5.2 Mencionar, desnecessariamente, que as regras/receitas podem ser utilizadas sem
a necessidade de se preocupar com 0 que as expressdes algébricas estdo
representando

Livro 6

.)

CALCULOS ALGEBRICOS
Vamos ver mais calculos efetuados com as expressbes algébricas.

Serdo apresentadas algumas regras que nos permitem operar com as
expressdes sem grande preocupagdo com o que elas possam estar
representando. Assim, estaremos estendendo os calculos que fazemos com

nimeros para esses novos elementos que sdo as expressoes algébricas.

.)

Ao afirmarem isso, 0s autores estdo fatalmente deixando passar a ideia de polindmio,

0s quais sdo, conforme o Capitulo 2 “expressdes matematicas simbdlicas”, onde o simbolo X
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é indeterminada, ndo representando um ndmero. Em expressdes algébricas, por sua vez, o
simbolo x é varidvel, representando um numero. Reiteramos aqui a sutil necessidade
acarretada de, ao ser substituido efetivamente x por um nudmero, ser confirmado que as

adicOes envolvidas nos levam ao mesmo resultado.
3.5.3 Efetuar a divisdo de expressdes algébricas polinomiais pelo algoritmo da divisdo
euclidiana, como se isso fosse apenas imitar a divisdo de inteiros

Ressaltamos que por tras do procedimento de divisdo de expressdes algébricas
polinomiais pelo algoritmo da divisdo euclidiana esta a divisdo de polindmios, conforme

podemos ver pelo seguinte exemplo:

x'-16| X-4
(2 -4x) x4
4% 16
—{4x-1¢)
0

Se este procedimento imitasse a divisdo com numeros, entdo X poderia ser

considerado um nimero, por exemplo, X =4, levando-nos a

42 -16 | 4-4
— (47 —axaq) 4+4
4x4 —16
—(4x4 -16)
0

O ultimo procedimento ndo é valido, pois estamos efetuando uma divisdo por zero!!!
Portanto, obviamente, o primeiro procedimento esté lidando efetivamente com uma divisdo de

polindmios e ndo com uma divisdo de nimeros.

Outro argumento para convencer o leitor da falsa analogia entre a divisdo de

polindmios e a divisdo de nimeros € o seguinte exemplo:
X 46X +4 | K-2
—(2X2—4X) 24 +10

10X +4
—-{10x - 20)

24
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Ou seja, 0 polindmio 2X*+6X +4 ndo é divisivel pelo polindmio X —2. Se esta
divisdo imitasse a divisdo com nimeros, entdo X poderia ser considerado um ndmero, por
exemplo, X =2 levando-nos a0 mesmo problema do exemplo anterior. Mas também

poderiamos considerar X = 10, 0 que nos levaria a
2.10° +6.10+4 | 10-2
~f2107-4.10) 210410
101044
—{10-10- 20)
24

que, no entanto, € uma divisdo ainda incompleta, pois,
264 | B
33
0

Concluimos, entdo, que os autores de livros didaticos estdo sim usando a divisdo de
polinbmios, mas esta ndo € uma mera “imitacdo” da divisdo de nimeros. Observamos, no
Capitulo 2, que existe sim uma imitagcdo, mas esta diz respeito a uma outra visdo: é um
procedimento que s se encerra quando obtemos um resto de “tamanho” menor do que o do

divisor.

Resta-nos a questdo: que utilidade é mencionada nos livros didaticos para a diviséo de
polinbmios? Apresentamos aqui um exemplo retirado do livro 3:
(..)
Ao dividir a area do retéangulo por seu comprimento, obtemos sua largura.
O retangulo abaixo tem area indicada pelo polindmio 36x* —3x—3, e o

comprimento indicado pelo polindémio 12X + 3

Area= 36x - 3x-3

¢ S
= A

12x+3
a) Que polindémio indica a largura desse retangulo?

b) Qual é a area desse retangulo quando X = 2 cm?
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c) Qual é a largura desse retangulo quando X = 2 cm?

.)

Observe que, com o conhecimento de fatoragdo de expressdes algébricas em nivel de
sétima série, muito dificilmente um aluno conseguiria resolver esse exercicio. Portanto, 0s
autores estdo chegando a resposta do problema, 3x-1, a partir da identidade polinomial
36X 2 -3X —3=(12X +3)(3X —1), gerada pela divisdo 36X * —3X —3=+ (12X +3), que por
sua vez origina a identidade numérica 36x* —3x —3= (12x+3)(3x—1), vélida para todo
nimero X real (veja Proposicdo 6 do Capitulo 2). Ressaltamos que esta passagem €

matematicamente ndo-trivial (ver Capitulo 2), mas que, no entanto, nunca é explicitada ou

discutida nos livros analisados?.

Citamos aqui mais alguns exemplos retirados dos livros didaticos analisados para que
0 leitor confirme a utilizagdo de diviséo de polindmios:

Livro 3
Calcule o quociente Q e o resto R das divisGes em seu caderno:

) (x°+3x°—7x=3)+(x-2)

A resposta dada ao exercicio no livro (do professor e do aluno) é Q = x* -5x+3 e

R=3. Além de o quociente estar errado, deveria ser Q =x°+5x+3, observe que
obviamente é uma resposta errada para o resto de uma divisdo numérica se tomarmos, por
exemplo, x =3. Além disso, como ndo h4 qualquer mencéo ao fato de que devemos exigir
X # 2, para que a diviséo faga sentido, concluimos que o autor esta trabalhando, de fato, com
polindmios.

Livro 1

O polindmio 2x* — x® —2x+1 & divisivel por X* —17? Por qué?

Resposta dada no livro do professor: “Sim, pois o resto é zero”. Nesse exercicio, ndo
h& qualquer alusdo a impossibilidade de x ser igual a 1. Com isso o autor esta sim trabalhando

com polindmios. Apesar  de ser possivel chegar-se a identidade

2 A expressdo “matematicamente no-trivial” refere-se ao encaminhamento que acabamos de relatar: a divisdo
do polindbmio  2x?+6x+4 pelo polinémio x-2 nos leva a identidade polinomial
2X2 16X +4=(X —2)(2X +10)+24 Que, por sua vez, da origem a identidade numérica

2x2 + 6X+4 = (x— 2)(2x +10) + 24 que é valida inclusive para x=2.
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2x4—x3—2x+1=(x3—1X2x—1) por mera fatoracdo, notem-se os termos utilizados

“divisivel por” e “resto” que confirmam a intencéo de se utilizar divisdo de polindmios.

Por conta de todas as dificuldades levantadas, recomendamos que ndo sejam
solicitados exercicios que necessitem da divisdo de polindmios no ensino fundamental.
Sugerimos que nesse nivel sejam propostos exercicios que exijam apenas o conhecimento da

fatoracdo de expressdes algébricas polinomiais usualmente trabalhadas.

Note-se que, semelhantemente ao exercicio do livro 3, o qual se referia a area do
retangulo, o livro 4, por exemplo, apresenta o seguinte exercicio referente & &rea do quadrado,
e cuja solucdo exige apenas o conhecimento de fatoragdo (no caso, do trindbmio quadrado

perfeito).

Em cada caso, determine a expresséo para o lado do quadrado

a) b)

- Area =
bArea =

4+ Er+ 0 I6p° — 60y + 25

3.5.4 Trabalhar com a expressdo “a fatoracdo” ou “a fatoracdo completa” de uma
expressdo algebrica polinomial

Em geral, os livros didaticos definem que fatorar uma expresséo algébrica polinomial
é reescrevé-la como um produto de duas ou mais expressdes algébricas polinomiais. Todos
mencionam, em algum momento (seja no texto, seja nos exercicios) a expressdo “a fatoracdo”
ou “a fatoracdo completa” de uma expressdo algébrica polinomial, subentendendo, portanto

unicidade de fatoragdo (completa).

O livro 9 chega a dar a seguinte definigdo:
e Um polindmio estad completamente fatorado quando os fatores que o

compdem ndo podem mais ser fatorados

e apresenta o seguinte exemplo:

e  Fatore completamente a expressdo 16a2b*x + 24ab®x?.

4abx(4ab2 + 6bX) é uma forma fatorada de 16a°b>x + 24ab?x?.
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Mas, atencao! A fatoracdo ndo esta completa.

O bindémio 4abx(4ab2 +6bx) que compde o produto ainda pode ser
fatorado: 2b(2ab+3x).

Entdo, 16a°h°x + 24ab”x* = 4abx- 2b(2ab +3x).

Assim, a fatoracdo completa de16a’b®x + 24ab?x? é 8ab2x(2ab + 3X).

No livro 4, encontramos o exercicio:
Fatore completamente:
a) 5x°+10x* +5x°

b) 12a’+60a+75

A resposta (Unica!) apresentada no livro (inclusive no livro do Professor!) para o item

(a) € 5x°(x+1)* e parao item (b) é 3(2a+5)°.

No livro 1, ha o exercicio:
Faca a fatorag&o completa [grifo nosso]
a) 3x?+6x+3
b) 10a?-20a+10

e) x'-2x"+1

As respostas (Gnicas!) dadas no livro do professor sdo: a) 3(x+1)° b) 10(a—1)° e)

(x+1)*(x-1)°.

Apesar de, neste nivel, o universo numérico do aluno ser, no minimo, o conjunto dos
nimeros racionais, raramente os autores apresentam exemplos ou exercicios com coeficientes
racionais ndo-inteiros ou até mesmo coeficientes irracionais (no caso de ja ter sido trabalhado
0 conjunto dos nimeros reais), conforme j4 ressaltamos no Aspecto 2. Este fato requereria no
minimo um comentario sobre a limitagdo do universo dos coeficientes em cada expressdo
algébrica considerada e sobre a fatoracdo esperada, principalmente sobre o coeficiente

esperado no fator comum, quando o mesmo existe. Por exemplo: estd errado escrever

14x(% X% + g X+ gj como fatoragdo da expressdo 2x* +6x> +10x ?

Como a maioria das expressdes algébricas envolve exclusivamente coeficientes

inteiros, é comum encontrarmos 2x(x2 +3X+ 4) como resposta Unica para a expressdo acima,
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onde o fator comum tem para coeficiente 0 méximo divisor comum dos coeficientes dos
termos da expressdo. Ha autores que inclusive referem-se ao méaximo divisor comum.
Salientamos que esta terminologia ndo é adequada num universo Q ou R, onde ndo temos a
unicidade dos coeficientes da fatoragdo completa, pois, COmo esses universos sao corpos, ndo
é relevante falar-se em divisor, muito menos em maximo divisor comum de dois ou mais

ndmeros.

Convém ressaltar que dois livros didaticos analisados (livro 5 e livro 6) mencionam
outras formas de se fatorar uma expresséo algébrica polinomial, por exemplo:
Livro 6
(..)

Ha varias maneiras de fatorar uma expresséao:
= 2{22% + 32%)
4: Jr(-ilx2 + 6x)
?: 2x(2x2 +3x)
=22 (22 +3)

Preferimos sempre colocar em evidéncia o maior nimero e as letras

4x% + 657

com maiores expoentes.

Assim, a melhor fatoracdo de 4x°® +6x° é 2X2(2X +3).

.)

O livro 5 faz uso inclusive de coeficientes racionais ndo-inteiros, mesmo quando a
expressao original s tem coeficientes inteiros:

Livro 5

()

Note que existem outras formas de fatorar esse polinémio:
2 3 2 3 2 3 1 2
6X°y+9x°y = y(6x +9x )z 3(2x y + 3X y)z EX y(12 +18x).

Esse mesmo livro, em alguns exercicios, informa ao aluno o universo esperado como
coeficiente do fator comum em cada expressdo algébrica considerada:
(..)
Qual é o monémio de maior grau e de maior coeficiente numérico inteiro
que é fator de cada termo do polinémio 9x* — 48x? +15x ? Fatore esse

polinémio.
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.)

Qual seria, entdo, uma fatoracdo completa para a expressdo algébrica
2 8

230,840
3 3 3

. . e, . N 2
Obviamente o universo numérico é no minimo Q e as fatoragdes §x(x2 +2x+4),

x> 2 4 . 5 (14 , 28 56) . .
2X| —+—=X+— |, assim como —Xx| —X" +—X+— | sdo corretas, no sentido que tanto o
3 3 3 7 \15 15 15

2
polinémio %X(X2+2X+4) como os  polindmios 2X{%+§X+%} e

> X(% X? +§x +%} envolvem fatores que sdo ou invertiveis ou irredutiveis em Q[X] e,

7
- x < 0o 2 5 4, 8 -
portanto, originam fatoracdes completas da expressao algébrica §X +§x +§x. A anélise

dos nove livros didaticos mostrou-nos que as respostas dadas para os exercicios de fatoragéo

sdo Unicas, tanto no livro do professor como no livro do aluno.

Reiteramos que, com certeza, os livros estdo pecando ao apontarem uma Unica

resposta para fatoragdo de expressdes algébricas polinomiais!

Além disso, os livros didaticos analisados (excecdo ao livro 5) ndo apresentam
qualquer situacdo que envolva uma fatoracdo em que seja dado um fator ndo usual, por

exemplo: fatorar a expressdo 5x” +4x de modo que um dos fatores seja 5x. A fatoracdo

ficaria, entdo, 5X(X + %j )

Salientamos que a ideia de “forcar” o aparecimento de um fator comum, diferente dos
usualmente apresentados nos livros didaticos, pode ser Gtil. Por exemplo, para a deduc¢édo da
forma candnica da funcdo quadratica, no primeiro ano do ensino médio, € comum utilizar-se o
seguinte encaminhamento:

Supondo a #0,

2 2
y=ax2+bx+c=a(x2+9x+£j=a{(x+lj _b_2+3:|
a a 2a 4a° a



82

b\ b?-4ac b\* b2-4ac
=al| x+—| -————— |=a|x+— | ——
2a 43’ 2a 4a
b) A
—a X+— | ——.
2a 4a

Portanto, fica aqui também reiterada nossa posi¢éo apresentada no Capitulo 1, quanto
a dimensdo estrutural da lgebra (veja quadro da pagina 28), onde as letras sdo vistas como
simbolo abstrato e, para cuja interpretagdo ndo conseguimos entender outra que ndo seja a de
indeterminada (afinal, no presente contexto, que outra interpretacdo pode se dar a uma letra

além de varidvel, incognita, pardmetro ou indeterminada?).

Até aqui estdvamos pontuando equivocos dos livros didaticos no tratamento de
expressdes algébricas polinomiais via polinbmios. Agora, passamos a comentar e
exemplificar algumas aplica¢Bes da fatoragdo de expressdes algébricas polinomiais no ensino

fundamental com as quais concordamos:

e Sobre a simplificacdo de fragBes algébricas, desde que sempre seja tomado o cuidado

de discutir o zero no denominador®:

4x+8  A(x+2)
X2 -4 (x+2)x-2)

Salientar que é verdade que , mas que a igualdade

oty v o 12

e Sobre a resolucdo de algumas equag0es, inclusive equagdes de grau maior do que 2
explorando a propriedade da integridade em qualquer subanel de R.

a) 5x°+15x=0=5x(x+3)=0=>x=0 ou x=-3

b) x*+2x’ +x=0= x(x* +2x+1)=0= x(x+1f = x=0 ou x=-1

e Sobre a resolucdo de problemas do tipo: “A &rea de um retdngulo é dada pela

expressdo x° + 7x+ 3x + 21. Como poderiamos representar as expressoes para as medidas

dos lados do retangulo?”

® Note que identificar quando ocorre o zero no denominador pode acarretar uma discussao bastante complexa, a
menos que restrinjamos os exemplos para casos mais acessiveis a um aluno de Ensino Fundamental.
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e Sobre “forcar fatoragdes adequadas para 0 momento” Por exemplo, na oitava série, é
possivel relacionar fatoragdo de expressdes algébricas com solugbes de equagBes
quadréticas, sem recorrermos a fatoracdo de polindmios, bastando apresentar o assunto

COmo segue:

a) Apresentamos a seguinte identidade numérica:

(x—a)x—-b)=x*—(a+b)x+ab
b) Portanto

x*—(a+b)x+ab=0< (x—a)(x—h)=0< x=aou x=b,

de modo que a e b podem ser descobertos a partir da fatoracao.

c) E, se a expressdo é da forma ax®+bx+c, fazemos o seguinte passo inicial,
salientando novamente a utilidade de ensinar a encontrar um “fator comum nao

usual”:

b c
ax’ +bx+c=al x> +—=x+—|,
a a

« N x b ¢ <
de modo que se a e 3 sdo as solugdes da equagdo x* +—x+— =0, entdo
a a

axz+bx+c=a{x2+gx+§}=a(x—a)(x—ﬁ).

Encerramos este capitulo respondendo a seguinte pergunta: afinal, o que entendemos

por expressdo algébrica?

7

Uma expressdo algébrica € uma listagem de operagBes matematicas, nimeros e

ndmeros genéricos, onde:

e as operagbes mateméticas sdo adicdo, subtragdo, multiplicacdo (incluindo sua
abreviagdo: potenciagdo), divisdo e radiciacdo, todas elas envolvidas apenas um
nimero finito de vezes;

e 0S nUmeros genéricos sdo representados por letras, chamadas varidveis. Cada variavel,
por sua vez, representa qualquer elemento de um conjunto numérico pré-estabelecido,

o chamado dominio desta variavel;
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o tal listagem deve “fazer sentido”, isto é, deve ser tal que, ao substituirmos cada
varigvel por algum valor do seu dominio e igualarmos a nova expressdo obtida a um
namero conhecido, esta igualdade se transforma em uma proposic¢ao, isto é, em uma

afirmacéo passivel de um valor légico (verdadeiro ou falso).

7

5 3 o . . .
Exemplo: x? +7\/;+E, com x uma variavel de universo reais positivos, & uma

expressdo algébrica porque, ao fazermos x =5, a igualdade 5° + g\/g +§ = 2 faz sentido em

Mateméatica e tem até um valor I6gico (no caso, falso). J& +2+x3x ndo é uma expressdo
algébrica, pois nenhum valor que atribuamos a x serd capaz de transformar a igualdade

+2+x3x =2 em uma afirmagdo com sentido em Matematica.

Finalmente, observamos que "expressdo algébrica” é sindbnimo de "formula radical”;
esta, por sua vez, pode ser precisamente definida (portanto tornando bem preciso o sentido
matematico mencionado anteriormente) fazendo uso de extensdes de corpos e do conceito de
elemento algébrico sobre um corpo. Maiores detalhes sobre o assunto podem ser vistos em

Ripoll (preprint).
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4 PROPOSTA DIDATICA

Neste capitulo, relatamos o trabalho realizado em sala de aula durante o primeiro
trimestre do ano letivo de 2008. Comecamos fazendo uma breve descri¢do da turma de sétima

série e da escola onde realizamos o trabalho.
4.1 CARACTERIZA(;AO DA ESCOLA E DA TURMA!

A Escola Municipal de Ensino Fundamental Paulo Beck localiza-se em um bairro do
municipio de S&o Leopoldo caracterizado pelos altos indices de violéncia e criminalidade. A

populacdo &, em geral, de classe média-baixa e baixa, incluindo casos que beiram a pobreza.

A escola comecou a ser construida no final da década de 1980, ap6s grande
movimento da comunidade, pois as criangas precisavam deslocar-se para longe de suas casas
a fim de estudar. Foi inaugurada em 10 de julho de 1990, mas o inicio de suas atividades deu-

se antes, em 15 de margo de 1990, atendendo a alunos de primeira & quarta série.

Inicialmente com quatro salas de aula, a escola precisou contar com outros espagos na
comunidade para acolher o nimero crescente de alunos. Em 1998 foram construidas mais
duas salas de aula que foram destinadas a duas turmas de quinta série, mas a escola ainda ndo

possuia refeitério nem sala dos professores.

Em 2005, através do Orcamento Participativo, a comunidade conseguiu a ampliacéo
da escola, concluida em 2008. Durante esse tempo, a escola ampliou sua oferta de vagas e
incluiu a sétima serie. Finalmente, em 2009, passou a oferecer vagas em todas as séries do

ensino fundamental.

Atualmente, a escola atende a todo ensino fundamental e EJA nos trés turnos,
dispondo dos seguintes espacos fisicos: quinze salas de aula, seis banheiros, auditorio,
biblioteca, cozinha, laboratorio de informatica, quadra esportiva coberta, refeitério, sala dos
funcionérios, sala dos professores, sala de estudos de recuperagdo, sala para arquivo e

reunides, salas da equipe diretiva e secretaria.

A turma em que foi realizada a experiéncia de ensino contava, no inicio do ano, com
21 alunos na faixa etéria de 12 a 15 anos (12 anos — 1 aluno, 13 anos — 6 alunos, 14 anos — 9
alunos, 15 anos — 5 alunos). Destes, 9 eram do sexo masculino e 12 do sexo feminino. Na

trajetoria escolar desses alunos, dez ja haviam sido reprovados pelo menos uma vez. No

! InformagBes retiradas da agenda de trabalho da escola de 2008.
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decorrer do ano, dois alunos foram transferidos para outra escola e duas alunas evadiram. Ao

final do ano, apenas uma aluna ficou retida na 72 série.
p

Quando da apresentagdo da proposta de trabalho para o ano letivo, os alunos ficaram
entusiasmados com a ideia de participar de uma pesquisa e de saber que uma professora da
Universidade iria observar o trabalho deles em aula. Perguntaram por que eu ainda estava

estudando, j& que como professor eu ja deveria saber tudo da matéria.

4.2 RELATOS DAS AULAS

Ao todo, foram 36 encontros ocorridos nas tergas, quartas e quintas-feiras (Figura 6).
Nas tercas e quintas-feiras, as aulas tinham duracdo de dois periodos de 50 minutos e
aconteciam apo6s o intervalo (quarto e quinto periodos). Nas quartas-feiras, as aulas tinham

duragdo de um periodo de 50 minutos e ocorriam no terceiro periodo.

Marco Abril Maio Junho

Terca | 04 11 18 25 01 8 15 22 29 06 13 20 27 3

Quarta | 05 12 19 26 02 9 * 23 30 07 14 * 28 4

Quinta | 06 13 * 27 03 10 17 24 08 15 * * 5

Figura 6: Datas dos Encontros

Este primeiro trimestre foi dedicado a uma prévia familiarizagdo com o pensamento
genérico e com o método de argumentagdo matematica, durante o qual fizemos uma revisdo
de conteudos aritméticos de quinta e sexta séries, através de questdes de carater genérico,
enfatizando as propriedades das operagBes com numeros naturais, inteiros e racionais e
explorando, paralelamente, 0o pensamento genérico em cima de conte(ldos que, esperava-se,
fossem familiares aos alunos. Entre as propriedades estudadas, destacamos a comutatividade e
a associatividade da adicdo e da multiplicacdo e a distributividade da multiplicacdo em

relacdo a adigdo.

O motivo da escolha desse conteido é que as propriedades das operagBes com
niameros sdo o que justificam as operacOes envolvendo expressdes algébricas polinomiais,

objetivo maior desse trabalho.

Sendo assim, escolhemos 0s seguintes assuntos para tratar durante este primeiro

trimestre:
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Que tipo de respostas podemos encontrar ao resolver problemas matematicos?

Os algoritmos das quatro operagoes.

Discussdes genéricas sobre as operagdes de subtracéo e divisdo e sobre multiplos e
divisores.

Paridade e resto da divisdo de nimeros naturais.

Divisibilidade.

Propriedades das operagOes: comutatividade e associatividade da adicdo e da
multiplicacdo e distributividade da multiplicagdo em relagdo a adicéo, envolvendo os

campos numéricos N, Z, e Q.

Nos relatos constardo os objetivos especificos de cada aula, o roteiro das questdes a

serem propostas, 0s procedimentos, as expectativas, o relato propriamente dito e a minha

avaliacdo da aula, com possiveis encaminhamentos alternativos.

Durante as aulas buscamos sempre 0s seguintes objetivos gerais:

e Familiarizar os alunos com o raciocinio genérico, a partir da apresentacdo de
questdes de carater genérico.

e Estimular a argumentagdo e comunicagdo de ideias matematicas, tanto por escrito
quanto oralmente, enfatizando a necessidade de que os resultados e 0s argumentos
sejam fundamentados matematicamente.

e Familiarizar os alunos, aos poucos, com o0 uso de letras para representar nimeros
de maneira genérica, introduzindo naturalmente as expressdes algébricas e suas

operagodes.

4.2.1 Dia 04/03 — Apresentacgéo

Objetivos:

Apresentar a proposta de trabalho para o ano letivo.

Com o objetivo de comecar a desmistificar a Matemética em relagdo a questdes cuja
resposta € apenas um nimero, chamar a atencdo dos alunos e familiariza-los com
alguns diferentes tipos de respostas possiveis em Matematica: um numero, mais de
um ndmero, porém uma quantidade finita, uma infinidade de nGmeros, uma

impossibilidade, uma expressdo, uma explicagéo ou justificativa, uma figura, etc.
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¢ Iniciar rdpida sondagem de conhecimentos matemaéticos dos alunos.

Roteiro de questdes:

1. Preencha o quadro com um niimero que falta para que a igualdade 5 + [ = 9 seja
verdadeira.

2. Preencha os quadros com numeros naturais que faltam para que a igualdade
O + 0O = 9 seja verdadeira.

3. Agora, resolva a questdo 2 utilizando nimeros inteiros.

4. Encontre um nimero que, ao ser elevado ao quadrado, dé como resultado um
ndmero negativo.

5. Escreva em linguagem matemética: a soma de dois nimeros representados por

X e por y. Explique porque o nimero 2 é o Gnico nimero primo par.

Procedimentos:
Aula expositiva em que o professor faz perguntas oralmente aos alunos, procurando
estabelecer um didlogo com os mesmos, estimulando-os a reflexdes e justificativas para suas

respostas.

Expectativas:
Espera-se que os alunos percebam (e se surpreendam até!) com algumas diferentes
possibilidades de respostas para problemas de Matematica. Espera-se também, alguma

dificuldade em relagdo as perguntas sobre nimeros inteiros e escrita algébrica.

Relato da aula do dia 04/03:
Iniciei apresentando a proposta de trabalho para o ano letivo. Mencionei que em
algumas aulas teriamos a presenga de minha orientadora, a qual observaria as aulas. Os alunos

ficaram entusiasmados com a ideia de participar de um trabalho de pesquisa.

Ao lancar a questdo (1), a resposta “4” veio com facilidade. Facilmente também, os
alunos encontraram quase todos os pares de nimeros naturais da questdo (2). As respostas
vieram sem qualquer ordenacdo ou sistematizagdo, com exce¢do do caso em que, quando

algum aluno mencionava uma resposta, outro aluno comutava as parcelas para dar outra
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resposta. Organizei com eles as respostas a fim de nos certificarmos que ali estavam todas as

possibilidades. Comegando com 0 9+0 =9, escrevi no quadro as respostas dos alunos?:

“9+0=9
8+1=9
7+2=9
6+3=9
5+4=9
4+5=9
3+6=9
2+7=9
1+8=9
0+9=9"

Para a questdo (3), lembrei rapidamente que os inteiros compreendiam 0s nimeros
inteiros positivos, os inteiros negativos e o zero. Aqui, os alunos ndo apresentaram respostas
diferentes das obtidas na questdo anterior. Aproveitando a resposta da questdo (2),
acrescentei, acima e abaixo da mesma, algumas envolvendo nimeros negativos:

11+(-2)=9

10+(-1)=9
9+0=9
8+1=9
7+2=9
6+3=9
5+4=9
4+5=9
3+6=9
2+7=9
1+8=9
0+9=9

(-1)+10=9
(-2)+11=9

Os alunos perceberam que, continuando dessa forma, teriamos infinitos pares de

ndmeros inteiros como resposta para a questdo (3).

Para a questdo (4), retomei o significado de “elevar ao quadrado”. Coloquei a questéo
(4), particularizando mais: “Por exemplo, qual é o nimero que elevado ao quadrado, resulta
em —47?” A resposta dos alunos foi “—2”. Escrevi no quadro “(—2)x(-2)=2?", ao que
alguns alunos responderam 4, enquanto outros responderam —4. Retomei rapidamente a
“regra de sinais” da multiplicagdo e escrevi: “(-2)x(-2)=+4 e (+2)x(+2)=+4.” Com

isso, 0s alunos se convenceram que ndo existe nimero que elevado ao quadrado resulte em

2 Combinei de inicio com os alunos que o nimero zero seria considerado natural.
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— 4. Mencionei que, por enquanto, eles ndo conheciam tal nimero, mas que no ensino médio

eles teriam a oportunidade de conhecer.

Para responder de forma genérica a questdo (4), utilizei a propria regra de sinais da
multiplicagéo, escrevendo no quadro (+)x(+)=(+) e (~)x(~)=(+). Portanto, nunca vai

resultar em um nimero negativo.

Finalmente, resumi o que tinhamos visto até aqui: “Podemos ter por resposta um
nimero apenas, como ha questdo (1), diversos nimeros (pares de nimeros), como na questéo
(2), infinitos pares de numeros, como na questdo (3) ou uma impossibilidade, como na
questdo (4)”. Cologuei também que podemos encontrar uma expressdo do tipo x + y, resposta
para a questéo (5) ou uma explicagdo ou justificativa, como na questdo (6). Mencionei ainda
que uma figura, um grafico ou uma tabela, entre outros, também poderiam ser respostas a

questbes em Matematica.

Minha avaliacdo da aula:

Considero que os objetivos desta aula foram alcancados e as expectativas confirmadas.
Os alunos participaram ativamente do trabalho e vérios deles ndo tiveram receio em dar
respostas, mesmo que incorretas. Ao final da aula, houve alunos que de fato ficaram surpresos

com as diversas possibilidades de resposta para alguns problemas de Matemaética.

Reconhego que, no momento em que os alunos comutavam as parcelas na questéo (2),
perdi a oportunidade de encaminhar alguma resposta que envolvia uma sistematizagéo

sugerida pelos alunos a partir de uma propriedade da adig&o.

Na questdo (3), surpreendeu-me o fato de os alunos ndo se lembrarem dos nimeros
negativos e terem parado de responder ao completarem as parcelas apenas com numeros
positivos e com o zero. Credito isso & pouca familiaridade ou & inseguranca que os alunos tém
com as operacdes envolvendo nimeros negativos. Neste momento, eu poderia ter perguntado
aos alunos “por que na listagem acima paramos no nimero 9?”, na tentativa de incentiva-los a
encontrar outras respostas. De qualquer forma, apds eu fornecer algumas respostas, houve
alunos que deram outros exemplos. Na questdo (4), também apareceu uma dificuldade com

nimeros negativos, mas agora envolvendo a multiplicag&o.

4.2.2 Dias 05/03 e 06/03 - Algoritmos da Adigdo, Subtragdo, Multiplicacdo e Divisao de
Numeros Naturais
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Objetivos:
e Levantar questionamentos com os alunos sobre os algoritmos da adigdo, da
multiplicacdo e da subtragdo de nimeros naturais.
e Lembrar ou apresentar os nomes dos termos das operagdes com objetivo de facilitar a
comunicacdo futura.

¢ Iniciar o trabalho com questBes de carater genérico.

Roteiro de questdes:
1. Quando é que ocorre 0 “vai 1” nas adi¢Bes envolvendo duas parcelas? O que significa
0 “vai 1” nessas adi¢0es?
2. Nas subtracdes, quando é que precisamos “pedir emprestado”? O que significa “pegar
1 emprestado™? E por que o préximo algarismo fica valendo uma unidade a menos do
que antes de “emprestar 1”?
3. Na multiplicacdo, por que devemos “deixar uma casa em branco” quando o segundo

fator tem dois algarismos?

Procedimentos:

Os mesmos da aula anterior.

Expectativas:
Espera-se que os alunos apresentem ddvidas quanto ao nome dos termos das operacoes

e dificuldades para comunicar suas ideias ao grupo. Espera-se uma boa participacdo da turma.

Relato da aula do dia 05/03:
Inicialmente, lancei as seguintes perguntas, a fim de dar a motivagéo para as questdes

envolvendo os algoritmos das operagdes:

a) Numa partida de video game, Carlos fez 2597 pontos e Anderson fez 1110 pontos a
mais. Quantos pontos os dois fizeram ao todo?
b) Em outra partida, Carlos fez 7621 pontos e Anderson fez 6235 pontos. Carlos fez

quantos pontos a mais que Anderson?

Houve alunos que, na pergunta (a), responderam que ao todo os dois fizeram 3707
pontos, adicionando 2597 e 1110. Na pergunta (b) apareceu a resposta 13856, tendo o aluno

adicionado 7621 e 6235. Este erro pode ter ocorrido por falta de atencéo do aluno. Porém,
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pela minha experiéncia, esse tipo de erro ocorre frequentemente quando aparece a expresséo

“a mais” em alguma questéo.

Passei as questdes relativas aos algoritmos das operagBes. Perguntei: “Nas adi¢des
envolvendo duas parcelas, como as do problema (a), quando é que ocorre 0 ‘vai 1’?” Depois
de alguns instantes, um aluno respondeu: “Quando d& mais que 10.” Pedi para o aluno

explicar melhor sua resposta. O aluno se utilizou da resolucéo que estava no quadro:

+
DN W
w| o1
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“7 + 7 d& 14, que é mais que 10. Entdo fica 0 4 e vai 1”. Pedi para que o aluno calculasse o
proximo algarismo da soma. Agora tinhamos que somar 1+0+9, o que resulta em

exatamente 10. O aluno se corrigiu, dizendo: “Ah! Entéo é quando d& mais que 9”.

Lembrei que nosso sistema de numeracgdo envolve unidades, dezenas, centenas, etc. e
perguntei novamente: “Quando o que d& mais que 9?” Depois de alguma discusséo,
concluimos: “Nas adicBes envolvendo duas parcelas, o ‘vai 1’ ocorre quando a soma dos

algarismos de uma classe (unidades, dezenas, centenas, etc.) ultrapassar 9”.

Apo6s concordarmos com a conclusdo acima, lancei a pergunta: “E o que significa o
‘vai 1’ nas adi¢des envolvendo duas parcelas?” Vérios alunos responderam que significa “vai
uma dezena”, “vai uma centena”, etc. Por fim, considerei encerrado o assunto com as
seguintes conclusdes, construidas pelos alunos com minhas sugestdes: “Quando a soma dos
algarismos das unidades ultrapassar 9, o ‘vai 1’ significa ‘vai uma dezena’. Quando a soma
dos algarismos das dezenas ultrapassar 9, o ‘vai 1’ significa ‘vai uma centena’ e assim

sucessivamente”.

Passei entéo a tratar do algoritmo da subtracdo de modo semelhante ao que havia sido
feito na adigdo: “Apos termos estudado um pouco a adicdo, podemos fazer perguntas
parecidas para a subtracdo?” Alguns alunos responderam que no caso da subtragéo, ndo temos
mais 0 “vai 1”. O que temos agora é o “pede 1 emprestado” °. Coloquei a questdo: “Quando

ocorre 0 ‘pede 1 emprestado’ nas subtragdes?” Com minha colaboracdo, saiu a resposta: “Nas

® Apesar da linguagem inadequada “pedir emprestado” em vez de “troca”, resolvi ndo tocar neste assunto, (pois
meu objetivo era outro, ja bastante delicado para os alunos) e continuei a utiliza-la.
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subtragdes, o ‘pede 1 emprestado’ ocorre quando o algarismo de certa classe do subtraendo é

maior do que o algarismo da mesma classe do minuendo™.

Para a questdo do que significa o “pede 1 emprestado”, a resposta foi mais rapida, com
vérios alunos adaptando a resposta dada na adi¢do para o caso da subtracdo: “No caso das
unidades, o ‘pede 1 emprestado’ significa ‘pede 1 dezena’; no caso das dezenas, 0 ‘pede 1

emprestado’ significa ‘pede 1 centena’ e assim sucessivamente.”

Minha avaliacdo da aula:

Conforme eu esperava, os alunos apresentaram dificuldades para comunicarem seus
pensamentos de forma clara e organizada. Embora as ideias langadas por vérios alunos
acenarem para um raciocinio correto, a possivel falta de conhecimento ou o pouco uso dos
nomes dos termos das operagdes dificultaram a comunicagdo. Houve alunos que nao
participaram muito ativamente da aula, mas pareceu-me que acompanharam bem as

discussoes.

Relato da aula do dia 06/03:

Comecei a aula revisando o que haviamos feito no dia anterior. Finalizando a
subtracdo, perguntei por que o algarismo que “emprestou 1” fica valendo uma unidade a
menos. Rapidamente, alguns alunos responderam “é porque o algarismo das dezenas fica com

uma dezena a menos, o0 das centenas, cCom uma centena a menos, e assim por diante”.

Passei a tratar da multiplicagdo quando o segundo fator possui dois algarismos.
Perguntei: “Por que ‘deixamos uma casa em branco’ nas multiplicagdes em que o segundo
fator tem dois algarismos?” Dois alunos responderam que € para ndo misturar as dezenas com

as unidades. Pedi que esclarecessem o que haviam dito. Responderam com um exemplo:

[= N [ S ST )
o | O onl a2

“O 2 do 23 significa duas dezenas, e duas dezenas vezes 2 da 4 dezenas, entdo o0 4 fica
abaixo do 2, das dezenas.” Perguntei qual é o algarismo das unidades de qualquer nimero
multiplicado por 10, ao que me responderam, apds analisar alguns casos particulares que é

sempre zero. Neste momento, ndo me ocorreu uma justificativa simples ou que ndo
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envolvesse 0 uso de letras para garantir o resultado. Resolvi ndo enfatizar muito isso, apesar

de saber que uma justificativa genérica neste momento poderia ser importante para o trabalho.

Passei a tratar de multiplicagbes em que o segundo fator possui trés algarismos. Os
alunos reconheceram que, agora, seria necessario deixar duas casas em branco, ao fazermos
uso do algarismo da classe das centenas, pois estariamos multiplicando uma centena por uma
unidade. Além disso, alguns alunos perceberam que se tivermos quatro algarismos no

segundo fator, teremos quatro parcelas para somar; cinco algarismos, cinco parcelas, etc.

N&o inclui nos objetivos dessa aula o algoritmo da divis&o, pois, meu foco principal
eram as propriedades da adicdo e da multiplicacdo. Mesmo assim, quis destacar que 0
algoritmo da divisdo é feito da esquerda para a direita, diferentemente das outras operagdes,
cujos algoritmos sdo realizados da direita para a esquerda. Porém, um aluno se antecipou:
“Por que umas contas fazemos da direita para a esquerda e a divisdo é ao contrario?” Devolvi
a pergunta a turma, pedindo que fizessem alguns exemplos que passei no quadro. Tais
exemplos consistiam de adicOes e subtracdes em que o sentido de realizacéo dos céalculos ndo
importava, isto é, nas adi¢des, a soma dos algarismos de qualquer classe nunca ultrapassava 9
e, nas subtragdes, o algarismo de qualquer classe do minuendo era sempre maior que ou igual

ao algarismo da mesma classe do subtraendo. Ndo anotei os exemplos, mas era algo do tipo:

8 3 7 2 47
- 41 2 + 5 21
4 2 5 7 6 8

Depois coloquei exemplos em que operando da esquerda para a direita, a resolugéo era

mais complicada®:

w00 N
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Fizemos o mesmo com a multiplicagdo e os alunos terminaram concordando que é
mais simples operar da direita para a esquerda na adi¢do, na subtragdo e na multiplicagéo,
pois, uma vez colocado o algarismo na sua devida posicdo, ele ndo ser4 mais afetado por

outro célculo posterior.

4 . . . P . . . , ..
Convido o leitor a realizar estes calculos pelo algoritmo tradicional, s6 que da esquerda para a direita.
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Escrevi no quadro algumas divisdes e tentamos calcula-las da direita para a esquerda.
Novamente, tivemos que modificar algum algarismo que ja havia sido determinado em um
passo anterior. Os alunos pediram para “deixar assim mesmo” e para que continudssemos

“fazendo as contas” da maneira usual.

Para encerrar a aula, ainda pedi o seguinte exercicio: Calcule mentalmente e registre

Seu pensamento no caderno:

a) 13+48+7=
b) 29+ 11 +15=
C) 84+18+16=
d) 3x24=
e) 5x81=
f) 7x45=
g) 12x18=

Meu objetivo com este exercicio era verificar as estratégias de calculo mental
utilizadas pelos alunos, a fim de sondar se eles aplicavam de forma consciente algumas
propriedades das opera¢Bes com nUmeros naturais. Pude perceber que havia alunos que
utilizavam as propriedades embora sem menciona-las nos célculos. Porém, havia alunos que

procuravam repetir mentalmente os algoritmos tradicionais.

Minha avaliacdo da aula:
Apesar de nem todos os alunos terem participado ativamente da aula, considero que a

turma acompanhou bem as discussoes.

Quanto ao algoritmo da multiplicacdo, pretendo justificd-lo em outra oportunidade,

utilizando a propriedade distributiva.

Relatei anteriormente que ndo me ocorreu uma justificativa simples para o fato de que
ao multiplicarmos um nimero natural por 10 o algarismo das unidades € sempre zero. Mais

tarde, pensei na seguinte estratégia:

Apos realizar alguns exemplos numéricos, fariamos o seguinte calculo simbdlico:
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onde utilizamos os simbolos * e # para representar algarismos, pois se para isso
utilizarmos, neste momento, letras a e b, por exemplo, poderemos confundir um nimero de

dois algarismos ab =10a + b com a multiplicacdo de a por b.

Numa préxima oportunidade, eu utilizaria a seguinte estratégia para justificar que o
algarismo das unidades do produto de um nimero natural por 10 é zero: 42 x 10 = 42 x
ldezena = 42dezenas = 420 (para um aluno com experiéncia com o material dourado ndo

deveria ser uma dificuldade a ultima igualdade).

Sobre a atividade final, notei que os alunos que estavam visualizando mentalmente os
algoritmos tradicionais demoravam bem mais e tinham mais dificuldades em calcular do que
os alunos que usavam outras estratégias de célculo mental. Questionando algum destes
ultimos sobre que estratégias estavam utilizando nos célculos, utilizavam invariavelmente
alguma propriedade das operacbes com nimeros naturais, embora ndo percebessem que as

estavam utilizando (nem eu ndo estava requisitando essa consciéncia, nesse momento).

Para manter o formato, a questdo (3) deveria ter sido complementada com a seguinte

pergunta: o que significa “deixar uma casa em branco”?

4.2.3 Dias 11/03, 12/03 e 13/03 — Introducgdo de Letras para Representar NUmeros na
Abordagem da Subtrag&o e da Divisdo de NUmeros Naturais

Objetivos:

e Reconhecer e utilizar os nomes dos termos das operagdes como um facilitador da
comunicacao.

¢ Relembrar o significado dos simbolos <, >, < e >.

e Observar que no conjunto dos nimeros naturais nem sempre é possivel efetuar uma
subtragdo ou uma divisao.

e Introduzir o termo *“contraexemplo” e reconhecer esta nomenclatura como um
facilitador da comunicagao.

e Fazer uma breve revisdo sobre divisibilidade no conjunto dos numeros naturais
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(nimeros primos e numeros compostos, conjunto de divisores e conjunto de

maltiplos).

Roteiro de questdes:

1. Sobre a subtracdo de nimeros naturais

Chamamos de diferenca ou resto ao resultado da subtracdo de dois nimeros.
a) Decida se a afirmacdo que segue é verdadeira ou falsa, justificando sua deciséo.
“A diferenca entre dois nimeros naturais quaisquer é sempre um nimero natural”.

b) Existe algum nimero natural a tal que a expressdo 10—a resulte em um numero
natural? Se existir, qual é ou quais séo estes nimeros?

c) Qual deve ser o menor nimero natural n de modo que a expressdo n—14dé como
resultado um ndmero natural?

d) Como devem ser dois nimeros naturais para que a diferenga entre eles seja um
namero natural?

e) Como devem ser dois nimeros naturais a e b para que a diferenca a—bseja um

nlmero natural?®

2. Sobre a divisdo de nimeros naturais:

a)

b)

d)

Decida se a afirmacdo que segue é verdadeira ou falsa, justificando sua decisdo:
“A divisdo entre numeros naturais quaisquer resulta sempre em um numero natural”.
(Aqui, sera enfatizado na aula que desejaremos que a divisdo seja exata).

Existe algum nimero natural b de modo que a expressdo 12 +b resulte em um numero
natural? Se existir, qual é ou quais sdo estes numeros?

Existe algum nimero natural y tal que a expressdo 7 +y tenha por resultado um nimero
natural? Se existir, qual é ou quais sdo estes numeros?

Como podemos representar 0 nimero natural x de modo a garantir que o resultado da

divisdo x +7 seja um numero natural?

Procedimentos:

°0 que difere nas questdes (d) e (e) € o fato de que na questdo (d) os alunos poderao responder com palavras de
maneira menos formal, utilizando, por exemplo, os termos minuendo e subtraendo. Na questdo (e) estou
forgando a resposta com o0 uso de letras para representar os nimeros. Além disso, utilizarei o simbolo > de
modo a sintetizar simbolicamente a resposta dada em (d).
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Para a primeira parte da atividade (subtracdo de nimeros naturais) as questdes serdo
escritas no quadro e os alunos trabalhardo individualmente. Depois disso, o professor
estimulard uma discussdo com a turma, explicando e corrigindo as questdes, ficando um aluno

responsavel por entregar uma folha com as respostas consideradas definitivas.

Para a segunda parte (divisdo de numeros naturais), a turma sera dividida em grupos.
Novamente, as questdes serdo escritas no quadro. Todos os alunos devem copiar e responder
as questdes no caderno e cada grupo entrega uma folha com as respostas para o professor. No
trabalho em grupos, a participacéo do professor deveré ser minima e se concentrar em ddvidas
pontuais. Apds o trabalho em grupos, as solucbes serdo discutidas no grande grupo e um

aluno ficara responsavel por escrever um relatorio, com as solucdes consideradas finais.

Expectativas:

Durante o trabalho individual, espera-se que os alunos tenham muita dificuldade com
0 tipo de enunciado das questdes. No trabalho em grupos, espera-se que os alunos discutam
entre si diferentes solucbes, expressando seus pontos de vista. Espera-se também que 0s
alunos apresentem dificuldades para comunicarem suas ideias oralmente ou por escrito.
Ainda, espera-se alguma dificuldade com o uso de letras para representar numeros.
Creditamos esta possivel dificuldade & falta de incentivo anterior & prética do método de

argumentacdo matematica.

Relato da aula do dia 11 /03:

ApO6s uma breve revisdo dos assuntos trabalhados na aula anterior, comentei com 0s
alunos sobre o0 assunto da aula e sobre a dindmica da atividade. Como sondagem, perguntei
aos alunos qual é o resultado de 2-3, enquanto escrevia as questdes no quadro. Todos

concordaram que 2—3 resultaem —1.

Embora a atividade fosse individual, os alunos comegaram discutir sobre as questdes.
Deixei-0s a vontade para fazer isso para que ndo perdessem motivacdo pelo trabalho e por

entender que a atividade individual ndo fosse téo relevante.

Observando os alunos trabalharem, pude perceber suas dificuldades em escrever as
respostas. Geralmente, estas eram dadas sem uma organizagdo que garantisse a apresentacéo
de todas as respostas. Na questéo (1b), alguns alunos mencionavam os numeros sem qualquer

ordem especifica, por exemplo, 3,7, 1, 4, etc.
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Percebi também que a palavra diferenca, para muitos alunos, ndo tinha o significado
de resultado da subtragdo. Quando eu perguntei, por exemplo, qual é a diferenca entre o
nimero 10 e o nimero 6, apareceram respostas do tipo: “é que um nimero é diferente do

LI 174

outro”, “é queum éo 10eooutro €0 6”.

Os alunos estavam tendo dificuldades para justificar a resposta da questdo (1a).
Comentei que, para justificar a falsidade de uma afirmativa, bastaria encontrar um exemplo
em que ela ndo é verdadeira. Mas para justificar que uma afirmacéo é verdadeira ndo basta
encontrarmos exemplos particulares, pois ndo poderemos fazer todos os infinitos (neste caso)
exemplos possiveis. Para exemplificar, fiz a seguinte afirmacdo e perguntei: “Nesta sala,
todos (destaquei o todos) os meninos usam boné. Esta afirmagdo é verdadeira ou falsa?”
Todos concordaram que era falsa, pois havia um menino que ndo estava de boné (havia mais
de um, mas um ja era suficiente para garantir que ndo eram todos). Deixei-0s pensarem na

relagdo que havia entre este exemplo e a questéo (1a).

Dada a dificuldade para compreender o enunciado da questdo (1b), resolvi traduzi-la
da seguinte forma: “Se é que existe, qual é ou quais sdo 0s nUmeros naturais que eu posso
colocar no lugar da letra a de modo que o resultado da subtracdo seja ainda um nimero
natural?”. Na questdo (1c) também: “Qual € o menor nimero natural que posso colocar no
lugar do n de modo que o resultado da subtragdo ainda seja um nimero natural?” Procedendo

desta forma, alguns alunos comecaram a se desembaracar e a responder as perguntas.

Minha avaliacdo da aula:

Inicialmente, salientamos que o roteiro de questdes sobre subtracdo dessa aula foi
elaborado para alunos de sétima série que ja conhecem, portanto, o universo numérico dos
inteiros. SO existe resultado aqui porque a subtragdo é efetivamente uma operacdo quando

passamos a considerar nameros inteiros. As questdes relativas a divisdo merecem

consideracOes analogas agora considerando 0 universo numeérico racionais.

Apos ter feito uma aula sobre as operagBes aritméticas elementares em que foram
lembrados e destacados 0s nomes dos termos das operagdes e, ainda, estando escrito em uma
das questdes que chamamos de diferenca ao resultado de uma subtragéo, fiquei surpreso com
o fato de alguns alunos ndo terem vinculado a palavra diferenca ao resultado de uma
subtracdo. So ai é que me dei conta da infeliz terminologia diferenga para o resultado da
subtracdo. Minha sugestdo é que se enfatize na sala de aula e nos livros didaticos a

terminologia resto, que coincide com o significado na linguagem do dia a dia.
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Mesmo que os alunos ja tivessem tido alguma experiéncia com o uso de letras em
Matematica, considero também que a introdugdo das letras para representar nimeros pode ter
sido feita de maneira muito abrupta. Depois que eu mudei o enunciado das questdes (1b) e
(1c) para “Se é que existe, qual € ou quais S0 0s nimeros naturais que eu posso colocar no
lugar da letra a de modo que o resultado da subtracdo seja ainda um ndmero natural?”. Na
questdo (1c) também: “Qual é o menor nimero natural que posso colocar no lugar do n de
modo que o resultado da subtracdo ainda seja um ndmero natural?”, os alunos as
compreenderam melhor. Parece que ndo se trata simplesmente de uma mudanga na maneira
de perguntar, mas uma mudanga mais profunda. Algo do tipo: “agora a letra a representa uma
caixinha em que vocé vai depositando numeros. Quais sdo 0s numeros que Vocé pode
depositar nesta caixinha de modo que o resultado da subtracdo continue a ser um nimero
natural?” Sugerimos ao leitor, entdo, um trabalho anterior de familiarizagdo com o uso das
letras, a partir da ideia de “caixinhas” onde depositamos todos os valores numéricos (do

universo da variavel).

Relato da aula do dia 12 /03:

Realizei a corregdo das questfes sobre a subtracdo de nimeros naturais. Para minha
surpresa, pois a aula anterior ndo foi muito produtiva em termos de resultados, os alunos
participaram ativamente da corregdo, dando exemplos, sugestoes, criticando as respostas uns

dos outros.

Introduzimos o termo “contraexemplo” como uma forma de justificar a falsidade de
uma sentenga. No presente caso, a afirmacgdo da questdo (1a) sobre subtragdo de naturais foi
respondida com diversos contraexemplos. Cada aluno queria dar o seu. Inclusive, um aluno
lembrou que eu ja havia perguntado qual era o resultado de 2 —3, comentando que eu j& havia

respondido a questdo e que eu s6 queria ver se eles estavam atentos.

Alguns alunos deram resposta incompleta para a questdo (1b), deixando de fora um

dos casos a=00u a=10.

Alguns alunos erraram a questdo (1c), respondendo que o menor nimero natural € o
zero. Provavelmente estes alunos ndo leram ou ndo entenderam o enunciado da questdo e
imaginaram que eu estava perguntando apenas qual seria 0 menor nimero natural. Em

momentos como esses € que 0s proprios alunos corrigiam-se e criticavam-se uns aos outros.
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A questdo (1d) também foi critica, pois os alunos ndo sabiam como escrever a
resposta. Diziam: “O numero de baixo pode ser menor do que o de cima”. Perguntei: “Pode
ou deve ser menor? E ndo pode ser igual?” Os alunos concordaram que “o nimero de baixo
deve ser menor e pode ser igual ao de cima”. Finalmente, com minha intervencéo, saiu a

resposta: “O minuendo deve ser maior ou igual ao subtraendo™.

Para responder a questdo (1e), novamente os alunos néo souberam o que fazer com as
letras. Comentei que era outra maneira de responder a questao anterior, s6 que agora, a letra a
faz o papel de minuendo e a letra b representa o subtraendo. Aproveitei para lembrar os sinais
de desigualdade e escrevi (pois a resposta ndo saiu) que a traducdo, em simbolos matematicos,
da resposta anterior é: “Para que a diferenca, a—b, entre dois nimeros naturais a e b seja

sempre um ndmero natural, devemos ter a>b”.

Minha avaliacdo da aula:

A introducgéo do termo “contraexemplo” foi bastante tranquila.

Ha alunos que se apressam em responder sem antes ter lido completamente o
enunciado, como no caso da questdo (1c). Parece que ha varios alunos que estdo tentando
competir para ver quem responde primeiro. Espero conseguir administrar esta competicdo em

sala de aula e tirar disso algum beneficio.

Alguns alunos séo imprecisos (provavelmente devido a falta de pratica) no momento
de comunicarem suas respostas, como no caso em que respondem que o minuendo “pode” ser
maior do que o subtraendo para que a subtracdo sempre resulte em um nimero natural. Neste
caso, a expressao correta é “deve” ser maior. Parece-me, neste caso, que a ideia foi construida
corretamente, pois quando eu perguntei se o termo correto é “pode” ou “deve”, rapidamente
os alunos se corrigiram dizendo que o minuendo “deve” ser maior ou “pode” ser igual ao

subtraendo.

Quanto ao trabalho com as letras representando nimeros genéricos, ficou muito claro

que ele precisa ser retomado e muito reforcado.

Relato da aula do dia 13 /03:
Escrevi as questes sobre divisdo no quadro e os alunos comecaram a trabalhar.
Muitos tiveram duvida em como justificar a falsidade da afirmacéo na questéo (2a), mesmo

que j& tivéssemos feito algo parecido nas aulas anteriores, para o caso da subtracdo. Resolvi
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orientar a turma toda, reforcando que, para garantir que a afirmacdo é falsa, bastaria

egncontrarmos um contraexemplo.

De maneira analoga ao que ja havia feito para as questdes de subtragdo, reescrevi 0s
enunciados das questdes (2b) e (2c): “Se é que existe, qual é ou quais S&o 0s nimeros naturais
que eu posso colocar no lugar da letra b de modo que o resultado da divisdo (exata) seja ainda
um namero natural?”; “Se € que existe, qual ou quais devem ser 0s nimeros naturais que

podemos colocar no lugar do y de modo que 7 =+ y resulte em um ndmero natural?”.

Muitos alunos apresentaram 0 zero como uma das respostas para a questdo (2b).
Comentei brevemente e de forma intuitiva sobre a impossibilidade de dividir por zero. Para
encontrar os divisores de 12, os alunos iam “chutando” valores aleatoriamente e eu deixei
para sistematizar isso na corre¢do. Houve muita confuséo entre o que sdo multiplos e o que

séo divisores. Alguns alunos escreveram que o b poderia ser 12, 24, 36, etc.

Na questdo (2d) os alunos também tiveram dificuldade. Alguns grupos conseguiram
representar de forma genérica, com minha ajuda, e outros grupos, mesmo com minha ajuda,

representaram com um conjunto de multiplos de 7, escrevendo {0, 7, 14, 21,...}.

Na corregdo da questdo (2d), utilizei mais ou menos a seguinte abordagem: “se
21+7 =3, entdo 3x7 =21. Outro exemplo, 35+7 =5, entdo 5x7 =35. Queremos que um
namero natural, representado pela letra x, ao ser dividido por 7 dé como resposta um nimero
natural, que representaremos com a letra n. Entéo, temos x+7 =n, ou seja, n-7 = x. Logo,
podemos representar 0 nimero natural x tal que a divisdo deste nimero por 7 resulta em um
nimero natural da seguinte forma: x=n-7 ou como x=7-n, pois o resultado da
multiplicacdo ndo muda quando trocamos a ordem dos fatores. Observem que colocando
nimeros naturais no lugar do n obtemos {0, 7, 14, 21, 28,...} que nada mais é do que o
conjunto dos multiplos de 7”. Pelas reages dos alunos, alguns compreenderam bem; outros,

ndo tdo bem, entdo, retomamos o raciocinio nessa mesma aula.

Minha avaliacdo da aula:

Considero que a dificuldade em encontrar um contraexemplo nesta aula ndo se deve ao
ideia de contraexemplo, e sim & dificuldade em compreender o significado de diviséo inteira.
Agora reconhe¢o que teria sido Util comecar discutindo “divisdo inteira” e “divisdo ndo

inteira” e convencionar que, no que passariamos a tratar, nos refeririamos a divisao inteira.
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Uma possibilidade de resolucdo da questéo (2d), que s6 me ocorreu depois da aula, foi
a de usar o algoritmo da divisdo e depois me referir & prova real em vez de fazer

X+7=n= x=7-n.Ficaria algo assim:

Y L7 - x=7-5+0=7n
0 #

Considerando todo o trabalho nestes trés dias de aula, pude perceber algum progresso
no entendimento dos alunos no que diz respeito a questdes de caréter genérico. E claro que os
altos e baixos sdo esperados e por vezes um aluno que responde bem uma determinada
questdo, ndo consegue responder a seguinte. Outras vezes, 0 aluno s6 consegue seguir adiante
com a confirmacdo do professor de que aquilo que respondeu antes estd correto. Acho isto
bastante natural, tendo em vista a novidade do tipo de questdes que estdo sendo aqui

propostas.

4.2.4 Dias 18/03 e 19/03 — Propriedades Comutativa e Associativa da Adicdo e da
Multiplicacdo de NUumeros Naturais

Objetivos:

e Revisar ou apresentar as propriedades das operacBes com ndmeros naturais, em
particular, a comutatividade e associatividade da adicdo e da multiplicacéo,
lembrando ou apresentando os nomes dados as propriedades com o objetivo de
facilitar a comunicagéo futura.

e Justificar de maneira precisa as propriedades comutativa e associativa da adi¢éo e da

multiplicacdo de nimeros naturais.

Roteiro de questdes:

1. Observe as seguintes sentengas:

Para todos os nimeros naturais m e n,

m+n=n+m € m-n=n-m

a) Tente enunciar com palavras essas sentengas matematicas. O que elas significam?

b) As sentencas acima sdo propriedades (caracteristicas) da adi¢do e da multiplicacéo de
nimeros naturais. Alguém conhece o0 nome dessas propriedades?

c) Vocé consegue encontrar um exemplo de aplicagdo destas propriedades?

d) A subtragdo de nUmeros naturais também possui a propriedade comutativa?
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Justifique.
2. Observe as seguintes sentengas:

Para todos niUmeros naturais a, b e c,
(a@a+b)+c=a+(b+c) e (a-b)y-c=a-(b-c)

a) Tente enunciar com palavras essas sentengas matematicas. O que elas significam?

b) As sentencas acima sdo propriedades (caracteristicas) da adi¢do e da multiplicacéo de
nimeros naturais. Alguém conhece o0 nome dessas propriedades?

c) Vocé consegue encontrar um exemplo de aplicagdo destas propriedades?

d) A subtragfo de naturais também possui a propriedade associativa? Justifique.

Procedimentos:

Antes de formular as questdes, o professor expde uma aula sobre as propriedades das
operacgOes justificando-as a partir de material manipulativo e do contexto geométrico, (0
detalhamento da mesma encontra-se no relato). Para a realizagdo da atividade, a turma sera
dividida em grupos. As questdes serdo escritas no quadro, com excecdo de (1d) e (2d) que ja
mencionam o nome das propriedades e serdo deixadas para depois de respondidas as questdes
(1b) e (2b). Todos os alunos devem copiar e responder as questdes no caderno e cada grupo
entrega uma folha com as respostas para o professor. Pretende-se que a participagdo do
professor seja minima e se concentre em dudvidas pontuais. Apds o trabalho em grupos, as
solucdes serdo discutidas no grande grupo e um aluno ficara responsavel por escrever um

relatorio, com as solugdes consideradas finais.

Expectativas:

Espera-se que os alunos apresentem uma maior desenvoltura na comunicagéo e na
argumentacdo matematica, mas que ainda apresentem dificuldades nesta tarefa. Espera-se
também uma maior familiaridade com o uso das letras para representar nimeros. Imagina-se
que os alunos ndo consigam responder as questdes (1b), (1c), (2b) e (2c), pois provavelmente
nas séries anteriores ndo tiveram um trabalho muito focado nas propriedades das operagdes.
Espera-se que os alunos tenham mais desenvoltura com o uso de contraexemplos,

proporcionada pelas aulas anteriores.

Relato da aula do dia 18/03:
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Para esta aula, no que diz respeito a comutatividade da adi¢do de naturais, levei potes
plasticos opacos com tampa. Chamei a turma para ficarem préximos & minha mesa e comecei
a aula mostrando os dois potes abertos. Num dos potes, & minha esquerda, coloquei trés
pedacgos de giz, no outro pote, & minha direita, coloquei quatro pedacos de giz e perguntei:
“Quantos pedagos de giz tenho, ao todo, nos dois potes?” Os alunos responderam: “Sete”.
Troquei a posicdo dos potes, isto é, o pote que estava a esquerda foi para a direita e o da
direita para a esquerda. Perguntei, entdo: “E agora, quantos pedagos de giz ha, ao todo, nos
dois potes?” Os alunos riram e disseram que eu estava de brincadeira®, mas insisti para que
respondessem. E os alunos: “A mesma coisa que antes, sete!” Refiz isto com diferentes
quantidades de giz em cada pote, sempre com os alunos vendo a quantidade de giz que eu
havia colocado em cada pote. As vezes, alguns respondiam dizendo que era a mesma
quantidade porque eu s6 havia trocado as posi¢des dos potes. Outras vezes, respondiam que a
quantidade ndo mudava porque eu ndo acrescentava nem retirava pedagos de giz. De repente,
coloquei muitos pedacos de giz em cada pote e os fechei, antes que os alunos pudessem contar
a quantidade de giz: “Neste pote (da esquerda) hd uma quantidade de pedagos de giz, mas ndo
sabemos quantos; neste pote (da direita) também ha uma quantidade de pedagos de giz, mas
ndo sabemos quantos. Juntando os dois potes, estaremos adicionando os pedacos de giz do
pote da esquerda com os pedacos de giz do pote da direita. Isso d& uma quantidade de pedagos
de giz, mas ndo sabemos qual é esta quantidade. O que acontece se eu trocar a posi¢do dos
dois potes (colocando o pote da esquerda na direita)?” Alguns alunos responderam: “Vai ter
uma quantidade de giz, mas ndo sabemos que quantidade”. Continuei: “Certo, mas é a mesma
quantidade que eu tinha antes de trocar ou mudou a quantidade?” Alguns alunos: “E a mesma,

porque s6 mudou a posigdo”. Outros: “E a mesma, porque néo acrescentou nem retirou nada”.

No quadro, repeti o que haviamos feito. Comecei colocando adi¢des que sabiamos a
quantidade de giz colocada em cada pote, por exemplo, 3 +4 =4+ 3,5+ 9 =9 + 5, etc.
Depois, perguntei: “E no caso em que ndo sabemos a quantidade de giz em cada pote, como
podemos fazer?” Vérios alunos responderam: “Usa uma letra”. Continuei: “Uso a mesma letra
para os dois potes ou uso letras diferentes?” Eles: “Diferentes”. Perguntei por que eu deveria
usar letras diferentes, mas ndo souberam responder. Afirmei, entdo, que se eu usasse letras

iguais, eu estaria supondo que havia a mesma quantidade de pedacos de giz nos dois potes, 0

® Essa reacdo pode ter ocorrido por que as propriedades da adicdo de n(imeros naturais estdo ha muito tempo
internalizadas pelos alunos, sendo as mesmas constitutivas da propria nogdo de nimero e da adi¢do de nimeros.
De fato, pode-se considerar que uma crianga compreende o significado do niamero 15 quando ela é capaz de
decompb-locomo 10 + 5,0u5+ 10, 0u 10 +4 + 1, ou 10+ 1 + 4, etc.
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que de fato poderia acontecer. Mas, se eu usasse letras diferentes, eu estaria dizendo que as
quantidades nos dois potes poderiam ser iguais ou poderiam ser diferentes. Escrevi, entdo:

X+Yy?y+Xx e perguntei que simbolo ou sinal eu deveria usar no lugar do ponto de

interrogacdo. Os alunos responderam que eu deveria colocar o sinal de igual. Comentei ainda
que, apesar de que, na pratica, eu ndo possa colocar uma quantidade qualquer de pedagos de
giz nos potes, ainda assim, podemos imaginar que isso pode ser feito, bastando para tal
imaginar potes cada vez maiores (ou pedagos de giz cada vez menores). Portanto, aquelas
letras que eu usei para representar nimeros estdo representando quaisquer nimeros naturais,

por maiores que eles sejam.

Depois disso, passei a tratar da comutatividade da multiplicacdo de naturais. Para isso,
recorri @ Geometria, especificamente, & area do retdngulo. Alguns alunos ja sabiam como
calcular a &rea de um retangulo, como o produto da base pela altura; entdo eu parti dai para
chegar ao objetivo de falar da comutatividade da multiplicacdo. Peguei uma folha de oficio e
perguntei como calculamos sua area se sua base medisse, por exemplo, 5 unidades quaisquer
de comprimento e a altura, 3 dessas unidades e escrevi esses nimeros no comprimento e na
largura da folha. Os alunos responderam que era s6 fazer 5 vezes 3 que € igual a 15. Como eu
estava mais interessado na resposta numérica, ndo me concentrei nas unidades de medida. Fiz
uma rotagdo de 90° nesta folha e perguntei: “E agora, a base mede quanto?” Responderam:
“Trés”. “E a altura?” “Cinco”. “Como calculamos sua &rea?” “Fazendo 3 vezes 5, que é igual
a 15”. Repetimos esse procedimento algumas vezes, dando valores diferentes para a base e
para a altura, até que escrevi na folha a letra b na base e a letra a na altura da folha e perguntei
como calculamos a éarea desta folha. Pude ouvir a resposta “b + a”. Perguntei se era isso
mesmo, uma adi¢do. Concordaram que ndo e corrigiram-se depois: “b vezes a”. Fiz
novamente uma rotagcdo de 90° nesta folha e perguntei: “E agora, a base mede quanto?”
Responderam: “Mede a”. “E a altura?” “Mede b”. “Como calculamos sua area?” “E s6 fazer a
vezes b”. Perguntei entdo se a area da folha muda ao mudarmos sua posicdo e os alunos
concordaram que ndao muda. Coloquei no quadro as conclusdes. Primeiro, numéricas, depois,

algébricas. Depois disso, comecei a passar as questdes sobre comutatividade no quadro.

Mesmo depois das consideragdes feitas antes da atividade, os alunos tiveram
dificuldade em traduzir em palavras as sentencgas escritas na questdo (1a). Por diversas vezes
chamavam a multiplicagdo de soma, as parcelas de fator e vice versa. Alguns grupos nao
entenderam que, nesta questdo, havia dois resultados para serem traduzidos e um grupo

entregou o0 material assim mesmo, apesar de eu chamar sua atengéo.



107

Na questéo (1b), conforme esperado, ndo sabiam o nome das propriedades, na questdo
(1c), ndo sabiam uma utilidade prética. Desta forma, falei 0 nome da propriedade para a
adicdo e perguntei qual seria 0 nome da propriedade no caso da multiplicacdo. N&o ocorreu
aos alunos que o nome da propriedade poderia ser o mesmo. Assim, acabei dando o nome da

propriedade para a multiplicacdo também, salientando a analogia entre as duas situacoes.

Na tentativa de exemplificar uma utilidade da propriedade comutativa, perguntei o que
eles achavam mais facil de fazer mentalmente ou até mesmo contando nos dedos, “8+2 ou
2+87” Também perguntei o que é mais facil, “2x480u 48x27?” Talvez essas perguntas
facam mais sentido nas séries iniciais. Nesta turma de sétima série, os alunos acharam que
qualquer uma das maneiras € igualmente facil. Talvez se eu tivesse proposto fatores iguais a 2
e 2347, eles tivessem ficado mais sensibilizados. Ainda assim, sobre a utilidade da
comutatividade, uma resposta interessante de um grupo foi de que ndo € necessario decorar

toda a tabuada.

Para a questdo (1d), houve alunos que conseguiram responder satisfatoriamente,
negando que a subtragdo fosse comutativa e dando um contraexemplo para isso, mostrando
que entenderam o significado de uma operagdo ser comutativa e o significado de se
comprovar a falsidade de uma afirmagdo através do uso de um contraexemplo. Houve
também um grupo que deu uma resposta mais genérica, afirmando que a subtracdo ndo possui
a propriedade comutativa, pois, quando o minuendo é menor que o subtraendo, o resultado
nem ao menos é um nimero natural. Mas, também houve alunos que ndo souberam justificar.
Novamente eu recordei que se respondessem que a subtracdo era comutativa eles deveriam
encontrar uma justificativa que valesse para todos 0s nimeros naturais e ndo apenas para
alguns casos particulares. Mas caso encontrassem apenas um exemplo de subtragdo em que

ndo funcionasse a comutatividade, entéo estaria garantido que a subtragdo ndo é comutativa.

Fiz a corre¢do no quadro, sempre pedindo as respostas dos grupos para que juntos

pudéssemos construir uma resposta satisfatoria.

Minha avaliacdo da aula:

Desta aula, considero que o0s objetivos foram alcancados e as expectativas
confirmadas. A abordagem com o0s potes para justificar a comutatividade da adigdo de
nimeros naturas foi aceita com naturalidade pelos alunos, inclusive a passagem abstrata de

imaginar potes maiores para conter quantidades maiores de pedagos de giz ou imaginar
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pedacos de giz cada vez menores. Além disso, a utilizagdo do material movimentou a turma

deixando-0s mais agitados, mas também mais interessados e motivados.

Quanto & abordagem geométrica para a comutatividade da multiplicacdo de nimeros
naturais, penso que eu poderia ter comecado mais devagar, resgatando o conceito de area (do
retangulo) a partir da contagem de quadrados unitarios, ja que somente alguns alunos
lembravam como calcular a area do retangulo, sendo conhecidas a base e a altura. Além disso,
acabei utilizando uma ideia que envolve uma grandeza continua (area) para justificar uma
propriedade com niimeros naturais (conjunto discreto). Reconheco que, com a abordagem via

quadradinhos e com as dimensdes inteiras, 0 universo dos naturais seria mantido.

Durante a correcdo das questdes, em particular da questdo (1c), comentei que uma
aplicagcdo importante das propriedades das operacOes seria trabalhada mais tarde, quando
estudassemos as expressdes algébricas. Porém, acho que eu poderia ter me alongado mais
neste assunto, procurando convencer os alunos da utilidade da comutatividade no célculo

mental.

Relato da aula do dia 19/03:

Comecei a aula retomando rapidamente o que haviamos feito no dia anterior. Peguei
meus potes (agora em niimero de trés) e chamei os alunos para perto da minha mesa. Coloquei
dois potes mais & minha esquerda e o outro mais afastado a minha direita. Em cada um deles
coloquei uma quantidade de giz, por exemplo, 3, 5 e 6, nesta ordem. Perguntei qual seria o
total de pedagos de giz se eu primeiro somasse 0s que estavam nos potes mais a esquerda e
depois com o que estava a direita, isto é (3 + 5) + 6. Os alunos responderam corretamente.
Passei para a direita o pote que estava na posi¢do mais central, ficando agora com 3 + (5 + 6).
Novamente os alunos responderam 14. Escrevi isso no quadro: (3+5)+6 =3+ (5 + 6). Fizo
mesmo com outros valores e, assim que calculavamos, eu escrevia o resultado no quadro.
Entdo, como ja havia feito na aula anterior, coloquei vérios pedagos de giz em cada pote e
fechei-os antes que os alunos pudessem contar. O procedimento e as respostas foram
parecidos com as da aula anterior. A diferenca € que agora, eu j4 ia registrando no quadro o
que haviamos feito com o material. Os alunos concordaram que teremos sempre

(a+b)+c=a+(b+c), ndo importando quais sejam os nimeros naturais a, b e c.

Depois, comecei a tratar da associatividade da multiplicacdo. Para isso, utilizei uma
caixa retangular e trabalhei com o célculo do volume. Embora fosse interessante, eu decidi

ndo justificar a formula para o célculo do volume de um bloco retangular, com dimensdes
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dadas por nimeros naturais, a partir da contagem de cubinhos unitarios. Falei que, para
calcular o volume de uma caixa daquele tipo, bastava multiplicar as medidas do comprimento
e da largura e multiplicar este resultado pela medida da altura da caixa e que o seu volume
seria sempre 0 mesmo ndo importando a posigdo que a caixa estivesse. Aqui, apareceu um
complicador que ndo acontecia no caso do célculo da &rea: diferentemente do que ocorria com
a comutatividade da multiplicagdo, a associatividade da multiplicagdo né&o aparecia
diretamente. Era preciso utilizar também a comutatividade da multiplicagdo. Por exemplo,
para chegar a (a-b)-c=a-(b-c) era preciso passar por (c-b)-a, necessitando aplicar duas

vezes a comutatividade, conforme podemos observar na Figura 7:

a

V=(a-b)c "=(c-b)a={h-c)a=a-(b-c)
Figura7

N&o achei esta abordagem muito satisfatoria, pois era necessaria a comutatividade da
multiplicacdo para chegarmos & associatividade. Porém, ndo me ocorreu outra ideia no
momento. Por outro lado, eis aqui uma aplicacdo da comutatividade da multiplicacdo que

havia perguntado antes aos alunos.

Apbs esta explanacdo, escrevi as questdes sobre associatividade no quadro.
Novamente, os alunos tiveram dificuldade para traduzir em palavras as sentencas escritas em
linguagem matema@tica. Mencionei o verbo “associar”, na tentativa de fazer com que os alunos
produzissem alguma resposta. Porém, este verbo ndo disse muita coisa aos alunos. Utilizei
entdo o verbo “agrupar”. Neste momento, os alunos entenderam melhor e passaram a traduzir

as sentencas em lingua materna, ainda com grande dificuldade.

Quanto ao nome e a utilidade das propriedades, os alunos também ndo souberam
responder sem minha interferéncia. Falei sobre o verbo comutar que originava o nome da
propriedade comutativa, “entdo o verbo associar vai gerar o nome...” E um aluno completou:
“... associativa”. Sobre a utilidade das propriedades, perguntei: “O que é mais facil de calcular
mentalmente: (15 + 28) + 12 ou 15 + (28 + 12)”. Os alunos concordaram que a segunda

maneira € mais facil porque a soma entre parénteses d4 um nimero “redondo”.
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Na ultima questdo, alguns alunos negaram que a subtracdo de naturais fosse
associativa e encontraram um contraexemplo rapidamente, outros alunos achavam que ndo era
verdadeira, mas ndo conseguiam gerar um contraexemplo. Houve um grupo que afirmou que
a subtragdo é associativa, mas, com a apresentacdo de contraexemplos pelos colegas,
convenceram-se do contrario. Houve um grupo que escreveu coisas do tipo “sociedade
sociativa”. Também apareceram respostas do tipo “trocando as ordens dos nimeros ndo altera

o resultado”. Encerramos a aula deste dia, deixando as corre¢des para a proxima aula.

Minha avaliacdo da aula:

Como j& haviamos trabalhado com questfes parecidas na aula anterior, eu esperava
que os alunos tivessem uma maior facilidade para responder as questdes propostas. Porém, a
dificuldade que sentiram em comunicar suas ideias foi muito grande, tanto oralmente quanto

por escrito.

Quando falei a turma que o volume de uma caixa retangular ndo se altera se mudarmos
sua posicdo, automaticamente eu ja estava anunciando a propriedade associativa. Mais tarde,
minha orientadora sugeriu, com o que concordei, que melhor seria dizer que a quantidade de
agua que cabe na caixa é mesma, seja qual for a posicdo em que a coloquemos, desde que

bem vedada.

Agora percebo que o trabalho com a propriedade comutativa e a propriedade
associativa da adi¢do e da multiplicacdo de nimeros naturais foi realizado muito rapidamente.
Porém, estas propriedades seriam retomadas quando tratdssemos das opera¢des com nimeros

inteiros e, posteriormente, com racionais.

4.2.5 Dias 25 e 26/03 — Resto da Divisdo de NUmeros Naturais

Objetivos:
e Revisar conceitos envolvidos em divisibilidade de inteiros positivos, em
particular sobre o resto da divisdo, haja vista a maior dificuldade em geral

apresentada pelos alunos quanto a diviséo.

Roteiro de questdes:
1. Uma professora tem 50 bombons para distribuir entre seus 14 alunos. Qual é o nimero
minimo de bombons que ela devera comprar de modo que, ao juntar com estes 50

bombons que ela ja possui, todos os alunos recebam a mesma quantidade e que nédo
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sobrem bombons?

2. Quais so os restos possiveis na divisdo de um nimero natural por 2? E por 7?

3. Quais sdo os restos possiveis na divisdo de um numero natural por b, b # 0? Justifique.
4. Ao dividirmos 25 por 7, obtemos o resto igual a 4 (confirme isto!). Quanto sobraré se
dividirmos 25 + 2 por 7? E quando dividirmos 25 + 5 por 7?

5. Se, ao dividirmos um namero natural n por 7 obtivemos resto 4, qual serd o resto

quando dividirmos n + 2 por 7? En + 5 por 7?

Procedimentos:

Para a realizacdo da atividade, a turma sera dividida em duplas ou trios. Novamente,
as questdes serdo escritas no quadro. Todos os alunos devem copiar e responder as questdes
no caderno e cada grupo entrega uma folha com as respostas para o professor. Pretende-se que
a participacéo do professor seja minima e se concentre em davidas pontuais. Apds o trabalho
em grupos, as solucdes serdo discutidas no grande grupo e um aluno ficara responsavel por

escrever um relatdrio com as solugdes consideradas finais.

Expectativas:
Espera-se que os alunos consigam efetuar a passagem da solugéo de casos particulares
para o caso genérico com mais desenvoltura. Espera-se também uma participagéo ativa dos

alunos.

Relato da aula do dia 25/03 - 12 parte:
Apb6s um breve resumo da ultima aula, iniciei a correcdo da atividade do dia
19/03/2008, na qual tratamos da associatividade de adicdo e da multiplicacdo de numeros

naturais.

Os alunos participaram ativamente da aula, mas continuavam confundindo a
comutatividade com a associatividade. Pelo menos foi isso que transpareceu nas suas
manifestacOes faladas e escritas, onde continuavam mencionando a mudanga de ordem das
parcelas ou dos fatores quando tratdvamos da associatividade. Mencionei coisas que 0s grupos
responderam, tais como “sociedade sociativa”, e tentei corrigir as suas falas quanto a “mudar

a ordem das parcelas ou fatores” quando da propriedade associativa.

No final, falei aos alunos que as duas propriedades, comutativa e associativa,
permitiam que eu somasse ou multiplicasse nimeros naturais em qualquer ordem e formando

quaisquer grupos em primeiro lugar. Resumindo, falei que os parénteses ndo eram necessarios
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nos calculos envolvendo somente adi¢Ges de nimeros naturais com mais de duas parcelas. A
mesma coisa para a multiplicacdo com mais de dois fatores. Além disso, mencionei que as
propriedades eram ferramentas poderosas para facilitar os calculos, mas que elas tém outras

aplicacdes que veriamos mais tarde.

Relato da aula do dia 25/03 — 22 parte
A turma dividiu-se em grupos segundo afinidades e informei que a atividade deveria
desenvolver-se como das outras vezes. Escrevi as questdes no quadro e 0s grupos comegaram

a trabalhar.

Minha participacdo neste trabalho foi maior que nas outras vezes. Na primeira questéo,
que deveria servir como um “aquecimento” para as demais questdes, os alunos tiveram
dificuldade em relacionar o resto da divisdo com o divisor para obter a resposta. Pior ainda,
alguns alunos tiveram dificuldade em relacionar o problema com a operagédo de divisdo.
Depois, pensaram que a professora ndo precisaria comprar mais bombons, pois cada aluno
recebeu 3 bombons e os 8 restantes ficaram com a professora. Pedi para lerem novamente o
problema, destacando que todos os alunos, e s6 estes, deveriam receber a mesma quantidade e
ndo poderiam sobrar bombons. Aos poucos, com minha intervengdo, os grupos foram

encontrando a solugéo da questéo (1), acrescentando 6 ao resto da divis&o.

Na segunda questdo, os alunos também ndo sabiam como comecar. Lembrei a turma
que dar exemplos particulares ndo garante que o resultado é verdadeiro se 0 niUmero de casos
a serem examinados for infinito, mas podemos calcular casos particulares para termos uma
ideia do que esta acontecendo. Mesmo assim, tive que comecar 0s exemplos para que eles
continuassem. Alguns alunos ndo compreenderam mesmo assim. Uma dupla, por exemplo,
respondeu que 0s possiveis restos na divisdo por 2 séo 1 e 2 e, na divisdo por 7 sdo 1 e 7.
Provavelmente tenham respondido quais sdo os divisores de 2 e de 7, j& que os nomes dos
termos das operagdes ou 0s conceitos propriamente ditos ndo sdo, em geral, dominados pelos
alunos. Outro grupo escreveu, em forma de conjunto, que 0s possiveis restos na divisdo por 7
sdo {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,...}, utilizando as reticéncias ao final. Ndo sei se 0 grupo queria
realmente dizer que o conjunto dos possiveis restos continuava para além do resto 6 ou se foi

desatencdo no momento de escrever. Preferi deixar comentarios para a corre¢do das questdes.

A questdo (3) também trouxe dificuldades. Perguntei qual era o maior resto possivel
na divisdo por 2, por 3, por 7 e por 20. Os alunos que mais participam responderam que 0S

maiores restos sdo, em cada caso, 1, 2, 6 e 19. Perguntei: “E na divisdo por b?” Um ou dois
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alunos responderam: “E um antes do b”. Perguntei & turma se concordavam que era “um antes
do b” e como poderiamos escrever isso utilizando letras. A turma concordou, mas ndo sabia
como escrever simbolicamente. Pedi para escreverem aquela resposta mesmo. Nos protocolos
apareceram algumas respostas como: “O resultado ndo pode passar do B — 1”7, “todos abaixo
de B”, “sera no maximo b — 1”, “ndo pode passar do B”. Também deixei pra comentar essas

respostas na correcéo da atividade.

Na questdo (4), os grupos calcularam o resto de 27 +7 e 30+7 diretamente, isto é,
realizando a operacdo. Enfatizei que esta estratégia resolve o problema, mas ndo da nenhuma
ideia de como resolver num caso genérico, como na questdo (5). No quadro, depois que 0s
alunos responderam a questéo (4), fiz a seguinte solucdo, que poderia ser Util para as proximas

questdes:

25 |7 25+2| 7 25+5 | 7
3 3

21 21 21 341=4
4 4+2=6 4+5i$
2

Os alunos disseram nunca ter visto uma divisao ser feita dessa forma, mas disseram ter
entendido esta solucdo. Contudo, ndo perceberam como ela poderia ser Gtil nas proximas
questdes. Entdo, terminei resolvendo a questéo (5) no quadro, com a participa¢éo da turma. A

estratégia utilizada na solucéo (5) est4 ilustrada abaixo:

nol7 n+2 |7 n+s |7
4 g 4+ 2 g 44+5 9+1
6 9

Deixei a correcdo da atividade para a proxima aula.

Minha avaliacdo da aula:

Eu esperava que os alunos j& conseguissem ter maior autonomia na resolugdo das
questdes, o que ndo se confirmou. Até mesmo os alunos que mais participavam foram muito
dependentes nesta atividade. Talvez a primeira questdo devesse ter sido colocada ap6s a
segunda questdo, organizando-as assim em ordem crescente de dificuldade. Talvez a
passagem para 0S casos mais genéricos tenha sido feita de maneira muito abrupta. Também a

falta do material concreto pode ter contribuido para as dificuldades, uma vez que é possivel



114

que a construgdo da divisdo ndo tenha sido bem trabalhada com estes alunos nas series

iniciais.

Ha alunos que definitivamente ndo compreendem a divisdo, e todos tiveram
dificuldades com os conceitos nela envolvidos. Procurarei amenizar esta dificuldade no

decorrer das proximas aulas.

E interessante notar que, na questdo (3), apenas um grupo utilizou o b mindsculo,
conforme eu havia escrito no quadro. Isto ocorre com frequéncia: num momento os alunos
representam um numero com letra mindscula e, na mesma questdo, representam 0 mesmo

ndmero com a mesma letra, s6 que maiuscula.

Relato da aula do dia 26/03:

Iniciei a correcdo das questBes da Ultima aula. Apos resolver a questéo (1) e a partir
dela, tentei generalizar um pouco mais, perguntando quantos bombons a professora deveria
comprar se 0 nimero de alunos da turma fosse A e sobrassem 8 bombons. Ninguém
respondeu. Entdo eu retomei, no caso particular da questdo (1): “Quantos bombons a
professora deveria comprar para completar 14 bombons?” Os alunos responderam “seis”.
Enfatizei que a resposta saia do célculo 6 = 14 — 8, pois 6 é quanto falta para completar 14 a
partir de 8. Entdo, alguns alunos relacionaram este raciocinio com a pergunta que fiz
anteriormente, respondendo que era necessario comprar mais A menos 8 bombons. Escrevi no

quadro simbolicamente “A — 8 bombons”.

Esta generalizacdo foi compreendida por alguns alunos, basicamente aqueles que
vinham participando mais ativamente das aulas. Familiarizar os alunos com o uso de letras
para representar nimeros de maneira genérica era um dos objetivos da aula. Sendo assim,
repeti a argumentagdo, mas antes apresentei mais alguns exemplos para que ficasse claro que
a resposta seria a diferenca entre o divisor e o resto da divisdo, ou seja, quanto faltava para

completar o divisor a partir do resto.

Na questdo (2), chamei a atencdo para 0s nomes dos termos da divisdo, pois me
pareceu que alguns alunos confundiram o resto da divisdo com os divisores de um nimero.
Reconhego que esta deveria ter sido a primeira questéo de todas. Ainda na questéo (2), chamei
a atencdo para a resposta {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,...}, no caso dos restos possiveis na divisao por 7.

Neste caso, enfatizei que as reticéncias apds o niamero 6 indicam que o conjunto continua.
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Porém, o maior resto possivel é 6, pois, se o resto fosse igual a 7 ou maior do que 7, entdo

poderiamos dividir novamente.

Como apareceu uma solugdo do tipo descrita anteriormente, decidi modificar o
enunciado da questdo (3) para: “Qual serd o maior resto possivel na divisdo de um nimero
natural por b=0?" Neste momento, comentei com 0s alunos que, neste exercicio
especificamente trocar o b mindsculo pelo B maidsculo ndo causaria maiores problemas.
Porém, poderia haver casos em que a mesma letra poderia representar quantidades diferentes
num problema, s6 que uma das quantidades seria representada pela letra mindscula e a outra,

pela letra maiuscula.
Quanto as questdes (4) e (5), apenas refiz o que ja haviamos feito na aula anterior.

Minha avaliacdo da aula:

Embora os alunos garantissem que haviam entendido a solugéo da questéo (1), percebi
que alguns alunos ainda ndo a haviam compreendido, principalmente no caso genérico. Decidi
passar as outras questdes, mesmo sabendo da lacuna que poderia ficar naquele momento na
aprendizagem desses alunos, mas confiando que em outro momento teriamos a oportunidade

para retomar o problema.

Talvez eu tenha feito a passagem de casos numericos para 0 caso genérico muito
rapidamente da questdo (2) para a questdo (3). Se eu tivesse pedido justificativas para as
respostas de questéo (2), isto €, se eu perguntasse aos alunos, por exemplo, por que o maior
resto possivel na divisdo por 7 € 6, talvez tivesse ficado mais claro que os restos possiveis na

questdo (3) seriam até uma unidade antes de b, ou seja, até o antecessor de b.

Pretendo retomar questdes como a questdo (5) quando tratarmos de expressdes
algébricas, pois teremos uma oportunidade de utilizar operacGes com essas expressdes de
forma natural. Por exemplo, poderemos resolver a presente questdo da seguinte maneira que
aqui coloco de forma simplificada: temos que n=7-q+4 (pelo algoritmo de Euclides ou
simplesmente nos reportando & prova real). Entdo, n+2=7q+4+2=7q+6. Logo, se o
resto da divisdo de n por 7 é 4, ao dividirmos n+2 por 7, obteremos resto igual a 6 (as
igualdades se justificam pelas propriedades das operacbes com nimeros naturais). De forma

anéloga, n+5=7q+4+5=7q+7+2=7(q+1)+2.
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4.2.6 Dia 27/03 — Quociente e Resto da Divisdo de NUmeros Naturais

Objetivos:
e Revisar conceitos de quociente e resto na divisdo de nimeros naturais.

e Auvangcar no sentido de generalizar as quest0es trabalhadas na aula anterior.

Roteiro de questdes:

1. O quociente da divisdo de um numero inteiro positivo n por 8 é 5 e o resto é zero.
Quais séo o quociente e o resto da diviséo de n + 8 por 8? E de n — 8 por 8?

2. O quociente da divisdo de um numero inteiro positivo n por um ndmero inteiro
positivo m (m=0) € 6 e 0 resto é zero. Quais s&o 0 quociente e o resto da divisdo de
n+m porm? Ede n—m por m?

3. O quociente da divisdo de um nimero inteiro positivo n por 4 € 7 e o resto é 2. Quais
séo 0 quociente e o resto da divisdo de n + 4 por 4? E de n — 4 por 4?

4. O quociente da divisdo de um ndmero inteiro positivo n por um ndmero inteiro
positivo m (m = 0) € 12 e o resto é 9. Quais sdo o quociente e o resto da divisdo de

n+mpor m? E de n —m por m?

Procedimentos:

Idem & aula anterior.

Expectativas:

Para esta atividade, espera-se que os alunos tenham uma maior desenvoltura no
tratamento da divisdo devido a atividade feita anteriormente. Espera-se que os alunos
consigam aplicar um raciocinio genérico para resolver as questdes e que encontrem mais
facilidade para escrever e comunicar os resultados. Espera-se também uma maior autonomia

por parte dos alunos.

Relato da aula de 27/03:

Trés alunos, de grupos diferentes, pensaram da mesma forma para resolver a questéo
(1): calcularam o valor de n como n=8-5=40. Calcularam 40+ 8 =48 e dividiram por 8,
depois calcularam 40 -8 =32 e dividiram por 8. Estes alunos ajudaram os outros, de modo
que todos ficaram com o mesmo tipo de solugdo. Embora o raciocinio que eles utilizaram

estivesse correto e fosse, no momento, até mais natural para eles, resolvi mostrar outra forma
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de calcular, como ja havia feito na aula anterior. Esperava que esta maneira de calcular

permitisse aos alunos obter uma estratégia para resolver a questdo (2), envolvendo letras.

no| 8 n+g [ 8 n-g |8
0 5 0+g 2t1=6 0-8 5-1=4
0 0

Mesmo eu tendo feito esta solugdo, na questdo (2) um grupo utilizou um exemplo
particular, mas raciocinou com se fosse um caso genérico. Outros grupos tentaram resolver o
caso genérico, mas sO conseguiram apds minha intervencgéo. O caso (n - m)+ m causou mais
dificuldades, pois para sua solugdo precisariamos dos numeros inteiros. Alguns alunos, na
tentativa de utilizar a mesma estratégia que eu havia passado, raciocinaram da maneira

ilustrada a seguir:

Estes alunos ndo perceberam que ja haviamos feito algo parecido quando resolvemos o

caso (n—8)+8. Antes de efetivamente realizarmos a atividade, eu ndo havia notado que

poderia ocorrer a dificuldade acima, de envolver nimeros inteiros na solu¢do. O que justifica
a nova estratégia apontada a seguir, na avaliacdo da aula. Comentei que, para obter o resto,
subtraimos o resultado obtido na multiplicacdo do “quociente parcial” pelo divisor. No caso,
subtraimos — m, ou seja, somamos m. N&o achei um argumento melhor naquele momento e os

alunos aceitaram sem maiores questionamentos.

Aproveitando a deixa, perguntei quais seriam o quociente e o resto de (n+2-m)+m,
(n+3-m)=m, (n—2-m)=m, ao que varios alunos responderam corretamente como 8, 9 e 4

respectivamente. Comentei ainda que, nestes casos, o maior valor que poderia subtrair de n

seria 6-m, pois, caso contrario, teriamos um quociente negativo.

Nas questdes (3) e (4) as dificuldades foram naturalmente maiores, justamente pelo
fato de o resto ndo ser igual a zero. A questdo (3) foi resolvida pela maioria dos alunos
calculando-se diretamente o valor de n de modo semelhante ao que haviam feito na questéo

(1). No quadro, realizei uma abordagem mais genérica, utilizando uma estratégia semelhante a
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que havia utilizado na questdo (1). Quanto a questdo (4), esta foi resolvida de modo

semelhante a questdo (2):

nrm oM
9 +m 12+1=13
- m

9

Minha avaliagdo da aula:

Pretendo retomar estas questdes no contelido de expressdes algébricas, pois ndo
considerei satisfatoria a abordagem que fiz com a turma. A questdo 1, por exemplo, podera
ser tratada assim: N+8=5=>n=8x5=>n+8=8x5+8=8x(5+1)=8x6..(n+8)=8=6¢
o resto é igual a zero. Agora, ocorreu-me que, antes da escrita algébrica, eu poderia trabalhar
com material concreto, passando por uma discussdo oral e posterior relato escrito com
palavras para, finalmente, chegar ao relato simbdlico escrito acima. A questdo 4 podera ser

tratada assim: do algoritmo da divisdo, obtemos
n=12m+6=n+m=12m+6+m=mx(12+1)+6=13m+6.. (n+m)+m =13

e 0 resto € igual a 6. Nos dois exemplos, deverdo ser destacadas as propriedades das

operagdes envolvidas em cada etapa da argumentagé&o.

Os alunos ainda apresentaram dificuldades com os termos das operagdes. Apesar
disso, vérios alunos tiveram uma boa desenvoltura para tratar das questdes propostas na

atividade.

Posso afirmar que varios alunos estdo aproveitando bem as aulas e estdo passando a ter
uma atitude mais favoravel em relacdo a Matematica, haja vista os comentérios que eles vém
fazendo durante as aulas, tais como: “A matéria que mais gosto é a Matematica, por que nao
precisamos ficar decorando as coisas, € sO pensar”, “Em Matemaética todas as coisas se
relacionam”, “Temos sempre que justificar nossas afirmagOes para termos certeza de que
podemos continuar adiante”. Também pode contribuir para isso o bom relacionamento entre
professor e alunos. Infelizmente, ndo sdo todos os alunos atingidos pela experiéncia que
estamos propondo e, até 0 momento, ndo consegui elaborar uma estratégia que aproxime seu

aproveitamento dos demais.



119

Apo6s a leitura do relato da aula, ocorreu & minha orientadora que eu poderia ter
perguntado na questdo (4): “Se o resto da divisdo de um ndmero natural por m é 9, qual é o
menor numero natural representado por m?” Esta pergunta é do mesmo tipo da que fiz na
questdo (3) na aula do dia 25/03/08 e poderia servir para avaliar se os alunos haviam
compreendido a limitacdo imposta ao resto da divisdo. Além disso, para que os alunos
relacionassem o conceito de multiplo com o assunto aqui tratado, poderia ter incluido, ap6s a
questdo 3, a seguinte: Sabendo que n € um multiplo de 4, quais séo o quociente e o resto da

diviséo de n + 4 por 4? E de n — 4 por 4?

Sobre a questdo 4, a utilizagdo de duas letras na mesma questdo se mostrou
inadequada na divisdo, onde os alunos revelaram tanta dificuldade. Talvez a mesma deva ser

excluida ou utilizada somente se a turma realmente der conta de tudo até ali.

Ao final deste més de trabalho, fiquei com a impressédo de que eu deveria ter me
concentrado mais nas propriedades das opera¢fes com nlimeros naturais, uma vez que serdo
as propriedades das operacdes que dardo suporte ao trabalho com expressdes algébricas a ser
realizado posteriormente. No entanto, considero que ter realizado um trabalho sobre a diviséo
foi positivo, pois nos deu a oportunidade de reconhecer deficiéncias conceituais e

procedimentais dos alunos (e nossa tambeém) quanto ao tema.

Além disso, o trabalho com a divisdo nos possibilitou a utilizacdo de letras para
representar nimeros de maneira genérica, sem mencionar a oportunidade de estimular os
alunos com a apresentagdo de justificativas para os resultados e a consequente comunicagéo

matematica.

4.2.7 Dias 01 e 02/04 — Divisibilidade em N

Objetivos:
e Revisar conceitos e nomenclaturas envolvidos em divisibilidade de inteiros
positivos (multiplos, divisores, ser divisivel, etc.)

e Revisar o conceito de nimero primo.

Roteiro de questdes:
1. O nimero N é obtido multiplicando-se todos os numeros naturais de 1 até 7. Decida se

as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas, justificando suas respostas:
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a) N édivisivel por 5.

b) N é mdaltiplo de 9.

c) O numero 11 é fator de N.

d) O numero 6 é divisor de N.
2. O numero B é obtido pela multiplicacdo de todos os nimeros de 1 até n. Qual deve ser
o menor valor de n de modo que B seja divisivel por:

a)5 b) 6 c)9 d) 15 e) 17 f) 28

3. J& vimos em questdo anterior que os possiveis restos da divisdo de um nimero natural
por 2 séo........ OU......... Pensando entdo na divisdo por 2, serd que existe alguma relacdo
entre um ndmero natural ser par ou impar e o resto da divisdo por 2? Se existir, descreva

esta relacdo e dé uma interpretagdo para o quociente da divisdo.

Procedimentos:

Os mesmos da aula anterior.

Expectativas:

Espera-se que os alunos nédo recordem ou tenham dificuldades com os conceitos de
divisor, fator, multiplo, “ser divisivel por” e nimeros primos, até mesmo pela experiéncia que
tivemos em aulas anteriores. Apesar destas dificuldades, espera-se que o0s alunos consigam

argumentar ou justificar de forma mais autbnoma suas solugdes.
Relato das aulas dos dias 01/04 e 02/04-:

Escrevi no quadro uma questdo de cada vez, esperando que todos 0S grupos

resolvessem, para s entdo passar a proxima questao.

Os alunos ndo compreenderam o que estava sendo pedido na questdo (1), talvez por
conta de duvidas em relacdo aos conceitos de ser divisivel, fator, multiplo e divisor.
Relembrei rapidamente estes conceitos a partir de alguns exemplos. Os grupos comegaram a
efetuar a multiplicacdo para obter o valor de N para depois dividir esse valor pelos nimeros

solicitados em cada item.

Devido aos diversos erros que estavam cometendo tanto no célculo de N como na
divisdo, decidi intervir, comentando que uma maneira de responder a questdo era como
estavam fazendo. Porém, em vez disso, bastava apenas observar se o nimero envolvido em

cada item estava presente na composicdo de N. Resolvi, entdo, o item (a): “o nimero 5 est4
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presente na composicdo N =1x2x3x4x5x6x7, portanto N é divisivel por 5, pois
N+5=1x2x3x4x6x7".

Neste ponto alguns alunos responderam que N ndo é divisivel por 9, pois a
multiplicacdo s vai até o nimero 7. Chamei a atencdo da turma para o fato de que, embora o
nimero 9 ndo apareca explicitamente na composicdo de N, se escrevermos o nimero 6 como

2x3 teremos N =1x2x3x4x5x(2x3)x7 e, como a multiplicagio de naturais &

comutativa e associativa, temos sim a presenga do produto 3x3=9. Com isso, a maioria dos
grupos respondeu os itens restantes da questdo (1) verificando se o nimero questionado em

cada item estava presente, explicitamente ou ndo, na composicéo de N.

Na questdo (2), esperava que 0s alunos usassem algum argumento semelhante aos da
questdo anterior. Porém, os alunos ndo compreenderam até qual valor deveriam multiplicar,
isto &, como poderiam expressar B. Expliquei que deveriam encontrar o primeiro valor para n
de modo que, multiplicando todos os nameros de 1 até este valor, o produto fosse divisivel
por 5, por exemplo. Comecaram tentando alguns valores, até que alguns alunos perceberam a
semelhanga desta com a primeira questéo. Por exemplo, perceberam que, para que o nimero
B fosse divisivel por 6, ndo era preciso multiplicar de 1 até 6. Bastava que n fosse 3, pois 0
nimero 6 estaria “escondido” ou “camuflado”, como eles disseram, no 2x3. De maneira
analoga, alguns alunos responderam que B € divisivel por 9, argumentando que bastava

multiplicar até 6, pois “06 é 2x3 e09é 3x3”.

No caso (a), perguntei aos alunos por que precisamos multiplicar até o nimero 5. Um
aluno lembrou que 5 é um nimero primo, mas ndo soube relacionar (ou ndo soube expressar),
o fato de o nimero 5 ser primo com a resposta. Lembrei, entdo, como 5 é um nimero primo,
entdo ele ndo aparece “escondido” ou “camuflado” em multiplicages envolvendo nimeros
menores do que 5, isto é, 0 nimero 5 ndo aparece decomposto em multiplicagdes de nimeros
menores do que 5. O mesmo ja havia ocorrido na primeira questdo, no caso de divisibilidade
de N por 11. Os alunos utilizaram este argumento para o caso de divisibilidade por 17, embora

em seus relatorios ndo aparecer esta conclusdo.

Na questdo (3), quatro grupos responderam que havia alguma relagéo entre a paridade

de um ndmero e o resto da divisdo por 2 e qual era essa relacdo, qual seja, se um nimero é

par, entdo o resto da divisdo por 2 é zero e, se um nimero é impar, o resto da divisdo por 2 é
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1. Dois grupos responderam apenas que havia alguma relacdo, sem explicita-la. Dois grupos

deram, incorretamente, respostas a partir dos quocientes e ndo dos restos da divisao.

Como nenhum grupo conseguiu dar uma interpretacdo para o quociente da diviséo por
2, perguntei & turma quantas duplas de alunos eu conseguiria formar se na sala tivesse 24
alunos. Alguns alunos responderam 12 duplas. Perguntei quantas duplas eu formaria se
tivéssemos 25 alunos. Responderam que eu formaria 11 duplas e 1 trio, ou entéo 12 duplas e 1
aluno ficaria sozinho. A partir dai, apenas um grupo respondeu que o quociente da divisdo por

2 é 0 numero de duplas que conseguiriamos formar.

Na correcéo dos exercicios, tentei justificar a relacdo entre o resto da divisdo por 2 e a
paridade de um namero natural a partir da formagéo de duplas de alunos numa sala onde se
sabia apenas que o nimero de alunos era par ou impar. Assim, se 0 nimero de alunos for par,
consigo formar duplas e ndo sobra aluno sem dupla; se o nimero de alunos for impar, consigo

formar duplas, mas agora sobra um aluno sem dupla.

Minha avaliacdo da aula:

Apesar da dificuldade apresentada pelos alunos na resolugdo da questéo (1), fiquei
satisfeito com a mesma, pois Varios alunos participaram ativamente das discussdes e de
alguma forma ela serviu como ponto de partida para a questdo (2). Talvez tivesse sido mais
proveitoso para alguns alunos se eu utilizasse, além das ideias aproveitadas em aula, o
algoritmo da divisdo, por exemplo, para responder se N é divisivel por 5, poderiamos ter feito

como ilustrado abaixo:

12 2x3xdx9xGxT 5

X 2x3xAx5x6x%7T 1 2 3xdn b
0

Outra ideia, para convencer os alunos a desistirem de efetuar a multiplicacéo, é pedir
um produto maior ainda, por exemplo, de 1 até 15. Mas, nesse caso, precisariamos colocar
nimeros maiores do que 15 e perguntar se esses nimeros dividem o produto, gerando mais

dificuldades e fugindo do objetivo da questéo.

Achei muito interessante os termos “escondido” e “camuflado” criados pelos alunos
para a responderem a questdo (2). Isso mostra a tentativa de estabelecerem uma comunicagéo

matematica. Algumas das dificuldades encontradas nessa questdo podem ser atribuidas ao fato
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de aparecerem duas letras, B e n, sendo que B ndo é utilizada, podendo ser retirada do
enunciado da questdo. Além disso, os alunos podem ter confundido o N da primeira questéo

com o n da segunda questéo.

Embora os alunos apresentassem muitas dificuldades conceituais e também de
entendimento dos enunciados no decorrer da atividade, de maneira geral, acho que 0s
objetivos destas aulas foram alcangados. Os alunos submeteram-se a discussdes bem
interessantes, argumentaram corretamente ou ndo, e conseguiram (ndo todos, é claro!)
estabelecer entre eles e com o professor uma razoavel comunicagdo dos resultados

matematicos.

4.2.8 Dia 03/04 — Adic&o de Pares e Impares

Objetivos:
o Justificar precisamente a paridade da soma envolvendo nimeros pares e impares.

Roteiro de questdes:
1. Explique como reconhecemos se um determinado nimero natural € par ou impar.
2. Responda com V para verdadeiro ou com F para falso, justificando sua resposta.
a. () A soma de dois nimeros pares € sempre par.

b. () Asomade dois nimeros impares é sempre impar.

o

. () Asomade um nimero par com um nimero impar é sempre par.

o

. () A somade dois nimeros impares é sempre par.

Procedimentos:

Os mesmos da aula anterior.

Expectativas:

Espera-se que os alunos utilizem o argumento, trabalhado na aula anterior, de formar
duplas de alunos verificando se sobrou ou ndo algum aluno sem dupla, a fim de justificar as
respostas das questdes sobre paridade. Também se espera maior competéncia em relacéo a

organizagao e escrita das respostas.

Relato da aula do dia 03/04:
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Os grupos, em geral, responderam bem & primeira questdo, mostrando que a aula
anterior teve retorno positivo. No entanto, ndo conseguiram justificar a questdo (2a) utilizando
a ideia de formar duplas, conforme eu tinha feito na aula anterior. Na maior parte das vezes

argumentavam repetindo a propria afirmacéo, ou entdo justificavam com casos particulares.

Retomei a aula anterior sobre formar duplas de alunos numa turma em que ndo se
sabia 0 nimero de alunos. Coloquei entdo a seguinte situagdo: “pretendo trabalhar em duplas
com duas turmas. Se tivermos um numero par de alunos em nossa turma, posso formar
duplas?” Os alunos responderam que sim. Continuei: “Sobra algum aluno sem dupla”? Os
alunos responderam que ndo. “Se na outra turma também tiver um nimero par de alunos,
consigo formar duplas?” “Sim!” “Sobra algum aluno sem dupla?” “Né&o!” “Agora, juntando as
duas turmas, podemos permanecer com as mesmas duplas que foram formadas em cada
turma. Sobrard algum aluno sem dupla?” “N&o!” “O que se pode dizer, portanto, da soma de
dois niimeros pares?” “E sempre par!”, responderam aqueles alunos que se mostraram mais
interessados. Analogamente, argumentei que impar mais impar é sempre par, pois agora, em
cada turma era possivel formar duplas, mas sobraria um aluno de cada turma sem dupla, os
quais, juntos, formariam uma nova dupla. Para o caso da soma de par com impar sempre

sobrard um aluno sem dupla, logo o resultado é sempre impar.

Depois de ter feito as argumentagOes anteriores, eu esperava que os alunos as
utilizassem para justificar as questdes (2b) e (2c). No entanto, alguns grupos, corretamente,
justificaram as respostas atraves de contraexemplos, mostrando com isto certa independéncia
de raciocinio, o que é bom, além de evidenciarem o aprendizado sobre o conceito de

contraexemplo.

Nos Ultimos trinta minutos de aula, resolvi mostrar outra maneira de justificar a
paridade da soma de dois nimeros naturais, até mesmo para mostrar aos alunos que podemos
encontrar mais de um argumento para justificar um resultado. Consiste em dividir 0s nimeros
naturais em pares e impares verificando-se apenas o Ultimo algarismo (unidade) que compde o
niamero. Na verdade, esta foi uma das caracterizacfes que os alunos deram para pares e
impares no inicio da aula: “Os numeros pares sdo aqueles que terminam em 0, 2, 4, 6 ou 8 e
0s numeros impares sdo 0s que terminam em 1, 3, 5, 7 ou 9”. Utilizando essa caracterizacdo e
observando apenas o algarismo das unidades da soma, fiz o seguinte procedimento, sempre

contando com a participacdo dos alunos:

Soma de par com par:
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D=..0 0=..2 O=...4 0=..& O=..8
2=..2 2=..4 2= .6 2=..8 2=..0
D=4, 3= b, LA A= B, LB+l =0, LB4Y.d=2
£=..6 B=..8 E=...0 £=..2 =4

| B=..B |.E=..0 [ E=..2 .B=..8 . B=.6

onde por ...a estamos denotando todos os nimeros naturais terminados pelo algarismo a.
Portanto, observando apenas os algarismos das unidades da soma, fica garantido que a soma

de dois nimeros pares € sempre par.

Procedemos de maneira anéloga para a soma de impar com impar e para a soma de par
com impar. Além disso, pela comutatividade da adi¢do de naturais, a soma de impar com par

também é impar.

Minha avaliacdo da aula:

Minha expectativa inicial ndo foi confirmada pela maioria dos alunos, pois grande
parte da turma ndo conseguiu, por conta propria, utilizar argumentos trabalhados na aula
anterior para justificar as respostas das questdes desta aula. Além disso, os alunos
continuavam apresentando muitas deficiéncias em relagdo a escrita das respostas. E
interessante notar, ainda, a insisténcia que muitos apresentaram em responder as questdes ou
com a propria afirmacdo da questdo ou com exemplos particulares no caso de infinitos

exemplos para serem verificados.

Um detalhe que eu ndo havia planejado, mas que se revelou positivo, foi o de aparecer
a propriedade comutativa da adigdo de naturais quando da estratégia de adicionar nimeros
naturais observando apenas o algarismo das unidades da soma: foi mais uma oportunidade de

explorar e aplicar as propriedades das opera¢gdes com nimeros naturais.

Uma abordagem que poderd ser encaminhada quanto a paridade é a relagdo entre o
conceito de resto 1 ou resto zero na divisdo por 2 e a defini¢do de pares e impares (conhecida

pelos alunos e trazida das séries iniciais) de se observar o algarismo das unidades do nimero.

Igualmente interessante, e que eu retornaria quando trabalhasse expressdes algébricas
com essa mesma turma, é a abordagem utilizando letras para representar nimeros pares e
nameros impares:

2n+2m=2(n+m)=2k,

onde k=n+meNe
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(2n+1)+(2m+1)=2n+2m+2=2n+m+1)=2I,

onde l=n+m+1eN.

O procedimento acima ndo foi utilizado nessa aula porque ainda n&do trabalhamos a

propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a adigdo de nimeros naturais.

4.2.9 Dia 08/04 — Paridade de NUmeros Naturais Consecutivos

Objetivos:
e Justificar precisamente a paridade da soma envolvendo nimeros pares e impares.
e Relembrar os conceitos de sucessor de um numero natural e de nimeros naturais

consecutivos.

Roteiro de questdes:

Nas questdes abaixo, complete com V se a afirmacéo for verdadeira ou com F se for
falsa, justificando cada resposta:
1. A soma de um nimero natural com seu sucessor €

a. () sempre par. b. () as vezes par, as vezes impar.  c¢. () sempre impar.

2. A soma de trés nUmeros naturais consecutivos é

a. () sempre par. b. () sempreimpar. c. ( ) asvezes par, as vezes impar.

3. Em que casos a soma de trés nimeros naturais consecutivos resulta em par? E em que

casos resultam em impar? Justifique.

Procedimentos:

Os mesmos que da aula anterior.

Expectativas:
Espera-se que os alunos utilizem os resultados da aula anterior a fim de justificar suas
respostas as atividades desta aula. Espera-se que os alunos apresentem duvidas quanto aos

conceitos de sucessor de um nimero natural e de nimeros consecutivos.

Relato da aula do dia 08/04:
Antes de passar as questdes no quadro, fiz uma breve revisdo dos resultados obtidos na
aula anterior, sobre a paridade da soma de dois nimeros naturais. Também lancei as seguintes

perguntas: “Adicionando trés nimeros pares, o resultado € sempre par ou sempre impar?”, “A
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soma de trés nimeros impares é sempre par ou sempre impar?”, “Uma soma do tipo

par + impar + par € sempre par ou sempre impar”?

Os objetivos destas questdes foram reforcar os resultados da Ultima aula e salientar aos
alunos que eles poderiam utilizar livremente os resultados justificados anteriormente. Além
disso, esperava-se que os alunos utilizassem a propriedade associativa e talvez também a

comutativa da adi¢do de nimeros naturais.

Em suas respostas alguns alunos novamente se utilizaram do argumento que repete a
afirmacdo; outros apresentaram exemplos particulares para justificar um resultado que é
valido em uma quantidade infinita de casos. Alguns alunos utilizaram o argumento de formar
duplas de alunos e verificar se sobra algum aluno sem dupla. Nenhum utilizou ou lembrou o
argumento de dividir os nimeros naturais em classes de pares e de impares e verificar o

algarismo das unidades da soma (o que de fato seria muito trabalhoso).

Informei que a argumentacéo a partir da formacédo de duplas estava correta, mas decidi
mostrar que, se utilizassemos a propriedade associativa da adicdo de nimeros naturais e 0s

resultados da Ultima aula, a resposta seria facilmente obtida. Escrevi no quadro:
“par + par + par = (par + par) + par”

Neste momento, procurei evidenciar que, embora estivesse usando a palavra “par”
para designar trés numeros, isso ndo significava que os trés nimeros eram iguais, e conclui:

“Como a soma entre parénteses é sempre par, conforme vimos na aula anterior,

par + par = par, sempre”.

Depois dessa explicagdo, os alunos facilmente responderam as outras duas questdes,
inclusive associando de formas diferentes e utilizando também, de forma explicita, a

comutatividade da adicdo de nimeros naturais.

Depois disso, passei as questdes no quadro, uma a uma, item a item e os alunos

comecaram a trabalhar.

Na questdo (1a), tive que relembrar o conceito de sucessor de um niimero natural. Os
alunos ndo sabiam como comecar o raciocinio. Sugeri aos alunos que eles calculassem alguns
exemplos na tentativa de entender o comportamento da paridade da soma de um ndmero
natural com seu sucessor. Salientei novamente que, embora esses exemplos ndo garantissem o

resultado, elas serviriam como conjectura, ou seja, como um caminho para o resultado. Ainda
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assim ficaram sem saber o que fazer. Entdo, disse para eles somarem, por exemplo, 0+1,
1+2, 2+3, etc. e observarem os resultados. S6 assim conseguiram responder que é falso que

séo sempre pares, havendo alunos que mencionaram o termo “contraexemplo”.

Passei no quadro a questdo (1b), a qual ficou em aberto até que a questdo (1c) fosse
respondida. Essa foi respondida por alguns alunos a partir dos exemplos dados na questéo
anterior. Novamente salientei que, neste caso, exemplos particulares ndo justificam que a
afirmacéo vale sempre. Perguntei aos alunos se o sucessor de um numero par é par ou é
impar. Os alunos responderam que € impar, mas deram exemplos particulares. Outra vez
lembrei sobre justificativas envolvendo exemplos particulares. Falei entdo que o sucessor de
um ndmero par € do tipo “par + 1” que é sempre impar, pois é a soma de um par com um
impar. Escrevi no quadro “par + sucessor de par = par + impar”. Os alunos completaram
afirmando que par + impar é sempre impar como haviamos visto. Perguntei se esta era a Unica
possibilidade para a soma de um numero natural com seu sucessor. Houve alunos que
responderam que se 0 numero considerado for impar, o seu sucessor seré par, pois impar mais
1 é sempre par, ficando com impar + par que € sempre impar também. Concluiram, assim, que
a soma de um namero natural com seu sucessor € sempre impar. Depois disso, retornamos a
afirmacéo (1b) cuja falsidade foi facilmente justificada pelos alunos afirmando: “Se a resposta

é sempre impar, entdo ndo pode as vezes ser par”.

Passei no quadro a questdo (2). Para comegar, tive que retomar o conceito de niimeros
naturais consecutivos. Fiz uma analogia com a sequéncia no jogo de cartas e os alunos
pareceram ter entendido. Para responder a questdo (2a), novamente orientei os alunos a
testarem alguns casos a fim de perceberem o que poderia acontecer. Alguns testaram apenas
casos em que o primeiro dos trés nimeros era par, dando como resultado sempre um niimero
impar. Chamei sua atencéo quanto a isso, com o que depois verificaram que as vezes a soma é
par, outras vezes é impar. Néo foi dificil, depois disso e através dos contraexemplos,

verificarem que (2a) e (2b) séo falsas e que, portanto, (2c) é verdadeira.

A questdo (3) serviria para dar um fechamento a atividade e véarios alunos
argumentaram corretamente que se 0s trés nimeros naturais consecutivos comegassem por um
nimero par, a soma seria impar e, se comegassem por impar, a soma seria par, pois teriamos

respectivamente par + impar + par = impar e impar + par + impar = par.

Minha avaliacdo da aula:
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Nesta aula, vérios alunos perceberam rapidamente os argumentos que justificariam
suas respostas. Porém, nem todos os alunos acompanharam os raciocinios. Além disso, alguns
ainda insistem em argumentar repetindo a afirmacéo ou apresentando exemplos particulares
para a veracidade de uma afirmagédo quando temos infinitos casos para avaliar. Outros, no

entanto, ja compreenderam e utilizam corretamente contraexemplos.

Também considerei valida a atividade, por ter possibilitado o uso das propriedades da

adicdo de numeros naturais.

4.2.10 Dia 09/04 — Multiplicacio de Pares e Impares

Objetivos:
o Justificar precisamente a paridade do produto envolvendo nimeros pares e impares.

¢ Rever conceito de sucessor, dobro e triplo de um nimero natural.

Roteiro de questdes:

Nas questdes abaixo, complete com V se a afirmacéo for verdadeira ou com F se for
falsa, justificando cada resposta:
1. O produto de um nimero natural com seu sucessor é

a. ( )semprepar. b. ( )sempreimpar. c. ( )asvezes par, outras vezes impar.

2. O dobro de um niimero natural é

a. ( )sempreimpar. b. ( )semprepar. c. ( )asvezes par, outras vezes impar.

3. O sucessor do dobro de um niimero natural é

a. () sempre par. b. () sempre impar. c. ( ) as vezes par, outras vezes impar.

4. O triplo de um nimero natural é

a. ( )semprepar. b.( )sempreimpar. c.( )asvezes par, outras vezes impar.

5. Em que caso o triplo de um niimero natural sera par? E Em que caso sera impar?

Procedimentos:

Antes de langar as questdes, o professor retoma a aula anterior e questiona sobre a
paridade da multiplicacdo de naturais, a qual sera discutida juntamente com os alunos. Para
responder as questdes mencionadas acima, a turma ndo sera dividida em grupos. Os alunos

terdo a liberdade de trabalharem individualmente ou em conjunto com outros colegas.
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Pretende-se que a participagdo do professor se restrinja a dividas pontuais, sendo minima esta
participacdo. As questdes serdo passadas uma de cada vez e sera dado um tempo para que oS

alunos discutam e resolvam as mesmas.

Expectativas:
Espera-se que os alunos apresentem uma boa desenvoltura na solucdo das questdes,

devido & semelhanga com as atividades feitas nas aulas anteriores.

Relato da aula do dia 09/04:

Comecei a aula perguntando se o produto de dois nimeros pares é sempre par ou é
sempre impar. Alguns alunos apresentaram contraexemplos para afirmar que ndo é sempre
impar. Para justificar que este produto é sempre par, tentaram uma argumentacdo a partir da
formac&o de duplas. No entanto, a tentativa de alguns alunos de justificar a partir da formagéo

de duplas ndo convenceu a todos.

Lembrei aos alunos como procedemos na uUltima aula para justificar a paridade da
adicdo de naturais, sem utilizar o argumento da formacéo de duplas. Os alunos lembraram-se
da separacdo em casos e a andlise dos casos individualmente. Juntamente com os alunos, fui
calculando e registrando no quadro o algarismo das unidades dos produtos. Alguns alunos
pediram para eles préprios completarem no quadro, no que foram obviamente atendidos. Eu
apenas corrigia alguma fala ou escrita incorreta, com a participacdo dos demais alunos.

Ficamos, ao final, com os seguintes resultados:

Par multiplicado por par:

L= 0=..0 0=..0 n=..0 0=..0
2= 2=..4 2=..8 2=.2 2=_.8
Oxq..d4=..0, .  2x3.4=_8, . . d4x3..4=_.§8, fra.d4=..4 , . Brq.4=_2
b= B=...2 6=..4 A=..6 B=..58
g=..0 B=_.6 B=..2 B=_.2 2=..4

Observando o algarismo das unidades de cada produto, concluimos que o produto de

dois nimeros pares é sempre par.

1111

As respostas para 0s casos “impar x impar” e “par x impar” foram dadas de maneira
analoga. Além disso, pela comutatividade da multiplicacdo de nimeros naturais, um produto

“impar x par” também é sempre par.
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Apoés este inicio, comecei a passar no quadro as questdes, uma de cada vez,
aguardando que os alunos resolvessem antes de passar a proxima questdo. Como das outras
vezes, alguns alunos ndo sabiam como comecar, apesar de ja termos feito este tipo de

atividade em outras oportunidades.

Para a questdo (1), novamente sugeri que calculassem exemplos na tentativa de intuir
alguma regularidade. Outros alunos j& partiram direto para os contraexemplos, com 0s quais
verificaram a falsidade da afirmagéo (1a), calculando, por exemplo, 5x6 =30. Aos poucos,
alguns alunos perceberam que, como o sucessor de um nimero par é impar e Como 0 sucessor
de um nimero impar é par, sempre temos um produto do tipo par x impar ou impar x par. Em

qualquer caso, o produto é par pelo que haviamos visto anteriormente.

Com a questdo (2), ocorreu algo semelhante. Sugeri que fizessem alguns exemplos a
partir dos quais os alunos justificaram a falsidade da afirmagdo de que o resultado é sempre
impar. Aqueles alunos que estavam se destacando nestas atividades ndo tiveram dificuldade
em justificar a veracidade da afirmagdo de que o dobro de um nimero natural é sempre par.
Argumentaram que o dobro de um nimero par sera do tipo “2 x par = par”, pois € um produto
de pares, ou do tipo “2 x impar = par”, pois é um produto de um nimero par com um nimero
impar. Um aluno sugeriu, neste momento, que poderiamos representar um niimero par usando
letras, ficando a resposta, embora ndo exatamente com estas palavras, assim: “O dobro de um
numero pode ser representado por 2xn, por exemplo. Se n for par, o resultado seré par; se n
for impar, o resultado serd novamente par.” N&o resisti & tentacdo de informar que esta era
justamente a maneira usual de se representar genericamente um nimero par, podendo a letra n
ser substituida por qualquer nimero natural. Os demais alunos acompanharam a discusséo e
concordaram com as ideias do colega. Consideramos este fato um éxito em todo 0 nosso
trabalho.

A questdo (3) foi interessante ap0s a discussdo anterior, porque os alunos perceberam
rapidamente que se o dobro de um ndmero € sempre par, Seu sucessor sera sempre impar, pois
é da forma par + 1. Aproveitei para perguntar como representamos um ndmero impar e 0s
alunos que responderam bem a questdo anterior e participaram das discussdes chegaram a
concluséo de que esta representacdo seria 2xn-+1. Alertei para o fato de que n deveria

representar um namero natural.

Na questdo (4), alguns alunos tentaram concluir apressadamente que se o dobro €

sempre par, o triplo seria sempre impar. Pedi para examinarem melhor sua concluséo através
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de exemplos. Com os exemplos, os alunos concluiram que as vezes o resultado era par, outras
vezes, era impar. Sugeri que eles separassem em casos para analisar: calculando o triplo de
um ndmero par e calculando o triplo de um ndumero impar. Com isso, ja estdvamos
respondendo a préxima pergunta - questdo (5) - a qual foi escrita no quadro ap6s os alunos
terem concluido e justificado que o triplo de par é sempre par e o triplo de impar é sempre

impar.

Minha avaliacdo da aula:

Para justificar os resultados trabalhados no inicio da aula, antes da atividade
propriamente dita, ndo ocorreu em nenhum momento aos alunos o raciocinio aditivo, isto é:
seja qual for o nimero de vezes que eu some um nimero par com ele mesmo, este resultado
sempre serd par. J& com um ndmero impar, pode acontecer de resultar par ou impar,
dependendo se o nimero de parcelas iguais for par ou impar. Na verdade eu planejava passar
este argumento no caso de ele ndo aparecer, mas acabei me esquecendo durante a aula e néo o

retomei.

O argumento de formagéo de duplas para a multiplicacdo de par com par nédo foi
convincente devido a dificuldade de interpretacdo do célculo “duplas x duplas”. Talvez
tivesse sido positivo tentar neste momento o argumento “n x m = n vezes m duplas”, o que
resultaria em par qualquer que fosse o natural n> 0, resolvendo-se ao mesmo tempo 0 caso

impar x par.

Como das outras vezes, esperava maior desenvoltura por parte dos alunos com este
tipo de questdo. De fato, houve varios alunos que conseguiram sair-se bem nas suas
argumentacdes e justificativas. Conseguiram relacionar um resultado novo com outro ja
justificado ou utilizar alguma estratégia andloga a de outra questdo em uma nova situacao.
Porém, muitos dos alunos s6 conseguem comecar o trabalho depois que o professor
encaminha alguma sugestdo ou abordagem. Quando das atividades em grupos, estes mesmos
alunos ndo discutem com os colegas as possibilidades de resposta, preferindo chamar o

professor para resolver alguma divida ou para pedir alguma sugest&o.

Nesta aula, apareceu a escrita algébrica para um nimero par e para um nimero impar,

um resultado muito interessante o qual eu ndo esperava neste momento.

Sugestéo de reescrita das questdes:
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Nas questbes abaixo, assinale a alternativa que completa afirmativamente cada frase,
justificando cada resposta.
1. O produto de um nimero natural com seu sucessor é

() sempre par. () sempre impar. () as vezes par, outras vezes impar.
2. O dobro de um numero natural é
() sempre impar. () sempre par. () as vezes par, outras vezes impar.

3. O sucessor do dobro de um niimero natural é

() sempre par. () sempre impar. () as vezes par, outras vezes impar.

4. O triplo de um namero natural é

() sempre par. () sempre impar. () as vezes par, outras vezes impar.

5. Em que caso o triplo de um niimero natural sera par? E Em que caso sera impar?

4.2.11 Dia 10/04 - Propriedade Distributiva da Multiplicagdo de Numeros Naturais

Objetivos:
e Revisar ou apresentar a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adigéo
em N.
e Justificar a distributividade em N.

¢ Rever o conceito de area de um retangulo.

Roteiro de questdes:

Néo foi planejada uma sequéncia rigida de questdes para os alunos trabalharem. As
perguntas serdo feitas conforme o assunto for sendo tratado em sala de aula. Porém,
pretende-se explorar questionamentos sobre area do retangulo, sobre o uso de letras pra
representar nimeros naturais genericamente, sobre as propriedades ja estudadas, sobre

calculo mental, etc.

Procedimentos:

Inicialmente, aula expositiva em que o professor questiona o grupo enquanto apresenta
0 assunto da aula, apoiado no contexto numérico e geomeétrico. Posteriormente, exercicios de
célculo mental e registro do procedimento de céalculo mental. Finalmente, exercicios para

praticar o uso da propriedade distributiva envolvendo niimeros naturais.

Expectativas:
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Espera-se que o0s alunos consigam compreender a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relacdo a adicdo de nUmeros naturais e percebam sua utilizacdo no

algoritmo da multiplicacéo e a incorporem, aplicando-a, por exemplo, no célculo mental.

Relato da aula do dia 10/04:
Comecei a aula, revisando a comutatividade e a associatividade da adicdo e da
multiplicacdo de nimeros naturais, escrevendo no quadro: Se a, b, ¢ representam nimeros

naturais quaisquer, entdo valem as seguintes propriedades:

da adicdo:a+b=b+a

Propriedade Comutativa o
da multiplicagdo: a-b=b-a

da adi¢do: (a+b)+c=a+(b+c)

Propriedade Associativa R
da multiplicag&o: (a-b)-c=a-(b-c)

Lembrei de como haviamos chegado a estas conclusdes (com material manipulativo e
geometricamente) e que a subtracdo e a divisdo de nimeros naturais ndo possuem tais

propriedades.

Alertei os alunos sobre o fato de que as duas propriedades vistas anteriormente
trabalhavam separadamente a adicéo e a multiplicacdo e que a propriedade que trabalhariamos

agora relacionava as duas operagdes. Ndo mencionei inicialmente o0 nome da propriedade.

Para introduzir a distributividade, utilizei a seguinte abordagem: Desenhei no quadro a
Figura 8 e, sem escrever 0os numeros correspondentes de linhas e colunas, perguntei aos
alunos quantos pontos havia nesta figura. Procedi assim para verificar a estratégia de
contagem dos alunos. Alguns alunos contaram os pontos um a um, outros multiplicaram o
niamero de linhas pelo nimero de colunas, tentando ainda explicar aos colegas o porqué de
proceder desta maneira. Depois, pedi que 0s meninos contassem apenas 0s pontos em azul e
as meninas, 0s pontos em rosa, enquanto escrevia no quadro, conforme as respostas dos
alunos, 4-3=12 e 4-2=28. Assinalei, na figura, os nimeros que indicavam as linhas e
colunas de cada cor e resumi os calculos feitos: Por um lado20=4-5=4-(3+2). Por outro

lado 20=12+8=4-3+4-2. Portanto 4-(3+2)=20=4-3+4-2. Pela transitividade da

relagdo de igualdade, concluimos que 4-(3+2)=4-3+4-2.



135

Figura 8

Fiz o mesmo com a Figura 9 e com a Figura 10 em que os alunos contaram 32 e 30
pontos, respectivamente. Neste momento, ndo percebi alunos contando os pontos um a um.

Como da outra vez, resumi os céalculos feitos, destacando nas figuras cada passo dos célculos.

—_——

* & * ® 2 b @ 5 3 2
s & & & 5 & @ s ® = & ® * @
4.000.00 Iie & @ ® & & * @

Figura 9 Figura 10

Mesmo j& tendo trabalhado a comutatividade da multiplicagdo de naturais, resolvi
fazer mais um caso (Figura 11) para confirmar o que ja sabiamos, isto é, que a
distributividade funciona tanto & esquerda quanto a direita. Neste caso, obtivemos, por um
lado, 20=5-4=(3+2)-4; por outro lado, 20=12+8=3-4+2-4. Portanto
(3+2)-4=20=3-4+2-4. Pela transitividade da relagdo de igualdade, concluimos que

(3+2)-4=3-4+2-4.

Figura 11

A partir daqui, acho que eu ja poderia ter encaminhado uma generaliza¢do, pensando
em a linhas, b colunas de pontos de cor azul e ¢ colunas de pontos de cor rosa, mas ndo senti,
nesse momento, convicgdo nos alunos (nem em mim de convencé-los) para realizar esta
generalizagdo. Assim, utilizei também o contexto geométrico para justificar a distributividade
da multiplicag&o nos naturais.
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Comecei com casos particulares para relembrar o calculo da area do retangulo. Como
estdvamos tratando de numeros naturais, ndo foi dificil mostrar aos alunos (inclusive eu
estava devendo isso quando tratei da comutatividade da multiplicagdo) que a &rea do
retangulo é dada pelo produto do comprimento pela largura, contando o nimero de quadrados
de area unitaria que cobriam aquele retangulo. Entdo, desenhei no quadro a Figura 12 e
perguntei aos alunos como calcular a area azul e a area rosa. Varios alunos responderam com

as expressoes a-b e a-c. Concluindo, abaixo da Figura 12, escrevi:

Area do retangulo todo = Area do retangulo azul + Area do retangulo rosa

ab+c)=a-b+a-c

Até aqui, haviamos concluido que a propriedade distributiva é valida para todos os
nimeros naturais exceto para o zero, pois, se uma das medidas for zero, ndo existird o
retangulo. Fizemos separadamente o caso do zero, onde calculamos

0=0-(b+c)=0-b+0.c=0+0=0e0=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0=0+0=0.

Depois, abordamos a distributividade da multiplicacdo em relagdo a subtracdo de
naturais, desde que essa subtracdo seja possivel em N. Para isso, utilizei também a area de
retangulos como ilustrado na Figura 13.

: b |
—b-¢c—+—¢—

- -

Figura 12 Figura 13

b c

Novamente, escrevi a conclusdo abaixo da figura 13:
Area do retangulo azul = Area do retangulo todo - Area do retangulo rosa

alb-c)=a-b-a-c

Apos isso, pedi que os alunos realizassem mentalmente alguns calculos do tipo 8x 23,
7x19, 4x 37 e depois registrassem suas estratégias. A maioria dos alunos tentou reproduzir
mentalmente o algoritmo da multiplicacdo. Assim, exemplifiquei como poderiamos fazer
estes calculos mentalmente utilizando a propriedade que tinhamos recém trabalhado. Fiz o
caso 8x23: “8 vezes 20 é igual a 160 e 8 vezes 3 é igual a 24. Temos que 160 mais 24 é igual
a 184. Portanto, 8x23= 184”. Fiz também outros exemplos que nao registrei. Com isso,

alguns alunos tentaram calcular os outros produtos que eu pedia, utilizando a propriedade
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distributiva. Porém, a maioria dos alunos continuava ou utilizando mentalmente o algoritmo
ou ndo conseguindo decompor os nimeros em adi¢Bes ou subtragBes de forma que as
multiplicagfes se tornassem mais faceis. Fizemos oralmente algumas dessas multiplicacdes e
os alunos registravam no caderno. Eu tentava acompanhar a escrita dos alunos sugerindo

como eles deveriam escrever. Apareceram escritas do tipo

8x23=8x(20+3)=160
8x3=24+160=184.

Tentei corrigir a escrita desses alunos, mostrando que nem 8x23=160 nem
8x3=184, mas que 8x23=184.

Finalmente, procurei mostrar aos alunos que o algoritmo da multiplicacéo se baseia na

propriedade distributiva, fazendo, entre outros exemplos, o seguinte calculo

2
23 20 + 3 20 + 3
> Y4 - Y 4

X_§ x 8 x 8
184 160 +24 =184 L 24
160
184

Minha avaliacdo da aula:

Com esta aula, foram trabalhadas trés importantes propriedades das operacdes com
ndmeros naturais: a comutatividade, a associatividade e a distributividade. Analisando agora,
percebo que elas foram trabalhadas muito rapidamente, mas eu ndo dispunha de tanto tempo
para utilizar neste assunto, embora fosse central na abordagem que pretendia fazer em
expressdes algébricas. Certamente me concentrarei mais nas propriedades numa proxima
experiéncia com o0 assunto, principalmente na propriedade distributiva, através de jogos,
material manipulativo, etc. Contudo, eu voltaria a trabalhar com propriedades das operagdes

quando fosse tratar dos nimeros inteiros e dos nimeros racionais.

Devido as dificuldades apresentadas pelos alunos até aqui, podemos estimar o parco

trabalho feito nas séries anteriores com as propriedades das operagdes.
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4.2.12 Dia 15/04 — Avaliacéo

Objetivos:
e Auvaliar individualmente a aprendizagem dos alunos, verificando o conhecimento
conceitual adquirido, seus argumentos e justificativas e capacidade de comunicagao

envolvendo ndmeros naturais.

Roteiro de questdes:
1) Complete com V se a afirmagéo for verdadeira ou com F se for falsa, justificando sua
resposta.

Sejam x e y dois nimeros naturais, tais que x > y. Nestas condi¢@es, a diferenga x —y

a. () nuncaé um numero natural.
b. () sempre é um nimero natural.

c. ( )asvezeséum nimero natural, outras vezes ndo € um nimero natural.

2) Qual é o maior nimero natural k, de modo que a diferenga 5 -k seja um nimero natural?

Justifique.

3) Considere a adicéo de dois nimeros naturais, digamos a e b.
a. Como podemos representar a soma destes dois nimeros, se ndo sabemos os valores de
aeb?
b. Se somarmos 5 & primeira parcela e 6 & segunda parcela, como podemos representar
cada nova parcela?

c. Como podemos representar a nova soma? Justifique.

4) Considere m e n dois numeros naturais. O produto destes dois nimeros pode ser
representado por m-n. Qual é o resultado da multiplicagdo do dobro do primeiro fator com o

triplo do segundo fator? Explique.

5) Um ndmero primo é um nimero natural que possui exatamente dois divisores. Com base
nesta definigdo, responda com V para verdadeiro ou com F para falso, justificando sua
resposta:

a. () Além do nimero 2, ha outros nimeros primos pares.

b. () Ondmero5 éo Gnico nimero primo terminado em 5.

c. (

) O nimero 1 é um ndmero primo.

6) Responda com V para verdadeiro ou com F para falso, justificando cada resposta.
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a. () O quadrado de um nimero par € sempre um nimero par.

b. () Asomadeum nimero impar com o seu quadrado é sempre par.

c. () O cubodeum nimero impar é sempre impar.

d. ( ) Oquadrado da soma de um ndmero par com um numero impar é sempre impar.

Procedimentos:
Avaliacéo escrita individual sem consulta ao material a ser realizada em dois periodos

de 50 minutos.

Expectativas:
Espera-se que, em geral, os alunos tenham dificuldades na apresentacdo de

justificativas, mas que, nos demais itens da prova tenham um bom desempenho.

Andlise da avaliacdo:

Participaram da avaliagéo 21 alunos.

A questdo (1) tinha como objetivos verificar se os alunos conseguiram compreender a
linguagem simbdlica, com o uso de letras para representar os termos da subtracdo, bem como
o significado do simbolo “>"; verificar se os alunos apropriaram-se do termo “diferenca”
como o resultado de uma subtragdo; observar as justificativas dos alunos, quanto ao uso de

contraexemplos ou justificativas genéricas.

Dos 21 alunos, 11 (52,38%) responderam corretamente a questéo (1a), incluindo ai a
justificativa, 2 alunos (9,52%) nédo responderam a questdo e 8 alunos (38,10%) acertaram
parcialmente a questdo. Dos alunos que acertaram completamente, 6 utilizaram um
contraexemplo para justificar sua resposta e 5 utilizaram uma justificativa genérica. Para
exemplificar, um aluno respondeu com o seguinte contraexemplo: “se o x for 5 e oy for 5 vai
dar um namero natural”. Outro aluno simplesmente justificou assim: “pois 5 — 4 =1”. Como
exemplo de justificativa genérica, um aluno respondeu: “pois quando o minuendo for maior
ou igual ao subtraendo o resultado vai dar outro nimero natural”, certamente identificando o
primeiro termo, x, como o minuendo e o segundo termo, y, como o subtraendo. Como
exemplo de justificativa incorreta, podemos citar a de um aluno que simplesmente repetiu a
afirmacéo ou a de outro aluno que respondeu: “pois as vezes na soma vai dar um ndmero
natural”, mostrando confundir o nome do resultado da adicdo com o nome do resultado da

subtracdo.
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Na questdo (1b), 7 alunos (33,33%) responderam correta e completamente, 6 alunos
(28,57%) erraram ou ndo responderam e 8 alunos (38,10%) sé acertaram a escolha “V” para a
afirmacdo, mas erraram ou ndo apresentaram a justificativa. Das justificativas corretas,
destacamos a seguinte: “pois quando o minuendo for maior ou igual ao subtraendo o resultado
vai dar outro nimero natural”. Outro exemplo de justificativa que consideramos correta foi:
“porque o x é maior ai sobra ndo fauta”. Claro que aqui o aluno ndo se lembrou de considerar
ou deixou de escrever 0 caso em que X e Yy sdo iguais, para ficar perfeita a justificativa, mas o
seu raciocinio dé a entender que ele j& esta pensando em nimeros negativos. Das justificativas
incorretas, novamente temos aquelas que repetem a afirmagéo (inclusive feita pelo mesmo
aluno com que exemplificamos na questdo anterior), outras que procuram justificar com um

exemplo particular e outras, ainda, deixadas em branco.

Na questdo (1c), tivemos 9 alunos (42,86%) acertando completamente, 5 alunos
(23,81%) acertando parcialmente a escolha “F”, mas errando ou ndo apresentando justificativa
e 7 alunos (33,33%) errando completamente ou ndo respondendo a questéo. A resposta “falso,
pelas respostas anteriores” foi a que mais apareceu entre as respostas corretas. Mas é
interessante anotar resposta: “falso, porque ndo tem como dar um negativo, s6 se mudar as
ordens”, mostrando que o aluno pensou na ndo-comutatividade da subtracdo, onde, no
presente caso, nem ao menos o resultado é um nimero natural quando os dois termos séo
distintos. Das respostas incorretas destacamos aquelas que, ao menos, foram coerentes com
suas respostas anteriores, onde responderam “F” nas questdes (1a) e (1b) e “V” na questdo

(1c) e deram a justificativa “pelas respostas anteriores”.

O objetivo da questdo (2) era verificar a capacidade de os alunos interpretarem o

enunciado de uma questdo de carater genérico.

Esta questdo foi respondida corretamente por 11 alunos (52,38%). Entre as respostas
corretas destacamos: “O maior nimero é 0 5 pois 5—5e 0 e zero é um nimero natural. E se
passar de 5 por ex: 5—6 =-1e ndo é um ndmero natural”. Também damos como exemplo a
resposta: “5 pois 5—5e 0 e 0 e um nimero natural menor”, deixando subentendido que o
maior possivel é o nimero 5 porque € aquele que da o menor resultado. Seis alunos (28,57%)
erraram a questdo (2 alunos responderam incorretamente e 4 alunos ndo responderam). Uma
das respostas incorretas foi: “4 porque 5—-4=1 e 1 é um n° natural”, em que o aluno, além de
uma justificativa incompleta, talvez ndo tenha lembrado que consideramos desde o inicio o

zero como sendo um numero natural. A outra resposta incorreta mostra total confusdo por
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parte do aluno: “k pois 5—4 ndo é um ndmero natural”. Quatro alunos (19,05%) apenas
acertaram que o nimero procurado é o nimero 5 e ndo justificaram ou sua justificativa ndo foi

considerada correta, como a do aluno que respondeu: “5 pois é um nimero natural”.

A questdo (3) objetivava: verificar se os alunos eram capazes de escrever uma
sentenca matematica utilizando letras para representar genericamente nimeros naturais;
verificar se eles memorizaram os nomes dos termos de uma adigdo; verificar se eles
justificariam a soma das duas novas parcelas através das propriedades da adi¢do (comutativa e

associativa).

No item (a), 10 alunos (47,62%) responderam corretamente, embora com uma
variedade de respostas corretas. Por exemplo, houve quem respondeu “a+b”, conforme o

esperado, houve quem respondeu com a expressao

&t

+

utilizando a adicdo montada como no algoritmo e, ainda, utilizando a letra B maiuscula e
houve, também, que respondeu com “a+b = x”, representando a soma por x e dizendo que
este x vale a+b. Também foram 10 (47,62%) os alunos que ou ndo responderam (6 alunos) ou
erraram (4 alunos) essa questdo. As respostas consideradas incorretas foram as seguintes:
“sendo que a possa ser um niimero natural e b também ou ndo”, “podemos representar esses
dois nimeros como duas parcelas”, “podemos representar com 2 nimeros naturais quaisquer”,
“damos um valor a cada um deles”. A primeira resposta ndo faz qualquer sentido. Na segunda
e terceira respostas, os alunos parecem entender que ndo podem dar um exemplo particular,
mas ndo conseguem expressar-se simbolicamente. A terceira resposta mostra que o aluno
tenta particularizar em vez de generalizar a escrita matematica, podendo aqui ter havido uma
ambiguidade da interpretacdo de representar um numero qualquer, sugerindo que se pode
escolher o nimero que quiser. Apenas 1 aluno (4,76%) apresentou uma resposta que ndo
consideramos como correta, mas que tem alguma coeréncia: “Podemos representar A+ B =8.
Como também 4 +4 =8". Aqui também se evidencia a necessidade de haver um fechamento
para a resposta, ou seja, o aluno ndo considera A+ Bcomo uma possivel resposta para a

questéo.

O item (b) da questdo (3) foi respondida corretamente por apenas 2 alunos (9,52%) e
foi respondida incorretamente ou ndo respondida por 19 alunos (90,48%). Este resultado foi

totalmente inesperado, j& que, por diversas vezes, tivemos que escrever a representagdo da
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soma entre dois nimeros naturais. Alguns erros foram os seguintes: “podemos representar
cada parcela com uma adi¢do de dois numeros comutativos”, “a5+b6”, “5 + 6”, “podemos
representar 7 tercera, 8 quarta, 9 quinta, 10 sexta, 11”, “por uma letra”, “com um n°® impar
depois um n° par”, “somando + 1”. A primeira e a quarta respostas ndo fazem qualquer
sentido. A segunda e a terceira respostas até tém alguma coeréncia, mas estdo longe de

gstarem corretas.

No item (c), os alunos naturalmente tiveram um desempenho pior do que na questdo
anterior. Apenas um aluno (4,76%) correspondeu as expectativas, embora sem justificar
explicitamente sua resposta. Isto €, o aluno utilizou as propriedades para representar a adicao,
mas ndo deixou claro que tenha feito isso de forma consciente. Sua resposta foi:

“A+B+(5+6)”. Ainda assim, além de utilizar as letras maidsculas, o aluno ndo percebeu

que poderia ter somado 5 + 6 para encontrar a resposta esperada a+b +11. Dezenove alunos
(90,48%) erraram ou ndo responderam e um aluno (4,76%) deu uma resposta que

consideramos como parcialmente correta, pois apresentou coeréncia na escrita, foi ela:

a+ 5
tE +6

Das respostas incorretas, damos como exemplo: “7 a primeira parcela e 3 a segunda”,

“6 + 5, trocando a ordem”, “c pois ndo sabemos o proximo nimero”, aparentemente usando a

ordem alfabética no contexto das expressdes genéricas.

Na questdo (4), os objetivos eram anéalogos aos objetivos da questdo (3), exceto pelo
fato de que agora a operagéao envolvida era a multiplicagdo e que apareciam os termos dobro e

triplo, os quais eu também pretendia verificar se os alunos conheciam.

Nenhum aluno chegou ao resultado esperado, qual seja, 6-m-n. No entanto,
consideramos corretas as respostas de 4 alunos (19,05%) que responderam com “2m-3n”, ou
alguma variacdo dessa expressdo. Consideramos como correta, pois ndo ficou claro, no
enunciado da questdo, que eles deveriam realizar todos os célculos possiveis para escrever a
forma esperada de resposta e que explicassem com as propriedades. Nesse sentido,
deveriamos também considerar correta a resposta

a+ 5
TE +6
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apresentada para a questdo (3c). Porém, como um aluno foi capaz de escrever
“A+B+(5+6)”, consideramos a anterior apenas parcialmente correta. Treze alunos

(61,90%) erraram ou ndo responderam a questdo e 4 alunos (19,05%) acertaram parcialmente
a questdo, eshocando alguma coeréncia na resposta. Exemplificamos as respostas incorretas

com: “3.2+n-3”, “m®>-m®=n’porque m®-m?=n°".

Dos alunos que acertaram
parcialmente a questdo, destacamos a resposta “2m+3n”, em que a troca do sinal de

multiplicacéo pelo sinal de adi¢&o pode ter ocorrido por falta de ateng&o.

Para a questdo (5), os objetivos eram: observar se os alunos seriam capazes de utilizar
uma definicdo dada explicitamente na questdo para, com base nesta definig&o, justificar suas
respostas; verificar as justificativas dos alunos, quanto ao uso de contraexemplos ou

justificativas genéricas; avaliar a capacidade de leitura e interpretacdo dos alunos.

Dos 21 alunos, 6 (28,57%) acertaram completamente o item (a) dessa questéo,
respondendo de alguma forma que quaisquer nimeros pares maiores do que 2 terdo no
minimo trés divisores, 0 1, 0 2 e ele mesmo. Dos 10 alunos (47,62%) que erraram, trazemos 0
seguinte exemplo: “verdadeiro 0, 2, 4, 6”. Tivemos ainda 5 alunos (23,81%) que acertaram
parcialmente a questdo. Quatro deles respondendo com “F”, mas ndo justificando e um aluno
respondendo com “V”*, mas justificando corretamente com: “porque todos 0s outros pares tem
3 divisores”. Consideramos correta essa justificativa, mesmo que o aluno ndo tenha

explicitado que os nimeros pares, com exce¢do do nimero 2, tém no minimo 3 divisores.

No item (b), 7 alunos (33,33%) acertaram a resposta, 8 alunos (38,10%) erraram ou
ndo responderam e 6 alunos (28,57%) acertaram parcialmente, respondendo apenas que a
afirmacdo é verdadeira. As respostas corretas foram justificadas, por exemplo, com: “pois
todos os numeros que terminam em 5 (menos o 5) pode ser dividido por 1, 5 e por ele
mesmo”. Das respostas erradas destacamos: “Falso, 5, 15, 25, 35, 45 e assim
sucessivamente”. Ao menos essa justificativa foi coerente com a falsidade da afirmagdo
respondida pelo aluno. Como exemplo de respostas parcialmente corretas podemos citar
aquelas que respondem com “V”, mas justificam repetindo a afirmagéo ou dando exemplos de
nimeros terminados em 5 que, obviamente, ndo sdo primos. Esta questdo deixa bem claro que
a maioria dos alunos ndo conseguiu compreender até este momento o conceito de nimero
primo, talvez por conta de sua dificuldade com os conceitos de ser divisivel e de divisor,

conforme constatamos durante as aulas.
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O item (c) da questdo (5) foi corretamente respondido por 8 alunos (38,10%) que
justificaram afirmando que “o 1 tem apenas um divisor, ele mesmo”. Também consideramos
corretas as justificativas dos alunos que escreveram que 0 1 € um nimero primo porque ndo
tem dois divisores. Claro que nesta resposta faltou o detalhe de incluir a palavra
“exatamente”, como estava escrito na definicdo. Cinco alunos (23,80%) erraram ou nao
responderam e 8 alunos (38,10%) acertaram parcialmente a questdo, 6 deles respondendo
apenas com “F” e 2 deles respondendo com “V” mas justificando corretamente. Pode-se
perceber claramente, pelo menos para um dos dois alunos que acertaram parcialmente a
questéo, que ele considerou {1, 1} como o conjunto dos divisores de 1. Talvez este aluno
tenha recuperado a definicéo errénea de nimero primo como aquele nimero natural que s6 é
divisivel por 1 e por ele mesmo. Como exemplo de resposta totalmente errada, destacamos:
“Sim porque tem varios outros n° primos com o n° 1”. Este aluno provavelmente nio

compreendeu a questao, confundindo o niimero 1 com ndmeros primos terminados em 1.

Os objetivos da questdo (6) eram: verificar se os alunos compreenderam 0s conceitos
de par e impar; avaliar a capacidade de leitura e interpretacdo dos alunos; verificar as
justificativas dos alunos, quanto ao uso de contraexemplos ou justificativas genéricas;
observar como os alunos interpretam as expressdes “o quadrado de um niimero” e “o cubo de

um ndmero”.

O item (a) da questdo (6) foi corretamente respondido por 6 alunos (28,57%). Em
geral, seus argumentos foram os mesmos, de que “par vez par resulta em um ndmero par”,
demonstrando compreenderem o significado da expressdo “o quadrado de um numero”.
Alguns alunos escreveram também a expressdo “par com par”, mas depois escreveram “par x
par”. Doze alunos (57,14%) responderam corretamente com “V”, porém, ndo justificaram ou
justificaram incorretamente. Nas justificativas de maior ocorréncia ou os alunos repetiram a
afirmagéo ou calcularam alguns exemplos particulares ou, ainda, tomaram o quadrado de um
namero par por “par + par”. Mas, também apareceu a seguinte justificativa para esta questéo:
“Sim porque: 2:0=01]2-2=4|2-6=2 | 2-8=06". Nesta justificativa, o aluno
repetiu parte de um procedimento que fizemos em aula, onde mostramos que o produto de
pares é sempre par. Porém, o aluno d4a mostras de que ndo compreendeu o significado da
expressao “o quadrado de um nimero”, confundindo o mesmo com “o dobro de um nimero”.

Apenas 3 alunos (14,29%) deixaram a questdo em branco.
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Dos 21 alunos, apenas 2 (9,52%) acertaram o item (b) da questdo (6), 13 alunos
(61,90%) erraram ou ndo responderam e 6 alunos (28,57%) responderam afirmativamente a
questdo, errando ou ndo apresentando a justificativa. Um dos alunos para os quais
consideramos a resposta correta deu a seguinte justificativa: “Verdadeiro, pois impar + impar
- impar = par”. Este aluno ndo deixou claro que tenha calculado o produto de impares
primeiro para depois calcular a adicdo, mas interpretou corretamente a afirmacéo,
reescrevendo-a em um formato mais simbdlico. O outro aluno que respondeu corretamente
justificou afirmando: “sim porque impar + impar = par”. Quanto a este aluno, ndo sabemos se
ele separadamente calculou o quadrado de um nimero impar, o qual resulta em impar, para so
entdo somar este resultado ao primeiro. Foram consideradas incorretas as justificativas que
repetiam a afirmacdo e aquelas em que o aluno apenas exibiu um ou mais exemplos
particulares. Mas houve quem apresentasse uma justificativa absurda, por exemplo: “porque 9

+2 =11 por isso é impar”, “impar - par = impar”, “nem sempre”, “ex: 3 + 35 = 38”.

Quanto ao item (c) da questéo (6), novamente, apenas 2 alunos (9,52%) responderam
corretamente, 11 alunos (52,38%) responderam corretamente com “V”, mas erraram a
justificativa ou néo justificaram e 8 alunos (38,10%) erraram ou ndo responderam a quest&o.
Os dois alunos que responderam corretamente deram a mesma resposta: “verdadeiro, pois
impar - impar - impar = impar”. Dos alunos que acertaram parcialmente a questdo, houve
aqueles que responderam com a propria afirmacédo, aqueles que deram um exemplo particular
(as vezes incorreto como o caso do aluno que deu o seguinte exemplo: “3° =35”) e algumas
respostas desprovidas de sentido, como: “pois se pegarmos a terceira potencia elevada ao
quadrado vai dar impar”. Interessante € a resposta “Sim porque3-1=3[3-3=9|3-5=5|
3-7=1|3-9=7"dada pelo mesmo aluno que havia respondido, na questdo (6a), “Sim
porque 2 -0=0|2-2=4]2-6=2]|2-8=06", pois demonstra claramente que o aluno
confunde o quadrado de um ndmero com o dobro de um nimero e o cubo de um nimero com
o triplo de um nimero. Dos 8 alunos que erraram ou ndo responderam, temos 3 alunos no
primeiro caso e 5 alunos no segundo caso. Dos 3 alunos que erraram 1 néo justificou. Quanto
aos outros dois, suas respostas foram: “Falso, impar - impar = par” e “Falso, pois
3° =3.3-3=18". Pela primeira resposta, 0 aluno ndo compreende o que significa “o cubo de
um namero, além de ter errado a conclusdo. Quanto a segunda resposta, o aluno
provavelmente calculou 3 + 3 = 6 e multiplicou entdo por 3, resultando em 18. Esse erro de
célculo terminou produzindo um contraexemplo para a afirmagéo, levando o aluno a escolher

erroneamente a resposta “F”.
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Nenhum aluno acertou completamente o item (d) da questdo (6). Tivemos 9 alunos
(42,86%) acertando parcialmente e 12 alunos (57,14%) errando ou deixando de responder.

Entre as respostas e justificativas erradas, destacamos as seguintes:

“falso, 2+5=7> —7-7=14". Este erro de calculo gerou um contraexemplo para a

afirmacéo, levando o aluno ao erro da escolha do valor l6gico da afirmacéo.

“falso, pois a soma de um ndmero par com um nimero impar é sempre par”. Este
aluno ndo foi capaz de testar um exemplo para convencer-se de que sua afirmacéo

estava errada.

“Verdadeiro. Qualquer numero par elevado ao quadrado e depois somado com um
niamero impar dara impar”. Esta resposta evidencia que o aluno ndo foi capaz de

interpretar corretamente a afirmagé&o.

Minha avaliacdo da prova:
Para mim, foi surpresa o resultado tdo insatisfatorio nesta primeira avaliacdo

individual e sem consulta ao material.

Nas Figuras 18, 19 e 20 dos APENDICES A, B e C, respectivamente, inclui uma
coluna denominada “Nota tedrica”. Esta deveria ser a nota dos alunos na prova caso o
Municipio de Séo Leopoldo ndo adotasse um sistema avaliativo por conceitos. Calculando a
media aritmética das notas tedricas (40,73) observa-se que 14 alunos ficaram abaixo da
media, a qual ndo chega a cinqlienta por cento do escore total. Se exigissemos o minimo de

60% de aproveitamento, o nimero de alunos abaixo do minimo aumentaria para 16 alunos.

Na verdade, eu esperava dificuldades por parte de alguns alunos, precisamente
daqueles que ndo apresentaram durante as aulas uma boa participagdo. Porém, houve pelo
menos outros trés alunos que vinham participando relativamente bem quando dos trabalhos
em grupo e que ndo demonstraram bom desempenho durante um trabalho individual. No
entanto, pretendo continuar realizando trabalhos em grupo, pois o trabalho individual durante
as aulas ndo surtiu bom resultado. Além disso, eu ndo consegui ainda criar uma estratégia que
faga com que os alunos trabalhem individualmente com o mesmo interesse que realizam as

atividades em grupos.

E bem verdade que os alunos desta turma n4o tém o habito de estudar fora do horario

da escola, conforme eles mesmos relatam, e isto certamente contribuiu para o seu fraco
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desempenho na avaliacdo. Também é verdade que apenas um més e meio de aulas (17
encontros) ndo é tempo suficiente para que haja uma mudanca muito radical de atitude dos
alunos perante a Matemaética e que adquiram a competéncia de pensar genericamente. Mas,
encontrar alunos numa sétima série que desconhecem o significado da expressdo “o quadrado
de um nUmero” ou “o cubo de um ndmero”, ou ainda que ndo saibam calcular uma poténcia
natural de um ndmero, revela a0 menos uma defasagem de conhecimentos conceituais e
procedimentais. Isto ndo quer dizer que os professores anteriores ndo tenham trabalhado com
estes alunos os conceitos mencionados. Eu mesmo fui professor de muitos alunos desta turma
no final da quinta série e na sexta série e tenho certeza que trabalhei aqueles conceitos. Mas,
talvez a forma como estes conceitos (e outros tantos) foram trabalhados e a énfase com que

foram tratados naquelas oportunidades é que estejam equivocadas.

Voltando ao resultado da prova, acreditamos que o baixo indice de acertos em algumas
questdes deve-se, entdo, & novidade de abordagem da Matematica que estou introduzindo
nesta turma. Questdes como a (3) e a (4) deverdo ser novamente solicitadas na prova sobre
ndmeros inteiros, com os enunciados reformulados a fim de tornar claras as respostas

esperadas. As demais questdes serdo apenas retomadas e reforgadas em aula.

Quero crer que algumas das dificuldades encontradas pelos alunos nesta primeira
avaliacdo individual serdo menores a medida que questdes andlogas forem abordadas
novamente com 0s nimeros inteiros e racionais. Além disso, acredito que a continuidade em
aula com o trabalho envolvendo questdes de carater genérico renderd bons resultados quando

tratarmos, posteriormente, o conteldo expressoes algébricas.

4.2.13 Dia 17/04 — Numeros Inteiros (Conceitos Gerais)

Objetivos:

e Revisar conceitos envolvidos no campo numérico dos inteiros (nimeros positivos,
ndmeros negativos, localizagdo na reta numérica, modulo, oposto ou simétrico, regras
da adic&o).

e Preparar os alunos com conceitos que serdo Uteis para encaminhamentos futuros, tais
como as justificativas para as propriedades das opera¢cbes com ndmeros inteiros e,

posteriormente, com nlmeros racionais.

Roteiro de questdes:
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Para esta aula, ndo foi elaborado um roteiro rigido de questdes para os alunos
trabalharem individualmente ou em grupos. Direcionaremos as perguntas na tentativa de
fazer com que os alunos resgatem alguns conceitos trabalhados nas séries anteriores. Alguns
aspectos que pretendemos retomar sdo: situacfes préaticas cuja representagcdo necessita dos
nameros inteiros, diferencas e semelhangas entre 0s nimeros naturais e 0s nimeros inteiros,
a distribuicdo dos nimeros inteiros numa reta numérica, o conceito de médulo de um nimero

inteiro, operagdes envolvendo os numeros inteiros, etc.

Procedimentos:

Aula expositiva em que o professor langa questdes aos alunos a fim de que eles
retomem conceitos relativos ao campo numérico dos inteiros. Apesar de ndo haver um roteiro
rigido de questdes, o professor procurard direcionar as perguntas, dos conceitos iniciais, tais

como madulo e oposto, as opera¢des com inteiros.

Expectativas:
Espera-se que os alunos consigam lembrar-se de alguns conceitos sobre 0s nlmeros
inteiros, mas também se imagina que apresentem dificuldades quanto ao conceito de médulo e

sobre as regras das operagoes. Espera-se uma participagao ativa dos alunos na discussao.

Relato da aula do dia 17/04:

Comecei a aula, perguntando se os alunos lembravam-se dos numeros inteiros
estudados na sexta série. Os alunos disseram lembrar-se de alguma coisa, mencionaram 0s
nimeros negativos, alguns mencionaram a frase “negativo com negativo € positivo... ndo, é
negativo?!?”, lembraram-se das temperaturas abaixo de zero e o saldo de gols. Tratei de

organizar algumas respostas, escrevendo no quadro:

Descrigéo da situagéo Notacéo utilizada

50 C abaixo de zero Temperatura: —5°C

Equipe marcou 12 gols e sofreu 15 gols Saldo de gols: —3 gols

Fiquei devendo 2 reais ao meu irméo Meu saldo com meu irméo: —2 reais
300 metros abaixo do nivel do mar Altitude: —300metros

Mencionei que temos também os numeros inteiros positivos e que, neste caso, ndo
precisamos utilizar o sinal “+” para caracteriza-los, pois estes niumeros coincidem com 0s

nimeros naturais, j conhecidos, por exemplo:
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Descrigéo da situagéo Notacao utilizada

5° C de temperatura Temperatura: 5°C

Equipe marcou 15 gols e sofreu 12 gols Saldo: 3 gols

Sobraram 2 reais Saldo:2 reais

300 metros acima do nivel do mar Altitude: + 300 metros ou 300 metros

Depois disso, tratei da representacdo dos nUmeros inteiros numa reta numeérica.
Desenhei uma reta orientada horizontal, marquei um ponto para localizar o niumero zero e
uma unidade de comprimento. Alertei que, para marcar 0s proximos ndmeros inteiros,
devemos manter a mesma unidade. Os alunos lembraram que a direita do zero localizamos os

inteiros positivos e & esquerda do zero, os inteiros negativos (Figura 14):

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 14

T
~

Lembrei aos alunos que poderiamos também colocar esta reta na vertical, sendo que é

comum estabelecer-se 0s nimeros positivos acima do zero e 0s negativos abaixo do zero.

Escrevi por extensdo o conjunto Z = {...,—4,—3,—2,—1, 0,123, 4} para representar o
conjunto dos numeros inteiros. Nesse momento, chamei a atencdo de que a adigdo envolvendo
nimeros naturais sempre resulta em um nimero natural. Mas, com a subtracdo ndo ocorre a
mesma coisa, como j& haviamos visto anteriormente (aulas dos dias 11/03 e 12/03) .
Perguntei: “O numero 3 é natural, o niUmero 5 também ¢é natural. O que podemos dizer da
diferenca (insisti no termo “diferenca” porque queria fixar essa nomenclatura) 3-5?" A
maior parte dos alunos respondeu “— 2”. Perguntei se “—2” é um nimero natural. Os alunos
responderam que ndo e conclui: “Portanto, nem sempre uma subtracdo envolvendo nimeros

naturais resulta em um ndmero natural”.

Perguntei aos alunos: “Em que condi¢des a diferenca entre dois nimeros naturais € um
nimero natural (questéo feita nas aulas dos dias 11/03 e 12/03)? Esta questéo foi respondida
rapidamente por diversos alunos: “E quando o nimero de cima é maior ou igual que o nimero
de baixo”, “é quando o minuendo € maior ou igual ao subtraendo”, foram respostas de varios
alunos. Questionei: “No conjunto dos naturais, a diferenca entre dois nimeros nem sempre é
um nimero natural, por exemplo, 3—5=-2. E no conjunto dos nimeros inteiros?” Vieram

vérias respostas, um pouco confusas, incompletas ou incorretas. Conclui, corrigindo,
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resumindo e organizando as respostas dos alunos, dizendo: “No conjunto dos nimeros
inteiros é sempre possivel efetuarmos subtracdes, pois o resultado serd ou um inteiro positivo,

ou um inteiro negativo ou zero”.

Procurando outra caracteristica que diferencia o conjunto dos naturais do conjunto dos
inteiros, perguntei: “Qual ndmero natural € o antecessor do zero?” Vérios alunos
responderam: “O zero ndo possui antecessor. SO se for um nimero negativo”. Escrevi no
quadro, por extensdo e de forma a obedecer a ordem, o conjunto dos numeros naturais

N= {0,1, 2,34, 5} e os alunos confirmaram que o zero ndo tem antecessor, ja que ele é o

menor nimero natural. Perguntei, entdo, se existia algum numero inteiro que ndo possui
antecessor. A maioria dos alunos respondeu que todos os inteiros possuem antecessor.
Indaguei como encontramos o antecessor de um nimero, ao que alguns responderam: “é s6
pegar 0 nimero que vem antes”. Procurei fazer com que eles melhorassem a resposta,
afirmando: “Entdo o 5 é antecessor do 9, pois 0 5 vem antes do 9”. Responderam: “N&o! O
antecessor do 9 € o 8”. Dando sequéncia, afirmei que no conjunto dos nimeros inteiros o
antecessor é aquele nimero que vem imediatamente antes do nimero considerado e pedi para
os alunos determinarem o antecessor de alguns ndmeros inteiros, tanto positivos como

negativos.

Para isso, desenhei novamente no quadro uma reta numérica marcando alguns pontos
nesta reta. Eu perguntei a turma que calculo deveria ser feito para se determinar o antecessor
de cada um dos numeros inteiros solicitados. Apos diversos exemplos, varios alunos
concluiram que bastava subtrair 1 do numero considerado. Repeti a pergunta feita
anteriormente: “Existe algum ndmero inteiro que ndo possui antecessor? Por qué?” Esperei
mais um tempo e, como ndo houve resposta, continuei: “J& sabemos que no conjunto dos
nameros inteiros sempre podemos subtrair que a diferenca serd um numero inteiro. Entdo, em
particular, se subtrairmos 1 de qualquer nimero inteiro, o resultado sera ainda um nimero

inteiro. Por isso é que todo inteiro tem um antecessor”.

Antes de revisar as operagdes, revisei a nocdo de médulo ou valor absoluto de um

namero inteiro. Alguns alunos afirmaram que o médulo de um namero inteiro é “o mesmo
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ndmero, s6 que sem o sinal” ’. Retomei, entdo, a interpretacdo geométrica de modulo como a

distancia do ponto que representa o nimero na reta numérica até o ponto marcado com o zero.

Aproveitei para lembrar o conceito de oposto ou simétrico de um numero inteiro.
Defini que dois inteiros diferentes sdo opostos ou simétricos quando tém o mesmo mddulo.
Usei esta maneira de definir por ser bem intuitiva, pois, considerando dois niimeros opostos
na reta numeérica, eles estdo em lados opostos da reta, mas a mesma distancia do zero. Mais
tarde, eu ampliaria este conceito, definindo o oposto de um nimero como sendo aquele

namero que ao ser somado com o outro resulta zero.

Para rever as operagdes com numeros inteiros, comegando com a adi¢do, procurei
trazer a ideia de lucro e prejuizo, apresentando diversos exemplos que os alunos resolviam.
Porém, para justificar posteriormente as propriedades da adicdo com inteiros, achei melhor
trabalhar a partir das regras tendo em vista ser este assunto de sexta série, além de ndo ser o

foco principal deste trabalho:

e Adigdo de numeros inteiros de mesmo sinal: somamos os mddulos dos nimeros,
permanecendo o sinal comum aos dois nimeros.
e Adicdo de numeros inteiros de sinais contrarios: subtraimos os moddulos dos

nameros (maior — menor), deixando o sinal do nimero com maior médulo.

Procurei justificar estas regras a partir dos significados de lucro e prejuizo, dizendo:
“quando somamos dois lucros, somamos 0s seus valores absolutos e continuamos com um
lucro; quando somamos dois prejuizos, somamos 0s seus valores absolutos e continuamos
com um prejuizo. Mas, quando somamos um lucro com um prejuizo, subtraimos o menor
mdédulo do maior mddulo e podemos ter um lucro, se 0 modulo do lucro for maior; ou um
prejuizo, quando o mddulo do prejuizo for maior”. Dei estas justificativas uma a uma,
relacionando-as as regras. Aparentemente, os alunos compreenderam estas ideias, pois

responderam bem a outros exemplos apresentados.

A subtracdo de numeros inteiros foi tratada simplesmente como sendo uma adicéo
pelo oposto. N&o fiquei muito tempo discutindo a subtracdo, apenas trabalhei alguns

exemplos.

" Essa afirmacdo nos permite conjecturar que o que ficou para os alunos do conceito de médulo foi uma a ideia
de que “basta tirar o sinal do nimero”, sem que tenha ficado, efetivamente, o conceito de médulo.
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Encerrei a aula com o exercicio a seguir para complementar alguns conceitos ainda
ndo revisados, tais como a comparagdo entre numeros inteiros (relagdo de ordem) e o
significado do simbolo — x. Escrevi um item de cada vez e os alunos respondiam oralmente,
enquanto eu fazia algumas consideracdes e correcdes. As questdes e as respectivas solucoes

feitas conjuntamente entre professor e alunos foram as seguintes:

Considere a reta numérica abaixo, onde estdo marcados alguns ndmeros inteiros
representados pelas letras x, y, w e z. Responda com V para verdadeiro ou com F para falso,

justificando sua resposta:

I
- 4
‘..-
"

"

() x éum ndmero negativo.
Falso, porque ele esté a direita do zero.
(' )y éumndamero positivo.

Verdadeiro, porque ele esta a direita do zero.
( Yw>z.

Para essa questdo, lembrei aos alunos que, se considerarmos uma reta numérica
horizontal, os nimeros a direita sdo sempre maiores do que 0s que estéo a esquerda. Assim, w
é menor do que z porque ele estd a esquerda do z. Portanto a afirmacao € falsa.

() Seadistancia de x até o zero é igual a distancia de z até o zero, entdo X e z s&0 opostos.

Verdadeiro, é esta a definicdo de opostos vista anteriormente.

( )x>z.

Verdadeiro, pois 0 x esti a direita do z. Apareceu também o seguinte argumento
genérico: “Verdadeiro, pois x é positivo e z é negativo e um positivo é sempre maior do que
um negativo”.

() —zénegativo.

Esta e a proxima questdo pretendiam chamar a atencdo dos alunos para que, ao
representarmos um ndmero inteiro com uma letra, o fato de ter um sinal negativo antes da
letra ndo significa necessariamente que o nimero € negativo. A afirmacéo é, portanto, falsa,
pois se 0 numero z é negativo, entdo —z é positivo. Aproveitei aqui também para indicar a
notacdo de oposto de um numero inteiro: “Se x € um nimero inteiro, entdo — x é seu oposto”.
() —wé positivo.

Verdadeiro, pois w é negativo e —w é oposto de w.
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Minha avaliacdo da aula:

Considerei que os objetivos programados para a aula foram atingidos. Porém, acho
que eu deveria ter utilizado mais aulas para essa revisdo, pois varios conceitos (médulo,
relacdo de ordem, oposto ou simétrico, regras das operacdes) tiveram que ser constantemente

retomados nas aulas posteriores.

Quando representei 0s numeros inteiros numa reta numérica, eu ja& poderia ter
aproveitado a reta dos naturais, caso essa ja houvesse sido trabalhada, como ponto de partida;

caso contrario, eu poderia té-la construido antes de abordar niumeros inteiros.

No ultimo exercicio, quando utilizo a reta numérica para determinar relacdo de ordem

nos inteiros, na verdade, eu ja estava utilizando a ordem para marcar 0s pontos na reta.

Além disso, aqui surge outra questdo delicada: o sinal “menos” que pode significar
uma subtragdo, o sinal de um nimero negativo ou o oposto de um nimero. Certamente, isso

deve ser uma das causas das dificuldades dos alunos com nlimeros inteiros.

4.2.14 Dia 22/04 — Comutatividade e Associatividade da Adigdo e da Multiplicagéo de
Numeros Inteiros

Objetivos:
e Rever as regras da multiplicagdo de nimeros inteiros envolvendo dois fatores.
e Justificar a propriedade comutativa e a propriedade associativa da adicdo e da

multiplicacdo de nimeros inteiros.

Roteiro de questdes:

Para esta aula, ndo foi elaborado um roteiro rigido de questdes para os alunos
trabalharem individualmente ou em grupos. Comegaremos revisando as regras da
multiplicacdo de nudmeros inteiros envolvendo dois fatores. A seguir, trabalharemos a
comutatividade da adi¢do de nimeros inteiros. Depois, mencionaremos, sem demonstrar, a
propriedade associativa da adi¢do de numeros inteiros, procurando convencer os alunos da
possibilidade de se justificar esta propriedade com o devido tempo e interesse. A seguir,
justificaremos a propriedade comutativa da multiplicacdo de nimeros inteiros. Por fim, a

associatividade da multiplicacdo de nimeros inteiros serd justificada.

Procedimentos:
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Aula expositiva em que professor e alunos retomam as regras da multiplicagdo de
nameros inteiros e procuram justificar as propriedades das operagBes com esses nimeros
utilizando resultados trabalhados em aulas anteriores (partindo de algumas hipoteses sobre as
parcelas e os fatores e utilizando a comutatividade da adi¢do e da multiplicacdo de nimeros
naturais). Conforme o desenrolar da aula, o professor oralmente convida os alunos a
participarem, questionando-os sobre alguns passos da argumentacéo, revendo conceitos que

estardo sendo utilizados e solicitando que refagcam sozinhos alguns argumentos.

Expectativas:

Espera-se, de inicio, alguma dificuldade no entendimento do assunto por parte dos
alunos, devido ndo s6 a generalidade dos argumentos, mas também, devido a falta de apoio
em material concreto ou contexto geométrico. No entanto, com o andamento da aula, espera-
se que os alunos comecem a acompanhar melhor os raciocinios, observando o seu

encadeamento desde as hipoteses iniciais até as conclusdes.

Relato da aula dia 22/04:

Comecei a aula retomando as propriedades da adi¢do e da multiplicacdo de nimeros
naturais. Lembrei também como haviamos chegado a estes resultados, apoiando-nos no
material concreto e no contexto geométrico. Porém, agora o contexto geométrico ndo seria util
para tratar dos nimeros inteiros, j& que ndo é natural representar comprimentos ou &reas
utilizando nimeros negativos. Futuramente (ensino medio), velocidade negativa terd a sua

devida interpretacéo.

Inicialmente, tratei da multiplicagdo de nimeros inteiros. Como hoje minha convicgao
sobre a introdugdo da multiplicacdo de numeros inteiros € diferente da que eu tinha, em
particular, quando o primeiro fator é negativo®, além de o assunto ser contetido de sexta série,
decidi aqui também s6 relembrar as regras da multiplicacdo. Assim, coloquei alguns exemplos
no quadro, os quais foram respondidos pelos alunos as vezes corretamente, outras,
incorretamente. Escrevi diretamente no quadro as regras para multiplicacdo envolvendo dois

fatores:

e Fatores de mesmo sinal: multiplicamos seus médulos e o resultado fica positivo.

e Fatores de sinais contrarios: multiplicamos seus modulos e o sinal fica negativo.

& Antes eu utilizava a propriedade comutativa para mostrar que o produto de negativo por positivo resulta em
negativo.
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Apos isso, revisamos as regras da adicdo, e passamos a tratar da comutatividade dessa
operacdo. A abordagem utilizada em aula para tratar da comutatividade da adigdo apoiou-se
no que ja conheciamos sobre as propriedades das operacbes com nldmeros naturais e nas
regras das operagcBes com numeros inteiros. Comecei, entdo, considerando dois nimeros
inteiros que fossem ndo-negativos. Perguntei aos alunos como podiamos representar estes
dois nimeros. Varios alunos responderam ao mesmo tempo: “Usando letras!”. Decidimos
representar estes nimeros com as letras a e b. Expliquei que escolnemos nimeros positivos
ou zero, pois, desta forma, trabalhar com a e b seria 0 mesmo que trabalhar com nimeros
naturais, com os quais ja estavamos familiarizados. Falei ainda que seria util considerar, por
exemplo, a maior ou igual a b. Assim, nossas hipdteses iniciais para o trabalho, escritas
simbolicamente, seriam a e b niimeros inteiros com a>0, b>0 e a>Db. Desta forma, os
simbolos —a e —b certamente representariam niimeros inteiros negativos ou zero e, como

|-a|=a, |-bj=b e a>h, teriamos que |-a|>|-b|. Os alunos participaram de toda esta

etapa, onde alertamos que os simbolos —a e —b s6 representam nimeros negativos porque
0s numeros a e b foram tomados positivos ou nulos desde o inicio. Passei, entdo, aos

raciocinios registrados aqui de forma simplificada:

1° caso - parcelas positivas:
Diretamente, temos que a+b =b+a, pois, pelas hipdteses iniciais, a e b sdo numeros
inteiros positivos ou zero, ou seja, a e b podem ser encarados como nimeros naturais, e ja

vimos que a adi¢éo de nimeros naturais é comutativa.
2° caso - parcelas com sinais diferentes

i) Modulo do positivo maior ou igual ao médulo do negativo:
Temos que a+(-b)=+(a-b). Da mesma forma, (-b)+a=+(a-b). Logo,
calculando a+(~b) ou (-b)+a, encontramos o mesmo resultado. Portanto,

a+(-b)=(-b)+a.

i) Mddulo do positivo menor ou igual ao médulo do negativo:
Temos que (—a)+b=-(a—b). De maneira andloga, b+(-a)=—(a—b). Logo,

(~a)+b=b+(-a).

3° caso - parcelas negativas:
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Temos (~a)+(~b)=—(a+b). Da mesma forma, (~b)+(-a)=—(b+a)=—(a+b).
Logo, (—a)+(~b)=(~b)+(~a).

Salientei aos alunos que, como esgotamos todas as possibilidades de adi¢Ges de duas
parcelas envolvendo ndmeros inteiros e, em todos o0s casos, observamos que vale a

propriedade comutativa, entdo esta garantida a comutatividade da adicdo de nimeros inteiros.

Durante a exposicdo do assunto, cada passo era justificado apoiando-se nos resultados
trabalhados anteriormente. Houve diversas retomadas de raciocinios. Em cada caso era
chamada a atenc¢do dos alunos para o fato de que, como agora as letras a e b representavam
ndmeros inteiros ndo-negativos, entdo os simbolos —a e —b representavam, com certeza,

nameros inteiros negativos ou zero.

Quanto a associatividade da adicdo de numeros inteiros, decidi ndo justifica-la, devido
ao grande nimero de casos que deveriamos considerar e ao tempo que teria que dispor para
isso. Pensei em talvez mostrar um ou dois casos, mas terminei optando por néo fazé-lo, até
mesmo por ndo me sentir suficientemente seguro para tal naquele momento. Apresentei entéo
alguns exemplos particulares, apenas a titulo de ilustracdo, no que fui acompanhado pelos
alunos. Combinei que este seria um dos resultados que ndo justificariamos em aula.
Finalmente, ficamos com o seguinte resultado: se a, b e ¢ representam numeros inteiros
quaisquer, onde as mesmas letras, que antes eram sd naturais, sdo talvez negativos, entdo

(a+b)+c=a+(b+c).

A comutatividade da multiplicagdo de nameros inteiros, envolvendo dois fatores,
decorreu de forma semelhante & adi¢cdo. Novamente, considerei a e b ndo-negativos (os alunos
concordaram em continuar utilizando as mesmas letras), de modo a serem encarados como
nimeros naturais. Assim, novamente, os simbolos —a e —b representariam ndmeros
negativos ou zero. No caso da multiplicacdo, ndo importava qual dos dois fatores seria o
maior, pois ndo necessitamos da nogdo de ordem para se efetuar uma multiplicacdo através

das regras. O procedimento adotado foi o seguinte:

1° caso — fatores positivos:
Diretamente, temos que a-b=Db-a, pois, pelas hipdteses iniciais, a e b podem ser
encarados como nUmeros naturais e j& sabemos que a multiplicacdo de nimeros naturais é

comutativa.
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2° caso — fatores negativos:
Pela regra da multiplicagdo de numeros inteiros de mesmo sinal temos que

(-a)-(-b)=+(a-b). De forma andloga e pela comutatividade justificada no 1° caso,
(~b)-(~a)=+(b-a)=+(ab). Logo, (~a)-(~b)=(~b)-(-a).

3° caso — fatores de sinais diferentes:
Pela regra da multiplicagdo de nimeros inteiros de sinais diferentes, multiplicamos os

modulos dos ndmeros e o produto fica negativo, ou seja, a-(-b)=—(a-b). Como a-b é
positivo ou zero, entdo, seguramente —(a-b) é negativo ou zero. Da mesma forma,
(-b)-a=—(b-a)=—(a-b), pela mesma regra anterior e pela comutatividade da multiplicag&o
de nGmeros inteiros positivos, ja justificada no 1° caso. Logo, a-(-b)=(-b)-a.

Analogamente, —a-b=b-(-a).
Mostramos, assim, que vale a comutatividade da multiplicacdo de nimeros inteiros.

Notei que, para justificar a comutatividade da multiplicagéo, os alunos interagiram
mais. Talvez por terem j& compreendido melhor a argumentacdo utilizada, ou porque a

multiplicacdo ndo envolve a no¢éo de mddulo, ou por ambas.

Resolvi ndo tratar a associatividade da multiplicagdo de nimeros inteiros nesta aula,
pois esta envolvia oito casos a serem considerados. Apenas deixei como atividade para casa
que os alunos tentassem verificar se a multiplicacdo de inteiros é ou ndo associativa. Para isso,

mostrei um dos possiveis casos, a fim de que os alunos tivessem um exemplo.

Minha avaliacdo da aula:

Acho que o tempo para a abordagem destas propriedades foi suficiente, considerando
que a associatividade da adicdo tenha sido apresentada “por decreto”. Os alunos, em geral,
acompanharam os raciocinios e pediam para que eu retomasse algum ponto que ndo haviam
compreendido. Houve alunos que se destacaram na participagdo, impacientando-se quando
colegas faziam perguntas que consideravam Obvias. Conflitos deste tipo tem sido rotina
durante as aulas, sem que eu tenha conseguido, até 0 momento, encontrar uma estratégia para

amenizar os desequilibrios em sala de aula.

Talvez, eu pudesse ter encontrado uma forma de ilustrar concretamente as operacoes
envolvendo nimeros inteiros. Contudo, ndo era minha intengdo me concentrar no resgate das

operacbes envolvendo ndmeros inteiros e sim nas justificativas das propriedades destas
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operacbes. Além do mais, achei que esta seria uma Otima oportunidade de fazer uso
significativo das letras para representar nimeros, familiarizando os alunos com o uso das
mesmas, além de uma chance imperdivel de mostrar a eles raciocinios matematicos com o uso

ferramentas algébricas.

O fato de eu ter utilizado os simbolos —a e —b para representar nimeros negativos
poderia ter reforcado o vicio de imaginar que essas expressdes representam sempre nimeros
negativos. No entanto, durante a aula, eu sempre alertava que tais simbolos so representavam
nimeros negativos porque a e b foram tomados positivos ou nulos desde o inicio da
argumentagdo. Os alunos compreenderam bem essa passagem. Ou pelo menos eu imaginei
isso até o resultado da avaliagdo de 20/05/2008, a qual demonstrou que os alunos
permaneceram com a ideia de que o simbolo —x significa um nimero negativo. Devido a
isso, torna-se necessario encontrar outra abordagem para justificar as propriedades da

multiplicacdo de inteiros, a fim de ndo reforcar o vicio aqui atestado.

4.2.15 Dia 23/04 — Associatividade da Multiplicacdo de NUmeros Inteiros

Objetivos:

e Justificar a propriedade associativa da multiplicagdo de nimeros inteiros.

Roteiro de questdes:

Néo foi elaborado um roteiro rigido de questdes para esta aula. Pretendemos trabalhar
a propriedade associativa da multiplicagdo de nUmeros inteiros, partindo de algumas
hipoteses sobre os fatores e utilizando o fato de que ndo sdo necessérios parénteses para
indicar quais fatores multiplicamos primeiro em uma multiplicagdo com trés fatores
envolvendo niimeros naturais, conforme ja haviamos visto na aula do dia 25/03 — 1% parte. As
questdes serdo feitas aos alunos na medida em que o assunto for sendo trabalhado,

chamando-os a participar da argumentagéo.

Procedimentos:

Aula expositiva em que professor e alunos procuram justificar a propriedade
associativa da multiplicacdo de nimeros inteiros. Conforme o desenrolar da aula, o professor
oralmente convida os alunos a participarem, questionando-0os sobre alguns passos da
argumentagédo, revendo conceitos que estardo sendo utilizados e solicitando que refacam

sozinhos alguns argumentos.
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Expectativas:
Espera-se que os alunos demonstrem melhor desenvoltura e entendimento do assunto
da aula devido as suas experiéncias em aulas anteriores. Espera-se uma participagdo maior

dos alunos na atividade.

Relato da aula do dia 23/04:

Rapidamente, revisei a aula anterior mencionando as propriedades das operacdes la
trabalhadas. Questionei se alguém havia conseguido fazer a atividade solicitada para casa,
qual seja, a tentativa de justificar a propriedade associativa da multiplicagdo de numeros
inteiros. De fato, alguns alunos tentaram realizar a tarefa, mas ndo conseguiram justificar
todos os casos. Na verdade, ndo conseguiram listar todos 0s casos possiveis de se considerar.
Além disso, em alguns dos casos verificados pelos alunos havia lacunas nos raciocinios,
saltos muito bruscos entre os argumentos. Isto era de se esperar, devido & pouca experiéncia

dos alunos com este tipo de atividade.

Resumi o que pretendiamos fazer nessa aula: “Queremos garantir que sempre teremos
(a-b)-c=a-(b-c), ndo importando quais sejam os nimeros inteiros a, b e ¢.” A ideia foi
novamente dividir em casos. Agrupei 0Ss casos segundo as seguintes possibilidades, sempre

com a participagéo dos alunos, como abaixo:

Primenro Segundo Tercemo Primeiro Segundo Tercemro
fator fator fator fator fator fator
r - r
+ [ +
+ 4 + 4
w - L -
+ 5 — 4
r r
+ +
— — 4
L L — L L —_

Comecei, como das outras vezes, considerando trés nimeros inteiros a>0, b>0 e
c>0. Pela maneira que acompanhavam e participavam da aula, percebi que os alunos
compreenderam bem que os simbolos —a, —b e —c representavam nimeros negativos ou

zero, mas que isso poderia ser diferente, por exemplo, quando os nimeros a, b ou ¢ sdo

negativos. Comegamos, entéo, a detalhar os casos:
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1° caso: [(+)-(+)]- (+)
Neste caso, a, b e ¢, podem ser interpretados como nimeros naturais, para 0s quais a

associatividade da multiplicagdo ja esta garantida, conforme vimos anteriormente (aula do dia
19/03). Logo, (a-b)-c=a-(b-c).

Para efetuar os proximos casos, foi necessario esclarecer aos alunos que o simbolo
a-b poderia representar tanto a multiplicacdo de a com b como o produto, isto é, o resultado
da multiplicacdo de a com b. Em outras palavras, combinei com os alunos que o simbolo a-b
representaria, num momento, a multiplicacdo entre dois ndmeros, noutro momento, 0
resultado daquela multiplicacdo. Pela forma como acompanharam o0s argumentos e
justificativas, posso considerar que os alunos compreenderam, pelo menos naquele momento,
quando eu me referia ao simbolo a-b como uma multiplicacdo e quando eu me referia como

um ndmero.

Como eu ndo havia mencionado antes, os alunos tiveram que aceitar sem maiores
justificativas o fechamento do conjunto dos numeros inteiros para a multiplicagdo. Esta
dificuldade passou despercebida por mim durante o planejamento da atividade, tendo sido
sentida somente no momento em que me deparei com ela durante a resolugdo do segundo

Caso.

20 caso: [(+)-(+)]- (=)

Pretendemos mostrar que [(a): (b)]-(~¢)=a-[(b)-(~c)]. Inicialmente, temos
[(@)-()]-(~c)=[(a-b)]-(~c)=-{(a-b)-c]=-[a-b-c].
De forma analoga,
a:[(b)(~c)]=a-[-(b-c)]=-{a-(b-c)]=-[a-b-c].
Concluimos que [(a)- (b)]-(~c)=a-[(b)- (-¢)].

3 caso: () (-] (+)

Queremos garantir que vale a igualdade [(a)-(~b)]-c = a-[(-b)-c]. Temos que

(@)-(-b)]-c=[-(a-b)]-c={(a-b)-c]=-{a-b-c].

Por outro lado,
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a:[(=b)-(c)]=a:[-(b-c)]=-[a-(b-c)]=-[a-b-c].
Portanto, [(a)-(-b)]-c=a-[(-b)-c].

A partir daqui, os alunos comecaram a perceber que sempre daria como resultado o
produto [a-b . c], acompanhado do sinal positivo ou negativo, dependendo dos sinais de cada

fator.

Continuamos a realizar a verificacdo da associatividade, s6 que agora observando
apenas o sinal dos produtos, ndo mais nos concentrando nas letras. Apds efetuarmos a
verificacdo de todas as possibilidades de multiplicagdes envolvendo trés fatores, concluimos

que a multiplicacdo de nimeros inteiros é associativa.

Minha avaliacdo da aula:
Considero que os objetivos da aula foram alcangados, pois os alunos, em geral,
acompanharam a argumentacdo. Mesmo os alunos que pouco participavam faziam perguntas

quando ndo compreendiam alguma passagem.

Também pareceram entender, sem a necessidade de muitas explicagcdes, o motivo de
eu ter comecgado considerando a, b e ¢ nimeros inteiros ndo-negativos, qual seja, para ter um
resultado j& conhecido por onde comecar a argumentacdo. No entanto, o caso em que algum
dos fatores é igual a zero poderia ter sido considerado logo no inicio, antes mesmo de nos

preocuparmos com o sinal do produto. Isso diminuiria a quantidade de hipéteses iniciais.

Também, poderiamos ter combinado desde o inicio que a multiplicagdo envolvendo os
trés fatores sempre resultaria o produto [a-b . c], acompanhado do sinal positivo ou negativo,

dependendo dos sinais de cada fator.

Além disso, eu poderia ter convencionado a-b ou axb para representar a
multiplicacdo de dois numeros inteiros e ab para representar o produto (resultado da

operacéo).

4.2.16 Dias 24/04 e 29/04 - Distributividade da Multiplicacdo de NUmeros Inteiros

Objetivos:

o Justificar a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a adi¢&o envolvendo
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ndmeros inteiros.

Roteiro de questdes:

Néo foi elaborado um roteiro rigido de questdes para esta aula. Pretendemos trabalhar
a propriedade distributiva da multiplicacdo em relagéo a adicdo de nimeros inteiros, partindo
de algumas hipdteses iniciais. Cada resultado apoiar-se-4 em outros resultados jé trabalhados
em aula através de um encadeamento de argumentos até as conclusdes. As perguntas serdo
feitas aos alunos na medida em que o assunto for sendo trabalhado, chamando-os a participar

da argumentagao.

Procedimentos:

Aula expositiva em que professor e alunos procuram justificar a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicéo de nameros. Conforme o desenrolar da aula,
o0 professor oralmente convida os alunos a participarem, questionando-os sobre alguns passos
da argumentagéo, revendo conceitos que estardo sendo utilizados e solicitando que refagam

sozinhos alguns argumentos.

Expectativas:

Espera-se para a distributividade que os alunos tenham mais dificuldade do que nos
casos anteriores, ja que aqui combinamos as operacdes de multiplicacéo e adicdo de nimeros
inteiros, sendo necessario utilizar as regras destas duas operagdes. Espera-se alguma confusio

com as “regras de sinais”. Mas, quanto & estratégia utilizada, espera-se que os alunos

acompanhem bem devido a similaridade com o que foi feito nas aulas anteriores.

Relato da aula do dia 24/04:
Comecei a aula revisando a propriedade distributiva da multiplicagcdo envolvendo

nimeros naturais e recordando o uso do contexto geométrico para justificar esta propriedade.

Perguntei aos alunos se agora, considerando nimeros inteiros, poderiamos utilizar o
contexto geométrico novamente. Os alunos responderam que sim. Pedi, entdo, para eles
darem um exemplo de configuracdo geométrica (retangular especificamente) em que
pudéssemos contar um nimero negativo de pontos ou um comprimento expresso por um
nimero negativo. Os alunos ndo conseguiram encontrar uma situacdo em que ocorressem oS
nimeros negativos. Falei entdo que, como ndo fomos capazes de encontrar uma situagdo em
que pudessemos utilizar o contexto geométrico para tratar de nimeros inteiros negativos,

também aqui utilizariamos a estratégia de dividir em casos conforme a combinacdo de sinais
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positivos e negativos, e que usariamos novamente as regras das operagdes com numeros

inteiros. Juntos, determinamos todos 0s casos possiveis, como segue:

Como das outras vezes, considerei trés nimeros inteiros a, b e ¢, de modo que a >0,
b>0, c>0 e a>b>c. Comentei com os alunos que agora seria importante introduzir
ordem entre 0s nimeros inteiros a, b e c, relembrando que, para efetuarmos adicBes de
nameros inteiros a partir das regras da adi¢do, precisamos saber qual nimero tem maior
maddulo. Desta forma, ficamos com —a, —b e —c representando nimeros negativos e com

a-b>a-ce—-a-b<-a-c.

Para justificar que a-b>a-c e —a-b<-a-c, procedi da seguinte maneira: primeiro,
verificamos alguns exemplos particulares para que os alunos compreendessem o que estava
sendo exposto. Depois, utilizei a ideia da balanca de dois pratos, a partir dos mesmos
exemplos anteriores com a > 0. Por Gltimo, tratei do caso mais geral, ou seja, 0s nimeros
inteiros b>0 e ¢>0, com b >c, podem ser considerados “pesos” em uma balanca de dois

pratos. Como b > ¢, teremos a situagéo ilustrada na Figura 15.

Agora, acrescentando um nimero de “pesos” iguais a ¢ no prato esquerdo da balanca e
0 mesmo numero de “pesos” iguais a b no prato direito (Figura 16), o desequilibrio se
mantém (mais acentuado agora). Ou seja, se representarmos o numero igual de “pesos”
acrescentados nos dois lados da balanca por a > 0, teremos que a-b >a-c (Figura 17). Apos

isso, verificamos mais alguns exemplos particulares, para tornar mais claro o argumento geral.

c+e++e a-c
[
Figura 15 Figura 16 Figura 17

A seguir, discutimos a viabilidade do uso da balanca para o caso em que a < 0 através
de alguns exemplos particulares. Percebemos que a ideia de adicionar um nimero negativo de

“pesos” ndo fazia sentido, concretamente falando. Sendo assim, tratei do caso —a-b<-a-c

resumidamente da seguinte forma: |-a-b|=|-(a-bj=a-b e |-a-c/=|-(a:c|=a-c. A
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primeira igualdade em cada caso, justificada pela regra da multiplicacdo de nimeros inteiros
de sinais diferentes e a segunda pelo fato de que o modulo é a distdncia do ndmero
considerado até o zero, a qual é sempre positiva. Mas, a-b, que € o mddulo de —a-b é maior
ou igual a a-c, que é o modulo de —a-c. Simbolicamente, |-a-bj=a-b>a-c=|-a-ce,
como nos inteiros negativos quanto maior é o médulo, menor € o nimero, pois estd mais
afastado do zero, temos que —a-b<-a-c. Obviamente, o que foi exposto aqui é uma
simplificagdo do que realmente ocorreu em sala de aula. A desigualdade (*) ndo foi escrita
como aqui, mas desenvolvida passo a passo e ndo na mesma linha. Diversas vezes eu tive que

retomar algum ponto ou até mesmo o argumento todo, até que tivesse ficado bem claro para a

turma.

Apobs estas consideragdes, iniciei a justificativa, questionando e solicitando o

acompanhamento dos alunos em cada passo.

19 caso: (+)-[(+)+(+)]
Queremos garantir que a-(b+c)=a-b+a-c. Neste caso, a, b e c, podem ser

interpretados como niimeros naturais, para os quais a distributividade j4 foi discutida na turma

e, portanto, esta garantida. Logo, a-(b+c)=a-b+a-c.

2° caso: (+)-[(+)+(-)]

Queremos garantir que a-[b+(-c)]=a-b+a-(-c). Pela regra da adigio de nimeros
inteiros de sinais diferentes, com b>c, temos a-[b+(~c)|=a-(b-c). Além disso, b—c &
um ndmero natural, pois b>c. Como a propriedade distributiva também vale para a
subtragdo de naturais, temos a-[b+(-c)]=a-(b—-c)=a-b—a-c. Agora, calculando
a-b+a-(-c), observamos que a-b+a-(-c)=a-b+[-(a-c)]=a-b—a-c. Na primeira
igualdade, utilizamos a regra da multiplicacdo de nimeros inteiros com sinais diferentes e, na

segunda igualdade, a regra da adi¢do de numeros inteiros com sinais diferentes e o fato de que

la-b|>a-c|. Portanto, a-[b+(~c)]=a-b+a-(-c).

3° caso: (+)-[(-)+(+)]
Queremos mostrar que vale a igualdade a-[(~b)+c]=a-(~b)+a-c. Pela regra da

adicio de nlmeros inteiros de sinais diferentes, com |-b|>|c[, temos que

a-[(-b)+c]=a-[-(b-c)]. Além disso, pela regra da multiplicagdo de nimeros inteiros de
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sinais diferentes a-[-(b—c)]=—[a-(b—c)]. Mas, como b—c é um nimero natural, ento
~[a-(b-c)]=-{a-b—a-c]. Portanto, a-[-(b)+c]=—]a-b-a-c]. Agora, calculando
a-(~b)+a-c, temos que a-(-b)+a-c=—(a-b)+a-c=—(a-b—a-c), pela regra da adigéo
de numeros inteiros de sinais diferentes, com |—(a . b)| >|a-c[. Portanto,

a-[(-b)+c]=a-(-b)+a-c.

4° caso: (+)-[(-)+(-)]

Queremos mostrar que a-[(-b)+(-c)]=a-(~b)+a-(-c). Inicialmente, temos
a-[(-b)+(-c)]=a-[-(b+c)]. Além disso, a-[-(b+c)]=-[a-(b+c)]=-[a-b+a-c]. Logo,
a-[(-b)+(-c)]=—(a-b+a-c). Mas, a-(-b)+a-(-c)=—(a-b)+[-(a-c)]=—(a-b+a-c).

+a-(-

).

Deixei 0s proximos quatro casos para os alunos tentarem resolver em casa, 0s quais

Portanto, concluimos que a-[(~b)+(-c)]=a-(~b)+a-

seriam corrigidos na proxima aula.

Minha avaliacdo da aula:

Em geral, os alunos acompanharam os argumentos satisfatoriamente. Por diversas
vezes, alguns se atrapalhavam em algum ponto, entdo eu recomegava aquela parte do
argumento que ndo estava bem entendida, o que é perfeitamente compreensivel haja vista o

simbolismo algébrico empregado.

Novamente os alunos, em geral, ndo tiveram problemas com o argumento em si. Suas
dificuldades pairavam sobre qual sinal deveria ter o resultado das operagfes. Isso pode
significar que as operacdes com nimeros inteiros ndo estdo consolidadas, nem apelando para
interpretagdes possiveis para as operagdes com numeros inteiros, nem apelando para as regras

destas operagoes.

Relato da aula do dia 29/04:

Comecei a aula, verificando quem havia tentado justificar os quatro casos que
faltavam para a distributividade. Varios alunos haviam trabalhado nisso em casa, mas henhum
deles conseguiu completar de maneira satisfatoria todos os casos. Sempre ficava alguma coisa
faltando ou havia algum erro ou o salto de um argumento para o outro era muito brusco.
Elogiei os alunos por terem se interessado em tentar completar a atividade e convidei-os a
fazermos juntos, eu escrevendo no quadro e orientando-0s em caso de erros ou dificuldades, e

eles me dizendo o que eu deveria fazer. Neste processo, a participagdo dos alunos, de uma
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maneira geral, foi muito ativa. No entanto, eu ndo conseguia trazer para a discussdo aqueles
alunos que ndo participavam. Eu perguntava a turma o que eu deveria fazer em cada passo da
justificativa e os alunos descreviam os resultados de cada passo. Diversas vezes ocorreram

discussoes entre eles, cada um procurando convencer o colega da corregdo do seu argumento.

Havia algum tempo ainda e resolvi adiantar o que seria a proxima aula, escrevendo no
quadro as questdes que os alunos deveriam trabalhar em duplas. Estas questdes referiam-se a
escrita algebrica, traduzindo frases em lingua materna para a linguagem algébrica, e outras

questdes de carater generico.

Minha avaliacdo da aula:
Com essa aula, terminamos a abordagem das propriedades das operagdes com
nimeros inteiros que eu havia me proposto a fazer. Mais tarde, faremos 0 mesmo com o0s

ndmeros racionais.

Fiquei muito satisfeito com as discussdes entre os alunos, mas também apreensivo por
ter alguns alunos que néo participavam. Pior, passei a perceber que estes alunos ndo estavam
conseguindo acompanhar as aulas de maneira satisfatoria, pois somente agora eu conseguira

corrigir a avaliacdo do dia 15/04/08.

4.2.17 Dia 30/04 — Escrita Matematica

Objetivos:
e Revisar conceitos de sucessor, antecessor, dobro, triplo, quadrado, cubo e suas
respectivas representacdes algébricas.
e Traduzir para a linguagem algébrica sentencas escritas ou faladas em lingua materna,

envolvendo os conceitos mencionados acima.

Roteiro de questdes:
1. Responda as seguintes questdes sobre nimeros inteiros:
a. Existe algum nmero inteiro que ndo possui sucessor? Se existir, qual é esse nimero?
b. Como podemos representar o sucessor do nimero inteiro n?
c. Existe algum ndmero inteiro tal que seu antecessor ndo € um ndmero inteiro? Se
existir, qual é esse nimero?

d. Como podemos representar o antecessor do numero inteiro m?
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2. Associe cada frase a sua escrita matematica:

(A) O dobro de um niimero.
(B) O triplo de um niimero. X2 +y?
(C) O quadrado de um ndmero. 2-(p+1)
(D) O cubo de um nimero.

(E) O dobro do sucessor de um nimero.

(F) O dobro do antecessor de um nimero.

(G) O quadrado da diferenca de dois nimeros.
(H) A soma dos quadrados de dois nimeros.

(1) O quadrado da soma de dois nimeros.

e N e NI N e e T U e N SN
N = = = = N N N N
w

(J) A diferenca dos quadrados de dois nimeros.

Procedimentos:
Em duplas ou trios os alunos respondem as questdes e cada dupla ou trio entrega uma
folha com as respostas. Como j4 tiveram algum tempo para pensar a respeito das questdes, as

mesmas serdo corrigidas ainda nesta aula.

Expectativas:

Espera-se que os alunos tenham uma boa desenvoltura nesta atividade, pois com a
maioria destes alunos, o assunto foi trabalhado na sexta série. Podem, porém, apresentar
alguma dificuldade, por exemplo, com as sentencas “a diferenca dos quadrados” e “o

quadrado da diferenca”.

Relato da aula do dia 30/04:

Iniciei a aula, organizando os grupos para o trabalho. Os alunos j& haviam copiado as
questdes na aula passada e alguns deles j& haviam respondido em casa. Em geral, os alunos
acharam a atividade muito facil, principalmente a questdo (2), pois a tradugdo das sentencas
para a linguagem algébrica j& estava dada no exercicio. Isso indicou que deveriamos ter dado

mais opg¢Bes na coluna da direita para que ndo ficasse um exercicio de exclusdo.

Analisando as respostas dos alunos, dois trios ndo apresentaram os resultados

esperadas. Para as questdes (1a) e (1b), responderam que o numero inteiro 1 ndo possui
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sucessor e, ainda, responderam que o sucessor do nimero inteiro n é dado pela divisdo de n
por 2 tendo como resto o zero. Para as questdes (1c) e (1d), responderam que o zero ndo tem
antecessor e que o antecessor do inteiro n é dado pela divisdo de n por 3, restando 1.
Certamente os dois grupos copiaram as respostas um do outro e mostraram n&o ter tido uma
compreensdo do conceito de sucessor e antecessor ou fizeram uma confuséo entre estes
conceitos e os de par e impar. Além disso, parecem ndo ter compreendido algumas diferencas
entre 0S nUmeros naturais e 0s nimeros inteiros, quando responderam que, no conjunto dos
nameros inteiros, o zero ndo tem antecessor. Também revelam pouca habilidade l6gica ou
pouca desenvoltura com o pensamento genérico, quando primeiro afirmam que o 1 ndo tem
sucessor e depois tentam, genericamente, representar o sucessor de um ndmero inteiro n. O
mesmo para 0 caso do antecessor, quando afirmam que 0 zero ndo tem antecessor e depois

tentam escrever genericamente como seria 0 antecessor de um inteiro m.

Durante a correcdo destas questdes, procurei destacar algumas caracteristicas que
diferenciavam o0s naturais dos inteiros. Argumentei que sempre existem 0 antecessor e 0
sucessor de um numero inteiro, pois ao somarmos 1 a um inteiro ou subtrairmos 1 de um
inteiro, o resultado ainda é um inteiro. Destaquei que as operagdes de somar 1 ou subtrair 1
possuem a mesma representacdo que no conjunto dos nimeros naturais, s6 que agora as letras
representam numeros inteiros. Os componentes destes dois grupos afirmaram ter

compreendido os erros que haviam cometido.

Outro grupo também apresentou problemas nas respostas da questdo (1). Porém,
parecem ser apenas dificuldades para expor seu pensamento por escrito (0 que compromete
bastante seu trabalho). Por exemplo, para a questdo (1a) respondeu: “N&o, pois Todos 0s
nimeros inteiros existem sucessores”. E na questdo (2a): “N&o existe. Todos tem nimeros
inteiros”. Quando perguntei a um dos componentes do grupo o que ele estava tentando dizer,

ficou claro que seu raciocinio estava correto.

Para a questdo (2), apenas os dois primeiros grupos mencionados anteriormente
cometeram erros. Confundiram a representag¢do do quadrado de um ndmero com o dobro do
sucessor e vice-versa; também trocaram o quadrado da soma com o dobro do antecessor e este

com o quadrado da diferenca.

Durante a correcdo, procurei fazer a traducdo das sentengas passo a passo. Por
exemplo, no caso do dobro do sucessor, comecei perguntando como podemos representar um

namero inteiro, ao que os alunos responderam “usando uma letra”. Resolvi usar a letra p, para
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ndo ficarmos apenas com o x. Depois perguntei: “Como representamos 0 sucessor desse

namero?” “p+1”, responderam vérios alunos. Continuei: “Agora, temos que se p € um
namero inteiro, p+1 também é um nimero inteiro. Como podemos representar o dobro desse
novo nimero?” Os alunos responderam: “Fazendo duas vezes p+1”. Entdo, escrevi no
quadro 2-p+1, ao que varios alunos corrigiram dizendo que o p+1 deveria estar entre

parénteses. Mencionei que o uso dos parénteses serve para indicarmos que estamos

considerando o dobro do nimero p+1 e ndo apenas o dobro do ndmero p, dando um
exemplo numérico. Aproveitei também para esclarecer que o resultado 2- p+1 representa a

sentenca “o sucessor do dobro de um nimero”. As demais questdes seguiram o mesmo tipo de

encaminhamento.

Minha avaliacdo da aula:

Foi surpresa, para mim, o fato de haver alunos que ndo compreenderam 0s conceitos
de sucessor e antecessor ou que tenham confundido estes conceitos com os de par e impar,
apods estes conceitos terem sido trabalhados durante algum tempo enquanto tratdvamos dos

ndmeros naturais.

Quanto as dificuldades com a traducdo de sentencas em lingua materna para a
linguagem algébrica, eu esperava que os alunos tivessem dificuldades, mas estas s6 foram

reveladas por dois grupos.

Apos a corregdo do exercicio (2), dei-me conta de que seria Util darmos mais opgdes
na coluna da direita deste exercicio. Assim, depois de encerradas as associa¢des, sobrariam
algumas expressdes ndo relacionadas e, entdo, poderiamos fazer o contrario, isto é, a partir
das sentencas escritas em linguagem matematica, perguntarmos o que representam estas

sentencas em lingua materna. Os alunos teriam entdo que fazer o caminho inverso. Por

. . . . N . ...n
exemplo, poderiamos incluir as seguintes expressdes na coluna da direita: > % 2-k+1,

2-w-1.

Também poderia ter mostrado a diferenca entre as expressdes 2-p+1 e 2-(p+1),

utilizando a propriedade distributiva no segundo caso, ficando claro que as duas expressdes

sdo distintas.
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4.2.18 Dias 06/05 e 07/05 — Operagdes e Propriedades em Z e Escrita Algébrica

Objetivos:
e Retomar e aprofundar os conceitos trabalhados até o momento relativos ao campo
numérico dos inteiros.
e Aplicar conscientemente as propriedades das operagdes em Z.

e Permitir ao aluno um contato maior com a linguagem algébrica, na qual as letras
representam numeros inteiros.

e Calcular o valor de expressées numéricas provenientes de expressées algébricas®.

Roteiro de questdes:
1. A soma das idades de dois irm&os é 35 anos. Daqui a cinco anos, qual serd a soma de suas
idades? Justifique.
2. Se, na questdo (1), chamarmos a idade de um dos irmdos de m e a idade do outro irmé&o de
n, resolva o mesmo problema, agora com o uso de letras.
3. A diferenca entre as idades de dois irméos é de cinco anos. Daqui a sete anos, qual seréd a
diferenca entre as idades dos dois irmaos?
4. Se, na questdo (3), chamarmos a idade de um dos irmdos de a e a idade do outro irmé&o de
b, resolva o mesmo problema, agora com o uso de letras.
5. Considere a multiplicagdo de dois nimeros inteiros x e y.
a) Como podemos representar o produto (resultado da multiplicacdo) destes dois
nameros, se ndo conhecemos os valores de x e y?
b) Como podemos representar o triplo do nimero x? E o quédruplo do nimero y?
c) Como podemos representar o produto do triplo de x com o quédruplo de y?
6. Considere a multiplicacdo de dois nimeros inteiros, digamos u e v.
a) Se somarmos trés ao segundo fator, v, e multiplicarmos novamente, como podemos
representar este novo produto?
b) Qual sera a diferenga (resultado da subtracéo) entre esse resultado e o anterior?
c) Confirme sua conclusdo com os seguintes exemplos: u =2 ev=5u=-3ev =2,

u=4ev=-5u=-2ev=-1.

% Este dltimo objetivo é contelido trabalhado correntemente na sétima série sob o titulo “Valor Numérico de uma
Expressao Algébrica”. Optamos por manter em sala de aula esta nomenclatura, mas reconhecemos que pode ser
mal interpretada por parte dos alunos (principalmente por sua tendéncia em procurar sempre uma resposta
numeérica para questdes em Matematica) e recomendamos que esta forma de se expressar seja evitada.
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7. Considere a multiplicagdo de dois nimeros inteiros, digamos p € g.
a) Se somarmos trés ao primeiro fator, p, e multiplicarmos novamente, como podemos
representar este novo produto?
b) Qual sera a diferenca (resultado da subtracéo) entre esse resultado e o anterior?
c) Confirme sua concluséo com os seguintes exemplos: p=2eq=5,p=-3eq =2,

p:4eq:_5,p:_2eq:_1_

8. Seja x um nimero inteiro negativo. Nestas condi¢des responda:
a) x" E positivo ou negativo? Justifique.
b) x™™"E positivo ou negativo? Justifique.
9. Observe as seguintes igualdades envolvendo trés nimeros inteiros consecutivos:

(43,2 £e)-C2)

— -3 =

(4,5, 6) —

(22,23,24) —  23-

Identifique um padrdo e a seguir responda: Seré que o padréo que vocé intuiu vale para
todos os numeros inteiros? Como vocé pode garantir isso?

10.  Quantos e quais sdo 0s nimeros inteiros x tais que:
a) [x|-=s
b) |X|<s
c) |X|>s

OBS.: 0 simbolo | | denota o médulo ou valor absoluto de um nlmero.

Procedimentos:

A atividade esta prevista para ser realizada em duas aulas. A turma sera dividida em
grupos de dois ou trés alunos. Sera entregue aos grupos uma folha com as questfes. O
professor acompanhara o trabalho dos grupos, dando sugestfes e esclarecendo enunciados de
algumas questdes. No caso em que mais de um grupo tenha ddvidas em alguma questdo, o

professor daréd os esclarecimentos para o grande grupo.

Expectativas:




172

Espera-se que os alunos demonstrem autonomia na realizagdo do trabalho. Como
primeira atividade desse tipo, envolvendo escrita algébrica e propriedades das operacdes,
espera-se alguma dificuldade dos alunos em escrever as respostas corretamente, utilizando as
propriedades das operacGes em Z. Esperam-se, também, dificuldades para compreender os

enunciados das questdes (6), (7) e (9).

Relato da aula do dia 06/05:
Iniciei a atividade formando os grupos por afinidades e entregando a ficha de trabalho

para cada grupo. Formaram-se dez grupos, totalizando vinte e um alunos.

Para as questdes (1) e (3) em particular, ndo era necessario considerar nimeros
inteiros, j& que as idades dos dois irmdos séo representadas por niimeros naturais. No entanto,
ndo mencionei isto, pois imaginei que teriamos dificuldades para responder a questéo (4), se
considerassemos apenas ndmeros naturais, devido a ndo-comutatividade e a nao-
associatividade da subtracdo de nimeros naturais. Com os nimeros inteiros esta dificuldade é

contornada, considerando-se a subtragdo como uma adi¢cdo com 0 oposto.

Enquanto trabalhavam na primeira questdo, varios alunos atribuiram idades
particulares aos dois irmdos. Procurei esclarecer que, a fim de justificar sua resposta, eles
deveriam efetuar todas as possiveis adi¢Oes de idades de modo que a soma fosse 35 anos, pois
ndo foram ditas as idades dos irméos. Expliquei que deveriam procurar uma justificativa que

valesse para qualquer caso, sem mencionar um caso em particular.

O resultado esperado na questéo (1) foi conseguido por seis grupos. De alguma forma,
seus argumentos foram que, se a idade de cada um dos irmdos aumenta 5 anos, ao todo a
soma inicial aumentara 10 anos, 0s quais, somados com os 35 anos, resultam em 45 anos. Um
destes grupos ndo escreveu a justificativa por extenso, mas calculou 2 x 5 =10e 35 + 10 =
45, evidenciando que compreenderam o problema genericamente, ndo se baseando em um
exemplo particular nem em letras para expressar sua resolu¢do. Um grupo calculou 35 + 5 =
45. Um grupo respondeu corretamente, mas ndo apresentou justificativa. Um grupo respondeu
com base em um (nico exemplo, imaginando que um dos irmé&os tinha 10 anos e o outro 25
anos. Apenas um grupo errou completamente a questéo, respondendo que as idades dos dois

irmaos totalizariam 40 anos.
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A questdo (3) foi respondida corretamente por nove grupos (se bem que, pelas
respostas dadas, suponho que houve copia entre grupos). Apesar de ndo ter sido solicitado,

seis grupos esbogaram argumentos na tentativa de justificar sua resposta.

Os alunos tiveram dificuldade em compreender o enunciado das questdes (2) e (4).
Resolvi, entdo, reescrevé-las de modo que os alunos pudessem resolvé-las por etapas. As

questdes ficaram assim:

Questdo 2.
a) Se, na questdo (1), chamarmos a idade de um dos irmdos de m e a idade do outro
irmé&o de n, como podemos representar a idade de cada irméo daqui a 5 anos?
b) Qual serd a soma das idades dos dois irméos daqui a 5 anos?
Questéo 4.
a) Se, na questdo (3), chamarmos a idade de um dos irmdos de a e a idade do outro irméo
de b, como podemos representar a idade de cada irmé&o daqui a 7 anos?
b) Qual sera a diferenca das idades dos dois irm&os daqui a 7 anos?
Ainda assim, foi necessario esclarecer os itens (b) das duas questdes, pois os alunos

simplesmente deram as respostas que ja haviam calculado anteriormente.

De fato, eu esperava que os alunos encontrassem as mesmas respostas que nas
questbes (1) e (3), mas que utilizassem para isso as expressdes algébricas envolvidas.
Certamente, nos enunciados das questdes esta minha expectativa ndo estava clara. Eu deveria
ter esclarecido aos alunos minha intencéo de que eles utilizassem as expressdes encontradas
nos itens anteriores e que justificassem suas respostas com o uso das propriedades. Eu
esperava alguma resposta que incluisse fragmentos do seguinte argumento: Justificado pela
propriedade associativa e pela propriedade comutativa da adicdo de ndmeros inteiros e
considerando a subtragdo de nimeros inteiros como a adi¢cdo com o oposto, a soma das idades

dos dois irméos daqui a cinco anos seré calculada por
Mm+5+n+5=m+n+10=35+10=45
e a diferenca das idades dos dois irm&os daqui a sete anos seré calculada por
a+7-(b+7)=a+7+(-b)+(-7)=a+[7+(-7)]+(-b)=a-b=5

Apenas trés grupos aproximaram—se das respostas esperadas. Escreveram corretamente

as expressdes, mas ndo justificaram explicitamente com as propriedades das operagdes. Os
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erros mais comuns foram de escrita algébrica: por exemplo, na diferenca entre as duas
“novas” idades dos irmdos daqui a 7 anos, trés grupos escreveram a+7-b+7, sem 0s

parénteses, 0 que resultaria a—b +14 =5+14 =19anos.

Na questdo (5) encontramos uma diversidade de respostas. Houve grupos que

confundiram o produto com a diferenga, representando o produto de x e y por x—Yy. Dois
grupos apresentaram respostas do tipo x-y =b para a questéo (5.a) ou x=3xe y =3y paraa
questdo (5.b) ou, ainda, 3x-4y=x para a questdo (5.c), evidenciando uma necessidade de
“fechamento” para as respostas. Nenhum grupo respondeu que 3-X-4-y=12-X-y, muito

menos mencionou o uso da propriedade comutativa e da propriedade associativa da

multiplicac&o.

Como esperado, Vvarios grupos pediram ajuda nas questdes (6) e (7). Um dos objetivos
nestas questdes era que os alunos percebessem que, na questdo (6), a resposta final seria
sempre o triplo de v e, na questdo (7), seria sempre o triplo de g. Decidi fazer no quadro um
exemplo deste tipo de questdo, utilizando outras letras para representar nimeros inteiros e

outros valores a serem considerados nos calculos.

Encerrei a aula neste momento, combinando com o0s alunos que eles tentassem

continuar a atividade em casa e que a retomariamos na proxima aula.

Minha avaliacdo da aula:
Refletindo sobre o resultado da aula, esperava que, mesmo com dificuldades, os
alunos conseguissem responder um pouco melhor as questdes, principalmente porque eu

fornecia exemplos e explicagBes para todas estas primeiras questdes.

No inicio do relato desta aula, mencionei o fato de que ndo precisdvamos considerar
nameros inteiros nas questdes (1) e (3), j& que idades sdo dadas por nimeros naturais. No
entanto, para responder a questdo (4) encontrariamos dificuldades se pretendéssemos utilizar
propriedades para justificar os calculos, pois a subtragdo de nimeros naturais ndo €
comutativa nem associativa. Em outras palavras, para estes alunos a justificativa para a
questdo (4) so podia ser feita no conjunto Z (apesar de idade ser um nimero natural), pois em
geral ndo € discutida (e nds também néo fizemos neste trabalho de preparagdo com os alunos)

a possibilidade de expressdes do tipo 2—-5+9-5, por exemplo, serem resolvidas em N.

Assim, temos que o universo numérico Z nos permite afirmar que, se a operagdo puder ser
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realizada em N (isto é, o resultado é um nimero natural), entéo ele pode ser obtido também da
seguinte forma: é possivel somarmos todas as parcelas, somarmos todos 0s nimeros que estao

sendo subtraidos e subtrairmos o segundo resultado do primeiro.

Afora a discussdo anterior, pude perceber que os alunos ndo utilizaram
conscientemente as propriedades das operagOes para responder as perguntas. Embora todo o
tempo eu chamasse sua atencéo para a utilidade das propriedades, certamente faltou explicitar

nas questdes a minha expectativa de que as propriedades utilizadas fossem destacadas.

Além disso, o fato de haver justificado as propriedades das operacdes em N eem Z e
de ter mostrado alguma utilidade delas no calculo mental ndo se mostrou suficiente para que
os alunos percebessem sua utilidade nos calculos com letras. Considero que essa habilidade
requer um maior contato com questdes como as do tipo colocadas nesta atividade. Por isso,
deixo como sugestdo aos professores leitores deste trabalho buscar variadas situagdes em que
0 raciocinio é baseado exclusivamente nas propriedades das operagBes para que 0s alunos
figuem convencidos de que os calculos que fazem naturalmente sdo possiveis devido as

propriedades das operacoes.

Por outro lado, fiquei bastante satisfeito pelo fato de vérios alunos terem procurado
esbogar uma justificativa para a questdo (3), mesmo sem ela ter sido solicitada. Isto corrobora
nosso ponto de vista de que, se o ensino de Matematica € conduzido desta maneira, ou seja,
propondo-se justificativas ou argumentos matematicamente corretos que validem uma
resposta, a partir de certo momento os proprios alunos vao sentir falta disso e vdo

espontaneamente complementar suas respostas com argumentos.

Relato da aula do dia 07/05:

Dando continuidade as atividades, os alunos formaram o0s grupos e comecaram a
trabalhar. Observando as respostas dos grupos para as questdes (6) e (7) percebe-se que
alguns grupos conseguiram responder bem a parte envolvendo a escrita algébrica e o uso das
propriedades operatorias (se bem que houve copias entre grupos), ainda que ndo tenham
explicitado que propriedades estavam utilizando. Mas, ocorreram alguns erros, aparentemente
devido & distragdo, como no caso em que, num momento, os alunos calcularam a diferenca
entre duas expressoes e escreveram um sinal “+” entre as expressdes, no momento seguinte,
no calculo com numeros conhecidos, colocam corretamente o sinal “—". Quanto a parte
numérica destas questBes, a maioria dos grupos respondeu incorretamente, ndo tendo sido

capaz de repetir com o0s nimeros conhecidos os passos realizados com as letras. Alguns
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esbarravam nas “regras de sinais” da multiplicagéo, outros simplesmente ndo sabiam de onde

partir e onde chegar.

A questdo (8) tinha o duplo objetivo de incentivar os alunos a construirem um
argumento genérico para justificar sua resposta e também de ratificar que um ndmero
negativo pode muito bem ser representado, por exemplo, pela letra x, sendo que seu oposto é
positivo, apesar de ser representado por —x. Esta nocdo j& havia sido tratada em outras
ocasides e agora eu pretendia observar se os alunos ndo estavam confusos quanto a esta
representacdo. Como 0s grupos apresentavam dificuldades em organizar-se para responder a
esta questdo, tentei ajudé-los a partir de exemplos particulares, lembrando novamente que
exemplos particulares néo justificam uma resposta se 0 nimero de casos a serem analisados
for infinito, mas que examinar casos particulares pode nos indicar um caminho para uma
resposta genérica. Ainda assim, os alunos que tentaram responder ndo conseguiram eshogar
uma resposta satisfatéria. Cinco grupos ndo elaboraram qualquer resposta. Dois grupos
responderam corretamente, mas nédo justificaram. Dois grupos responderam, embora nédo
corretamente, e tentaram esbocgar uma justificativa. Um grupo confundiu completamente os

conceitos de par e impar com positivo e negativo.

A questdo (9) também ndo foi bem acolhida pelos alunos. Nenhum grupo conseguiu
dar uma resposta satisfatdria. Os grupos que tentaram uma resposta ndo expuseram o padréo
que intuiram, mas responderam que sim, que o padrdo vale para todos 0s nimeros inteiros.
Suas justificativas foram ou porque “os exemplos garantem que sim”, ou repetindo a mesma

frase feita na pergunta.

Mesmo apds ter sido revisado o conceito de mddulo, a questdo (10) so foi respondida
satisfatoriamente por trés grupos, e ainda assim, provavelmente, com cdpia de respostas. Dois
grupos esqueceram-se de considerar 0s nimeros negativos na resposta das questdes (10b) e
(20c¢).

Minha avaliacdo da aula:

Também nesta aula eram esperadas dificuldades com os enunciados das questdes.
Sendo assim, eu dei exemplos e esclarecimentos do que eu esperava como resposta em cada
questdo. Ainda assim, avaliando com mais critério as questdes trabalhadas neste dia, percebo
que em varias delas o seu enunciado poderia ter sido outro, mais esclarecedor, mais indutivo,
no sentido de encaminhar os alunos as respostas. Por exemplo, nas questdes (6¢) e (7c), pede-

se “Confirme sua conclusdo com os seguintes exemplos”. Mas, a que conclusdo estou me
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referindo? Para este caso, talvez o seguinte enunciado fosse mais adequado: “Refaca o
exercicio considerando agora valores especificos para u e v. Por exemplo, considereu =2 e v
=5 e refaca todos os passos do exercicio. Faga 0 mesmo com u = -3 e v = 2, depois com u = 4
e v =-5 e, por ultimo, considerando u = -2 e v = -1. Compare suas respostas numéricas com

sua resposta envolvendo letras. O que se pode concluir?”

Da mesma forma, dei-me conta de que, neste momento, a notagdo “ x ", x™” nas
questdes (8a) e (8b) foi infeliz pelo tipo de resposta que os alunos deram. Talvez eu devesse
ter escrito, por exemplo, x°* onde s é um ndmero par ou simplesmente “x elevado a um
expoente par”. Outro exemplo de escrita que se mostrou ineficaz, talvez por falta de
familiaridade dos alunos com a expresséo, foi na questéo (9) onde pedi “Intua um padrdo”.
Além disso, todas as ternas de nimeros consecutivos apresentadas iniciavam com ndmeros

pares. Caberia aqui incluir casos em que a terna se inicia com nimero impar.

Hoje eu vejo que eu deveria ter dado mais tempo para atividades deste tipo antes de
entrar nas propriedades das operagbes em Q (a seguir). Acho que nestes dois dias foram
abordados muitos conceitos a0 mesmo tempo. Talvez eu tenha exigido demais dos alunos,
pois eu queria que eles dessem conta de conceitos, escrita algébrica, propriedades,
argumentacdo e comunicacdo matematica. Pressionado por conta do final do primeiro
trimestre que estava proximo e pelo fato de que ndo importava se as letras estivessem
representando nUmeros inteiros ou racionais e, portanto, o tratamento algebrico seria o
mesmo, acabei optando por dar esta velocidade ao assunto. De qualquer forma, questdes deste

tipo seriam retomadas com nimeros racionais.

4.2.19 Dia 08/05 — Numeros Racionais (Conceitos Gerais)

Objetivos:
e Revisar conceitos envolvidos no campo numeérico dos racionais (fragdes equivalentes,
adicdo e subtracdo de nimeros racionais na forma fracionéria).
e Preparar os alunos com conceitos que serdo Uteis para as justificativas das

propriedades das operagdes com niimeros racionais expressos na forma fracionaria.

Roteiro de questdes:
Para esta aula, ndo foi elaborado um roteiro rigido de questdes. Procurarei direcionar

as perguntas na tentativa de fazer com que os alunos resgatem algumas nogdes trabalhadas
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nas séries anteriores, tais como o conceito de fragdes equivalentes e as operagBes com

nlimeros racionais na forma fracionaria.

Procedimentos:

Aula expositiva em que o professor lanca questdes aos alunos a fim de que eles
retomem conceitos relativos ao campo numérico dos racionais. Pretende-se abordar a
necessidade prética e a necessidade estrutural dos nimeros racionais. As operacdes serdo
revisadas apenas com a representacdo fracionaria dos nimeros racionais, ja que na sexta série
foi trabalhada a passagem da representacdo fraciondria para a decimal e vice-versa com a
maioria dos alunos desta turma. Para a adi¢do e subtragdo, usaremos fragdes equivalentes,

pois este conceito sera Gtil quando trabalharmos as propriedades das operagdes.

Expectativas:

Como ha alunos oriundos de outras escolas, espera-se que aparecam diferentes
estratégias para a adicdo e subtragdo de fragBes, por exemplo, fazendo uso de fraches
equivalentes ou fazendo simplesmente uso do minimo multiplo comum sem dar énfase ao

conceito de fragdes equivalentes (ou seja, usando uma “receita pronta”).

Relato da aula do dia 08/05:
Iniciei a aula, falando aos alunos sobre a insuficiéncia dos nimeros inteiros para

representar medidas. Dei como exemplos uma porta com 2,15 m de comprimento, uma pessoa
com 74,325 kg de massa, uma mercadoria que custe R$52,25, uma temperatura de —15,3°C,

etc. Os alunos colaboraram com outros exemplos parecidos. Mencionei também o fato de que
nem sempre a divisao entre dois nimeros inteiros resulta em um ndmero inteiro. Mas, com 0s
ndmeros racionais, o problema de efetuar divisdes com divisor ndo-nulo estava resolvido, ou
seja, a divisdo de dois nimeros racionais, com divisor diferente de zero, sempre resulta em

um ndmero racional.

Aproveitei para dar aos alunos um panorama do trabalho feito até aqui envolvendo os
campos numéricos estudados: “Comegamos com 0s nimeros naturais, com 0s quais sempre é
possivel efetuar adicbes e multiplicagcbes, mas ndo é sempre possivel subtrair nem dividir.
Depois trabalhamos com os nimeros inteiros, com os quais é sempre possivel efetuar adicdes,
multiplicagbes e subtraces, mas nem sempre é possivel efetuar divisbes. Agora, com o
conjunto dos nimeros racionais, poderemos sempre adicionar, subtrair, multiplicar e dividir,

desde que o divisor seja diferente de zero”.
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Alguns alunos comentaram que acharam “legal” essa coisa de ampliar os conjuntos de
modo a abranger novas operagdes e de modo a poderem ser aplicados em outras situagdes
préticas. Um aluno chegou a questionar se haveria um conjunto “maior”, no sentido de haver

uma operacdo que ndo pudesse ser feita no conjunto dos nimeros racionais. Pedi para ele

tentar calcular /2 , isto €, determinar o nGimero racional que elevado ao quadrado d& 2 como
resultado. Outros alunos entraram na discussdo e tentaram o nimero 1 e o nimero 2.

Perceberam que o primeiro era pequeno demais e que o segundo ultrapassava o 2. Entdo,

alguns alunos sugeriram que fosse o 1,5. Calculamos 1,5% e vimos que o resultado passava de

2. A partir dai fomos chegando a aproximacdes racionais para /2, utilizando uma

calculadora de oito digitos.

Para finalizar a discussdo, afirmei que mesmo que tivessemos uma calculadora com
um ndmero infinito de digitos, jamais encontrariamos um numero decimal exato ou uma

dizima periddica que, elevando ao quadrado, resultasse exatamente igual a 2. Portanto, o

ntimero decimal que representa +/2 ndo é um nimero racional.

Apesar de ser muito interessante e legitima, por ter partido dos alunos, achei melhor
ndo continuar com esta discussdo, pois estdvamos nos desviando do objetivo da aula.

Combinei com os alunos que, na oitava série, ndés demonstrariamos que ndo é possivel

representar J2 naforma %, coma,beZeb#0.

A partir daqui, sugeri trabalharmos com ndmeros racionais expressos na forma de
fracdo, pois esta forma permitiria que operadssemos com mais facilidade do que com a forma
decimal, e destaquei que qualquer nimero decimal, exato ou periddico, podia ser representado

na forma de fragdo, conforme haviamos trabalhado na sexta série.

Primeiramente salientei que o conjunto dos ndmeros racionais ndo deveria ser
entendido como o conjunto das fragdes, mas como o conjunto dos nimeros que podem ser
representados na forma de fragdo. Com isso, introduzi a nocdo de fragéo equivalente: duas ou
mais fracBes sdo equivalentes quando representarem a mesma quantidade, isto €, 0 mesmo
nimero racional. Comecei exemplificando com o nimero racional 0,5, cuja forma fracionaria

mais simples (irredutivel) é % Rapidamente alguns alunos relembraram que % g g etc.

também representam a quantidade ou o nimero 0,5, pois dois € a metade de quatro, trés é a
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metade de seis, quatro € a metade de oito, etc. Concluimos que todas aquelas fragdes, e

infinitas outras, representam o nimero racional 0,5, sendo chamadas de fragdes equivalentes.

Mostrei a turma que para obtermos fraces equivalentes, basta multiplicar ou dividir

(quando possivel) ambos os termos da fracdo pelo mesmo nimero inteiro diferente de zero.

. ~ 1In , .
Assim, qualquer fragéo o comn e Z e n=0, representa o nimero racional 0,5.
n

: « a,_. o
Introduzi a notagdo Q ={Btalsqueaebsao inteiros e b¢0} como uma

representagdo para o conjunto dos nimeros racionais. Um aluno perguntou por que o b deve
ser diferente de zero. Questionei 0 aluno quanto ao resultado de uma divisdo por zero, o qual

respondeu que ndo se pode dividir por zero.

Depois disso, iniciei uma breve revisdo da adigdo e da subtracéo de fragdes. Comecei
diretamente relembrando: para adicionar ou subtrair fragdes com o mesmo denominador,
mantemos o denominador e adicionamos ou subtraimos os numeradores. Cologuei 0s

1 2 3 2 3 5 6 4 2 3 2 1 _. .
exemplos Z+_:_ —+—=—, ———=—, ———== Fiz alguns desenhos para ilustrar

4 46 6 68 8 8 4 4
estas adicOes e subtragOes, dividindo um retangulo em partes iguais. No caso de os

. . e .11
denominadores serem diferentes, exemplifiquei com a adicéo §+§ Neste caso, alguns

. 1 2
alunos procuraram somar os numeradores e 0s denominadores, obtendo § +== g Para esses

N |-

alunos, mostrei que esse procedimento levaria ao seguinte erro:

N |~

1 2 1 .
+>=====, oU sgja,
2 4 2

somando duas metades resultaria a metade?!?! Sendo assim, relembrei, com a participagéo de
alguns alunos, que podemos encontrar fragdes equivalentes as anteriores, mas que tenham o
mesmo denominador e entdo efetuamos como anteriormente. Mostrei como podemos fazer
isso, multiplicando os termos da primeira fracdo pelo denominador da segunda fragéo e
multiplicando os termos da segunda fragcdo pelo denominador da primeira. Ficamos com

1x2 2 1x3 3 11 2 3 5
=—€ =—.Logo, —+—=—+—=—.
3x2 6 2x3 6 3 2 6 6 6

Contrariamente ao esperado, 0s alunos ndo apresentaram outra maneira ou regra para a
adicdo de numeros racionais na forma fracionaria. Houve alunos que ndo compreenderam a

construgdo das fragBes equivalentes. Esta construgdo deveria ficar bastante clara, pois seria
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utilizada na justificativa das propriedades da adi¢do de nimeros racionais. Fiz mais alguns
exemplos, incluindo a subtracdo, sempre destacando que o0 objetivo era encontrar fragdes
equivalentes as anteriores, respectivamente, mas que tivessem o mesmo denominador. Com
isso, poderiamos adicionar ou subtrair quaisquer fracdes. Neste momento, entendi que seria
melhor ndo mencionar o uso do minimo mdltiplo comum, pois poderia confundir os alunos,

além de ndo perceber vantagem na sua utilizagdo para o nosso trabalho.

Finalizando a aula, fizemos uma adicdo genérica de numeros racionais na forma
fracionaria. Escrevi, com o acompanhamento dos alunos: “Queremos somar 0S numeros

a ¢ . L . .
B+H’ onde a, b, ¢ e d sdo nimeros inteiros tais que b=0 e d = 0. Para isso, usaremos a

nogao de fragdo equivalente:

E+£=ﬂ+c;b,comb-ded-bnéonulos
b d b-d d-:

(o

Pela comutatividade da multiplicacdo de nimeros inteiros
b-d=d-bec-b=b-c,
resultando

a c_a~d+b~c_a~d+b~c,,
b d b-d b-d b-d

Foi preciso repetir o raciocinio bem devagar para que todos compreendessem o que
havia sido feito; ainda assim, ndo me convenci de que todos o tivessem compreendido. De
qualquer forma, este resultado seria retomado diversas vezes na proxima aula, quando

tratdssemos das propriedades comutativa e associativa da adicdo de nimeros racionais.

Minha avaliacdo da aula:

Como uma breve revisdo de conceitos e procedimentos, considero que atingimos 0s
objetivos da aula. Pela minha experiéncia, posso afirmar que as dificuldades que os alunos
apresentam ao operar com fragcGes ndo serdo sanadas apenas com esta aula de revis&o.
Portanto, serd essencial incluir nas atividades questdes envolvendo fracBes com alguma

frequéncia.

Também considerei boa a discussdo gerada pela pergunta de um aluno sobre se ha

alguma operacdo que 0s nimeros racionais ndo ddo conta. Quando uma pergunta dessas parte
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de um aluno, rapidamente outros alunos também se animam a participar, pois foi uma

discusséo langada por eles mesmaos.

Havia outras caracteristicas importantes para trabalharmos com niimeros racionais, por
exemplo, a densidade do conjunto Q. Porém ndo havia tempo habil para um trabalho desse

tipo, além do que eu gostaria de chegar rapidamente as propriedades das operagdes em Q.

. . . . .. a ¢ a-d c-b .
Deixo aqui registrada a observacdo que a expresséo —+— =——+—— poderia ter
b d b-d d-b
. . a ¢ a- b-c . . . .
sido substituida por —+—=——+——, e assim teria-se evitado a necessidade da

b d b-d b-d
propriedade comutativa em b-d=d-b e c-b=Db-c. Essa observagdo passa despercebida

quando lidamos com nimeros conhecidos.

4.2.20 Dia 13/05 - Propriedades Comutativa e Associativa da Adi¢do de Numeros
Racionais

Objetivos:
o Justificar as propriedades comutativa e associativa da adicdo de nimeros racionais

representados na forma fracionaria.

Roteiro de questdes:

Para esta aula, ndo foi elaborado um roteiro rigido de questdes para os alunos
trabalharem individualmente ou em grupos. Pretendemos trabalhar a propriedade comutativa
e a propriedade associativa da adicdo de numeros racionais representados na forma
fracionaria, apoiando-nos no conhecimento sobre propriedades das operagfes com nimeros

inteiros e no conceito de fragBes equivalentes.

Procedimentos:

Aula expositiva em que professor e alunos procuram justificar a propriedade
comutativa e a propriedade associativa da adicdo de numeros racionais representados na
forma fracionaria, utilizando resultados trabalhados em aulas anteriores. Conforme o
desenrolar da aula, o professor oralmente convida os alunos a participarem, questionando-os
sobre alguns passos da argumentagdo, revendo conceitos que estardo sendo utilizados e

solicitando que refagam sozinhos alguns argumentos.



183

Expectativas:

A despeito do trabalho realizado até aqui, espera-se que os alunos tenham dificuldades
para acompanhar os argumentos, principalmente no caso da associatividade, devido & sua
pouca habilidade no trato com fragOes e devido & quantidade de letras que precisamos utilizar

para representar genericamente nimeros racionais na forma fracionaria.

Relato da aula do dia 13/05:
Iniciei propondo uma adigéo de numeros racionais representados na forma fracionéria,
a qual foi resolvida por fraces equivalentes e, contrariando o que dissemos na Gltima aula, a

pedido de um aluno, por minimo multiplo comum:

Por fracGes equivalentes:

l+§_lx4+3x8_i+ﬁ_§_28+4_z

8 4 8x4 4x8 32 32 32 32:4 8
Por minimo maltiplo comum:

8.4 2

2.1 2 B4 B &

1.1

mmel(®, ) =2x2x2 = 8

Perguntei a turma qual método eles acharam melhor de trabalhar. Talvez porque
muitos dos alunos desta turma foram meus alunos na quinta ou sexta séries e, como naquelas
oportunidades eu trabalhei a adicdo de fracdes através de fragGes equivalentes, a turma, com
uma ou duas excegdes, preferiu a solucéo por fracbes equivalentes. Comentei com os alunos
que € possivel mostrar a equivaléncia dos dois métodos, mas que eu ndo faria isso naquele

momento para ndo nos afastarmos do objetivo da aula.

Neste ponto, refizemos uma adigdo genérica de fracGes, a exemplo do que ja haviamos
feito na aula anterior. Com algumas excecOes, desta vez os alunos acompanharam mais

facilmente o procedimento.

Partindo para a propriedade comutativa da adicdo de nUmeros racionais, perguntei aos
alunos: “J& vimos que a adigdo de numeros naturais e a adigdo de nimeros inteiros possuem a

propriedade comutativa. Serd que a adicdo de numeros racionais possui a mesma
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. ” . o a c c a A
propriedade?” E escrevi no quadro: “Sera que BJFE = EJFB onde a, b, c e d sdo nimeros

inteiros e b e d sdo diferentes de zero?” Sem refletirem muito, varios alunos responderam que
sim. Perguntei a eles como poderiam ter tanta certeza, no que alguns responderam que “s6

podia ser, s6 falta justificar”.
Fizemos, entdo, o seguinte: calculamos detalhadamente

a-d +b«c :a«d +b-c
b-d b-d b-d

@),

a ¢

J— + JE—

b d
como ja haviamos feito (s6 que agora utilizando a observacdo final da avaliacdo da ultima
aula). A seguir, calculamos também, detalhadamente, da seguinte forma

c a b-c a-d b-c+a-d
—+—= + =
d b b-d b-d b-d

(2).

Perguntei aos alunos se estes dois resultados, (1) e (2), eram iguais. Os alunos que
mais participavam ndo tiveram duvidas em responder que sim; dos demais alunos, alguns
ficaram receosos em responder, outros ndo esbogaram qualquer reacdo. Provoquei, entdo, aos
que responderam afirmativamente, contra-argumentando: “Mas, como assim sdo iguais! Os
denominadores sdo iguais, mas e os numeradores?” Pude ouvir alguns alunos responderem ao
mesmo tempo “0s nimeros sdo 0s mesmos, s6 mudaram de ordem”, e complementei: “Ou
seja, vocés estdo dizendo que os numeradores sdo iguais pela propriedade comutativa da

adicdo de numeros inteiros”.

Fiquei bastante satisfeito com a resposta de alguns alunos e perguntei aos demais se
eles haviam compreendido a justificativa dos colegas e se concordavam com ela. Alguns
afirmaram que compreendiam e concordavam, outros ndo emitiram opinido. Retomei em
detalhe o argumento para que todos pudessem compreender e acompanhar o restante da aula,
procurando fazer com que os alunos participassem e tentando entender em qual ou quais

passagens estavam tendo ddvidas.

Depois dessa nova explicagdo em que alguns alunos, forgosamente, tiveram que
participar, pareceu-me que as duvidas ndo recaiam na justificativa pela comutatividade da
adicdo nos denominadores, mas na adigdo de fragdes. Resolvi deixar as coisas assim mesmo,

pois ainda teriamos muitas oportunidades de somar fracfes. Depois disso, escrevi no quadro:
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“pelo que vimos agora, garantimos que a adicdo de nUmeros racionais é comutativa”.

Fizemos, ainda, um exemplo numérico para verificar nosso resultado.

A seguir, tratamos da propriedade associativa da adicdo de numeros racionais. Fiz
perguntas semelhantes as que fiz no caso da comutatividade: “Ser& que a adi¢do de nimeros

racionais € associativa?” E escrevi: “Considerando a, b, ¢, d, e, e f nUmeros inteiros, de modo

que b, d e f sdo diferentes de zero, sera que (%+§j+%:%+[§+%j ?” Comegamos

a c) e « . .
calculando (BJFEJJFT A expressdo dentro dos parénteses foi calculada em separado e

depois reescrita na igualdade (%JFEJJF%:(WJJF%. Perguntei a turma o que

deveriamos fazer para realizar a adicdo. Varios alunos responderam que deveriamos
multiplicar o numerador e o denominador da primeira fragdo por f e o numerador e o
denominador da segunda fragdo por b-d. Completei afirmando que, desta forma, obtemos
fracOes equivalentes com denominadores iguais e questionei: “Por que os denominadores séo
iguais?” “Pela propriedade comutativa da multiplicagcdo de nimeros inteiros” foi a resposta de
vérios alunos. Um aluno mencionou a propriedade associativa da multiplicagcdo de nimeros
inteiros, mas se corrigiu depois de eu ter explicado que ele deveria encarar b-d ndo como a
multiplicacdo de dois nimeros inteiros, mas como um ndmero inteiro em si, isto é, deveria

pensar no resultado de b-d.

(a-d+b-c)-f ,ehbd
b-d-f f-b-d’

Perguntei

Ficamos com a igualdade (MJJFE

b-d f
aos alunos como fariamos para calcular (a-d +b-c)- f . Neste momento, deu-se um siléncio

em que nenhum aluno se manifestou. Perguntei se tinhamos alguma “ferramenta” que nos
ajudasse a realizar aquela multiplicacdo. Ninguém se manifestou. Perguntei, entdo, se
tinhamos trabalhado alguma propriedade que nos mostrasse como calcular uma adi¢do vezes
um numero. Neste momento, varios alunos se manifestaram. Uns respondendo a propriedade
comutativa, outros a associativa e outros, ainda, a distributiva. Falei que alguns estavam
certos (mesmo porque ja haviam mencionado todas as propriedades trabalhadas até entdo!),
no que varios alunos comecaram a discutir entre si para tentar convencer um ao outro.

Terminou vencendo, na for¢a dos argumentos, a propriedade distributiva.
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Durante as discussdes os alunos argumentavam dando exemplos de calculos onde cada
propriedade era utilizada. Confirmei que a propriedade que utilizariamos para realizar aquela
multiplicacdo era mesmo a propriedade distributiva da multiplicacdo de nimeros inteiros e

comecei a calcular: (a-d +b-c)- f=a-d-f+b-c-f. Voltando ao célculo inicial, ficamos

com:

a _cy e_ a-d+b-c +£:(a«d+b~c)~f+e~b~d _ad-f+b-c-f+e-b-d
b d) f b-d f b-d-f f-b-d b-d-f ’

onde b-d-f #0.

Repetimos todo o procedimento anterior para calcular %+[£+%}. A participagéo

da maioria dos alunos foi muito boa, mas alguns ainda ndo participavam. Finalizando os

célculos, ficamos com o seguinte resultado:

d f

b

a [c ej_a [c~f+e~dj_a~d«f (c-f+e-d)b a-d-f+c-f-b+e-d-b

b d-f ) bdf  dfop b-d-f

onde b-d-f #0.

A maioria dos alunos concluiu que as ultimas expressdes dos dois resultados eram
iguais, pelas propriedades da multiplicacdo de numeros inteiros aplicadas as parcelas dos

numeradores das expressdes. Escrevi no quadro: “Por tudo que vimos aqui, concluimos que

(% +§j + % = % + [§+ %J onde a, b, c, d e f sdo ndmeros inteiros e b, d e f sdo diferentes

de zero, ou seja, provamos que a adi¢do de numeros racionais € associativa. A seguir, fizemos

um exemplo numérico desta propriedade.

Ainda havia algum tempo de aula e decidi revisar a regra da multiplicagédo de fragdes,
sem procurar uma justificativa para esta regra, pois isto poderia tomar muito tempo e eu j&
estava extrapolando os objetivos da aula. Além disso, eu ndo objetivava dar mesmo um
significado concreto para a multiplicacdo de fragdes. Apenas lembrei aos alunos de como
procedemos: “numerador multiplicado por numerador e denominador multiplicado por

denominador”. Utilizando as letras a, b, ¢ e d para representar nimeros inteiros, com b e d

. : a-c Lo i
diferentes de zero, fizemos: “bd Resolvemos algumas multiplicagbes e pedi como

ac
b d
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tarefa para casa que tentassem mostrar que a multiplicacdo de nimeros racionais é comutativa

e associativa.

Minha avaliacdo da aula:
Sobre a comutatividade, ou até antes, eu poderia ter comecado pedindo aos alunos
para tentarem escrever o que iriamos justificar nesta aula. Por exemplo, em vez de eu ter

. . . a c ¢ a . .
escrito no quadro que gostariamos de verificar se B+E = E+B’ eu deveria ter solicitado

que os proprios alunos escrevessem esta igualdade para observar se conseguiriam ou onde
encontrariam dificuldades. O mesmo vale para a associatividade. Dessa forma, eu ja estaria
trabalhando com a escrita algébrica e com a traducdo matemética de sentencas em lingua

materna.

Além disso, quando questionei como poderiam ter tanta certeza que nimeros racionais
comutam na adig&o, eu poderia ter explorado melhor sua intuicdo (completamente correta),
pois adicionar, para eles, ainda significa adicionar quantidades, e, sejam elas inteiras ou nao,
sempre vai significar juntar quantidades (até chegarmos ao universo numérico complexos,
onde entdo a coisa muda), de modo que eles tém razdo em “enxergar” a comutatividade da

adicdo de racionais.

Em um dos argumentos usados na justificativa da associatividade da adi¢do de

ndmeros racionais, ao comparar os denominadores b-d-f e f-b-d, um aluno confundiu a

comutatividade da multiplicagdo de niumeros inteiros com a associatividade. Credito a mim a
responsabilidade por essa confusédo, pois em alguma aula anterior, para facilitar a distin¢éo
entre a comutatividade e a associatividade, mencionei que a comutatividade envolvia dois

fatores e a associatividade envolvia trés fatores.

Talvez eu devesse ter incluido alguns exercicios que exigissem o uso destas
propriedades, pois, da maneira como foi encaminhada a aula, quem mais trabalhou foi o
professor, mesmo eu tendo constantemente chamado os alunos a participarem. Contudo,
pareceu-me que as dificuldades maiores dos alunos foram com a operagdo de adi¢do de
fracbes propriamente dita e ndo com as justificativas baseadas na comutatividade e

associatividade da adicdo e da multiplicacéo de inteiros.

Pelo relato da aula, pode parecer dificil que um aluno de sétima série possa

compreender todos aqueles célculos envolvendo letras, principalmente no caso da
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associatividade. Mas os célculos foram feitos bem lentamente e ndo foram feitos em uma s6
linha, como esta no relato. Em cada passo o objetivo era repetido de modo que os alunos ndo
se perdessem no meio dos calculos. Ainda assim, acho muito dificil que um aluno consiga
refazer os raciocinios para justificar principalmente a associatividade da adigdo de nimeros
racionais. Entretanto, ndo tenho como objetivo que os alunos refacam tal justificativa. O
importante é que os alunos tenham oportunidade de tomar contato com justificativas de
resultados matematicos que sdo centrais para a compreensdo dos assuntos que Virdo a seguir.
Mais ainda, o importante € que os alunos participaram desse processo, compreendendo o

encadeamento de argumentos.

Por tudo o que foi dito, considero que os objetivos da aula foram atingidos pela maior

parte dos alunos, haja vista as discussdes que foram mantidas em momentos diversos da aula.

4.2.21 Dia 14/05 - Propriedades Comutativa, Associativa e Distributiva da Multiplicacao
de NUmeros Racionais

Objetivos:
e Revisar a regra da multiplicagéo de fragdes.
o Justificar a comutatividade e a associatividade da multiplicacdo de nimeros racionais
e a distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo de nUmeros racionais

representados na forma fracionaria.

Roteiro de questdes:

Para esta aula, ndo foi elaborado um roteiro rigido de questdes para os alunos
trabalharem individualmente ou em grupos. Pretendemos trabalhar a comutatividade e a
associatividade da multiplicacdo de nimeros racionais e a distributividade da multiplicacdo
em relagdo a adicdo de nimeros racionais representados na forma fracionria, apoiando-nos
no conhecimento sobre propriedades das operagcbes com numeros inteiros e na regra da

multiplicacéo e da adicdo de fragOes.

Procedimentos:

Aula expositiva em que professor e alunos procuram justificar as propriedades
comutativa, associativa e distributiva da multiplicacdo de nimeros racionais representados na
forma fracionaria, utilizando resultados trabalhados em aulas anteriores. Conforme o

desenrolar da aula, o professor oralmente convida os alunos a participarem, questionando-os




189

sobre alguns passos da argumentagdo, revendo conceitos que estardo sendo utilizados e

solicitando que refagam sozinhos alguns argumentos.

Expectativas:

Espera-se que os alunos tenham maior facilidade com o trato das propriedades
comutativa e associativa da multiplicagdo do que tiveram com a adicéo, devido a maior
simplicidade da regra da multiplicagdo de fragdes. Porém, espera-se maior dificuldade com a

propriedade distributiva, pois aqui aparecem as duas operagoes.

Relato da aula do dia 14/05:

Iniciei a aula retomando a regra da multiplicagdo de fragOes vista rapidamente na aula
anterior. Perguntei aos alunos como multiplicamos duas fracGes, ao que responderam
“numerador vezes numerador e denominador vezes denominador”. Escrevi esta frase com o

, .,a c a-c ., L
uso de letras para representar 0s nimeros: B . E =——,onde a, b, c e d sdo nimeros inteiros

b-d
e b e d séo diferentes de zero”. Os alunos ndo apresentaram maiores dificuldades com a regra

da multiplicacéo de fraces.

Perguntei se algum aluno havia feito o tema de justificar a propriedade comutativa e a
propriedade associativa da multiplicagdo de nimeros racionais. A maior parte dos alunos
tentou fazer a tarefa, mas ndo conseguiram realiza-la satisfatoriamente. O mais comum foi

ndo terem conseguido organizar o inicio do trabalho, isto é, ndo terem conseguido escrever

. , ac
que, no caso da comutatividade, procuravamos mostrar que E.E: e, no caso da

ca
d b

associatividade, que (%5)% :%~[£~%}. De fato, o caso da associatividade foi onde os

alunos apresentaram as maiores dificuldades. Ndo esperava por isso, pois ja haviamos
trabalhado as propriedades quando dos nimeros naturais e dos nimeros inteiros. De qualquer
forma, apoiei a iniciativa dos que tentaram realizar a tarefa, mas pedi para serem mais atentos
e que da préxima vez procurassem em seus cadernos algum resultado que pudesse orienta-los
no trabalho. Também salientei que, se fosse necessério, eles poderiam utilizar todos os

resultados j4 trabalhados em aula sem a necessidade de justifica-los novamente.

Comecei a trabalhar no quadro, solicitando a participacdo dos alunos, a

comutatividade: “Queremos verificar que vale a comutatividade da multiplicacdo de niumeros
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L ac ca . . I . .. a c
racionais, isto é, que —-—=—-—, ndo importando quais s&0 0s nimeros racionais — e —,
bd db b d
onde a, b, ¢ e d nimeros inteiros e b e d ndo séo zero”. Pedi para calcularem separadamente o
lado esquerdo da igualdade e o lado direito da igualdade. Os alunos responderam,

ac_ac £.2_C3 glientei o fato de que nos dois casos 0S
b d b-d d b d-b

denominadores garantidamente eram diferentes de zero, pois, se b e d eram diferentes de zero,

respectivamente,

entdo o produto dos dois seria diferente de zero'®. Pedi, entdo, para compararem os dois
resultados obtidos. Imediatamente véarios alunos responderam que os resultados eram iguais,
pois “a-c e c-a eram a mesma coisa, S6 mudou a ordem, 0 mesmo vale para b-d e d-b”.
Perguntei qual resultado sobre nimeros inteiros haviamos visto que mencionava a mudanca
de ordem dos fatores de uma multiplicagéo e o resultado mantinha-se 0 mesmo. Os mesmos
alunos responderam que era a propriedade comutativa da multiplicagdo. Completei: “de

nlmeros inteiros” *

. Questionei aos demais alunos se eles concordavam com o que os colegas
haviam dito. Todos concordaram. Concluimos, entdo, que a multiplicagdo de nimeros

racionais é comutativa e escrevi no quadro, tentando introduzir um pouco mais de

simbolismo: “Vimos que %5 = ,ondea,b,ced e Zcomb=0 e d=0. Portanto, a

ca
d b
multiplicacdo em Q é comutativa”.

A seguir, passamos a tratar da associatividade da multiplicacdo de ndmeros racionais.

Comecei escrevendo no quadro: “Desejamos comprovar que (——)—:—(—«—j,

c

. . p . .a € ~ ,
qualsquer que sejam 0S numeros racionais E, e T, onde a, b, c, d, e e f sdo numeros

inteiros com b, d e f diferentes de zero”. Comegamos calculando o lado esquerdo da

igualdade. Sempre questionando os alunos em cada passagem, chegamos ao resultado

L A (a-c)e = 2C€ alientando que b-d-f =0. Aqui, eliminei
bd)f \bd)f (b-d)f b-d-f

0s parénteses no numerador e no denominador, alegando aos alunos que a propriedade
associativa e a propriedade comutativa da multiplicagcdo de nimeros inteiros nos possibilitam

multiplicar em qualquer ordem e agrupando os fatores dois a dois como quisermos.

19 Algumas aulas ap6s, um aluno levantou a questo de um produto ser igual a zero, gerando uma discuss&o
bastante interessante envolvendo alunos e professor.

I Completei a frase dos alunos, pois, futuramente no Ensino Médio aprenderdo outras multiplicaces (matrizes)
que ndo serdo comutativas.
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Dando continuidade, convidei os alunos a calcularmos o lado direito da igualdade. Da

a a-c-e .
mesma forma que antes, encontramos o resultado —(—.—j— Pedi para

d f) b-d-f’
compararem os dois resultados obtidos. Todos concordaram com a igualdade dos resultados e

concluimos, portanto, que a multiplicagdo de nimeros racionais é associativa.

Passamos, entdo, a tratar da distributividade. Os alunos tiveram dificuldade em
expressar oralmente suas ideias. Comecei tentando organizar suas ideias: “Lembrem que a
distributividade € aquela propriedade que envolve a multiplicagdo e a adi¢do. O que diz a
distributividade?” Pelas falas, pude perceber que havia alunos que estavam visualizando a
propriedade distributiva, mas, apesar das tentativas, ndo estavam conseguindo verbalizar.
Tentei ajuda-los na verbalizagdo, no que os alunos me acompanhavam, completando as

lacunas que eu deixava em minha fala. Como das outras vezes, escrevi no quadro que

. oL afc e ac a e .. .
pretendiamos justificar que —-| —+—|=—-—+—-—, ndo importando quais fossem os
b{d f bd b f

c

, . ..a e . L
ndameros racionais B e T onde a, b, c, d, e e f sdo nimeros inteiros com b, d e f

diferentes de zero. Novamente, solicitando a participagdo dos alunos em cada ponto,

calculamos o membro esquerdo da igualdade e depois, 0 membro direito:

afc e)_a(cf+ed _a-(c-f+e-d) a-c-f+a-e-d
b {d f b d-f b-d-f b-d-f
ac ae ac a-e a-c-f a-ed a-c-f+a-e-d
bd b f bd b-f bd-f b-f-d b-d-f

Em cada igualdade eu perguntava aos alunos que resultado eu estava utilizando como
argumento para seguir adiante. Grande parte da turma respondia corretamente, mas havia

alguns alunos que ndo davam qualquer resposta (os de sempre).

Para calcular o membro direito, em particular, o segundo sinal de igual, recorremos as
fragBes equivalentes de uma forma diferente do que vinhamos fazendo. Em geral, estavamos
multiplicando o numerador e o denominador de cada fragdo pelo denominador da outra
fracdo. Alguns alunos tentaram fazer isso, mas as respostas ficavam muito grandes e
aparentemente diferentes do primeiro resultado. Lembrei que podiamos multiplicar o

numerador e o denominador por qualquer numero diferente de zero, ndo sendo necessario



192

multiplicar exatamente pelo denominador da outra fragdo, desde que os denominadores das
duas novas fragdes ficassem iguais. Realizando lentamente os célculos no quadro, os alunos,
em sua maioria, conseguiram acompanhar o raciocinio. Pelo que haviamos feito concluimos
que a multiplicacdo de numeros racionais é distributiva em relacdo & adi¢do de numeros

racionais.

Com estes resultados, dei por encerradas as aulas que envolviam a justificativa das
propriedades das operacdes com ndmeros naturais, inteiros e racionais. Comentei com 0s
alunos que, pelo fato de as operacfes possuirem as mesmas propriedades (pelo menos no que
diz respeito as propriedades que trabalhamos), passariamos a utilizar uma letra para

representar qualquer nimero, seja ele natural, inteiro ou racional.

Minha avaliacdo da aula:

Apesar de toda dificuldade apresentada pelos alunos, considero atingidos os objetivos
da aula. A maior parte dos alunos participou ativamente da aula dando sugestdes, errando,
acertando e discutindo entre si. Pensando em uma avaliacdo escrita, ndo ha garantias de que
os alunos consigam um desempenho satisfatdrio. Mas, considerando as dificuldades de se

trabalhar com a turma, a participacdo devera ter um peso grande na avaliagéo.

No caso da comutatividade da multiplicacdo, eu poderia ter tentado justificar

utilizando a seguinte estratégia:

a-c c-a

a c 3 cC a
b d Regrada b-d Comutatividadeda d-b Regrada d b
multiplicacéo multiplicagdo em Z multiplicacdo
no numerador e

no denominador

E, no caso da associatividade da multiplicacéo, a seguinte estratégia:

e G R e R G B

sendo a 1%, a 2% a 4% e a 5% igualdades justificadas pela regra da multiplicagcdo de nimeros

racionais e a 3% igualdade justificada pela associatividade da multiplicagdo de nimeros
inteiros. No entanto, achei melhor continuar realizando os passos da justificativa da mesma
forma que eu ja vinha fazendo desde o inicio, isto é, calculando cada membro da igualdade

separadamente e comparando os resultados obtidos.
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Na propriedade distributiva, acredito que se eu tivesse chamado algum aluno ao
quadro, ou se eu tivesse pedido para que eles escrevessem a distributividade no caderno,

provavelmente alguns teriam conseguido escrever pelo menos a parte central da propriedade,

. . . . afc e] ac ae
isto €, teriam conseguido escrever que —:|—+—|=—-—+—-—, Mas esse
b{d f) bd b f

encaminhamento n&o me ocorreu naquele momento.

4.2.22 Dia 15/05 - Correcéo do trabalho realizado nos dias 06 e 07/05

Objetivos:
e Revisar conteudos de nimeros naturais e nimeros inteiros como preparagéo para a
avaliacdo de 20/05/08.

e Esclarecer pontos que ficaram dubios quando da realizagdo da atividade pelos alunos.

Roteiro de questdes:
As questbes trabalhadas nesta aula s&o as mesmas das aulas de 06 e 07/05/08 (ver p.
170 e 171).

Procedimentos:
Aula expositiva com a participacdo dos alunos. Eventualmente algum aluno pode ser

convidado a resolver alguma questéo no quadro.

Expectativas:
Espera-se uma participacéo ativa dos alunos, haja vista todo o trabalho realizado desde
o0 inicio do ano letivo. Espera-se que os alunos percebam os erros cometidos quando da

realizagéo do trabalho.

Relato da aula do dia 15/05:
Nesta aula de revisdo, me concentrei basicamente em retomar alguns pontos que ndo

ficaram muito claros quando da realizag¢&o da atividade pelos alunos.

Nas questdes (1) e (3) ndo houve maiores discussdes. Os alunos acompanharam bem,

inclusive respondendo com mais convicgdo do que na realizagdo da atividade.

Na questdo (2), apenas destaquei o0 uso das letras e das propriedades para justificar a

resposta. Neste caso, poderiamos considerar apenas nimeros naturais sem qualquer problema,
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pois ai valem a comutatividade e a associatividade da adi¢do. Escrevi no quadro o padrdo de
resposta que eu esperava, qual seja: m+5+n+5=m+n+10=35+10=45, onde as
igualdades justificam-se pelas propriedades da adicdo de nimeros naturais e pelo fato de que
m+n=35. Os alunos naturalmente questionaram o porqué de usarmos letras para resolver
uma questdo em que elas ndo eram necessarias. Respondi que o objetivo da questdo era
justamente familiariza-los com o uso das letras e mostrar que o calculo com letras leva ao

mesmo resultado que eles ja conheciam.

A questdo (4) deu mais trabalho, pois tivemos que considerar as idades como nimeros
inteiros (positivos) a fim de podermos utilizar comutatividade e a associatividade da adi¢éo de
nimeros inteiros. Procedi & corregdo, escrevendo inicialmente a diferenga das idades dos dois

irméos, supondo a>b, como a+7 —(b + 7). Destaquei aos alunos a importancia do uso dos

parénteses para que a expressdo realmente traduzisse o que queriamos calcular, ou seja, a
diferenca entre as idades acrescidas de 7 anos. Perguntei como eliminar os parénteses da
expressdo. Alguns alunos lembraram-se da sexta série, onde viram que o sinal de menos antes
dos parénteses significa que multiplicamos a expressdo por -1. Assim, ficamos com
a+7-b-7. Agora, para nos livrarmos da subtracdo, a qual ndo é comutativa nem
associativa, lembrei aos alunos que uma subtragdo pode ser escrita como uma adigdo do
primeiro nimero com o oposto do segundo nimero'?. A maioria dos alunos nido teve
problemas com isso, pois foi assim que aprenderam na sexta série. Os demais aceitaram sem
questionar, até mesmo porque esse fato ja havia sido mencionado quando tratamos a revisdo
das operacbes com numeros inteiros (aula do dia 17/04). Ficamos, entdo, com
a+7-b-7=a+7+(-b)+(-7)=a+(-b)+[7+(-7)]=a-b =5, onde as igualdades s&o
justificadas pelas propriedades da adicdo de numeros inteiros e pelo fato que a diferenca das

idades dos dois irmaos é de 5 anos.

Aproveitei aqui para mencionar outra definicdo de oposto, diferente da que haviamos
dado na aula de revisdo sobre nimeros inteiros (dia 17/04): “Dois nimeros s&0 0postos se sua

soma é igual a zero” e coloquei alguns exemplos numéricos.

12 Novamente aparece aqui a delicada questdo do significado do sinal “menos”, a qual j& mencionamos na aula
do dia 17/04/08: ora pode significar uma subtracdo, ora pode significar o sinal de um nimero negativo, ora pode
significar o oposto de um namero.
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Na questdo (5) apenas destaquei o item (c) no qual poderiamos escrever o resultado
final como 3-x-4-y=12-x-y, utilizando a comutatividade e a associatividade da

multiplicacdo de nimeros inteiros.

Das proximas duas questdes, resolvi apenas a questdo (6), explicando aos alunos o que
estava sendo solicitado em cada item. O item (c), em particular, foi resolvido passo a passo,
refazendo-se todos os célculos que anteriormente foram feitos com letras. Embora, quando do
trabalho com estas questdes em aula, eu tivesse feito um exemplo completo, os alunos

manifestaram-se com: “Ah! Era isso que era pra fazer!”

Reescrevi a questéo (8) da seguinte maneira: Responda com V para verdadeiro ou com
F para falso, justificando sua resposta.
a. Seja x um numero negativo. Entdo x " é
() sempre negativo.
() sempre positivo.
() as vezes negativo, as vezes positivo.
b. Seja x um nlmero negativo. Entdo x'™" é
() sempre positivo.
() sempre negativo.

() as vezes negativo, as vezes positivo.

A primeira afirmag8o da questéo (a) é falsa e incentivei os alunos a encontrarem um
contraexemplo para justifici-la. Mas aqui apareceu uma dificuldade: qual é o significado das
expressdes (—7)° e —72. Questionei qual das duas maneiras € a correta, no presente caso.
Houve alunos que responderam que a primeira forma é correta, outros responderam que é a
segunda forma e outros, ainda, responderam que as duas formas davam o mesmo resultado.
Expliquei & turma que a primeira forma esta correta para o que gostariamos de calcular, pois
queremos que 0 numero negativo seja elevado ao quadrado e ndo apenas o numero 7.
Também mencionei que — 77 significa o oposto de 7°. Entdo, quando quisermos calcular

uma poténcia de base negativa, para que ndo haja ambiguidade, colocamos a base entre

parénteses.

A segunda afirmacgdo da questdo (a) é verdadeira e solicitei que os alunos dessem
exemplos para tentar conjecturar essa verdade. Houve algum aluno que respondeu que a

afirmac&o era verdadeira, pois todos os exemplos resultavam em positivo. Entdo, para minha
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satisfacdo, alguns alunos manifestaram-se dizendo que exemplos ndo justificavam e que
precisdvamos de uma maneira para mostrar que era sempre verdade, pois ndo podemos dar

infinitos exemplos.

No entanto, os alunos ndo conseguiram um argumento que justificasse a veracidade da
afirmacdo. Para ndo demorarmos muito, acabei fornecendo aos alunos algo parecido com
seguinte argumento: “Imaginem um ndmero negativo, mas ndo pensem em um ndmero em
particular, s6 o que vocés sabem desse niimero € que ele é negativo. Sabemos que negativo
multiplicado com negativo resulta em positivo. Agora, se 0 expoente é par isso significa que
temos um numero par de fatores negativos, pois a potenciacdo € uma multiplicacéo de fatores
iguais e o expoente indica quantas vezes este fator se repete. J& que o expoente é um nimero
par, se formarmos duplas de fatores negativos ndo vai sobrar nenhum fator sem dupla. Assim,
teremos duplas de negativos sendo multiplicados e o produto de cada uma destas duplas vai
ser positivo. No final, teremos sé positivos que multiplicados vai resultar em positivo”. Esse
argumento foi explicado bem detalhadamente, sendo que algumas passagens foram repetidas

mais de uma vez. A maioria dos alunos se deu por satisfeita com a justificativa.

A falsidade da terceira afirmagdo foi facilmente justificada pelos alunos, pois se o

resultado é sempre positivo, ndo pode ser as vezes negativo.

A resolucdo da questdo (b) correu de forma semelhante & anterior. Para justificar a
veracidade da segunda afirmagdo recorri a0 mesmo argumento que antes, com a diferenga de
que agora, sendo impar o expoente, sobraria um fator negativo sem dupla. Isso faria com que,

no final, o resultado fosse negativo.

Para a questdo (9), comecei refazendo os célculos que haviam sido dados na quest&o.
Pedi aos alunos outros exemplos de sequéncias de trés nlmeros consecutivos e também
calculamos com estes exemplos. Respondendo ja a primeira pergunta, indaguei aos alunos se
aquele padrdo valia sempre: “Quando tivermos uma sequéncia de trés ndmeros inteiros
consecutivos, a metade da soma do primeiro termo com o terceiro termo resulta sempre no
termo do meio. Os alunos agora haviam entendido a pergunta, pois o enunciado “intua um

padrdo” ndo havia sido compreendido por eles quando da resolugéo da atividade.

Perguntei como poderiamos representar trés nimeros consecutivos. Alguns alunos
responderam “usando letras!” e um deles exemplificou com as letras a, b e ¢. Concordei com

o0 aluno, mas questionei-o sobre como aquela representacéo iria ajudar, ja que teriamos que
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a+c . . )
encontrar — - b, ou seja, como ele poderia me garantir que a metade da soma de a com ¢

seria igual a b. Este aluno e outros concordaram que aquela forma de representar ndo ajudava
na justificativa. Um aluno sugeriu representar um dos nimeros com a letra n. Perguntei como
poderiamos representar os dois outros nimeros da sequéncia. Como demoraram a responder,
intervim salientando que, o primeiro nimero era o antecessor do numero do meio e o terceiro
namero era o sucessor do nimero do meio. O aluno que deu a ideia de representar um dos

ndmeros com a letra n completou: “Entdo € n—1, n e n+1".

n-1+n+l1 2-n
2

verdade que, quando tivermos uma sequéncia de trés nimeros inteiros consecutivos, a metade

Com esta representacdo, calculamos =n e conclui: “Portanto, é

da soma do primeiro termo com o terceiro termo resulta sempre no termo do meio”.
Aproveitei para mostrar aos alunos que, se utilizassemos outra representacdo para uma

sequéncia de trés numeros consecutivos, por exemplo, n, n+1e n+2, ainda assim, o

encontrariamos como resultado o termo do meio, s6 que os calculos ficariam um pouco mais

complicados, pois teriamos o seguinte calculo:

n+n+2 2.-n+2 2.-n 2
= = +—=n+1.
2 2 2 2
Para responder a questdo (10), recordei aos alunos que o simbolo | | indicava o

moédulo de um nimero e que o modulo havia sido definido, na reta numérica, como a
distdncia do numero considerado até o zero. Esbocei uma reta numérica marcando nela

nimeros inteiros de —8 até 8.

Comecei perguntando qual ou quais s80 0s nimeros inteiros que estdo exatamente a
cinco unidades de distancia do zero. Os alunos contaram, a partir do zero, cinco unidades
para a direita e responderam que o niumero procurado era 0 nimero 5. Perguntei se sd havia
nameros & direita do zero e os alunos se deram conta de que podiam contar também cinco

unidades a esquerda do zero. Concluimos que ha dois nimeros que estdo a cinco unidades de

distancia do zero: sdo 0 nimero 5 e 0 nlmero —5, ou seja, sex =5 ou x = -5 entdo |x| =b5.

Continuando, falei aos alunos que a expresséo |x|<5 significava 0s nimeros que

estdo a uma distancia menor do que cinco unidades a partir do zero. Novamente, os alunos
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contaram para a direita e para a esquerda todos 0s niumeros x tais que |x| <5 e escrevi no

quadro, com varios alunos me acompanhando oralmente, que 0s nimeros inteiros x tais que

|x| <5580 -4,-3,-2,-1, 0,1 2, 3 e 4.0 nimero zero ndo foi mencionado pelos alunos,

entdo eu o inclui na resposta.

Por ultimo, também traduzi a expressdo |x| >5 como 0s nimeros que estdo a uma

distdncia maior do que cinco unidades a partir do zero. A resposta final ficou como os

nGmeros inteiros x tais que |X| >5 s&0 +6,+£7,+8,---.

Minha avaliacdo da aula:

Considerei que a aula foi bem sucedida quanto aos objetivos pretendidos. Além de
termos esclarecido diversos conceitos que ndo haviam sido bem entendidos, vérios alunos que
haviam errado as respostas na atividade manifestaram-se afirmando que haviam

compreendido o erro.

A questdo (8) foi reescrita da seguinte maneira: Responda com V para verdadeiro ou
com F para falso, justificando sua resposta.
c. Seja x um numero negativo. Entdo x " é
() sempre negativo.
() sempre positivo.
() as vezes negativo, as vezes positivo.
d. Seja x um nimero negativo. Entdo x™ ¢
() sempre positivo.
() sempre negativo.

() as vezes negativo, as vezes positivo.

Nessa questdo (8), podemos dar outras justificativas para a poténcia de nimeros
inteiros negativos se os alunos ja conhecem algumas propriedades da potenciagdo e se ja tém

alguma familiaridade com o uso de letras para representar nimeros genericamente. Por
exemplo, no caso x™, onde x é um nimero inteiro negativo, podemos representar um nimero
par como 2-n, onde n é um numero natural. Pelas propriedades das poténcias de expoente
natural, x*" = (xz)n. E facil mostrar que x> é sempre positivo, pois é um produto do tipo
negativo vezes negativo. Ficamos afinal com um nudmero inteiro positivo elevado a um

expoente natural, o qual ja se sabe que é positivo. No caso de x™*, onde x é negativo,
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podemos proceder analogamente, representando um ndmero impar por 2-n+1. Pelas

propriedades das poténcias de expoente natural, x*"* =x*".x' =(x2)n-x. Utilizando o

resultado anterior, sabemos que (xz)né sempre positivo. Ao multiplicarmos um positivo por

um negativo resulta em um ndmero negativo.

Na questdo (9), um aluno representou trés nimeros consecutivos utilizando as letras a,
b e c. A principio, pensei que o aluno estava imaginando trés letras consecutivas do alfabeto,
como se letras consecutivas representassem necessariamente nimeros consecutivos. Depois,
porém, percebi que ele ndo estava pensando em letras consecutivas, pois ele afirmou que
poderia ser quaisquer letras, por exemplo, m, x e s. Contudo, ndo posso garantir que algum
aluno ndo tenha pensado em trés letras consecutivas, pois ja ocorreu de um aluno afirmar que
0 antecessor do nimero n € o m e, quando perguntado qual seria entdo o antecessor do nimero
a, 0 aluno ndo soube responder, sugerindo que estava pensando em letras consecutivas para
representar nlimeros consecutivos.

n+n+2 2-n+2 2-n 2
= = +—=n+1,
2 2 2

para justificar o padréo intuido, ha a possibilidade de retoméa-la, como aplicacdo da fatoracéo

n+n+2 _2:n+2 _2-(n+1)
2 2

Ainda na questdo (9), onde utilizei os célculos

de expressdes algébricas, assim: =n+1.

4.2.23 Dia 20/05 - Avaliacdo Sobre Nameros Inteiros

Objetivos:

e Avaliar individualmente os alunos em relacdo a conceitos, escrita matematica, uso das
propriedades, argumentacdo e comunicacdo matematica, envolvendo nUmeros
inteiros.

e Identificar assuntos que necessitam uma retomada antes de iniciarmos com o

contetdo de expressdes algébricas propriamente ditas.
Roteiro de questdes:

1. Descreva duas caracteristicas que encontramos nos numeros inteiros e que nao
encontramos nos nimeros naturais.

2. Seja a adicdo de dois nimeros inteiros x e y.
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a. Como representamos a soma destes dois nimeros, nesta ordem?
b. Somando 5 & primeira parcela, X, e somando 7 a segunda parcela, y, como podemos
representar cada nova parcela?
c. Adicione as duas expressdes obtidas no item anterior, utilizando as propriedades
comutativa e associativa da adicdo em Z.
d. Qual é o resultado obtido no item anterior, sabendo que a soma de x e y é -9?
3. Considere a multiplicacdo de dois numeros inteiros m e n.
a. Como podemos representar o produto destes dois nimeros, nesta ordem?
b. Somando 10 ao segundo fator, n, como podemos representar este novo fator?
c. Obtenha o produto entre m e o novo fator obtido no item (b), utilizando a propriedade
distributiva.
d. Obtenha a diferenga entre a expresséo obtida no item (c) e a expressao obtida no item
(a). Faca todos os calculos possiveis.
e. Obtenha o produto do triplo de m com o dobro de n, utilizando as propriedades
comutativa e associativa da multiplicacdo.
f. Qual é o resultado obtido no item (e), se o produto de m e n é igual a—7?
4. Considere um nimero inteiro u.
a. Represente o sucessor do dobro de u e o antecessor do dobro de u.
b. Verifique que a diferenca entre estes dois nimeros, tomados na mesma ordem acima,
é sempre igual a 2.
c. Represente o dobro do sucessor de u e o dobro do antecessor de u.
d. Verifique que a diferenca entre estes dois nimeros, tomados na mesma ordem acima,
é sempre igual a 4.
5. Quantos e quais sdo 0S nimeros inteiros x tais que:
a.|x|=3 b.|x]|<3 c.|x|>3 d.|x|=-3

6. Abaixo estdo representados alguns nimeros inteiros na reta numérica. Obs.: A distancia de

x até 0 é igual a distancia de y até O:

X w 0 z 1%

Responda com V se a afirmacgdo for verdadeira ou com F se for falsa, justificando sua
resposta:
a. () X éum namero positivo.

b. () —xéum namero positivo.
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) Y é menor que zero.

o o

) W é menor que X.
) X ey sdo opostos.

) podemos escrever -Xx =y ou -y = X.

(0]
~ A~ A~~~

) Yy +zé maior do que X + w.

7. Responda com V se a afirmacéo for verdadeira ou com F se for falsa, justificando sua
resposta:

a. () Dados dois nimeros inteiros distintos negativos, o0 maior deles é o que tem o0 menor
maddulo.

b. () Um namero inteiro e seu oposto tém o mesmo modulo.

c. () Todo nimero inteiro tem antecessor.

Procedimentos:
Avaliacéo escrita individual sem consulta a ser realizada em dois periodos de 50

minutos.

Expectativas:
Espera-se um bom desempenho da maior parte dos alunos, haja vista todo o trabalho
realizado desde o inicio do ano letivo e a participacdo da maioria dos alunos da turma nas

atividades de sala de aula.

Andlise da avaliacdo:

Participaram desta avaliagdo 20 alunos.

A questdo (1) tinha como objetivo apenas verificar se os alunos conseguiriam
diferenciar minimamente o conjunto dos nimeros naturais do conjunto dos nimeros inteiros,
apresentando duas caracteristicas especificas do conjunto dos nimeros inteiros que ndo
encontramos no conjunto dos nimeros naturais. Considerei corretas as respostas de 6 alunos
(30%), parcialmente corretas as respostas de 5 alunos (25%) e incorretas ou sem solugéo as

respostas de 9 alunos (45%).

As caracteristicas mais mencionadas, tanto pelos alunos que acertaram totalmente
quanto pelos alunos que acertaram parcialmente foram que no conjunto dos nimeros inteiros
temos positivos e negativos, ja no conjunto dos numeros naturais s6 temos positivos e que

todos 0s numeros inteiros tém antecessor, mas 0 zero ndo tem antecessor no conjunto dos
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nimeros naturais. Ainda como caracteristica, um aluno mencionou que temos a nogdo de
oposto no conjunto dos nimeros inteiros, no¢ao esta ndo encontrada no conjunto dos nimeros
naturais. Outro aluno, ainda, mencionou que com 0s nimeros inteiros podemos subtrair. Nesta
resposta, faltou a palavra “sempre”, pois no conjunto dos nimeros naturais também podemos
subtrair, s6 que ndo sempre. Mesmo assim considerei correta sua resposta, pois entendi que o
aluno quis dizer que sempre podemos subtrair nimeros inteiros e o resultado sera ainda um
namero inteiro. Houve também um aluno que deu a resposta: “tem mais operacdes para
fazer”. Provavelmente este aluno estava se referindo a possibilidade de sempre podermos
subtrair nimeros inteiros. Porém, ndo considerei como correta, pois sua resposta ficou muito

vaga.

Como incorreta, menciono as respostas de alunos que exibiram exemplos de nimeros
inteiros. Destaco o numero de alunos (5 alunos - 25%) que deixaram de responder esta
questdo por ndo a terem entendido ou por ndo conseguirem, de fato, diferenciar minimamente

os dois conjuntos.

A questéo (2) pretendeu ser uma retomada da questéo (3) da prova do dia 15/04, a qual

teve um baixo indice de acertos, tendo por objetivos:

Verificar se 0s alunos eram capazes de escrever uma sentenga matematica utilizando

letras para representar genericamente nimeros inteiros.
o Verificar se 0s alunos memorizaram os nomes dos termos de uma adig&o.

e Observar se os alunos justificariam a soma das duas novas parcelas atraves das

propriedades da adi¢éo (comutativa e associativa).

e Verificar se, no item (d), os alunos substituiriam corretamente o valor de x—y na

expressao obtida no item (c).

Dos 20 alunos considerados na avaliagdo, 17 alunos (85%) responderam corretamente
o0 item (a) desta questdo, uma melhora significativa em relacdo a avaliacdo anterior, onde
apenas 10 alunos (47,62%) entre 21 responderam corretamente. Apenas 2 alunos (10%)

responderam incorretamente e um aluno (5%) acertou parcialmente. As respostas incorretas

21

foram “x-y” e “xy=xy, X-x=Xx°”", revelando uma confuséo entre o significado de soma e

. . X . .
produto. A resposta parcialmente correta foi “x+ y =—". Considerei parcialmente correta,
y
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pois 0 aluno escreveu corretamente a expressdo para a soma de x e y, mas depois escreveu

uma expressdo sem sentido. Nao compreendi porque ele escreveu um quociente.

O item (b) desta questdo foi respondido corretamente por 10 alunos (50%), um nimero
ainda pequeno, mas j& bem superior ao nimero de 2 alunos (9,52%) que acertaram questéo
analoga da prova anterior. A outra metade da turma errou a resposta. Nenhum aluno deixou de

responder. Dos erros, o mais freqiiente foi escrever as novas expressdes como “5x e 7y”.

Estas expressdes foram escritas até mesmo por alunos que acertaram o item (a). Aqui 0sS
alunos ddo mostra de confundir soma e produto e de ndo relacionar a palavra parcela (que é

explicitada na questdo) com a adicéo.

Apenas 2 alunos (9,52%) acertaram completamente o item (c) (um aluno a mais que
na avaliacdo do dia 15/05 em questdo anéloga), um nimero muito pequeno, considerando que
10 alunos haviam acertado o item anterior e considerando as atividades realizadas em aula. A

resposta dada por estes alunos foi “x+5+y+7=x+y+12”, considerada correta apesar de

ndo explicitarem o uso da comutatividade e da associatividade. Dos demais, 15 alunos (75%)
erraram ou ndo responderam (8 alunos erraram e 7 ndo responderam). Das respostas erradas,

quero destacar a de um aluno que respondeu da seguinte forma:

(x+5)-(y+7)
X-y+5.7
X-y+35

Xy + 35

Este aluno confundiu a soma com o produto e ainda aplicou incorretamente a
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Houve também alunos que
incluiram fracGes em suas respostas e outros que tentaram justificar as propriedades da
adicdo, inclusive de nimeros racionais. Certamente estes alunos procederam assim porque 0
enunciado da questdo mencionava a utilizaco das propriedades para obter uma expressao
final para a soma. Ent&o, os alunos acabaram confundindo a utilizagdo com a exemplificacéo
ou justificativa das propriedades. Ou seja, a minha tentativa de tornar o enunciado mais claro
e objetivo terminou atrapalhando os alunos. Houve ainda 3 alunos (15%) que responderam

apenas com a expressdo “x+5+y+7”. Como ndo atinaram em adicionar 5 e 7, considerei

parcialmente correta sua solugao.



204

Finalizando a questéo (2), o item (d) foi corretamente respondido por apenas 1 aluno
(5%), ainda assim, este aluno apenas colocou o resultado numérico final. Os demais erraram
(5 alunos) ou ndo responderam (14 alunos). O nimero de alunos que errou ou ndo respondeu
foi muito grande e mostra 0 pouco entendimento da turma sobre o assunto avaliagdo (do

inglés evaluate) tratado na quest&o.

A questdo (3) procurou, no item (e), retomar os objetivos da questdo (4) da prova
anterior. Como da outra vez, resolvi colocar letras diferentes de x e y, a fim de familiarizar os
alunos com o uso de quaisquer letras para representar nimeros de maneira genérica. Além

disso, esta questdo objetivou:

e Verificar o conhecimento dos alunos quanto aos termos da adigdo, multiplicacdo e
subtracdo de inteiros.

e Observar se os alunos aplicariam corretamente a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relacéo a adicdo de inteiros.

e Verificar se os alunos substituiriam corretamente o valor de x-y na expresséo obtida

no item (e).

O item (a) desta questdo foi corretamente respondido por 13 alunos (65%). Seis alunos
(30%) erraram ou ndo responderam. Um aluno (5%) acertou parcialmente. O erro mais
comum foi o de escrever o produto de m e n como “m+n”. Um aluno escreveu a expressao

sem sentido “(mn)’” e outro escreveu uma expressio como em uma divisdo pelo algoritmo

tradicional, usando o simbolo L_ que identifica o divisor.

Dos alunos que acertaram o item (a), um escreveu “M -N”, utilizando letras
mailsculas. Este aluno ja havia sido orientado para manter os simbolos como haviam sido

apresentados, pois trocar as letras mindsculas por maiusculas poderia causar confusdo em

. m - e
algum problema. O aluno que acertou parcialmente escreveu m-n=—, como ja havia feito
n

no caso da soma. Mais tarde, quando questionado por que havia escrito a fragéo, o aluno ndo

respondeu, dando de ombros ao professor.

O item (b) apenas pedia para representar a soma de n com 10. Este item ndo pbde ser
desvinculado do préximo item, (c), pois houve alunos que escreveram incorretamente a
expressdo para a soma no item (b), mas, depois, escreveram corretamente a expressdo do

produto de m por n+10. Os alunos que assim procederam tiveram sua resposta para o item
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(b) considerada como correta. Doze alunos (60%) acertaram a questdo, respondendo com a
expressdo “n+10" ou “10+n”. Sete alunos (35%) tiveram suas respostas consideradas
incorretas e um aluno (5%) acertou parcialmente. Uma resposta considerada incorreta foi a
seguinte: “podemos representar este novo fator como parcela ou soma de dois nimeros”.
Outro erro foi o0 aluno ter respondido com a expressdo “n-10", evidenciando confuséo entre
soma e produto. Mais um exemplo de resposta incorreta foi do aluno que novamente escreveu
como no algoritmo tradicional da divisdo, com m como dividendo, n como divisor e 10 como
quociente. Nao tenho ideia do raciocinio do aluno, pois este € um dos alunos que nunca
participam da aula, nem mesmo quando questionado em separado, sem que os colegas
percebam. A resposta que consideramos parcialmente correta foi a seguinte: “10n e n+10".
E provavel que o aluno quisesse aqui trocar a ordem das parcelas, mas se enganou escrevendo
10 e n justapostos (creio que aqui o aluno nem pensou no produto, visto que eu vinha me
esforcando para ndo escrever, por enquanto, xy, por exemplo, como representacdo para o

produto).

Quanto ao item (c), apenas 6 alunos (30%) acertaram, aplicando corretamente a
propriedade distributiva. Oito alunos (40%) erraram ou deixaram de responder. Os 6 alunos
restantes (30%) acertaram parcialmente, tendo representado corretamente o produto, mas nao
aplicando a propriedade distributiva, ou tendo aplicado corretamente a propriedade
distributiva, mas depois escrevendo outras expressdes incorretas e desnecessérias. Das
respostas incorretas, € interessante a de um aluno que incluiu a letra b na resposta,
provavelmente se atrapalhando com o enunciado da questdo que pedia para utilizar o

resultado do item (b). Sua resposta foi a seguinte: “m10+b10=m-b+10-10".

Obviamente, o item (d) teve baixissimo indice de acerto. Apenas 2 alunos (10%)
acertaram a resposta para este item. Um destes alunos raciocinou corretamente, mas sua
escrita, além de utilizar letras mailsculas, apresenta imprecisdes. Sua resposta foi:
“M-N-M:-N+10M =MN - MN =0+10M =10M . Um aluno (5%) acertou parcialmente,

tendo respondido:

m-(n+10)-m-n
m-n+m-10—m-n
10

Parece que o aluno simplesmente esqueceu-se de escrever 0 m multiplicando 10, mas

também pode ser que o aluno tenha imaginado que todas as letras m se anulavam. Dezessete
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alunos (85%) erraram ou n&do responderam o item (d) (9 erraram e 8 ndo responderam). Entre
as respostas erradas estd a de um aluno que ndo relacionou, até este momento, o termo
diferenca com o resultado da subtracgéo, tendo dado a seguinte resposta: “a diferenca é que no
item A estd multiplicando e no C estd somando. Houve uma variedade de expressdes dadas

como resposta a esse item, por exemplo, “m-(n-10)=m-n-m-10”, onde o aluno

interpretou que deveria calcular a diferenca entre n e 10 e depois multiplicar por m essa
expressdo. Curioso é que este mesmo aluno errou a distributividade na resolugéo do item (c),
mas, agora, aplicou a propriedade corretamente. Destaca-se também que alguns dos alunos

que erraram a resposta do item (d), ao menos foram coerentes com os resultados que haviam
encontrado nos itens (a) e (c), por exemplo, um aluno escreveu: “m10+ b10+ (mn)z". Ainda

assim, onde deveria ter feito uma subtracdo, fez uma adigdo, provavelmente por nédo

relacionar o termo diferenga ao resultado da subtracéo.

O item (e) desta questdo € muito parecido com a questéo (4) da avaliagdo de 15/04. Ha
duas diferengas entre esta questdo e aquela: aqui eu pego o produto do triplo de m com o
dobro de n; I4 eu havia solicitado o produto do dobro do primeiro fator (que era m) com o
triplo do segundo fator (que era n), ndo explicitando qual seria o primeiro fator e qual seria o
segundo fator. Novamente, nenhum aluno acertou esse item, conforme ja havia ocorrido na
prova anterior. Pelo enunciado de agora e por todo o trabalho feito ap6s a avaliagdo anterior,
eu tinha certeza de que os alunos iriam entender que era para eles escreverem
3-m-2-n=6-m-n. No entanto, 15 alunos (75%) erraram ou ndo responderam e 5 alunos
(25%) acertaram parcialmente. Entre os alunos que erraram a resposta, a que mais ocorreu foi
“3m+2n”, confirmando a dificuldade que a turma tem com 0s nomes dos termos das
operagdes. Pelo menos souberam expressar o triplo e o dobro de um nimero. Os alunos que
acertaram parcialmente escreveram apenas “3m-2n”, ndo percebendo que as propriedades
permitiam que multiplicassem o nimero 3 e o numero 2 para obter “6-m-n”. Alias,
mencionar a utilizagdo das propriedades fez com que aparecesse a resposta

“3m-2n=2n-3m”, como j4 havia ocorrido no caso da adicéo.

Pelo resultado anterior, ndo foi surpresa que nenhum aluno tenha acertado (nem
mesmo parcialmente) a resposta do item (f) da questdo (3). Treze alunos deixaram em branco

e 7 alunos erraram sua resposta. Uma das respostas incorretas foi:
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3-m+2-n

m-n+3-2

m-n+6

-7+6=
-1

onde o aluno errou a manipulagdo simbdlica, mas substituiu e calculou corretamente o

resultado numérico, de acordo com sua resposta.

A questdo (4) tinha por objetivos, nos itens (a) e (c), observar se os alunos
apropriaram-se dos conceitos de sucessor e antecessor, além de verificar se saberiam escrever,
em linguagem matemética, sentencas escritas em lingua materna. Os itens (b) e (d)
objetivavam verificar se os alunos saberiam calcular a diferenga entre as duas expressoes a
fim de dar uma justificativa genérica para um resultado matematico (adiantando, portanto, o
célculo com expressdes algébricas). Certamente, outros argumentos que justificassem as

afirmacGes também seriam aceitos.

Dos 20 alunos que fizeram a avaliacdo, 7 alunos (35%) e 5 alunos (25%) responderam
corretamente os itens (a) e (c) da questdo (4), respectivamente, 0 que é muito pouco. Onze
alunos (55%) e 15 alunos (75%) erraram ou ndo responderam, respectivamente, os itens (a) e
(c). Ainda, houve 2 alunos (10%) que acertaram parcialmente o item (a), um deles
respondendo com as expressdes “1+2u” e “1-2u”. Certamente, este aluno s6 acertou a
primeira expressdo porque a adicdo € comutativa, isto é, ndo parece que o aluno estivesse
consciente da correcdo de sua resposta. O outro aluno que acertou parcialmente apresentou
somente a expressdo para o sucessor do dobro de u. Entre as respostas incorretas para o item

(a), além de expressdes que respondiam o item (c), apareceram as expressoes “2u e —2u”,
[ 1 x H [ 5 1 H M
u+le u-—1" e aexpressao sem sentido “5+ x =—". Das respostas incorretas para o item
X

(c), além daquelas que respondiam o item (a), apareceram as expressdes Como:
“2-u e —2-u”. Houve alguns alunos que responderam corretamente, mas de maneira
diferente do esperado, escreveram “(u+1)-2 e (u—1)-2”. Somente 1 aluno (5%) acertou as
respostas dos itens (b) e (d), ainda assim, com uma escrita ndo muito precisa. No item (b) o
aluno respondeu com “2u+1-2u-1=1-(-1)=2". Geralmente, os alunos esquecem-se de
colocar os paréntesis quando escrevem a subtragdo de uma expressdo com mais de um termo.

No item (d) sua resposta foi
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“2u+l)-2u-1)=2-u+2-1-2u-2-1=2-1+2.1=4".

Quinze alunos (75%) erraram ou ndo responderam o item (b) e 19 alunos (95%)
erraram o item (d). Exemplos de respostas erradas para o item (b) séo: “verifiquei e vi que é
verdade mesmo” e “N&o é sempre igual a 2”. Esta segunda resposta mostra que o aluno néo
compreendeu 0 enunciado da questdo, o qual afirmava que o resultado era igual a 2. Para o
item (d), destacamos como incorretas aquelas respostas que repetem a afirmacéo e, também, a
seguinte resposta: “2u+2u=4 e —1+1=0". Ainda, houve 4 alunos (20%) que acertaram
parcialmente o item (b), apresentando alguma escrita coerente, por exemplo:

“(2u+1)-(2u-1)=3u—u=2u". Este aluno errou os calculos algébricos, mas escreveu

corretamente a diferenga entre o sucessor do dobro de u e o antecessor do dobro de u.

Na questdo (5) eram pedidas duas coisas: responder quantos e quais s&o0 0S numeros
inteiros que satisfaziam determinadas condi¢es. O objetivo de perguntar quantos era para
verificar se os alunos se dariam conta de que podemos ter infinitos nimeros ou de que
poderiamos ter uma impossibilidade, uma ndo-existéncia, como resposta. Além disso, a
questdo tinha por objetivo verificar a compreensao dos alunos quanto ao conceito de mddulo

de um ndmero inteiro.

O indice de acertos nos quatro itens foi baixo. Acertaram o item (a), apenas 4 alunos
(20%). Acertaram parcialmente o item (a), 7 alunos (35%). Erraram ou ndo responderam esse
item, 9 alunos (45%). No item (b), houve 3 alunos (15%) que acertaram, 4 alunos (20%) que
acertaram parcialmente e 13 alunos (65%) que ndo responderam ou que erraram suas
respostas. O item (c) foi respondido corretamente por 4 alunos (20%). Dois alunos (10%)
acertaram parcialmente e 14 alunos (70%) erraram ou deixaram em branco. Pior foi o item
(d), o qual apenas 1 aluno (5%) acertou a questéo e os 19 alunos restantes (95%) erraram ou
ndo responderam, sendo que 9 alunos erraram e 10 alunos ndo responderam. Pouquissimos
alunos responderam quantos eram os inteiros que satisfazem cada uma das condig¢Ges. Devido
a isso, desconsiderei a pergunta “quantos” e considerei para efeito de corre¢do, apenas as
respostas para a pergunta “quais”. Um resultado tdo ruim nesta questdo reflete um pouco
entendimento do conceito de médulo de um namero inteiro. Mas, também pode ter
contribuido para o péssimo resultado o uso dos simbolos > e <, além do préprio simbolo

para representar o modulo.
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Um exemplo de resposta incorreta e que nos permite intuir que os simbolos para maior
e menor ndo foram absorvidos pelos alunos é, para o item (b): “Deve ser 0s nUmeros maiores

(acima) de 3”. Varios alunos responderam o item (d) apresentando nimeros inteiros que

satisfariam a condigéo |x| = —3. Isto mostra claramente o ndo entendimento dos alunos quanto

ao conceito de modulo.

“S&o vérios” foi a resposta de um aluno para o item (c), mostrando que o aluno ndo
diferencia uma quantidade grande de nimeros de uma infinidade de nimeros. E importante
ressaltar que, mesmo alunos que vinham tendo boa participagédo em aula, ndo conseguiram um
bom desempenho nesta questdo. Nas respostas consideradas parcialmente corretas os alunos
geralmente ndo apresentavam todos os nimeros que satisfaziam cada condigdo. No item (c),
como ndo é possivel apresentar todos os nimeros, os alunos que ndo utilizaram as reticéncias
para indicar que a lista de nUmeros era infinita, tiveram suas respostas consideradas
parcialmente corretas. No caso do item (d) apenas um aluno respondeu que ndo existe nimero

inteiro tal que |x| =-3.

A questéo (6) trazia consigo diversos objetivos. Um deles era verificar se o aluno
conseguiria comparar nimeros inteiros representados de maneira genérica numa reta
numérica. Também objetivava observar se os alunos haviam compreendido que o sinal de
menos antes de uma letra que representa um niimero ndo significa, necessariamente, que este
namero € positivo. Resolvi incluir esta questdo, pois, durante o trabalho com propriedades das
operages com ndmeros inteiros, representei um nimero negativo genérico como —a. SO que
naquele contexto havia ficado claro (pelo menos assim eu imaginei) que a letra a representava
um ndmero positivo. Outro objetivo importante foi o de verificar se o conceito e a notacéo de
oposto foram absorvidos pelos alunos. Por Ultimo, o objetivo sempre presente de observar 0s

argumentos dos alunos para as justificativas das respostas.

Dos sete itens envolvidos nesta questéo, os itens (b) e (f) foram os que tiveram maior
namero de alunos que erraram ou ndo responderam: 11 alunos (55%) no item (b) e 10 alunos
(50%) no item (f). Este nimero grande respostas incorretas para o item (b) evidencia que estes
alunos ndo atingiram o objetivo de reconhecer que o simbolo —x ndo representa
necessariamente um ndmero negativo. Interessante é que 8 alunos que erraram a resposta do
item (b) acertaram o item (a). Este erro foi cometido inclusive por alunos que estavam se
destacando positivamente durante as aulas. Em relag&o a isso, admito grande responsabilidade

minha.
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Quanto ao item (f), convém destacar que nenhum aluno acertou completamente a
resposta. Em geral, os alunos ou ndo justificaram ou erraram a justificativa. Também é
interessante observar que 7 alunos que erraram a resposta do item (f), responderam

corretamente o item (e).

A questdo (7) objetivava observar se os alunos haviam compreendido que, no caso de
nimeros negativos, quanto mais distante estiver do zero, na reta numérica, menor é o nimero.
Também reforcava a verificagdo do conceito de modulo. Por Ultimo o sempre presente

objetivo de observar a argumentacdo matematica dos alunos.

O item (a) dessa questdo teve apenas 1 aluno (5%) acertando completamente. Sua
justificativa foi: “pois o que tem menor moédulo esta a direita no caso dos negativos”. Onze
alunos (55%) acertaram parcialmente, sendo que 6 desses alunos apenas responderam com
“V”, sem justificar. Foi em nimero de 8 (40%) os alunos que erraram ou deixaram de
responder o item (a). Entre as justificativas incorretas, tanto dos alunos que acertaram
parcialmente quanto dos alunos que erraram encontramos exemplos particulares, repeti¢éo da
afirmacdo e as respostas “pois ndo importa 0 modulo” e “falso porque o maior deles é o que

tem o maior médulo”.

O item (b) da questéo (7) repetiu o que foi pedido no item (e) da questéo (6) e, apesar
de o item (6e) ter tido um bom indice de acertos totais ou parciais, ainda assim, apenas 3
alunos (15%) acertaram a resposta do item (b) da questéo (7). Nove alunos (45%) erraram ou
nao responderam e 8 alunos (40%) acertaram parcialmente. Alguns exemplos de justificativas
incorretas, além de exemplos particulares e repeticdo da afirmacgdo, sdo: “a =be ndo tem o
mesmo modulo”, “2 o modulo dele é diferente”, “Nao porque ndo existe médulos”, “sim pois
s80 0 mesmo numero” . Esta Ultima resposta reflete a ideia de que um nimero negativo é um

nldmero natural com um sinal.

Apenas 4 alunos (20%) acertaram completamente o item (c). Nove (45%) alunos
acertaram parcialmente e 7 alunos (35%) erraram ou deixaram em branco. Das justificativas
erradas destacamos: “N&o porque o0 zero ndo possui antecessor proprio”, “o 1 ndo tem”,
“menos o zero” (este aluno respondeu com “V”), “Sim, Todos 0s nimeros ndo importa seu
conjunto Tem antecessor”, “pois 0s inteiros sdo unicos que ndo tem antecessor” e “pois o 0
ndo tem oposto”. Entre as justificativas que consideramos como corretas trés destacam que

“nos inteiros tém negativos”, entdo “até o zero tem antecessor”. Somente um aluno justificou
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a existéncia do antecessor de qualquer nimero inteiro pela subtracdo da unidade, o que é

sempre possivel de ser feito no conjunto dos nimeros inteiros.

Minha avaliacdo da prova:

Inicialmente, acho oportuno relatar sobre o comportamento dos alunos antes e durante
a realizacdo da prova, pois isso pode explicar, em parte, o seu fraco desempenho. A turma é
naturalmente agitada. Mas, no dia 20/05/08, a turma estava especialmente agitada.
Normalmente, eu conseguia a atengéo dos alunos depois de decorridos alguns poucos minutos
da entrada em sala de aula. Porém, neste dia, a maioria dos alunos ndo se aquietou nem
mesmo durante a realizacdo da avaliacdo. Além disso, houve alguns alunos que finalizaram
sua avaliagdo muito rapidamente e ficaram perturbando os demais, os quais também néo
estavam muito interessados na avaliacdo. Eu pedia insistentemente para que parassem de
perturbar e que revisassem suas respostas, mas isso foi indtil. Poucos alunos pareciam estar
realmente interessados em realizar a prova. Mesmo aqueles que apresentavam dificuldades e
que ndo participavam durante as aulas ndo mostraram interesse em obter um bom resultado na

avaliagdo.

Para mim, o resultado da prova foi uma decepgéo total. Eu esperava um desempenho
melhor dos alunos, influenciado por sua maior e melhor participacéo nas atividades de sala de
aula e durante as aulas expositivas. Observando a media aritmética das notas teoricas dos
alunos (37,24) e comparando com a média da prova anterior (40,73), observamos uma queda
de aproveitamento dos alunos nesta segunda avaliacdo. Desconsiderando-se os dois alunos ja
mencionados no inicio, observa-se que 11 alunos ficaram abaixo da média, a qual é bem
menor do que cinquenta por cento do escore total. Se exigissemos o minimo de 60% de

aproveitamento, o nimero de alunos abaixo do minimo aumentaria para 18 alunos.

Eu esperava que mais alunos acertassem o item (c) da questdo (2), uma vez que no
enunciado estava explicita minha inten¢do de que os alunos utilizassem as propriedades para
encontrar a expressdo final. No entanto, o enunciado acabou confundindo alguns alunos que,
em vez de utilizar as propriedades tentaram justifica-las ou apenas ilustra-las. Esta confuséo
pode ser devido & falta de interpretacdo do enunciado por parte dos alunos ou porque

realmente o enunciado ndo esta ainda muito claro e preciso.

Ainda sobre a questéo (2), pensando melhor sobre o item (d), percebo que esta foi
talvez a segunda vez que eu pedi uma questdo desse tipo. A primeira vez foi no problema da

soma das idades de dois irméos daqui a 5 anos, sabendo que hoje suas idades somam 35 anos.
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S6 que no caso do problema das idades, os alunos j& sabiam a resposta de antemé&o, pois

primeiramente o problema havia sido resolvido sem o uso de letras.

Um cuidado que eu havia decidido tomar e que acabou me escapando foi o de ndo
escrever questdes encadeadas com muitos itens, como na questdo (4). Os itens (e) e (f)
poderiam ter sido colocados em uma nova questéo, pois, exceto pelo fato de envolver uma

multiplicacéo, eles sdo independentes dos demais.

Ainda h& muita confusdo sobre nomes dos termos das operacdes. Muitos alunos ainda
confundem parcelas com fatores, soma com produto, e ha explicitamente um aluno que ainda
ndo relacionou a palavra diferenga, no contexto de operagdes, com o resultado da subtrag&o.
Na minha opinido, os nomes corretos das operacdes (e dos seus termos, tanto quanto possivel
e cabivel) devem ser introduzidos desde as séries iniciais, pois, depois de absorvidas
expressdes como “continha de mais”, “continha de vezes”, “continha de menos” e “continha
de dividir”, dificilmente os alunos conseguem abandonar ou substituir estas expressoes pelos
seus nomes corretos, acarretando uma dificuldade de comunicacéo. Inclusive, ja relatei o caso
ocorrido nesta turma (mas ndo é exclusivo desta turma) de realizar uma adi¢do simplesmente

porque no enunciado do problema aparece a expressao “a mais”.

Sobre a resposta para o item (c) da questdo (3), em que um aluno incluiu na expresséo
a letra b que se referia ao item (b) da mesma, convém relatar que eu sé decidi me referir
diretamente ao item (b), porque eu havia feito, em minhas outras turmas de sétima série, uma
questdo em que era necessario utilizar uma resposta obtida no item anterior, escrevendo no
enunciado “utilizando a resposta do item anterior”, e houve alunos que utilizaram a resposta

de outra questdo anterior, que nada tinha em comum com o presente problema.

Varios alunos tém demonstrado, durante as aulas, dificuldades na traducdo em
linguagem matematica de sentencas escritas ou faladas em lingua materna. Isso se refletiu no
resultado da prova. Além disso, os alunos, em geral, mostraram ndo ter compreendido que o
simbolo — x pode representar um niimero positivo ou negativo, dependendo do valor de x.
Estes dois assuntos também deverdo ser retomados nas proximas aulas e verificados na

proxima avaliacéo.
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4.2.24 Dia 27/05 — Atividades Sobre Numeros Naturais, Inteiros e Racionais

Objetivos:

Reforcar e revisar os conceitos trabalhados durante o trimestre e avaliados na prova

de 20/05, com énfase nos nimeros inteiros.

Roteiro de questdes:

Comparando os conjuntos dos numeros naturais, inteiros e racionais.

1. Complete com V se afirmacéo for verdadeira ou com F se a afirmagdo for falsa.

a.

o o

®

() A subtracdo de dois nimeros naturais sempre did como resultado um nimero
natural.

() Adivisdo de dois nimeros inteiros sempre da como resultado um nimero inteiro,
com resto igual a zero.

() Todo nimero natural também & um namero inteiro.

() Todo namero inteiro também é um nimero natural.

() Todo nimero inteiro também é um namero racional.

() Todo namero racional também é um ndmero inteiro.

() No conjunto dos numeros naturais sempre encontramos 0 oposto de algum
namero natural.

() No conjunto dos numeros inteiros sempre encontramos o oposto de algum

nldmero inteiro.

() O oposto do niimero racional 2 é o nimero racional 2.
b b

() No conjunto dos nimeros naturais sempre encontramos 0 antecessor e 0 sucessor
de qualquer nimero natural.

() No conjunto dos nUmeros inteiros sempre encontramos 0 Sucessor e 0 antecessor
de qualquer niumero inteiro.

() Nos inteiros negativos, quanto mais préximo do zero maior é o nimero.

() Nos inteiros negativos, quanto maior é o médulo, menor é o nimero.

() Nos inteiros positivos, quanto mais perto do zero, menor é o nimero.

() Nos inteiros positivos, quanto maior € o mddulo, maior é o nimero.

() As propriedades comutativa e associativa da adicdo e da multiplicacdo valem
apenas no conjunto dos nimeros inteiros.

() A propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo & adi¢do ndo vale no
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conjunto dos nimeros racionais.
r. () Nao é possivel multiplicar nimeros racionais.

s. () E sempre possivel subtrair nos niimeros naturais.

o Nomes dos termos das operagdes:
Nos quadros, coloque o nome da operagdo, assim como os nomes dos termos de cada

operagéo:

[ s | s L 1

== N
3

| | I

Operacéo
254 [ ]
4
1016 [ ]

235 |
Tase [

21 [ ]

Operacéo |

Operacéo |

25 ]
L I

Operagio | | 9 ]

o Escrita matematica, operacdes e argumentacdo matematica.

1. Associe as frases em nossa lingua com a sua respectiva representacdo em linguagem

matematica

(A) O sucessor do dobro de um nimero ()2-x-1
(B) O antecessor do dobro deum nimero () 4-x-2-y=8-x-y
(C) O dobro do sucessor de um nimero () x—(x-1)=x-x+1=1
(D) O dobro do antecessor de um nimero () x-y
(E) A soma de dois nimeros () 2-(x+1)
(

(F) O produto do quédruplo de um
nimero com o dobro de outro nimero
(G) A diferenca entre dois nimeros ()xy

) x-(y+5)=x-y+x-5
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(H) O produto de um nimero comasoma ( ) 2-x+1
entre outro nimero e 5

(1) A diferenca entre um nimero e seu ( ) 2-(x-1)
antecessor

(J) O produto entre dois nimeros () x+y

2. Adicdo de nimeros inteiros

a) O resultado de uma adicdo é chamado de soma ou total. Como podemos representar a
soma dos nimeros inteiros m e n?

b) Se somarmos 10 ao m e 4 ao n, como podemos representar a soma destes dois novos
nameros?

c) Se o resultado da adicdo de m e n é igual a 20, qual sera o resultado numérico da soma

obtida na questéo (b)?

3. Subtrag&o de ndmeros inteiros

a) O resultado de uma subtracdo é chamado de diferenca ou resto. Como podemos
representar a diferencga entre dois nimeros inteiros m e n, nesta mesma ordem (primeiro o
m, depois 0 n)?

b) Adicione 6 ao m e adicione 5 ao n. Apds, faca a subtracdo destas duas novas expressdes
na mesma ordem em que elas aparecem. Como podemos representar essa subtracdo?

c) Se o resultado da subtracdo de m e n é igual a 1, qual serd o resultado numérico da

subtracdo obtida na questdo (b)?

4. Multiplicacao de numeros inteiros

a) O resultado de uma multiplicacdo é chamado de produto. Como podemos representar o
produto dos nimeros inteiros m e n?

b) Se fizermos o quédruplo de m e o dobro de n, como podemos representar 0 produto
destes dois novos fatores?

c) Se o resultado da multiplicacdo de m e n é igual a -5, qual ser o resultado numérico do
produto obtido na questéo (b)?

d) Adicione 5 ao fator n. Apds isso, multiplique m pelo novo fator. Aplique a propriedade
distributiva.

e) Subtraia da expresséo obtida no item (d) a expresséo obtida no item (a).

f) Se o valor de m for igual a 3, qual serd o resultado numérico obtido no item (e)? Esse

resultado depende do valor numérico atribuido ao n? Por qué?

5. Expresse em linguagem matematica as seguintes sentencas:
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a) A soma de trés nimeros inteiros X, y e z.

b) A diferenca entre o dobro do nimero x e o triplo do nimero y.

¢) O produto do nimero x com a soma entre o nimero y e 15.

d) A soma de trés nimeros consecutivos.

e) A diferenca entre o cubo do nimero x e o quadrado do nimero y.

f) A soma do nilmero X com Seu SUcessor.

g) A diferenca entre o produto do dobro de x com o triplo de y e o produto do triplo de x com
0 dobro deyy.

6. Responda com V para verdadeiro ou com F para falso, justificando cada resposta.

a. ( )Se|x=6,entdo x=6ou x=—6.

b. () N&o existe niimero inteiro x tal que |x| = —6 .

o

() Ao somarmos trés nimeros inteiros consecutivos, obtemos como resultado o
triplo de um namero.

d. () Adiferenca entre o sucessor e 0 antecessor de um nimero é sempre igual a 2.

e. () Ao somarmos 0 sucessor e 0 antecessor do nimero X, obtemos como resultado o
dobro de x.

f. () Sex éum nimero inteiro negativo, entdo o quadrado de x sempre é negativo.

g. () Sexéum nimero inteiro negativo, entdo o cubo de x sempre é negativo.

h. () Se x € um numero inteiro negativo, entdo —x também é um numero inteiro

negativo.

i. () Considere dois nimeros inteiros negativos x e y, tais que o médulo de x é maior
do que o mddulo de y. Nestas condicbes, podemos dizer que x é maior que .

j. () Considere dois nimeros inteiros positivos X ey, tais que o0 médulo de x é maior

do que o mddulo de y. Nestas condic¢Ges, podemos dizer que X é maior que .

Procedimentos:

Aula de exercicios de revisdo e reforco dos conceitos trabalhados durante o trimestre.
Os alunos deverdo trabalhar individualmente consultando seu préprio material, devendo
encarar a atividade como uma avaliagcdo. Pretende-se corrigir esta atividade, em aula
expositiva, nos dias 03/06 e 04/06.

Expectativas:
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N&o se espera muito interesse por parte dos alunos na realizagdo da atividade, tendo

em vista que o professor titular da disciplina estard ausente neste dia.

Relato da aula:

Nesta aula ndo pude estar presente, deixando uma professora substituta (séries iniciais)
com a incumbéncia de organizar o trabalho na turma. A professora relatou que os alunos néo
realizaram a tarefa mesmo sabendo que faria parte da avaliagdo do trimestre. Esse

procedimento por parte dos alunos é comum nas auséncias do professor titular da disciplina.

Minha avaliacdo da aula:
Nada a comentar, a ndo ser que ja era esperado o desinteresse dos alunos na realizagéo

da atividade, devido & auséncia do professor da disciplina.

4.2.25 Dia 28/05 — Correcdo da Prova de 20/05

Objetivos:
o Corrigir erros, retomar e reforcar os conceitos abordados na avaliagdo de 20/05, com

vistas a recuperacéo.

Roteiro de questdes:
As mesmas da avaliagdo de 20/05 (ver p. 199 a 201).

Procedimentos:
Aula expositiva em que o professor resolve no quadro as questdes da prova,

aproveitando para aprofundar ou abordar outras caracteristicas dos conjuntos numéricos.

Expectativas:
Espera-se que os alunos participem com interesse, identificando e corrigindo 0s erros

cometidos na prova.

Relato da aula:

Na primeira questdo, lembrei aos alunos o conceito de nimeros opostos, o qual
definimos de duas maneiras distintas: primeiro como numeros diferentes, mas com mddulos
iguais (com excecdo do zero); depois, como nimeros cuja soma € zero. Perguntei aos alunos

se 0 conjunto dos nlimeros naturais tem a nogao de oposto e escrevi no quadro “2+( )=0"¢

pedi para que encontrassem um numero natural para colocar entre os parénteses de modo ao
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célculo resultar zero. Varios alunos disseram que nao tinha como dar zero, s se fosse o — 2.
Enfatizei que 0 —2 ndo é um nimero natural. Um aluno mencionou o zero, mas outros alunos

o corrigiram dizendo que 2 mais zero € igual a 2 e ndo igual a zero.

Pedi que encontrassem um ndmero natural de forma que a+( )=0, ondea € N e

a=0. Os alunos deram exemplos particulares e concluiram que a soma é sempre maior do
que zero. Argumentei que seja qual for o nimero natural escolhido para ser colocado nos
parénteses, o resultado serd sempre maior do que zero, pois estamos somando dois nimeros
positivos (pensando como ndmeros inteiros). O Gnico nimero natural que poderiamos dizer

possuir oposto, por qualquer das duas defini¢des, é o zero.

Continuei falando sobre oposto de um ndmero, afirmando que é sempre possivel
encontrar o oposto de um nimero inteiro, pois se considerarmos o nimero inteiro x (positivo

Ou negativo), seu oposto serd — X, pois X + (— x) =0 e também — x+ x =0. Avangando mais

um pouco, afirmei que no conjunto dos nimeros racionais também existe o oposto de

. . . o . a
qualquer nimero, pois considerando a e b dois nimeros inteiros com b =0, b representa um

, : a a) a+(-a) 0
ndmero racionale —+| —— [=———==—=0.
b b b b
Ainda sobre a questdo (1) da prova, comentei que no conjunto dos nimeros naturais s6
ndo é possivel determinar o antecessor do zero, bastando subtrair 1 de qualquer nimero

7

natural diferente de zero. J4 no conjunto dos inteiros, é sempre possivel determinar o
antecessor de qualquer nimero, pois a subtracdo é sempre possivel neste conjunto. Em
particular, subtraindo 1 de qualquer nimero inteiro, o resultado continua sendo um ndmero
inteiro. Quanto ao sucessor, relembrei que ele sempre existe nos naturais e nos inteiros, pois a

acdo de somar 1 sempre é possivel nesses conjuntos.

Como ninguém perguntou sobre o antecessor e 0 sucessor de um namero racional,

mencionei que ndo temos essa nogdo no conjunto dos ndmeros racionais. Afirmei que é
. . . .. a a . o .
possivel garantir que entre 0S numeros racionais b e E+1 existem infinitos nameros

racionais. N&do era meu objetivo aprofundar esse fato, mas dei como exemplo o seguinte caso:

, , . . . £ 1 , L
1 é um nGmero racional, pois pode ser escrito como a fragéo 1 O ndmero 1+1=2 também é
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. . ) X 2 .
racional, pois pode ser escrito como a fragédo 1 Mas, estabelecendo como universo o

conjunto dos nimeros racionais, 0 nimero 2 ndo € o sucessor de 1, pois temos, por exemplo,

0s nimeros racionais 1,1 e 1,9 que vém antes do nimero racional 2.

Na questédo (2) destaquei o uso das propriedades da adi¢do que permitem efetuarmos a
adicdo mudando a ordem das parcelas ou agrupando-as como desejarmos, ficando com

(x+5)+(7+y)=x+y+12=-9+12=3.

Para a questédo (3), itens (e) e (f), dei um exemplo parecido, novamente enfatizando o
uso das propriedades a fim de se chegar a uma resposta final, onde os nimeros conhecidos séo
multiplicados e a multiplicagdo das letras s6 fica indicada até que se substitua pelo valor dado

no problema.

Resolvi algebricamente a questdo (4), mostrando como operar com as expressoes
envolvendo letras, destacando o uso das propriedades e alertando para o uso dos parénteses.

Alguns alunos perceberam seus erros e comentaram que ndo era dificil a questéo.

A questéo (5) foi retomada de forma semelhante ao que havia sido feito na aula do dia
15/05, utilizando a reta numérica para encontrarmos 0s nimeros inteiros que satisfaziam cada

item.

Ao tratar a questdo (6) da prova, reforcei a ideia de que na reta numérica se
convenciona o sentido de crescimento dos nimeros da esquerda para a direita, se a reta estiver
na horizontal, e de baixo para cima, se estiver na vertical. Assim, numa reta numérica
horizontal, 0 nimero que esta a direita é sempre maior do que 0 nimero que esta a esquerda.
Da mesma forma, o nimero que esta acima é sempre maior do que o nimero que esta abaixo,

se a reta estiver na vertical.

Minha avaliacdo da aula:

Nesta aula ndo dei muita oportunidade para a participagdo dos alunos. Ainda assim,
alguns comentavam ou respondiam quando eu fazia alguma pergunta. Pude ouvir comentarios
deles dizendo uns para os outros “Viu como era facil!” ou “Ah! Agora entendi!”, referindo-se
a utilizacdo das propriedades para justificar os passos nos célculos envolvendo expressdes

com letras.
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Seria interessante ter continuado a tratar com a turma sobre a densidade do conjunto
dos nimeros racionais. Porém, como néo era objetivo da aula, achei melhor deixar para outra
oportunidade. Agora acho que poderia ter dado mais um exemplo, onde 0s ndmeros
trabalhados ndo fossem inteiros para visualizar por que ndo temos as nogdes de sucessor e de
antecessor no conjunto dos nimeros racionais. Se tiver oportunidade, trabalharei esse conceito

na oitava série do préximo ano.

4.2.26 Dias 03/06 e 04/06 — Revisdo

Objetivos:
e Retomar conteudos trabalhados durante o trimestre com vistas a prova de recuperacao

a ser realizada no dia 05/06.

Roteiro de questdes:
As mesmas da aula do dia 27/05/2008 (ver p. 213 a 216).

Procedimentos:

Aula expositiva de correcdo de exercicios com a participagdo dos alunos.

Expectativas:

Espera-se que os alunos acompanhem a aula com interesse e participem da mesma,
tendo em vista o objetivo de reforgo e revisdo dos contetdos que serdo avaliados na prova do
dia 05/06/2008.

Relato das aulas dos dias 03 e 04/06:

Nestas aulas, a participagdo dos alunos foi menos intensa do que as demais aulas
dedicadas ao periodo de familiarizacdo ao pensamento genérico. Sua participagdo se
restringiu em pedir para eu resolver algumas questdes, as quais eles simplesmente diziam ndo

terem entendido.

Percebi também alguma dificuldade dos alunos quanto & nogdo de inclusdo de
conjuntos, quando estes respondiam que todo numero inteiro também é natural e todo nimero

racional também é inteiro.

Em geral, os alunos responderam bem as questdes de escrita matemética quando lhes

foram dadas as alternativas. Ainda assim, confundiram sentengas do tipo “o dobro do
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sucessor” e “o sucessor do dobro”. O resultado piorou, e muito, quando ndo havia alternativas

de respostas em que se apoiar.

Minha avaliacdo das aulas:

Como ultimas aulas do trimestre e repassando tudo o que foi trabalhado até agora,
considero que a participagdo menor dos alunos nestas duas aulas foi normal. Confesso que eu
j& estava também bastante cansado de trabalhar aqueles assuntos e achei mais facil
simplesmente resolver as questdes que os alunos solicitavam, as quais na maior parte
conferiam com as dificuldades que eu j& havia observado. Em Gltima anélise, o importante
neste momento para os alunos era tirar davidas especificas a fim de ter um bom desempenho

na prova de recuperagéo.

4.2.27 Dia 05/06 — Avaliacdo de Recuperacdo (nUmeros naturais, inteiros e racionais)

Objetivos:
e Dar uma oportunidade de os alunos melhorarem seu desempenho em uma avaliagéo
individual e sem consulta.
e Observar se os alunos conseguem obter um melhor desempenho em relagdo ao

apresentado nas provas anteriores (dias 15/04 e 20/05).

Roteiro de questdes:

1) Associe cada frase a uma das possiveis escritas matematicas:

(A) A soma de dois nimeros. ( )m+1l+m-1
(B) A diferenca de dois numeros. ()m?

(C) O produto de dois nimeros. ( )m+n

(D) A soma do sucessor com o antecessor de um nimero. ( )m+1-(m-1
(E) A diferenca entre o sucessor e o antecessor de um () m?

ndmero.

(F) O cubo de um niimero. ( )m-=n

(G) O quadrado de um nimero. ( )m-n

2) Sabemos que a adicio possui a propriedade comutativa, isto é, se representarmos dois
nimeros por a e b, temos que a + b =b + a. Pergunta-se: a subtracdo possui a propriedade

comutativa? Em outras palavras, sempre teremos que a — b = b —a? Justifique sua resposta.

3)

(a) Sem efetuar a subtracdo, como podemos representar a diferenca entre 7 e 12, nesta
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ordem? E a diferenca entre — 6 e 8, nesta ordem?

(b) Como podemos representar a diferenca entre dois nimeros X e y, nesta ordem?

(c) Qual sera o resultado numérico da expressdo x —y +12, se soubermos que a diferenca
entre x e y, nesta ordem, é igual a 4?

4)

(a) Sem efetuar a adicdo, como podemos representar a soma de —7 com 3? E a soma de 9
com 67

(b) Como podemos representar a soma do nimero x com 2? E a soma do nimero y com 8?
(c) Como podemos representar a soma de dois nimeros X e y?

(d) Adicione as duas expressdes obtidas no item (b) desta questdo. Qual serd o seu resultado
numeérico, se soubermos que asomade x e y éiguala-5?

5)

(a) Sem efetuar a multiplicagdo, como podemos representar o produto de 9 com 7? E o
produto de -5 com 3?

(b) Como podemaos representar o produto do nimero x com 2? E o produto do nimero y
com 8?

(c) Como podemos representar o produto dos nimeros X e y?

(d) Multipligue as expressdes obtidas no item (b) desta questdo. Qual serd o seu resultado
numérico, se soubermos que o produto de x e y é igual a -1?

6)

(@) Sem efetuar a multiplicacdo, como podemos representar o produto do nimero x pela
soma de y com 8?

(b) Utilizando a propriedade distributiva, multiplique o nimero x pela soma de y com 8.

(c) Da expressdo obtida no item (b) desta questdo, subtraia o produto de x com y.

(d) Se o valor numérico de x for —2, qual serd o resultado numérico da expresséo obtida no
item (c)?

7) Sabemos que a multiplicacéo possui a propriedade comutativa, isto é, se representarmos
dois nameros por a e b, temos que a - b = b - a. Pergunta-se: a divisdo possui a propriedade
comutativa? Em outras palavras, sempre teremos que a+b = b+a? Justifique sua resposta.
8) Como podemos representar o oposto do nimero x?

9) Responda com V se a afirmagéo for verdadeira ou com F se for falsa, justificando cada
resposta.

a.( )3éoopostode-3,istoé, —(-3)=3.
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b. () Se x € um nimero negativo, entdo —x também é um ndmero negativo.

c. () Sex éum nimero negativo, entdo o quadrado de x é sempre negativo.

d. () Sexéum nimero negativo, entdo o cubo de x sempre € negativo.

e. () Todo nimero inteiro também é natural.

f. () Todo nimero inteiro também é racional.

g. () Dados dois numeros distintos negativos, o maior deles é o que tem 0 menor maédulo.
10) Considere um numero inteiro m.

(a) Verifique que a diferenca entre o sucessor de m e o antecessor de m, nesta ordem, é
sempre igual a 2.

(b) Verifique que a soma do sucessor de m com antecessor do nimero m, sempre resulta no

dobro de m.

Procedimentos:
Avaliacéo escrita individual sem consulta a ser realizada em dois periodos de 50

minutos.

Expectativas:
Espera-se, da maior parte dos alunos nesta avaliacédo de recuperacdo um desempenho

melhor do que na prova do dia 20/05.

Andlise da avaliacdo do dia 05/06:
Nesta época, a turma contava com 21 alunos. No entanto, participaram da avaliagdo 19

alunos.

A questdo (1) tinha como objetivo apenas fornecer aos alunos expressdes que eles
poderiam utilizar para resolver outras questdes no decorrer da prova. Portanto, visava
verificar a capacidade do aluno de relacionar as questfes da avaliagdo, além de avaliar se
conseguiriam, minimamente, traduzir sentengas dadas em lingua materna para linguagem

matematica.

Como, em geral, os alunos saiam-se bem nas atividades envolvendo escrita
matemética onde as alternativas eram fornecidas e, ainda, como (por esquecimento do
professor) ndo foram colocadas mais alternativas escritas simbolicamente do que sentencas
em lingua materna, esperava-se um bom desempenho nesta questéo. De fato, nos sete itens da
questdo (1) os alunos tiveram um 6timo desempenho. Apenas 3 alunos (15,79%) erraram as

sentencas (D) e (E), assinalando a soma do sucessor com 0 antecessor na diferenca e vice-
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versa. Um aluno (5,26%) errou as sentencas (B) e (C) assinalando a diferenca no produto e

vice-versa.

A questéo (2) objetivava observar se os alunos haviam compreendido a propriedade
comutativa da adicdo, descrita simbolicamente, e se entenderam que a subtragdo ndo é

comutativa. Além disso, visava observar a argumentacdo matematica dos alunos.

Para mim foi surpresa que apenas 3 alunos (15,79%) responderam e justificaram
corretamente. Onze alunos (57,89%) escreveram respostas parcialmente corretas, 8 deles
apenas negaram que a subtracdo é comutativa, sem justificar, e 3 responderam corretamente,
mas em sua justificativa escreveram alguma expressdo desnecesséria e incorreta. Cinco alunos
(26,32%) erraram ou ndo responderam, sendo que 2 destes erraram e 3 ndo responderam. A
justificativa de um deles foi: “Sim Porque se nds ndo sabemos o numero de a e b”. O outro
aluno, como justificativa, repetiu a afirmagdo: “Sim ela é comutativa por que a sobitracdo de
a—-b=b-a”. Dois alunos que acertaram a justificativa da questdo (2) o fizeram
apresentando contra-exemplos e o terceiro afirmou que “se quisermos comutar a conta nao

serd 0 mesmo resultado so seré se o diminuendo e o subtraendo ser igual”.

A questdo (3) envolvia o conhecimento da representacdo matemaética para a subtracéo
de numeros representados genericamente por letras. O item (a) serviria apenas como um
“aquecimento” para 0s proximos itens. Pretendia observar se os alunos haviam compreendido
o significado de diferenga, no contexto de operagdes, e se aprenderam a substituir um valor

numérico numa expressao, calculando o resultado final.

Os itens (a) e (b) foram respondidos corretamente por 13 alunos (68,42%) e 16 alunos
(84,21%) respectivamente. O item (a) teve ainda 3 alunos (15,79%) que acertaram
parcialmente, apresentando apenas um dos célculos ou escrevendo uma adicdo e uma
subtracdo, e 3 alunos (15,79%) que erraram a resposta. Um deles escreveu os termos da
subtracdo um ao lado do outro, talvez entendendo que o enunciado pedia para ndo apresentar
0 sinal de menos, o outro aluno escreveu um produto e o terceiro escreveu uma adigéo. O item
(b) teve 1 aluno respondendo incorretamente e 2 alunos que ndo responderam (15,79% de
alunos que erraram ou ndo responderam). O aluno que respondeu incorretamente foi coerente

com sua resposta para a questdo (1): “x-y”.

Somente 7 alunos (36,84%) acertaram o item (c) da questdo (3), 4 alunos (21,05%)

acertaram parcialmente e 8 alunos (42,11%) erraram ou ndo responderam. Dos alunos que
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acertaram, a resposta mais frequente foi a esperada “x—y+12=4+12=16", mas houve

quem s6 colocasse os valores numéricos “4 + 12 = 16”. Um dos alunos que acertou

parcialmente escreveu: “x y 4+12=xy=16". Os outros, embora corretos, apenas

apresentaram o resultado final.

De forma semelhante a questdo anterior, a questdo (4) tinha como objetivos observar
se 0s alunos haviam incorporado uma escrita simbdlica para a adicdo de dois nimeros e se
saberiam substituir um valor numérico em uma expressdo. Também verificar se os alunos
aprenderam os nomes dos termos da adi¢do e se utilizariam a propriedade comutativa e

associativa da adicdo para chegar a uma expressao final com um niimero menor de termos.

A maioria dos alunos respondeu corretamente os itens (a), (b) e (c), 14 (73,68%), 17
(89,48%) e 19 (100%) alunos respectivamente. Mas, apenas 7 alunos (36,84%) acertaram
completamente o item (d) e 3 alunos (15,79%), parcialmente. Nove alunos (47,37%) erraram

ou deixaram em branco, sendo que 8 erraram a resposta do item (d).

Um dos alunos que acertou parcialmente fez tudo certo, mas no final calculou errado
—5+10=-5. Como exemplos de respostas incorretas para o item (d) destaco os seguintes:
“X+2 y+8 -5+2=-3 -5+8=-13", onde o aluno apenas escreveu uma expressao ao
lado da outra e substituiu, em cada expressdo, x por -5 e y por -5. Outro exemplo é:
“X+2+y+8=10xy =10-5=-5", em que o0 aluno justapds o resultado numérico e as letras.
Certamente este aluno ndo pensou em uma multiplicagdo. Para ele, a expressédo encontrada

significa mesmo uma adic&o, o que pode ser subentendido do calculo final.

Novamente, na questéo (5), repetem-se 0s objetivos das duas questdes anteriores, mas,

desta vez, envolvendo a multiplicacéo.

A maioria dos alunos respondeu corretamente os itens (a), (b) e (c), 18 alunos
(94,74%), 17 alunos (89,48%) e 18 alunos (94,74%) respectivamente. Um aluno (5,26%)
deixou de responder o item (a), 2 alunos (10,52%) erraram a resposta do item (b), onde ambos
escreveram as expressdes “x—2" e “y-—8”, fazendo confusdo entre multiplicacdo e
subtracdo, e 1 aluno (5,26%) errou o item (c), tendo escrito, de forma coerente com sua

resposta para a questéo (1) e para o item (b) da questdo (5), a expresséo “x—y”.

O item (d) foi corretamente respondido por 7 alunos (36,84%), 2 alunos (10,53%)

acertaram parcialmente e 10 alunos (52,63%) erraram a resposta. Entre as respostas erradas
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destaco: “x-2, y-8 —-1.-2=-2, —1-8=-8". Esta resposta foi dada pelo mesmo aluno que
respondeu “x+2 y+8 -5+2=-3 —-5+8=-13" no caso da adicdo e revela a mesma

estrutura na construcdo da resposta. Os dois alunos que erraram o item (b) dessa questéo,
coerentemente erraram aqui também, escrevendo subtracdes em vez de multiplicagfes. Outro
exemplo de solugdo incorreta, feita por um aluno que vinha tendo bom desempenho durante

as aulas, foi

X-2+y-8
X-y+10
-1+10

9

A questdo (6) tinha como objetivo principal avaliar o entendimento e o uso da

propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a adigdo.

Dos 19 alunos que fizeram a prova, 12 (63,16%) acertaram a resposta do item (a) e 7

(36,84%) erraram suas respostas para esse item. A expressdo “x-y-8” &€ um exemplo de
resposta errada para esse item dada por dois alunos. Outro exemplo € a expresséo “x+ y8”,
também dada por outros dois alunos. Também apareceram as expressdes “x+y+8”,

“8—(x+y)”, “x-(+8y)” e“x+2".

No item (b), houve 10 alunos (52,63%) que acertaram, 1 aluno (5,26%) que acertou
parcialmente e 8 alunos (42,11%) que erraram ou ndo responderam (apenas 1 aluno nédo

respondeu).

Um exemplo de resposta incorreta é a expressdo “x-y-8=x8-x-y”. Outro exemplo
foi a expressio “x-(y+8)=x-y+8+x”. Também encontramos a resposta
“(x+y)-8—>8-(x+y)=8-x-y”. Todos os alunos que erraram a resposta ao item (a),

naturalmente erraram o item (b). O aluno que teve sua resposta considerada parcialmente
correta aplicou corretamente a distributividade, mas depois cancelou os dois x ficando com a

expressao final “y+8.

Apenas 3 alunos (15,79%) acertaram a resposta do item (c). Quinze alunos (78,95%)
erraram ou n&do responderam, sendo que 12 alunos erraram e 3 ndo responderam. Um aluno

(5,26%) teve sua resposta considerada parcialmente correta.
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Das respostas incorretas, houve quem respondeu de forma coerente com itens
anteriores. O aluno que acertou parcialmente a resposta do item (b) respondeu incorretamente,

mas de forma coerente, com a expressdo “(y+8)—(y-x)=8-x". Apareceu também a
expresséo “x-(y—8)= X-y—x-8”, onde o aluno, a0 menos, aplicou corretamente a
distributividade. Interessante é a expresséo “8- (x+ y)— X-y =8, em que, além de escrever
incorretamente o primeiro termo da subtracdo o aluno, cancelou, conforme ele assinalou na
sua resposta, as expressoes x+y e x-y. O aluno que acertou parcialmente o item (c)

escreveu corretamente a expressao para a diferenga, mas néo calculou até o final.

Também foram poucos os alunos que acertaram o item (d) da questdo (6). Quatro
alunos (21,05%) acertaram a resposta, 14 alunos (73,69) erraram ou ndo responderam e 1

aluno (5,26%) acertou parcialmente a resposta.

Entre as respostas incorretas apareceu “—2+8=10", em que o aluno errou o
resultado do célculo, mas foi coerente com sua resposta aos itens (b) e (c), onde respondeu da

seguinte forma: “x-y+8+x—X-y=8+x". Outro aluno também foi coerente com sua
resposta ao item (b), onde respondeu com a expressdo “x-(y+8)=(x-y)+(x-8)=y+8”,
mas errou o calculo encontrando 8—(—2) = 6. O aluno que acertou parcialmente fez o calculo
“8.-2=-16". Porém, sua resposta ao item (c) foi 8- (x + y)— X-y=8. Portanto, ndo

considerei seu acerto intencional, mas, também ndo poderia considerar errada sua resposta.

Semelhantemente & questdo (2), a questdo (7) pretendia observar se os alunos haviam
compreendido a propriedade comutativa da multiplicacdo, descrita simbolicamente, e se

entenderam que a divisdo ndo é comutativa. Também tinha por objetivo observar a

argumentacdo matematica dos alunos.

Como na questdo (2) muitos alunos apenas acertaram a negagdo de que a
comutatividade vale para a divisdo e erraram ou ndo fizeram a justificativa. Quatro alunos
(21,05%) acertaram e justificaram corretamente, 9 alunos (47,37%) acertaram parcialmente e

6 alunos (31,58%) erraram ou n&o responderam.

Os quatro alunos que acertaram completamente justificaram sua resposta através de
contra-exemplos (alguns calculados incorretamente). Como justificativas incorretas, tanto dos
alunos que acertaram parcialmente como dos que erraram, destaco: “Ndo, porque o divisor

tem que ser maior ou igual ao dividendo”, “Sim pois nds vimos em sala de aula que a
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propriedade comutativa vale para a divisdo”. Considerei também como incorretas as
justificativas em que os alunos simplesmente escreveram “pois se mudar a ordem o resultado
ndo sera 0 mesmo”, a qual eu interpretei como se os alunos estivessem dizendo “N&o, porque
ndo!”, isto &, faltou apresentar um contra-exemplo. E bem verdade que estes alunos talvez
tenham encontrado um contra-exemplo através de um céalculo, mas ndo apresentaram o
célculo. Além disso, os alunos que assim justificaram esqueceram-se de que se 0s dois

nameros a e b forem iguais e ndo nulos, entéo teremos a+b=b=+a.

A questdo (8) simplesmente retomava a representacdo de oposto e estava relacionada
com outras questdes que viriam a seguir. Quinze alunos (78,95%) acertaram e 4 alunos
(21,05%) erraram. As respostas incorretas foram: “x+1”, “2x”, “N&o sabemos pois ndo se

sabe se X é positivo ou negativo” e “ (- x) = x

A questéo (9) era composta de sete itens. Os dois primeiros itens estavam relacionados
a questdo (8). Os itens (b), (c), (d) e (g) participaram, de alguma forma, da avaliacdo do dia
20/05 e aqui estavam sendo retomados. Os principais objetivos dessa questdo eram avaliar o
conhecimento dos alunos em relagdo ao conceito e & representacdo de oposto, verificar o
entendimento da inclusdo de conjuntos e o sempre presente objetivo de observar os

argumentos matematicos dos alunos nas justificativas para as respostas.

Em geral, os resultados ndo foram bons. A excecéo foi o item (b), corretamente
respondido por 13 alunos (68,43%), parcialmente respondido por 4 alunos (21,05%) e

incorretamente respondido por 2 alunos (10,52%).

Um dos alunos com acerto parcial no item (b) provavelmente se confundiu ao

responder com “V”, pois apresentou a justificativa:

———t———  Poizs o -—x € 0 oposto de x
r 0 —=x
Dos 13 alunos que responderam corretamente o item (b), 7 justificaram escrevendo de
alguma forma que se x € negativo, seu oposto, — x, € positivo. Outros 5 alunos justificaram
sem mencionar 0 oposto, apenas escreveram “pois se x é negativo — x é positivo”. Um aluno
justificou com a seguinte frase: “pois — com a operagdo de — € positivo”. Esta Ultima
resposta nos remete as observacBes feitas anteriormente de que o sinal “~” pode causar
dificuldades aos alunos, ao estudarem numeros inteiros, por apresentar mais de um

significado.
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Os itens da questdo (9) que os alunos mais erraram foram os itens (d) e (e),
respectivamente 10 alunos (52,63%) e 9 alunos (47,37%). O item (d) contou com o0 acerto
parcial de 7 alunos (36,84%), os quais acertaram a escolha “V”, mas erraram a justificativa ou
nao justificaram. Dois alunos acertaram o item (d). Suas justificativas foram: “pois sempre
dara negativo —-——=-"¢ “(-)-(-)= (+)=(+)- (-) = (-)”, mostrando que compreenderam

bem uma justificativa genérica. Desconsiderei o segundo sinal de igual que o aluno colocou.

Alguns exemplos de justificativas incorretas para o item (d) sdo: “Sim x ndo tem

oposto”, “Verdadeiro, ex: —3° = -3x—-3x-3=-27", “Falso porque é positivo”, “o cubo de x

ndo precisa ser negativo”, “x-Xx-x = x portanto x é negativo”, “pois somente o quadrado de

um ndmero negativo € positivo”.

Em minha opinido, questdes do tipo “verdadeiro ou falso” tém maior interesse pelas
justificativas. Por isso, a partir de agora procurarei me deter em apresentar algumas
justificativas corretas e outras incorretas nos diversos itens da questdo (9) a titulo de

ilustracéo.
Inicialmente, algumas justificativas corretas.

Para o item (a):
e “Verdadeiro, por que a distancia deles até o zero é de 3”.
e “pois 0 3 e 0 - 3 tem amesma distancia do zero”.

e “Poisomodulode [3 =3 eode|-3=3".

Para o item (c):
e “Pois sempre dara positivo —-—=+".
e “Falso, exemplo —3° =-3x-3=9" (aqui, 0 aluno pecou por ndo colocar o niimero —
3 entre paréntesis, conforme ja haviamos combinado em aula).
e “Pois (-)-(-)=+".

Para o item (e):
e “Pois nos nimeros inteiros existem nimeros negativos e nos naturais ndo”.
e “pois —1 é um n° inteiro e ndo é natural”.

o “Exi 77

Para o item (f):
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e “pois pode ser escrito como uma fragéo”.
e “pois podemos representar cada um em forma de fracéo”.

e “Verdadeiro, porque podemos fazer em forma da fragdes”.

Para o item (Q):

e “Pois esta mais a direita”.
Agora, exemplos de justificativas incorretas.

Para o item (a):
e “Pois ndo existe oposto & — 3”.

e “sim por que o0 oposto de 3 é o0 - 3”.

Para o item (b):
e “ndo sabemos quanto vale o x”.

e “Sim pois x tem a mesma distancia o — x .

Para o item (c):
e “pois —X-—X-—X-—X=4x"

e “pois se multiplicamos um positivo por um negativo € igual a negativo”.

Para o item (e):
e “Porque inteiro é um e natural é outro”.

e “Sim Pois todos tem sucessor”.

Para o item (f):
e “Porque eles ndo ddo numeros com virgula”.
e “Pois 0s nimeros inteiros sdo positivos, negativos e os racionais a unica diferenca € as
fracOes”.

e “Porque inteiro é um e racional é outro”.

Para o item (Q):
e “pois nos negativos o modulo sendo 0 menor o n° sera 0 maior”.

e “falso pois 0 maior tem o0 maior modulo”.

Finalmente, a questdo (10) estava relacionada com a questéo (1). Tinha por objetivo
avaliar a habilidade do aluno em realizar uma justificativa algébrica, utilizando para isso uma

escrita matematica de sentencas. Evidentemente que outras justificativas seriam aceitas.
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Poucos alunos conseguiram acertar os dois itens da questdo. Quatro alunos (21,05%)
acertaram o item (a), 12 alunos (63,16%) erraram ou ndo responderam e 3 alunos (15,79%)
acertaram parcialmente. Quanto ao item (b), 4 alunos (21,05%) acertaram, 11 alunos

(57,90%) erraram ou nédo responderam e 4 alunos (21,05%) acertaram parcialmente.

Os alunos que acertaram os dois itens cometeram pequenos erros de escrita, como
esquecer paréntesis, por exemplo. Mas, como foram dados na prova, esses alunos chegaram

até os resultados finais.

Fato interessante sobre os alunos que erraram ou ndo responderam a questdo (10) é

que varios deles ndo observaram que uma parte da resposta ja estava pronta na questéo (1).

Minha avaliacdo da prova:

E possivel, mas pouco provavel, que tenha havido alunos cometendo erros em
questdes posteriores devido a erros cometidos na questdo (1). Por exemplo, houve um aluno
que errou as questdes (3) e (5) escrevendo um produto onde era diferencga e vice-versa. Este
mesmo aluno também trocou a diferenga pelo produto nos itens (B) e (C) da questéo (1).
Porém, houve um aluno que errou os itens (D) e (E) da questdo (1) e escreveu corretamente as

expressdes para a soma e para a diferenga entre 0 sucessor e 0 antecessor na questéo (10).

Vérios alunos erraram as questdes, mas foram coerentes com 0s erros cometidos nos
itens ou questdes anteriores. 1sso pode sinalizar para que ndo construamos, em uma prova,
muitas questdes encadeadas umas nas outras. Talvez essa estratégia de relacionar as questdes
umas com as outras seja mais adequada em uma atividade de sala de aula que, mesmo sendo
avaliada, ndo tem o mesmo carater de uma prova e geralmente é encarado como uma tarefa

mais amena do que uma prova.

Nesta prova, em quase todas as questdes, eu ndo especifiquei em qual conjunto
numérico estdvamos trabalhando. Isso porque em alguma das aulas eu mencionei para 0s
alunos que os niumeros seriam sempre representados de maneira genérica utilizando uma letra,
até mesmo os nimeros racionais. Nesta oportunidade, expliquei aos alunos que X, por
exemplo, pode representar um ndmero racional escrito na forma decimal. Claro,
precisariamos de duas letras se, dependendo do contexto, fosse necessario representar um
namero racional na forma fracionéria. A justificativa que dei aos alunos para utilizar s6 uma

letra, mesmo se 0 ndmero for racional, foi de que, como vimos durante o trimestre, as
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operacdes de adicdo e multiplicacdo com numeros naturais, inteiros ou racionais possuem as

mesmas propriedades.

Pelas respostas ao item (b) da questdo (9), ao menos 68,43% dos alunos
compreenderam que o simbolo — x pode representar um nimero ou positivo ou negativo (sem
mencionar o zero), dependendo do valor de x, percentual muito superior aos 30% de alunos

que acertaram questdo analoga na prova anterior.

Nesta prova, o desempenho dos alunos foi bem melhor do que nas duas provas
anteriores. Observando a média aritmética das notas tedricas dos alunos (66,10) e comparando
com as anteriores (40,73 na primeira prova e 37,24 na segunda prova) vemos que a melhora
foi consideravel, passando até de 60 % da nota maxima possivel. Nove alunos obtiveram nota
tedrica superior & média. Se exigissemos 0 minimo de 60% de aproveitamento, 12 alunos
ficariam acima desse minimo. Se a exigéncia fosse de 50% de aproveitamento, 15 alunos

ultrapassariam esse patamar.

Considero, portanto, valida a experiéncia. A despeito de todas as dificuldades
encontradas e dos encaminhamentos que por vezes se revelaram mal construidos, os alunos

comegam a apresentar uma argumentacdo mais consistente, com excegdes é claro.
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5 ENCAMINHAMENTOS EM EXPRESSOES ALGEBRICAS

Os encaminhamentos que apresentaremos a Seguir ndo devem ser encarados como
uma sequéncia didatica para o ensino das operacdes com expressdes algébricas polinomiais.
Pretendemos, com tais encaminhamentos, apenas proporcionar ao leitor deste texto as linhas
gerais do trabalho que foi feito apds o periodo de familiarizagdo com o pensamento genérico,
tendo nas propriedades das operagBes com numeros a base matematica sobre a qual as

operacBes com expressdes algébricas polinomiais foram construidas.

Salientamos que tais encaminhamentos ndo excluem outros procedimentos como 0 uso
do contexto de Geometria, de jogos ou de tecnologia para o tratamento das expressdes
algébricas polinomiais e suas operagBes. O uso conjunto de todas essas estratégias pode
contribuir, por exemplo, como motivagdo ou ponto de partida, para que os alunos
compreendam melhor o assunto. Contudo, o uso de outros contextos diversos do que aqui
apresentamos procuram, muitas vezes, justificar as operacBes com expressdes algébricas
polinomiais com argumentos ndo-matematicos (por exemplo, com regras de um jogo), o que,
em nossa opinido, induz o aluno a procurar justificativas ndo-matematicas para os resultados

e procedimentos.

E importante também ressaltar a reacio dos alunos diante de nossa proposta, depois do
periodo de familiarizagdo com o pensamento genérico, por exemplo, no caso da adi¢do
expressOes algébricas polinomiais, onde ndo utilizamos o conceito de termos semelhantes.
Depois de feitos os encaminhamentos que descreveremos resumidamente a seguir, 0s proprios
alunos chegaram a conclusdo de que sé € possivel somar duas expressdes, obtendo outra
expressdo que ndo envolva o sinal de adi¢do, quando as variaveis envolvidas sdo as mesmas e
com 0S mesmos expoentes. A partir dai, introduzimos a nomenclatura termos semelhantes
para facilitar a comunicacédo e, também, porque, afinal, é essa a terminologia encontrada nos
livros didaticos. Recomendamos, no entanto, que sempre seja relembrada a justificativa
matematica para a regra "agrupar termos semelhantes, somar ou subtrair os coeficientes e

manter a parte literal".

5.1 ADICAO DE EXPRESSOES ALGEBRICAS POLINOMIAIS

Inicialmente, definimos identidade algébrica como uma igualdade entre duas
expressdes algébricas verdadeira para quaisquer valores das varidveis pertencentes ao

universo numerico que esta sendo utilizado naguele momento para cada uma delas.
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Situagdo 1: Motivado, por exemplo, pela resposta recorrente 8xy a soma 5x+3y foi

discutida com a turma a seguinte situagao:

Consideremos a igualdade entre expressdes algébricas polinomiais 5x+ 3y =8xy.

Vamos verificar se essa igualdade é verdadeira para todos os niimeros reais' x e y, calculando
separadamente as expressdes dos dois membros da igualdade, substituindo-se x e y por

valores conhecidos:

Fazendo x=0 e y=0, obtemos 5-0+3-0=0 e 8-0-0=0. Portanto, a igualdade é

verdadeira para esses valores de x e de y;

Fazendo x=1 e y=1, obtemos 5-1+3-1=8 e 8-1-1=8. Portanto, a igualdade é

verdadeira para esses valores de x e de y;

Fazendo x=E e yzg, obtemos 5£+3~§=10 e 8-
2 2 2 2

=10. Portanto, a

N |-
N o

igualdade é verdadeira para esses valores de x e de y;

A partir desses trés casos apenas, podemos afirmar que a igualdade 5x + 3y =8xy €

verdadeira para todos os valores reais de x e de y?

A resposta da questdo acima é negativa, pois a verificagéo de alguns casos particulares
ndo garante o resultado para os infinitos valores possiveis de x e de y. Tanto é que, fazendo,

por exemplo, x=1e y=0, obtemos 5-1+3-0=5 e 8-1-0=0. Portanto, para esses valores

de x e de y, a igualdade é falsa.

Como h& pelo menos um valor de x e um valor de y para os quais a igualdade néo é
verdadeira, ou seja, um contraexemplo para a referida igualdade, concluimos que é falso que

5x + 3y =8xy, para quaisquer valores reais de x e y.

Situagdo 2: Consideremos a igualdade entre expressdes algébricas polinomiais

5xy +3xy = 8xy . Essa igualdade € verdadeira para todos 0s nimeros reais x e y?

Fazendo x=0 e y=0, obtemos 5-0-0+3-0-0=0 e 8-0-0=0. Portanto, para

esses valores de x e de y, a igualdade € verdadeira;

! Ou qualquer outro universo numérico pré-estabelecido para as variaveis.
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Fazendo x=1e y=1, obtemos 5-1-1+3-1-1=8 e 8-1-1=8. Portanto, para esses

valores de x e de y, a igualdade é verdadeira;

Fazendo x:E e y=§, obtemos 5~£~§+3«£~§=10 e 8- .§=10. Portanto,
2 2 2 2 2 2 2

N |-

para esses valores de x e de y, a igualdade é verdadeira;

Fazendo x=1e y=0, obtemos 5-1-0+3-1-0=0 e 8-1-0=0. Portanto, para esses

valores de x e de y, a igualdade é verdadeira;

Fazendo x=+2 e y=+5, obtemos 5-4/2-45+3-4/2-5=8/10 e

8-4/2-4/5=8410. Portanto, para esses valores de x e de y, a igualdade € verdadeira;

A partir desses cinco casos apenas, podemos afirmar que a igualdade 5xy + 3xy = 8xy

é verdadeira para todos os valores reais de x e de y?

Observe que até agora ndo conseguimos encontrar valores reais de x e de y para 0s
quais a igualdade ndo se verifica, ou seja, ndo encontramos um contraexemplo para a referida
igualdade. Porém, somente a partir desses valores, ndo podemos afirmar que a igualdade se
verifica sempre. Como temos aqui infinitos casos para testar, precisamos fazer uso de outra
estratégia para decidirmos o valor l6gico desta igualdade: vamos recorrer as propriedades das
operacbes com numeros reais. Pela propriedade distributiva da multiplicacdo, podemos
escrever 5xy+3xy=(5+3)xy=8xy, para quaisquer numeros reais x e y. Note aqui que
estamos utilizando um argumento valido para todos os nimeros reais x e y. Portanto, a

igualdade 5xy +3xy = 8xy é uma identidade.?
Situacgdo 3: A igualdade 5xy + 3yx = 8xy é verdadeira para todos os valores reais de x e de y?

Observamos que hd uma inversdo na ordem dos fatores x e y. Porém, pela propriedade

comutativa da multiplicagdo de nimeros reais, Xy = yx para quaisquer nimeros reais x e y.

Assim, 5xy +3yx =5xy +3xy = (5 + 3)xy = 8xy, para quaisquer nimeros reais x e y.

2 Chamamos a atencdo do leitor sobre o mesmo encaminhamento inicial dado as Situacdes 1 e 2. No entanto, n&o
podemos parar nosso argumento antes da pergunta “apenas estes exemplos sdo suficientes para garantir a
veracidade da igualdade?” Reiterando o método de argumentacdo matematica, reforcamos a necessidade de ir-se
adiante no argumento; tanto que a primeira afirmacao revelou-se falsa e a segunda, verdadeira.
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Situacgdo 4: A igualdade 5x + 3y +2x -5y = 7x—2y¢é verdadeira para todos os valores reais

de xedey?

Utilizando a propriedade comutativa da adi¢do, podemos reescrever a expressdo do

membro esquerdo da igualdade como 5x + 2x + 3y —5y . Essa, por sua vez, pode ser reescrita
como (5+2)x+(3-5)y=7x—-2y aplicando-se a propriedade distributiva da multiplicacio

de numeros reais. Portanto, 5x + 3y + 2x —5y = 7x — 2y, para quaisquer nimeros reais x e y.

5.2 MULTIPLICACAO DE EXPRESSOES ALGEBRICAS POLINOMIAIS

Aplicando-se as propriedades da multiplicacdo de nimeros reais, juntamente com as
propriedades das poténcias de base real e expoente natural e, lembrando que uma
multiplicacdo entre variaveis ou entre variaveis e constantes pode ser indicado por -, x ou pela

simples justaposicdo, podemos multiplicar expressdes algébricas polinomiais.

Exemplo 1: Sendo x e y niimeros reais quaisquer, calcule 3x*y x (— 5)x3y.

Aplicando-se sucessivamente as propriedades comutativa e associativa da

multiplicacdo de numeros reais, bem como a propriedade da multiplicagdo de poténcias de
base real e expoente natural, e como as expressdes 3x°y e (—5)x3y também envolvem
multiplicagdes, podemos fazer 3x’yx(-5)x’y =3x(-5)x*x>yy = —-15x°y?, para quaisquer
nameros reais x e y.

Exemplo 2: Sendo x e y nimeros reais quaisquer, calcule gxzyx (g + %j .

Aplicando-se a propriedade distributiva da multiplicagdo em relacdo a adicdo de

nameros reais, temos

3, X 'y 3., X 3., Y
= x il |=2xy xS+ 32x2yx L.
2 yx(z 3} 2 XYYy

Agora, aplicamos as propriedades comutativa e associativa da multiplicagdo de

numeros reais a cada parcela podemos fazer
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Agora, aplicando a propriedade da multiplicagdo de poténcias de mesma base real e

expoente natural em cada parcela, obtemos

E><£x2xy+§><lx2yy—§x3y+lx2y2
2 2 2 3 4 2° 7

Assim,

3 > Xy 3.3,, 1 25
—XYX| =+ |==Xy+ =Xy,
2 y (2 3} 4 y 2 y
para quaisquer nUmeros reais x e y.

Exemplo 3: Sendo x e y nimeros reais quaisquer, calcule (2x + y)x (x - 2y).

Aplicando-se a propriedade distributiva da multiplicacdo de nimeros reais & esquerda,

temos
(2x+y)x(x—2y)=(2x + y)x x —(2x + y)x 2y.

Agora, aplicando-se a propriedade distributiva da multiplicacdo de numeros reais a

direita a cada termo da subtracdo (que equivale & adigdo pelo oposto), obtemos
(2x+ y)xx—(2x+ y)x 2y = 2xx X+ y x X — (2xx 2y + y x 2Y).

Aplicando a propriedade da multiplicacdo de poténcias de mesma base real e expoente
natural em cada parcela e pelo que j& sabemos da adicdo de expressdes algébricas

polinomiais, obtemos

2X X X + yxx—(2x><2y+y><2y)=2x2+yx—(4xy+2y2)
=2X" + yx—4xy - 2y°*
=2x* —3xy -2y~

Portanto, (2x +y)x (x —2y) = 2x* —3xy —2y?, para quaisquer nimeros reais x e y.

5.3 FATORACAO DE EXPRESSOES ALGEBRICAS POLINOMIAIS®

® Na turma em que foi aplicada a experiéncia, s6 trabalhamos o caso fator comum e agrupamento. Mais
precisamente, nao foram tratados os casos ““trindbmio” quadrado perfeito e diferenca de dois quadrados.
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Fatorar uma expressdo algébrica polinomial é reescrevé-la na forma de uma
multiplicacéo.

Exemplo 1: Fatore a expressdo 2x + 2y, onde x e y s80 nUmeros reais quaisquer.

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicagdo, podemos reescrever a

expressao como
2x+2y=2(x+y).

Essa é uma possivel fatoracdo da expressdo 2x+2y. Porém, como estamos

trabalhando no campo numérico dos reais®, podemos também escrever, por exemplo,
1
2X+2y =E~4(x+y)

Exemplo 2: Fatore a expressdo algébrica polinomial 18m*n—24mn?® +12m?n, onde m e n
s&0 n(meros reais’, obtendo um fator igual a:
a) 2

Uma possivel resposta é 2><(9m4n—12mn2+6m2n). Outra possivel resposta é

2xmx (9m®n—12n% + 6mn).

b) 6

Uma possivel resposta é 6><(3m“n—4mn2 +2m2n). Outra possivel resposta é
6><n><(3m4 —4mn+2m2).
) 2m

Uma possivel resposta é 2m><(9m3n—12n2 +6mn). Outra possivel resposta €
2mx nx (9m® —12n + 6m),
d) 6n

Uma possivel resposta é 6n><(3m4 —4mn+2m2). Outra possivel resposta é

6n><m><(3m3 —4n+2m).

4 Na turma em que foi aplicado esse encaminhamento o universo numérico era o conjunto dos ndmeros
racionais.

5 .. . iy - P ~ ~ ~ s
Se restringirmos o universo das varidveis para Z, as duas Ultimas fatoragdes ndo sdo possiveis de serem

realizadas (item f).
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e) 6mn

Uma possivel resposta é 6mn><(3m3—4n+2m). Outra possivel resposta é

6mnx2x(gm3—2n+mj.

f) 18mn

. . 4 2 . .
Uma possivel resposta é 18mnx(m3—§n+§mj. Outra possivel resposta é

18mnx2x(lm3—gn+1mj.
2 3 3

54 APLICACAO DAS OPERACOES COM EXPRESSOES ALGEBRICAS EM
SEQUENCIAS DE FIGURAS E IDENTIFICACAO DE PADROES

Descreveremos aqui uma interessante aplicacdo das operagBes com expressdes

algébricas.

Observe a sequéncia de figuras abaixo:

1 2 3 4

o [ R

a) Encontre um padréo para a construcéo desta sequéncia e desenhe as figuras 5 e 6, de acordo

com este padréo.

b) Explicite o padrdo que vocé encontrou, explicando como contar o nimero de quadrados em

branco de uma figura.

c) Se a sequéncia continuar com este mesmo padrdo, quantos quadrados em branco terd a
figura 10? E a figura 20?

d) Determine uma expressao algébrica para o nimero de quadrados em branco da figura n.

e) Se uma figura construida com este padrdo por vocé especificado tem 208 quadrados em

branco, qual é a posi¢do desta figura na sequéncia?

O objetivo do item (a) é familiarizacdo com a construgdo da figura. No item (b), o

objetivo é que os alunos verbalizem o padrdo que encontraram. O item (c) objetiva que os
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alunos contem o niimero de quadrados em branco, utilizando o padrdo que verbalizaram em
(b). Pulamos da figura 6 para a figura 10 e depois para a figura 20 a fim de desencorajar 0s
alunos a desenharem essas figuras. Para responder o item (d) é provével que os alunos
encontrem padrdes diferentes na contagem dos quadrados em branco, gerando expressdes
algébricas distintas. Porém, apos efetuarem as operacbes com as expressdes encontradas,

chegardo a mesma expressdo algébrica polinomial em n. Por exemplo, alguém poderia contar

assim:
1 2 3 4 n
3+3+2 5+5+3 7+7+4  9+9+5 (2n+1)+(2n+1)+ (n+1)
Outro aluno poderia contar assim:
1 2 3 4 n
3x3-1 3x5-2 3x7-3 3x9-4 . 3x(2n+1)-n
Um terceiro poderia contar assim:
1 2 3 4 n
2x3+1x2 3x3+2x2 4x3+3x2 5x3+4x2 (N+1)x3+nx2

Poderiam, ainda, aparecer outras formas de contar, ou seja, outros padrdes. Chega-se
aqui a um importante momento para o professor explorar a igualdade de tais expressdes ou:
“Serd que alguém estd errado?” Ao efetuarmos as operaces indicadas nas expressdes

algébricas polinomiais em n, verifica-se se chegamos todos & mesma expressao:

e 2n+1+2n+1+n+1=5n+3
e 3x(2n+1)-n=6n+3-n=5n+3
e (N+1)x3+nx2=3n+3+2n=5n+3

O item (e) objetiva a resolucdo de equacdes a partir da expressdo algébrica encontrada
em (d).

Com os mesmos objetivos anteriores, apresentamos as seguintes sequéncias, todas elas
gerando diferentes respostas dos alunos, revelando-se uma interessante atividade ludica, onde
os alunos, para corrigir os colegas, terdo que demonstrar que a sua férmula pode ser obtida a

partir da do colega e vice-versa.
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CONSIDERACOES FINAIS

O tema ensino de Algebra na Educacéo Bésica é largamente estudado nos programas
brasileiros de pds-graduacdo em educacdo matematica e gera grande quantidade de trabalhos

(veja no APENDICE D uma breve lista de trabalhos relacionados ao tema).

Nessa dissertacdo, ficamos muito focados no ensino de expressdes algébricas em nivel
de sétima serie/oitavo ano do ensino fundamental. Nossa proposta dé énfase as propriedades
das operagBes com numeros como argumento suficiente para justificar precisamente as
operacBes com expressdes algébricas. Destaca, também, o pensamento genérico e o método
de argumentacdo matematica, como objetivos do ensino de Matemética em qualquer nivel. A
ponte entre 0 método de argumentacdo matemaética/pensamento genérico e as expressdes
algébricas se d4 no momento em que utilizamos letras na representacdo genérica de nimeros

para justificarmos resultados matematicos.

Outra caracteristica marcante deste trabalho € a construgdo e apresentacdo de um texto
sobre polindmios, dedicado aos professores de Matemética da Educagdo Baésica, no qual
relacionamos a Matemética formal com a Matematica escolar. Este texto nos forneceu
subsidios para analisar criticamente os encaminhamentos sobre expressdes algébricas nos

livros didaticos.

No decorrer das aulas aqui relatadas, que trataram de uma sequéncia de atividades
visando o pensamento genérico algébrico e utilizando as consequentes representagdes
algébricas decorrentes desse tipo de pensamento, varios alunos, inclusive os que nao
acompanhavam satisfatoriamente as aulas, nos deram retornos positivos, dentre os quais

destacamos (Capitulo 4, Subsecéo 4.2.6, p. 118):
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e “A matéria que mais gosto é a Matematica, por que ndo precisamos ficar decorando as
coisas, é s6 pensar”;

¢ “Em Matemaética todas as coisas se relacionam”;

e “Temos sempre que justificar nossas afirmacgdes para termos certeza de que podemos

continuar adiante”.

Depoimentos como esses nos motivaram a dar continuidade ao trabalho a despeito de
toda a dificuldade que os alunos apresentavam nos estudos em geral e em Matematica, em

particular.

Depois de transcorrido certo periodo de familiarizagdo com o pensamento genérico e
com o método de argumentacdo matematica, chegamos a encontrar alunos que procuravam
justificar suas respostas mesmo que isso ndo tivesse sido solicitado, ou seja, tentar justificar
matematicamente os resultados passou a fazer parte da rotina de alguns alunos, conforme

relatamos no Capitulo 4, Subsecéo 4.2.18, p. 173 e 175.

Em outras ocasides, alguns alunos demonstravam curiosidade em dar continuidade ao
assunto que estava sendo trabalhado, por exemplo, ao questionar se havia alguma operagdo
que 0s numeros racionais ndo davam conta, conforme relatamos no Capitulo 4, Subsecéo
4.2.19, p. 179, 181 e 182.

Ha, ainda, alguns depoimentos que ndo foram relatados no trabalho. Por exemplo,

depois de rapidamente discutirmos (sem demonstrar') a irracionalidade de ~/2 e observarmos
que existem outros nimeros além dos racionais, perguntaram se havia alguma operacdo que
ndo poderia ser feita nesse conjunto “maior” ainda que os racionais (0s reais). Outro exemplo:
Um aluno chegou a questionar por que 0-x=0. Esse aluno até compreendia que n-0=0,
com n natural ndo-nulo, pois n-0 significava somar n parcelas iguais a zero, mas para ele ndo
fazia sentido somar zero parcelas iguais a x. Também questionavam coisas como poténcias
cujo expoente € zero, ou a divisdo por zero. Essas curiosidades, trazidas pelos prdprios alunos,
passaram a ser motivo de discussdes em sala de aula, com os alunos tentando convencer uns

aos outros de seus argumentos, contando com a mediagdo do professor.

! Embora pudesse ser demonstrado na sétima série, deixei essa demonstracdo para trabalhar na oitava série,
guando introduzisse os nimeros irracionais.
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Falas como essas dos alunos demonstram para nos que é sim possivel um trabalho
visando o pensamento genérico e 0 método de argumentacdo matematica, o que € corroborado
nos PCN na ja citada passagem

Os adolescentes desenvolvem de forma bastante significativa a
habilidade de pensar “abstratamente”, se lhes forem proporcionadas
experiéncias variadas envolvendo nocgoes algébricas, a partir dos ciclos
iniciais, de modo informal, em um trabalho articulado com a Aritmética.

Assim, os alunos adquirem base para uma aprendizagem de Algebra mais
sélida e rica em significados (BRASIL, 1998, p. 117).

A despeito dos aspectos positivos elencados, ndo poderiamos deixar de mencionar
algumas dificuldades que enfrentamos durante o periodo de familiarizacdo ao pensamento
genérico e a0 método de argumentagdo matematica. Procuramos, no capitulo 4 (PROPOSTA

DIDATICA), tecer consideragdes e propor sugestes a essas dificuldades.

Um desses momentos foi quando da retomada dos numeros inteiros, a partir da
Subsecéo 4.2.13, p. 147 do Capitulo 4. Nesse momento, pelo pouco tempo que dispinhamos,
ndo era viavel uma reapresentacdo das operagBes com ndmeros inteiros, conferindo
interpretacdes concretas a essas operagdes. Devido a isso, decidimos retomar as operagdes a
partir das regras que usualmente sdo apresentadas na sexta série. Ora, a simples apresentagdo
de regras para operar com nimeros inteiros entra em choque com 0 nosso objetivo de
familiarizar os alunos com o pensamento genérico e com 0 método de argumentacdo
matematica. Esse impasse nos ocorreu enquanto planejdvamos a proposta didatica, sem que

tivéssemos encontrado um melhor encaminhamento.

Apbs o periodo de familiarizagdo com o método de argumentagdo matematica e com o
pensamento genérico ficou confirmada nossa afirmagdo (da INTRODUCAO) de que se faz
necessario um trabalho mais consistente, desde as séries iniciais, com as propriedades das
operacBes numéricas para que 0s estudantes possam utilizi-las para justificar as operacoes

com expressoes algébricas polinomiais.
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Aluno la|1b |1c| 2 |3 |3 |3 |4|5a|5b|5]|6a|6b|6c|6d

Al 1 4 4 12| 4 4 4 |4 4 4 1 2 2 2 4

A2 2 2 2 |51 4 4 |51 2 2 4 2 4 5 2

A3 1 2 11411 5 5 14| 2 2 2 2 4 5 5

Ad 1 4 4 11|65 5 5|15 3 1 1 1 4 4 2

Ab 5 5 55| 5 4 5|5 4 4 5 5 5 5 5

A6 2 4 4 11| 4 4 5|5 4 2 2 2 2 2 5

A7 2 2 115|656 5 5|5 4 4 4 2 5 4 4

A8 2 4 4 141 4 4 |6 4 4 2 2 4 4 2

A9 1 1 2 1|1 5 5161 1 1 1 2 2 2

A10 5 5 4 111 4 4 |6 2 2 2 2 1 2 4

All 2 2 2 2|6 4 5 14| 2 2 2 2 4 2 4

Al12 2 2 2 12| 1 4 4 |4 4 2 1 2 4 2 2

Al13 1 2 2 |1 4 4 4 |51 4 4 4 5 5 2 5

Al4 1 1 1121 1 6 |1 1 1 3 1 4 1 2

Al5 1 1 1 (1] 1 1 1 1] 1 1 3 1 1 1 2

Al6 1 1 1 (1] 1 4 4 111 1 1 1 2 2 4

Al7 2 2 4 11|65 5 5|55 5 515 5 5 5

Al8 1 1 1 (1] 4 4 5161 1 1 2 4 2 4

A19 1 1 1 (1] 1 4 4 111 1 1 1 2 2 4

A20 2 2 115 5 5 5|5 4 4 2 2 | 4 5 2

A21 1 1 1 (1] 5 5 5 14| 4 4 1 2 2 2 2

Nota

Aluno | #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 | Total tebrica %C %PC %I %Total
Al 2 4 10 9 0|0 15 15,33 13,33 26,67 60 100
A2 1 710 4]3]0 15 30 6,67 46,67 46,67 100
A3 3 510 3 410 15 36,67 20 33,33 46,67 100
A4 5 1 114 1]41]0 15 40 33,33 13,33 53,33 100
Ab 0 00| 3 |12|0 15 0 0 0 100 100
A6 1 6 |0 5 310 15 26,67 6,67 40 53,33 100
A7 1 310 5 6 |0 15 16,67 6,67 20 73,33 100
A8 1 4 10 9 0 1 15 23,33 6,67 33,33 60 100
A9 8 4 1010 2 1 15 70 53,33 33,33 13,33 100
A10 3 510 4 2 1 15 40 20 40 40 100
All 0 9 |0 | 4 1 1 15 33,33 0 66,67 33,33 100
Al2 2 8 (0 5 0|0 15 40 13,33 53,33 33,33 100
Al13 2 310 6 410 15 23,33 13,33 20 66,67 100
Ald 10| 2 1 1 0 1 15 80 66,67 26,67 6,67 100
Al15 13| 1 110 0|0 15 93,33 86,67 13,33 0 100
Al6 10| 2 |0 | 3 0|0 15 73,33 66,67 13,33 20 100
Al7 1 210 1 (11| 0 15 13,33 6,67 13,33 80 100
Al8 7 2 10| 4 1 1 15 56,67 46,67 20 33,33 100
Al19 10| 2 |0 | 3 0|0 15 73,33 66,67 13,33 20 100
A20 1 510 3 6 |0 15 23,33 6,67 33,33 60 100
A2l 5 4 10| 3 310 15 46,67 33,33 26,67 40 100

Figura 18: Avaliacdo do dia 15/04/08 — NUmeros naturais
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Questdo | #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 | Total %A %AP %E %Total
la 11 8 0 0 2 0 21 52,38 38,10 9,562 100
1b 7 8 0 4 2 0 21 33,33 38,10 28,57 100
1c 5 0 6 1 0 21 42,86 23,81 33,33 100
2 11 4 0 2 4 0 21 52,38 19,05 28,57 100
3a 10 0 0 4 6 1 21 47,62 4,76 47,62 100
3b 2 0 0 12 7 0 21 9,52 0 90,48 100
3c 1 0 0 8 11| 1 21 4,76 4,76 90,48 100
4 4 0 0 5 8 4 21 19,05 19,05 61,90 100
5a 6 4 1 9 1 0 21 28,57 23,81 47,62 100
5b 7 6 0 7 1 0 21 33,33 28,57 38,10 100
5¢c 8 6 2 3 2 0 21 38,10 38,10 23,80 100
6a 6 12 0 0 3 0 21 28,57 57,14 14,29 100
6b 2 6 0 9 4 0 21 9,52 28,57 61,90 100
6¢C 2 11 0 3 5 0 21 9,52 52,38 38,10 100
6d 0 9 0 7 5 0 21 0 42,86 57,14 100
Notatedrica

100

90

&0

70

60

50

40

30

20

10

0
A1 A2 A3 A4 A5 AG AT A8 AD A0 A1 A12 A13 A14 A15 A16 AT A18 A19 A20 A21

Legenda:

1: Resposta correta (resposta e justificativa ou calculos).

2: Resposta parcialmente correta (acertou a resposta, mas errou ou ndo fez a justificativa ou
célculos).

3: Resposta parcialmente correta (errou a resposta, mas a justificativa ou célculos estéo
corretos).

4: Resposta incorreta (tanto a resposta quanto a justificativa ou calculos).

5: Néo fez (deixou em branco).

6. Resposta esta incompleta ou ndo esta totalmente correta, mas ha fragmentos coerentes e
corretos; ou esta correta, depois o aluno escreveu alguma coisa desnecesséria e incorreta.

%C: Percentual de respostas corretas do aluno.
%PC: Percentual de respostas parcialmente corretas do aluno.
%l: Percentual de respostas incorretas/em branco do aluno.

%A Percentual de alunos que acertaram a questéo.
%AP: Percentual de alunos que acertaram parcialmente a questéao.
%E: Percentual de alunos que erraram/deixaram em branco a questéo.



251

APENDICE B - Figuras relativas a avaliagio de 20/05

4

1

1
2

5

1

1

1

1

216|145

1(5|/6|5|4]|4

1(4)11(4]2]2

11414122

1(2|4(2]2]2

112|124
11212

11412442

1/5{1]5]|5

114122

1
1

1

212|124 |14|2|2

212122242

1
1

1
1
1

1

%Total

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100

1

3
1
1

1
1

114 (2(2|24|2]|4
1(4(2(2|2(2|4)|4

1
1
1

1

1144412242

1

4
3

1

1
1
4

4
4

%l

65,52
41,38
82,76
37,93
72,41
62,07
55,17
31,03
37,93
82,76
58,62
62,07
27,59

17,24
44,83

68,97
41,38
37,93
65,52
75,86

11412

114124 |4|4(14(2]4]2

1
1

2123|414 |2|14]4|2)|4

1

1
1

11422

1

1|4

5
1

5

5

%PC
10,34
17,24
13,79
13,79
20,69
24,14

27,59
27,59
24,14

17,24
17,24

24,14

13,79
20,69
13,79
13,79

17,24
10,35
31,03
13,79

5
1

1|4

5

5

5

1

1164
1
5

6|5|4

5

6|6

1

6|4|4|5|4|4

1
1
5

6|6 |4|4|4)|4

1

6|4|4]|4

5

5

%C
24,14

41,38

3,45
48,28

6,90
13,79

17,24
41,38
37,93

0,00
24,14

13,79
58,62
62,07
41,38

17,24
41,38
51,72

3,45
10,35

5
5

5

5

5|4|5]5]|5

1

5

4

5
5

5

5

1
1
1
5

1

5
5

5

6|44
411]4

5

6
1
5
5

Nota
tedrica

29,31
50,00

10,34
55,17

17,24
25,86
31,03
55,17
50,00
8,62
32,76

25,86
65,52
72,41
48,28

24,14

50,00
56,90
18,97
17,24

Total

29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29
29

5/5/4|5(4|5
641
651
651

5(5/4|5|5|5|4|5|5|5|4|3|4|2|2|2|2]|2|2]|4

5/5/4|5|5]|5

1
1
5

#6

1(414|5|5
6(4(4]|5|1

116|4|4/4|5[4]|5

554145

114|14|4/6|6|4|4|6|6|6|4

6(4(6|5]|1

6|4 |4|5(4|4|4|4|4|4|5|4

1
1
6

6(4(5|5|5

6|(5|4|4|6|4|4]|4|6|4|1|4

11

13

10

11
13

1
1

1

1
1

1

1
1

10

1

1

5|4 |5|5|4|5/4|4,4]|5

1
1

1(4]4|4|6|4]|1

1

114145

1
1

64|45

5
5

#3 | #4 | #5

414

5

#2

1

#1

12

14

12
11

17
18
12

12
15

111141454

41114 |4 |5|4|4|4|4|4|5/4|4|4|4|6|4]4(4|4|44|2|4(4|4(2|4]2

1

5(1]414]5

5(1|4|5|5]4|6

411,4]5|4

6/1|4|4|5

S{4|4 (414|414 |4|4]14]14|5

414,414 4

1164 |5|5

6/1|4|5/5(4(4|5|5

1

Aluno|1l|2a|2b|2c|2d|3a|3b|3c|3d|3e|3f 4a|4b|4c|4d|5a|5b|5c|5d|6a|6b|6c|6d|6e|6f 6g|7a|7b|7c

Al

A2

A3

A4

A6

A7

A8

A9

Al10
All
Al2
Al3
Al4
Al5
Al6
Al7
Al8
Al19
A20
A21

Aluno

Al

A2

A3

A4

A6

AT

A8

A9

Al0
All
Al2
Al3
Al4
Al5
Al6
Al7
Al8
Al9
A20
A2l

Figura 19: Avaliacdo do dia 20/05/08 — NUmeros inteiros
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Questdo | #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 | Total | %A | %AP | %E | %Total
1 6| 00| 4|55 20 30 25 45 100
2a 171 0 | 0| 2 | 0|1 20 85 5 10 100
2b 10/ 0 |0 |10| 0| O 20 50 0 50 100
2c 2|1 0|0 8|73 20 10 15 75 100
2d 10 |0| 5 |14|0 20 5 0 95 100
3a 13|/ 0| 0|5 |11 20 65 5 30 100
3b 121 00| 7 |01 20 60 5 35 100
3c 6| 0|0|5]|3]|6 20 30 30 40 100
3d 2|1 0|0 9|81 20 10 5 85 100
3e 0| 0|]0|10|5]|5 20 0 25 75 100
3f 0| 0]|0| 7 |13]0 20 0 0 100 100
4a 710 (0|7 |42 20 35 10 55 100
4b 1]0|0| 5 ]10] 4 20 5 20 75 100
4¢ 5/0|0|8 |70 20 25 0 75 100
4d 110 |0| 7 |12]|0 20 5 0 95 100
5a 41 0|0 |3 |67 20 20 35 45 100
5b 310|065 |8]4 20 15 20 65 100
5c 41 0|0 |5 |92 20 20 10 70 100
5d 110 |0] 9 |10]|0 20 5 0 95 100
6a 15| 1|0 4|00 20 75 5 20 100
6b 6|1 |2|11|0|0 20 30 15 55 100
6c 13| 3|22 |00 20 65 25 10 100
6d 10| 50| 5|00 20 50 25 25 100
6e 10/ 6 | 0| 4|00 20 50 30 20 100
6f 09|08 |21 20 0 50 50 100
69 51707 |01 20 25 40 35 100
7a 11105 |3]|0 20 5 55 40 100
7b 3,808 ]|1]0 20 15 40 45 100
7c 419|106 |10 20 20 45 35 100

Nota tedrica

A1 A2 A3 A4 A6 A7 AS A2 A10A11 A12 A13 A14 A15 A16 A1T A18 A19 A20 A21
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APENDICE C - Figuras relativas a avaliagio de 05/06

%Total

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100
100

%l

41,17

35,29

14,71

64,70
50,00
29,41

11,77
17,65
35,29
32,35

5,88
5,88
2,94
8,82
50,00
0,00

11,77
47,05
26,47

%PC

8,83
17,65

14,71

14,71

11,76
17,65

8,82
14,71

20,59
14,71

20,59
20,59
23,53
23,53

8,82
20,59
11,76

14,71

17,65

%C

50
47,06
70,58
20,59
38,24
52,94
79,41
67,64

44,12

52,94
73,53
73,53
73,53
67,65
41,18
79,41
76,46
38,24
55,88

Nota
tedrica

54,41
55,88
77,94
27,94

44,12

61,76
83,82
75,00
54,41
60,29
83,82
83,82
85,29
79,41
45,59
89,71

82,35
45,59
64,71

Total

34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34

#1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6

17
16
24

13
18
27

23
15
18
25

25

25

23
14
27

26
13
19

Aluno

A2

A3

A4

A6

A7

A8

A9

Al0
Al2
Al3
Al4
A22
Al5
Al6
Al7
Al8
Al9
A20
A21

A2

A3

A4

A6

A7

A8

A9

Al10
Al12
Al13
Al4
A22
Al5
Al6
Al7
Al8
Al19
A20
A21

Figura 20: Avaliacdo do dia 05/06/08 — NUmeros naturais, inteiros e racionais



Questao H#1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 | Total | %A | %AP | %E | %Total
1a 9(o]olofolo] 19 100 0 0 100
1b 8lofolz1]olo] 19 [9474] 0 5,26 100
1c 18lofol1]olo] 19 [9474] o 5,26 100
1d 6/0]ol3]o|lo] 19 [8s21] o 15,79 100
1e 600|300 19 [8s21] o 15,79 100
1f 9lofolofolo] 19 100 0 0 100
19 9lofloloflofo] 19 100 0 0 100
2 380|233 19 |1579 | 57,89 | 26,32 100
3a 13(o]ol3 o3| 19 |6842] 1579 | 1579 100
3b 600|120 19 [8s21] o 15,79 100
3c 71306 21| 19 |3684] 21,05 | 42,11 100
4a 4lofol21]2] 19 |[7368] 1053 | 1579 100
4b 17l ool 12]o|1] 19 [8948 ]| 526 | 526 100
4c 9lofolofolo] 19 100 0 0 100
4d 71 10812 19 |368s] 1579 | 47,37 100
5a 8loolo|1|0] 19 |9474] 0 5,26 100
5b 17l ool 2]o|o0o] 19 [8948] o 10,52 100
5¢ 18loflol1]olo] 19 [9474] o 5,26 100
5d 7] 111000 19 | 3684 1053 | 52,63 100
6a 2lofol7olo] 19 [6316] 0 | 3684 100
6b 0lo]o7 11| 19 [5263] 526 | 42,11 100
6C 3o |o]12]3[1|] 19 [1579 | 526 | 78,95 100
6d 4o lo]o9|5]1| 19 |21,05] 526 | 73,69 100
7 49 o] 240 19 |21,05] 47,37 | 3158 100
8 5lo]ol4afolo] 29 [78905] 0 | 2105 100
9a 6| 80| 3| 1|1] 19 |3158] 47,37 | 21,05 100
9b 133120 0] 19 |6843] 21,05 | 10,52 100
9c 3[13/0]3]0o]o| 19 |1579 | 68,42 | 1579 100
ad 2 701000 19 | 1053 3684 | 52,63 100
9% 6| 4|09 |0o|0]| 19 |3158] 21,05 | 4737 100
of 3120|500 19 |1579 | 57,89 | 26,32 100
9g 5/120]0]3]o|lo0o]| 19 |2632] 57,89 | 1579 100
10a 4o o212 13| 19 |2105] 1579 | 63,16 100
10b 4o lo] 834 19 |21,05] 21,05 | 57,9 100
Nota teorica
100
90
20
70
60
50
40
30
20
10
0

A2 A3 A A6 AT AR A% A0 A12 A13 A4 A22 A15 Al6 A7 A18 A19 A20 A1
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APENDICE D - Relagéo de trabalhos sobre a Algebra na Educacéo Basica

Relacionamos a seguir, uma breve lista de trabalhos sobre o ensino de Algebra na
Educacdo Baésica produzidos em programas brasileiros de pos-graduagdo. N&o temos a

pretensdo de esgotar todos os trabalhos na area. SO incluimos aqueles que apresentam no

titulo os termos “algebra”, “linguagem algébrica”, “pensamento algébrico” ou “expressao

algébrica”. Restringimos nossa pesquisa ao periodo de 1997 a 2007.

Autor: Adriana Bonadiman  Defesa: 2007

Titulo: Algebra no ensino fundamental: produzindo significados para as operagdes bésicas
com expressoes algébricas

Disponivel em: http://www.lume.ufrgs.br/handle/10183/11228

Autor: Luciana Simoneti Ferreira Cardia  Defesa: 2007
Titulo: Integrando geometria com a algebra na construcdo de expressdes algébricas
Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/luciana_ferreira_cardia.pdf

Autor: Adilson Sebastido de Souza Defesa: 2007

Titulo: Metacognicdo e ensino da algebra: analise do que pensam e dizem professores de
matematica da educago basica

Disponivel em: http://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/48/48134/tde-29012009-
120830/es.php

Autor: Charston Lima Keppke — Defesa: 2007
Titulo: Algebra nos curriculos do ensino fundamental
Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/mp/KEPPKE_charston_lima.html

Autor: Maria Helena da Silva  Defesa: 2006

Titulo: Estudo das visGes sobre &lgebra presentes nos pardmetros curriculares nacionais de
matematica do ensino fundamental em relacéo a nimeros e operagdes

Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/maria_helena_silva.pdf

Autor: Anna Paula de Avelar Brito Menezes  Defesa: 2006

Titulo: Contrato didatico e transposi¢do didatica: inter-relacdes entre os fendmenos didaticos
na iniciacdo a algebra na 6° série do ensino fundamental

Disponivel em:
http://ce.ufpe.br/posemeducacao/documentos/Teses_2006/Anna_Paula_de_Avelar_Brito_Me
nezes.pdf

Autor: leda Maria Oliveira  Defesa: 2005

Titulo: A pesquisa e a pratica docente: investigagdo sobre hipdteses que alunos de 5% série
formulam a respeito de escritas algebricas

Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/mp/dissertacao/ieda_mara_oliveira.pdf

Autor: Leila Muniz Santos Defesa: 2005
Titulo: Concepgdes do professor de matematica sobre o ensino de algebra
Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/leila_muniz_santos.pdf
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Autor: Roberto Miguel El Jamal ~ Defesa: 2004

Titulo: Algebra na educago basica: as multiplas sinalizagbes do que se espera que devem
saber os alunos

Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/roberto_miguel_jamal.pdf

Autor: Marilia Barros de Oliveira  Defesa: 2004

Titulo: Construindo significados para a linguagem algébrica com o auxilio do jogo
codificagdo-decodificacéo

Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/marilia_barros_oliveira.pdf

Autor: Edméa Aparecida Rocha Silva Raboni  Defesa: 2004

Titulo: Saberes profissionais do professor de matematica: focalizando o professor e a algebra
no ensino fundamental

Disponivel em: http://www4.fct.unesp.br/pos/educacao/teses/edmea.pdf

Autor: Leila Modanez Defesa: 2003
Titulo: Das seqliéncias de padrdes geométricos & introducéo ao pensamento algébrico
Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/leila_modanez.pdf

Autor: Alessandro Jacques Ribeiro  Defesa: 2001

Titulo: Analisando o desempenho dos alunos do ensino fundamental em &lgebra, com base
em dados do SARESP

Disponivel em: http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/alessandro_ribeiro.pdf

Autor: Renata Anastacia Pinto  Defesa: 1997

Titulo: Erros e dificuldades no ensino da &lgebra: o tratamento dado por professoras de 72
série em aula

Disponivel em: http:/libdigi.unicamp.br/document/?code=vtls000121507

Autor: Marco Antonio Geraldo de Oliveira  Defesa: 1997

Titulo: O ensino da algebra elementar: depoimentos e reflexdes daqueles que vém fazendo
sua historia

Disponivel em: http://www.ghoem.com/textos/p/dissertacao_oliveira.pdf



