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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos e desenvolvemos o Método de Perron, fazendo
uma aplicacao ao ploblema de Dirichlet para a equacgao das superficies de curvatura
média constante em R3. Apresentamos também uma extensao deste método dentro
de EDP’s e, por fim, obtemos uma extensao geométrica que se aplica a superficies
ao invés de graficos. Comentamos a aplicacao deste método geométrico a existéncia

de superficies minimas tendo como bordo duas curvas convexas em planos paralelos
do R?.



Abstract

In this work we explain Perron’s method and obtain an application of it to the
Dirichlet Problem for the constant mean curvature surface equation in R3. We also
obtain an extension of this method within the P.D.E theory and, finally, we obtain
a geometric extension which applies to surfaces instead of graphs. This geometric
extension can be used to prove the existence of a minimal compact surface having
as boundary two convex curves in palallel plane of R®. We discuss this result at
the final part of the work.
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Notacao

Inicialmente, vamos fixar as notagoes que iremos utilizar nos préximos capitulos,
notagoes estas usualmente utilizadas em estudos de equagoes diferenciais parciais.

2: um subconjunto aberto do R™ (n = 2,3), nao necessariamente limitado; (2 é
um dominio se ele também é conexo.

0S: pontos da fronteira do conjunto S;

Dado S" C S, escrevemos S CC S se dist(S’,05) > 0; S’ estd estritamente
contido em S.

Dju = 0u/dx;, Dijju = 0*u/dx;0x; ete..., Du = (Duy, Dus, .., Du,,) = gradiente
de wu.

D?*u = [D;ju] = matriz das derivadas segundas D;;u.

C° () : espago das fungoes continuas em ).

C* (Q): espaco das funcoes k vezes continuamente diferencidveis em €.

C*(Q): espaco das funcoes k vezes continuamente diferencidveis em € que se
estendem continuamente, bem como todas as suas derivadas até ordem k, a €.

CE(Q) :=={u e C*Q) | ulpa = 0}.

Lembramos que u € C°(2) é dita Holder continua com expoente o € [0,1) em
Q se

[u] = sup |U (x) — U’(y)| < 00
“ w,yfﬂ |z —y|*
zHy

Cke (Q) :={u € C*(Q) | as derivadas de ordem k de u sdo Hélder continuas em
Q) com expoente o em Q}. Notemos que C*F (ﬁ) ¢ um espaco de Banach com a
norma

|l 0y = SUD |u] + sup [Vu| + ... + sup | D*u| + [D*u] .
Q Q Q

Cy* (Q) == {u € C*(Q) | ulon = 0}.



Introducao

O problema de Dirichlet para um operador () qualquer, consiste em encontrar
uma funcéo u € C? () N C° (Q) , tal que

{ Q(u) =0 21)

ulog = ¢

onde  é um dominio do R?, e p € C? (99) é dada a priori. Se o operador Q) satisfizer
certas condigoes, entao pode-se resolver o problema de existéncia de solugoes de (2.1),
utilizando-se uma técnica 1til da teoria de Equagdes Diferenciais Parciais (EDP),
conhecida como Método de Perron.

Nesta dissertacao apresentamos e desenvolvemos o Método de Perron, fazendo
uma aplicacao deste ao problema de Dirichlet para a equacao das superficies de
curvatura média constante em R3.

Apresentamos também uma extensao deste método dentro de EDP’s e, por fim,
obtemos uma extensao geométrica que se aplica a superficies ao invés de graficos.

Comentamos uma aplicacao deste método geométrico a existéncia de superficies
minimas tendo como bordo duas curvas convexas em planos paralelos do R3.

O trabalho esta dividido em 4 capitulos. No terceiro, preliminares, apresenta-
mos alguns resultados bem conhecidos sobre EDP’s, a maioria sem demonstracao,
necessarios aos capitulos subseqiientes. Em alguns dos poucos resultados que de-
monstramos (que sao também bem conhecidos mas cujas provas nao sao facilmente
encontrados na literatura (Lema 3.4 e Teorema 3.6)), usamos livremente teoremas
cléssicos da teoria dos operadores lineares elipticos (Teoria de Schauder e estimati-
vas de Holder para gradiente), bem como as respectivas notagoes que envolvem estes

teoremas. A referéncia bésica para estas demonstragoes é [GT]. Em alguns outros



resultados enunciados neste capitulo decidimos por apresentar também a demons-
tracdo, visto estas serem simples e autosuficientes (Teoremas 3.2 e 3.3).

No quarto capitulo apresentamos o Método de Perron, enunciamos e demons
tramos o resultado fundamental deste método (Teorema 4.7). A seguir aplicamos
este método ao problema de Dirichlet para a equacao das superficies de curvatura

média constante (cmc) H > 0, a saber

Qu () = div | — | 421 =0

\/ 14 |Vl

U|aQ =@

onde u € C? ()N C°(Q), Q é um dominio do R? (aberto e conexo) e ¢ € C° (99)
é dada a priori.

Aplicamos entao o Método de Perron para mostrar a existéncia de solugao u €
C?a (ﬁ) de Qg =0 em Q com ulgg =0, onde H > 0 e 2 é um dominio convexo de
classe C** do plano contido em uma faixa de comprimento 1/H.

No quinto capitulo, fizemos uma extensao do Método de Perron para um opera
dor ) qualquer nao satisfazendo necessariamente as condigoes usuais requeridas ao
método. Da forma que foi feita esta extensao (Teorema 5.5), esta admite também
uma extensio a superficies em R3 (Capitulo 6), a qual pode ser utilizada para provar
a existéncia de superficies minimas compacta, cuja fronteira consiste de duas curvas

convexas em planos paralelos de R? (Segao 6.3).



Capitulo 3

Preliminares

3.1 Fatos gerais
Faremos uso dos seguintes resultados de Analise no decorrer desta dissertacao:

Teorema 3.1 (Teorema das Fungoes Implicitas) Sejam E, F e G espagos de
Banach e sejam U C E, V C F abertos. Seja f:U xV — G de classe C**. Seja
(a,b) e U x V tal que

Dyf (a,b) : F — G

€ um homeomorfismo linear. Se f (a,b) =0, entao existem abertos Uy C U, Vo C V

tal que para todo x € Uy, existe um inico y(x) € Vy tal que

f(a,y (x)) = 0.

A funcao

y:Uy— W

z =y (x)
é de classe CF2,

Teorema 3.2 Sejam (E,||.||) e (F,||.||) espag¢os de Banach e L : E — F linear.

Entdo as afirmagoes abaixo sdo equivalentes:



1. L € continua;

2. L ¢é continua em 0 € E;

3. [[L(h)]| < C|h], para todo h € E.

Prova: 1) = 2) Como L é continua em todo ponto de E entdo, em particular,
¢ continua em 0 € E.

2) = 3) Como L ¢ linear entao L (0) = 0. Da continuidade de L em Og temos
que dado € > 0, existe § > 0, tal que ||h|| < 0 = ||L(h)|]| < e. Tomando ¢ > 0

tal que 0 < 1/¢ < 6 tem-se que: Se ||h|| = 0 ent@o ||L (k)] = ||0]] < ¢||h|| = 0. Se
||h]| # 0, entao
i H ! <90
clplil ¢ 7
portanto
deni
c|[All '

Como L é linear segue que
1L (B[ < c Al

3) = 1) Segue imediato, pois
1L (h) = L (ho)|l = [|L (h = ho)[| < ¢[|h = hol|
|

Teorema 3.3 (LINDELOF) Seja X C R" wm conjunto arbitrdrio. Entdo toda
cobertura aberta X C |J A admite uma subcobertura enumerdvel X C Ay, U ... U
Ay U

Prova: Seja E = {z1,...,x;,...} C X um subconjunto enumeravel, denso em
X. Consideremos o conjunto 8 de todas as bola abertas B (x;r), com centro num
ponto de F, raio racional e tais que cada uma delas esta contida em algum A,. B
é um conjunto enumerdavel de bolas. Afirmamos que as bolas B € 8 cobrem X.
Com efeito, dado = € X, existe A € L tal que z € A,. Como A, é aberto, existe
r > 0 racional tal que B (z;2r) C A,). Sendo E denso em X, podemos encontrar

xr; € F com |z —x;| < r. Entdao x € B(z;;r). Para mostrar que B (z;;1) € B,

5



resta ver que esta bola estd contida em Ay. Ora, y € B(zi;r) = ly—z < 7r
=y —z| <|y—xi|+|v; — x| < 2r =y € B(x;2r) C A,. Isto conclui a verificacao
de que todas as bola B € B cobrem X. Tomando uma enumeragao By, ..., B;, ...
para essas bolas e escolhendo, para cada ¢ € N, um indice \; € L tal que B; C A,,,
concluimos que X C Ay, U...UA,, U ... [ |

3.2 O operador Qg
Dado H € R, H > 0 o operador
Qu : C*(Q) — C(Q)
definido por

Vu
1+ |vu

ur— Qp(u) = div +2H

’2
ou, equivalentemente em coordenadas u = u (x,y)
(1+ UZ) 2uzu,

(1+u?)
(1+[Vul) (1+[Vul) (1+[Vul)

¢ chamado operador curvatura média constante (cme). O problema de Dirichlet

Qu(u) =

Uyy + 2H

associado a @, consiste em encontrar uma fungao u € C?(Q) N C° (Q), tal que

Qu (u) = div | —_ | 421 =0

\/ 1+ [ Vaul? (3.1)

U|aQ =@

onde 2 é um dominio do R? (aberto e conexo), e p € C° (99) é dada a priori.

Usando coordenadas a equagao (3.1) é equivalente a

3
2

(14 ul) uyy — 2upuytiny + (14 1)) e + 2H (1+ul +uy)? = 0.



3.3 Fatos conhecidos sobre Qg
Enumeramos a seguir os principais fatos conhecidos sobre o operador Qg.
i) Principio do Méximo para diferenca de duas solugoes
Se u,v € C? () N C° (Q) sdo tais que Qp (u) = Qu (v) = 0, entdo devemos ter

sup |[u — v| =sup |[u — v|.
Q o9

ii) Estimativa da altura
Se u € C?(Q)NC°(Q) é tal que Qp (u) = 0, entdo

sup |u| se H =10

sup [u[ < ¢ %
Q

1
sup |u| + — se H > 0.
up [ul + 77
iii) Principio do Méximo para a norma do gradiente
Se u € C?(Q)NC' (Q) é tal que Qp (u) = 0, entdo
sup |Vu| = sup |Vul .
Q GI9)

iv) Compacidade

Dados H, H,, > 0, H,, — H, e uma familia {u,}

de Qy, = 0 em Q uniformemente limitada (isto é, existe M € R tal que sup |u,| <

nen > Un € CF(Q), de solugdes

M, para qualquer n € N), existe uma subseqiiéncia {u,, } de {u,} que converge
uniformemente em compactos de € a uma solucao u € C**(Q) de Qg = 0, ou seja,

dado um compacto K C €2, dado € > 0, existe ky € N tal que
’unk - u‘k,a;K S €’

para todo k > k.

v) Teorema de James Serrin



Se Q ¢ de classe C?, limitado e kaq > 2H, entao para cada ¢ € C°(0Q), existe
ue C*(Q)NC®(Q) tal que Qu (u) =0 e ulo, = ¢, onde koq € a curvatura de Q.

Este resultado é 6timo no seguinte sentido: Se a condicao kgq > 2H nao for
satisfeita, isto é, kgq < 2H em algum ponto de 052, entao existe ¢y € CY (99) para
o qual nao existe u € C*(2) N C° (Q) solugdo de Qy = 0 tal que ulso = po.

Lema 3.4 O operador
L:C*(Q) — C°(Q)
definido por
(1+ UZ) AT

1 2
(14 |[Vul?)? (1+ |Vul?)? (1+ |Vul?)?

h’yy

¢ estritamente eliptico, ou seja, os autovalores \y < Ay da matriz [a;j] dos coefi-
cientes de L satisfazem 0 < 61 < A\; < A < 1.

Prova: Calculemos entao os autovalores da matriz [a;;], isto é, calculemos as

raizes do polinomio

1+ \ — Uyl
3 3
det (ars - aD) — | (L IVul?)? (L4 Va2 |
p(A) =det (a;; — M) = iy, 1402 , =0.
3 3
(1—|— |Vu|2)2 (1—|— |Vu|2)2
Efetuando os calculos, temos
1
)\1 = —§
(1 + |Vu|2) 2
¢ 1
Ay = —
(1+ \Vu|2) 2

Considerando C' = supg |Vu| obtemos C' > |Vu| de modo que C? > |Vu|*. Segue
entdo que 1+C2 > 1+|Vu|?, implicando que (1 + C2)** > (1+ |Vu|2)3/2 . Portanto



temos
1 1
<

A+ (14 Vuf)

(o]

Tomando &, = (1 + C2)™*? obtemos

1 < 1 < 1.

(1 + |Vu]2) 2 (1 + \Vu|2)

1
2

Logo L (h) é um operador estritamente eliptico.

Analogamente, se prova que o operador

L:C**(Q) — C"(Q)

definido por
h— L(h) == (14 t)) hag — 2ugtiyhay 4 (14 u3)hy,
também é estritamente eliptico, com autovalores
M =1+|Vul> ey =1.

Lema 3.5 Seja 2 um dominio de classe C**, a > 0. Dados C >0 eu € C*(Q) N
C° (Q) tal que Qu =0, ulag = 0, se [Vu| < C em Q entio u € C*>* (Q)

Prova: Seja u € C* () N C° (Q) satisfazendo as hipéteses do lema. Entéo

Qu (u) = 0 se e somente se L (u) = f

onde L ¢é o operador linear estritamente eliptico

L(v)= (1 + uz) Vgg — 2UgUyVgy + (1 + ui) Uyy

3
2

f=—2H(1+ |Vul’)



Como f e os coeficientes de L pertencem a C* () e 1 < A\;/Xy < 1+ C?, segue
entao por ([GT], final da segao 11.2 Holder Gradient Estimates for Linear Equations,
pagina 249) a existéncia de 8 = 3 (C, Q) tal que u € C1¥ (ﬁ) .Se 3> «a, entao u €
obe (ﬁ) e entao segue do Teorema 6.19 de [GT] que u € C* (ﬁ) , provando o lema
neste caso. Se 3 < a, entdo, novamente, pelo Teorema 6.19 de [GT], u € C?*# (ﬁ) )
Segue-se que f e os coeficientes de L pertencem em particular a C¢ (ﬁ) de modo

que, novamente pelo Teorema 6.19 de [GT], u € C*° (ﬁ), provando assim o lema.
|

Teorema 3.6 (Aplicagao do Teorema das Funcgoes Implicitas) Seja Q de classe
C% limitado.  Sejam H > 0 e ug € C**(Q) solugdo de Qu = 0 em Q com
uplao = 0. Entao existe € > 0 tal que, para todo h € (H —e, H +¢), existe
uy, € C%° (ﬁ) solugao de Qp =0 em Q tal que uploq = 0. Além disso a aplicagao

(H—¢,H+¢e)— C*(Q)

h — uy,

¢ Che,

Prova: Para aplicarmos o teorema das funcgoes implicitas, consideramos os

2 — — . .
espacos de Banach £ =R, F = Cy* (Q) e G =(C% (Q) , O primeiro com a norma
do valor absoluto usual de um niimero real e os dois tltimos com as normas .|, ..

e ||l » respectivamente. Além disso, consideremos o operador
T :RxCy* (Q) — O™ (Q)

definido por

(o) = O (1) 1= div—— 4 2p,

1+ [Vl

Temos T (H, up) = 0, pois ug é solucao de @y = 0. Pondo
L:=D,T (H,u,): Ca* (Q) — C** (Q),

leimT(H,uo—i-tw)—T(H,uo) — lim |
t—0 t t—0 t

10



obtém-se

1+ u} 2 1+ ug
Ly = ) o 2wy ()
9.3 23 25 % !
L+ Vuol?)? 1+ [VwP)? (14 Va2
onde 1
by — (_2u0yu0yx + 2U0xu0ya: + GHUOJE (1 + |VU0|2))§
L= 3
(1 + |VU0‘2)2
e

N |+

(2U0yU0xx — ZUOIUOyz + 6HUOy (1 + ‘VU0|2))

2:

3

N

(1 + IVU()l ) 2
Devemos mostrar que L é um homeomorfismo linear. L ¢ linear, pois Wy, Wyz, Wyy,

w, e wy sao lineares e os coeficientes de L nao dependem de w. Além disso L ¢é

continua pois usando a desigualdade triangular tem-se que
|L (w)|o¢;§ S |A11w$$|a;§ + |A21w$y|a;ﬁ + |A22wyy|a;§ + |b1w$|o¢;§ + |b2wy|a;§’

onde

(14 ug,) 2UozU
An:—oyg,, 212#61422:

(1+|Vuol*)? (1+[Vuol*)

(1 + ug,)
(1 + |VU0|2)

N

Considerando entao
¢y = sup |A11|a;§7 Cy = sup |A21|a;§7 C3 = sup |A22|a;§7
Q Q 0
Cy =sup |bi|,q e Cs =sup b2 ..,
0 0
tem-se
|L (w)|o¢;§ S Cl |w$$|o¢;§ + 02 |wy$|a;§ + 03 |wyy|a;§ + 04 |w$|o¢;§ + 05 |wy|a;§ :
Além disso,
|w|27a;§ = sup |w| + sup |Vw| + sup ‘D2w‘ + [D%U}a
Q Q Q

11



onde

[D2w]a — sup |D2w (z) — D*w ()|

z,ye) |I’ - y|0¢
7Y

Entao tem-se o seguinte

|wx$|a;ﬁ = sup |wacac| < sup }DZLU‘ < |w|27a;§
Q 9]

’wyx‘a;ﬁ = sup [wye| < sup ‘D2w| < ‘w‘2,a;§
Q Q

\wx|a;§ = Slip ‘wz| < Slip ’VU}‘ < ’w’2,a;§
Q Q

’wy|a;§ = Slip ‘wy’ S Slip |vw| S |w|2,a;§'
Q Q

Donde se conclui que
|L (w>|a;§ S C |w|2,a;§7

onde C' = (C; 4+ Cy + C3 + Cy + C5) de modo que L é continuo pelo Teorema 3.2.

Como L é um operador eliptico em €2 da forma
Lu = a” (x) Diju + V' (v) Diu, a"” = a’,

dados wy,ws € C3 () N C°(Q) tal que L (wy) = L (ws) conclui-se pelo Teorema
3.3 de [GT] que w; = wsq, sendo L portanto um operador injetor. L é também
um operador sobrejetor pois, como L é um operador estritamente eliptico, pelo
Lema 3.4 e, além disso, como os coeficientes de L pertencem a C%* (ﬁ) , segue do
Teorema 6.14 de [GT] que dada g € C% (ﬁ) , existe uma tnica w € Cg’a (ﬁ) tal que
L (w) = g. Concluimos entdo que L é um operador linear bijetor continuo, faltando-
nos ainda mostrar que L=! é continuo. Para tal, provemos que dado £ > 0, existe
§ > 0 tal que | f|, . < 0 implica que [L™! (f)], o < & Seja entao f e C™(Q) e
w E CS"" (ﬁ) tal que L (w) = f. Como L é eliptico segue pelo Teorema 3.7 de [GT]
que |wlp.g < C|flyq onde C = C (Q, |u0|17a;9> . Pelo Teorema 6.2 de [GT] segue
que
W], 00 < € (’w’o;n + ’f|0,a;ﬂ> < C"[flasn

12



onde C" = C"(Q, |uol1.a:0), © que prova que L' é continua; portanto, L é um
homeomorfismo linear. Como T (H,uy) = 0 existe, pelo Teorema 3.1, € > 0 tal que
para todo h € (H — ¢, H + ¢) existe uma tnica u, € Cg* (Q) tal que T (h,u;) = 0,
ou seja, que Qp (up) = 0. Entao para h € (H — e, H + ¢) existe uma unica uy, €
Co* (9) solugao de @, =0 em Q e

F:(H-—¢ H+e¢)— C2° (ﬁ)

definida por

h — uy

é de classe C%“. [ ]

13



Capitulo 4

O Método de Perron

O método de Perron é uma técnica muito ttil da teoria de equagoes diferenciais
parciais (EDP), usado para obtencao de solugoes para determinados tipos de EDP,
satisfazendo certas condigoes.

No que segue damos uma descricao deste método, enunciando seus resultados
fundamentais. Nao h&a necessidade de que nos restrinjamos, nesta descricao, ao
operador @y dado por (3.1) no capitulo anterior. Trabalharemos com um opera
dor diferencial (), satisfazendo certas propriedades, e que tem como Qg um caso
particular.

Dado um dominio {2 e um operador ) em {2 estamos interessados em resolver o

problema de Dirichlet associado ao operador () a saber

Qu) =0
uloo = f (4.1)
we C? ()N (@)

onde f € C°(99Q) ¢ uma fungao dada.

4.1 Condicoes suficientes de Aplicabilidade do Método

de Perron

Para que possamos aplicar o Método de Perron, é suficiente requerer que o

operador () satisfaca as seguintes condigoes:

14



i) Principio do Méaximo para diferenca de duas solugoes:

Se u1, uy € C? () NC° (Q) sao tais que Q (u1) = Q (uz) = 0, entdo devemos ter
sup |u; — ug| = sup |u; — us| .
Q o9

Note que decorre imediatamente de (i) a unicidade de solugao de (4.1).
ii) Existéncia de Solugoes em Dominios Pequenos:

Para cada z € (), existe um aberto D, CC ) tal que, qualquer que seja ¢ €
CY(dD,), existe u € C*(D,) N C° (D,) satisfazendo

ulop, = C.
iii) Compacidade:

Dada uma familia {u,} de solu¢oes de @ = 0 em 2 uniformemente limitada
(isto é, existe M € R tal que sup |u,| < M, para qualquer n € N ), existe uma
subseqiiéncia {u,, } de {u,} que converge uniformemente em compactos de 2 a uma
solugao u € C? () de Q =0 .

Lembramos que convergéncia uniforme em compactos significa que dado K C 2

compacto, e dado € > 0 existe ky € N tal que
max [Up, —u| <e

para todo k > kg .

4.2 Subsolucao, Supersolucao e Q — levantamento

Ingredientes basicos para o método de Perron sao as nogoes de subsolucao,

supersolucao e de (Q-levantamento, que a seguir definimos.

Definigao 4.1 Uma funcao s € C°(Q) é uma subsolugao (supersolucao) de Q se,
dado qualquer subdominio D CC , se v € C*(D) N C° (D) satisfaz Q (v) = 0 em

D ev|sp > slop (vlap < slap), entdo v > s|p (v < s|p).
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Vamos denotar por s (£2) e por S (€2) o conjunto das subsolucoes e das super-

solugoes, respectivamente, em (2.

Definig¢ao 4.2 Sejam s € s(2), y € Q e D, CC Q uma vizinhanca que contenha y
como em ii). Entdo existe uma solu¢do u,, € C* (D,) N C° (D,) de Q =0 em D,
satisfazendo u, s = s em 0D,. Definimos a operagao LI de () — levantamento de s
(em D, ) por

uy s(z) se z € D,

5 Uty (1) = { s(x) se x € O\D,

Note que sUu,, € C° (ﬁ) e que s < s U wu, ;. Esta notagao de (Q—levantamento
difere da usual; no entanto é bastante conveniente pois torna explicita a dependéncia
do Q—levantamento da subsolucao e da solucao.

O lema que demonstraremos a seguir afirma que o (J—levantamento define uma

nova subsolugao.

Lema 4.3 Sejam s € s(Q2) ey e Qe D, CC Q. Entao sUu,, € s(Q).

Prova: Considere um dominio V' CC 2 e seja h uma solugao de Q = 0 em V'
satisfazendo sUu, s < hem 0V. Como s = sUu, , em V\D, tem-se que sUu, s < h
em V\D,.

Mas slu, s ¢ também solugao de () = 0 em D,. Entao, pelo principio do méximo,
sUuy s < hem VND,. Conseqiientemente sUwu, , < hem V. Como V é arbitrario,

segue que s Ll u, , é subsolugao em 2. |

Definigao 4.4 Dado f € C°(99), defina o conjunto das subsolugoes relativas a f

e o conjunto das supersolucgoes relativas a f como sendo

sp(Q) ={s|s€es(), s<[femdQ}

S (Q)={S|5€5(Q), §> fem o},

respectivamente. E dado x € €, ponha

up (z) == sup s(z). (4.3)
sESf(Q)
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Lema 4.5 Sejam si, 52, ..., 5, € Sf (ﬁ) . Se s =max {sy,...,S,}, entdo s € sy (ﬁ)

Prova: Seja D CC  uma vizinhanga qualquer. Seja v € C?(D)NC° (D) uma
solucao de Q@ = 0 em D satisfazendo s < v em 0D.

Dado i € {1,...,n}, como s < v em 9D, tem-se que s; < v em dD. Como cada
5; € sy (ﬁ) para i € {1,...,n}, segue que s; < v em D,V i = 1,...,n. Portanto
s<wvem D. [ |

Lema 4.6 Sejam Si,Ss € S (2) e sejam Q4 e Q_ definidos por

Qp =Qn{(z,y) |z >0}

Q- =0n{(z,y) |z <0}.

Suponhamos que Sy = Sy em QN {(z,y) |xr =0}. Se S; > Sy em Q, entdo a fungao
S:Q—-R

dada por

S (x) = S1(x) sex €Oy
Sy(z) sex e’

€ uma supersolucao.
Prova: Seja D CC Q e seja v € C* (D) N CY (D) satisfazendo @ (v) =0 em D

e vlgp < Slap. Se D CC € nada a fazer. Analogamente se D CC _. Seja D C Q

tal que
ODNQLNQ_#D.

Como vlgp < Slop, segue pelo principio do maximo que v|p < S|p, pois S; = Sy
em {(z,y) | z=0}. u
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4.3 O Resultado Fundamental do Método de Per-

romn.

Teorema 4.7 Seja Q um operador satisfazendo i), i) e iii). Se existem so € sy (Q)
e Sy €Sy (ﬁ) , entao uy dado por (4.3) estd bem definido, é de classe C* e satisfaz
Q(uf) =0 em Q.

Prova: Primeiro notemos que us estd bem definido pois existe sy € sy (ﬁ) e,
além disso, Sy (x) é uma cota superior de (4.3).
Seja agora y € 2 um ponto fixo. Por definicao de uy, existe uma seqiiéncia
{sn} C s7(Q) tal que
lim 5, (y) = uy (y) (4.4

n—oo

Dado n, como s, € sy (ﬁ) , temos s, < Sy. Por outro lado, substituindo s, por

max {s,, So} se necessario, podemos supor que s, > Sg. Assim teremos
so < 8, < Sp

para todo n. Em particular, {s,} é uniformemente limitada.

Seja agora uma vizinhanca D, CC € tal como em ii) e defina a seqiiéncia s, Uu, s,
pelo @ — levantamento de s, em D, de acordo com a Definicao 4.2. Pelo Lema 4.3
tem-se que s, U, € s¢ (Ey) e sy, Uy, €ésolugao de Q = 0 em D,. Além
disso, por iii), {s, Uuy,,} contém uma subseqiiéncia {s,, I_Iuy,snk} convergindo
uniformemente em compactos de D, a uma solugao U € C*(D,) de Q = 0.

Claramente, tem-se que U < uy em D, e U (y) = us(y). O que queremos de
fato é mostrar que U = uy em D,. Por absurdo suponha que U (z) < uy(z) para
algum z € D,. Entdo existe uma funcio u € sy (D) tal que U (2) < u(2).

Definindo v, = max {1, s,, } e também a seqiiéncia de )—levantamento vy Llu, ,, ,
nés obtemos como antes uma subseqiiéncia da seqiiéncia {v; U u,,, } convergindo a
uma solugao V € C?(D,) de @ = 0 satisfazendo U < V < uy em D, e U (y) =
Vi(y) =us(y).

Mas pelo principio do Méaximo, nés devemos ter U = V em D,,. Isto contradiz
a defini¢ao de @, e portanto uy = U em D, de modo que uy satisfaz ) = 0 em D,,.

Como D, é uma vizinhanga arbitraria, segue que uy satisfaz () = 0 em todo 2. W
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O teorema anterior exibe uma funcao de classe C? solucao de Q = 0 em ,
(chamada solu¢ao de Perron) do problema (4.1) de Dirichlet. No entanto, da
maneira em que uy ¢ definida, nao temos informagao da fungao uy no bordo, ou
seja, ndo podemos concluir que u; é continua em Q e uslpg = f. Mas observamos,
entretanto, que se v € C? () N CY () é uma solucdo com v|yq = f, entdo uy = v.

No que segue, apresentaremos condigoes que nos garantem que uysgo = f. Estas

condicoes serao dadas em termos de barreiras, apresentada na proposicao seguinte.

Proposicao 4.8 Suponhamos que para todo p € 0S), existam v, € sy (ﬁ) e w, €
Sy (ﬁ) de () em 2, tais que,

Entao a funcao uy dada pelo método de Perron é continua em Qe ufloo = f, ou

seja, us € solugdo de (4.1).
Prova: Dado p € 012, seja {x,} uma seqiiéncia convergindo a p. Como v, €
sy () e w, € Sy (), temos que
Uy S up < wp.

Restringindo-se estas desigualdades a seqiiéncia x, vem que

Up (zn) < Uy (7,) < Wp (Tn) -

Como

lim v, (z,) = lim w, (z,) = f (p)

n—oo n—oo

segue que existe o limite de uy (x,) quando n — oo e, além disso,

lim wy (z) = f(p) -

n—oo

Portanto podemos definir us (p) de forma continua em Qeu 5 = f em 0€, termi-

nando a prova da proposicao. |

As fungoes v, e w, acima sao denominadas de barreiras para () em () relativas

a f.
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4.4 Aplicacao do Método de Perron a (Qy

Observamos que decorre das condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) na segao 3.3, que
o operador Qg definido em (3.1) satisfaz as condigdes i), ii) e iii) do Método de
Perron; além disso, nao ¢ dificil provar usando (i) da segao 3.3 que se s € C? (ﬁ)
e Qu(s) > 0, entdo s é subsolugio e se s € C?(Q) e Q (s) < 0, entdo s ¢

supersolucao. Conseqiientemente tem-se o seguinte:

Corolario 4.9 Sejam H > 0, Q limitado e o € C°(09Q) tal que para todo p € 0L,
ezistam supersolugoes e subsolucoes s,, S, € C° (ﬁ) de Qg em § respectivamente,

satisfazendo

{ sp (P) = ¢ (p) = 5 () (4.5)

splan < ¢ < Splaa.
Entao existe u € C*(Q) N C° () solugdo de Qg =0 em Q com ulpo = .

Prova: Basta aplicar o Teorema 4.7 juntamente com a Proposicao 4.8, fazendo

SOZSPGSOZSP. |

Quando uma dada funcao ¢ € C° (90) satisfaz (4.5), dizemos que ela é regular.
O lema e o teorema que se seguem sao resultados de existéncia de solucoes
u € C?(Q)NC°(Q) para (3.1) em certos dominios Q C R? a seguir descritos, tal

que ulgq = 0, isto é, solugdes que se anulam no bordo.

Lema 4.10 Seja H > 0,1 >0 e Qy =y U U Q3 onde

1
o= {@n) | 122t i<}

1
o= { (@) | w4+ < o -1,
1
_ 2 2
93—{(95,?4) | (=0 +y Smw’le}-

Entio eziste w € C? (Q) N C° (Q) solugio de Q =0 em Qo com wjpg, = 0.

Prova: Vamos no que segue construir, para cada ponto p € 0€)y, subsolucao

e supersolu¢ao nao negativas s, ¢ S, de @y = 0 em () respectivamente, tais que
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sp(p) =0e S, (p) = 0. Escolhendo s, = 0 para todo p € 9, temos claramente

que s, é uma subsolugao de Qy em (, e ainda s, € C° (ﬁo) . Dado p € 09y, seja

4
1
\ 12 —y% se (z,y) €

1
Sy (x,y) = \/m—(x—i-lf—"zﬁ, se (z,y) € Qy

1
\/m—($—l)2—y2> se (z,y) € Q3.
\

Vemos que S, (p) = 0 para p € 9 e Splan, > 0. Note que se (z,y) € 2 entao
Sy (x,y) é o semi-cilindro cujo raio é 1/2H, girado em torno do eixo x, que é solucao
de Qu = 0. Se (z,y) € Qy, entdo o grafico da fungao S, (z,y) é um quarto da
esfera centrada em ¢ = (0,0, —[) e raio 1/2H, que é supersolugdo de Qy = 0, pois
Qu (Sp) <0. Raciocinio andlogo pode ser aplicado se (z,y) € Q3.

Observe, que S, (z,y) é a unido do gréfico de S, restrito a €2y, com o grafico de
Sy restrito a {23 e a uniao de S, restrito a {2y com o grafico de .S, restrito a {23. Pelo
Lema 4.6 segue que S, ¢ supersolugao.

Como Qg satisfaz as condicoes de aplicabilidade do método de Perron, nés po-

demos aplicar o Teorema 4.7 para concluir que a funcao
w (x,y) = sup {u (x,y) | u é subsolugao de Qg = 0 em €2, ujpq, = O}

¢ uma solucao de Qg = 0 em €25. Como sy, = Span, = 0, vem que wjpg, = 0 e
w e O (Q) N C (). n

O principal teorema deste capitulo que enunciaremos a seguir, determina uma
classe de dominios ) para as quais existe uma fungao u € C? () N CY (ﬁ) tal que
Qn(u) = 0 e ulpo = 0. Este resultado, estd demonstrado em [RI], Coroldrio 3.
No enunciado a seguir, provamos o fato adicional de que a solucao tem gradiente

limitado.

Teorema 4.11 Sejam H > 0 e Q um dominio convexo, limitado, de classe C*?,

contido em uma faira de comprimento 1/H. Entdo eriste u € C% (ﬁ) solugao de
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Qu =0 com ulgo =0. Em particular

sup |Vu| < 0.
Q

Prova: Mostremos primeiro que existe 0 < a < ﬁ tal que

max |u| < a
0

para qualquer solucao u € C*(Q) N C° (ﬁ) com u|gg = 0: podemos determinar
um dominio €2y como no lema anterior tal que €2 C €2y e considerar uma solugao
v € C?(Q)NC° () com vyn, = 0. Pondo a := mazq, |v], como v|sq > ulsq, pelo
principio do méximo temos supq |u| < a = mazq, |[v|. Portanto, basta mostrarmos
que a < 1/2H. Para tal seja w a funcdo definida na faixa que tem como gréfico a
metade de cilindro de cmc H. Considerando w|yq temos que mazg, |w| = 1/2H >
marg, [v] = a.

Seja agora o pedaco Cy de cilindro de eme H, dado como o gréfico de

1 1
= — — 2 | — —
w@y) =\ gz =2 (2H a)

A:{(x,y)mgxg,/a(%—a), yER}.

Sejam r e s as duas retas bordos de Cy, sendo que 7 estda no plano z = 0 e s no

definido em

plano z = a.
Note que w assume seu maximo em x = 0 e vale a. Além disso
aH (1 —aH)

= =2
G s%p|Vw| el <

jad que a < 1/2H. Podemos usar Cy como barreira para estimar o gradiente de
qualquer u € C? (Q2)NC° () solucao de @y = 0:  De fato, dado p € 92, aplicamos
uma congruéncia do R3 para colocar a reta r tangente a 9Q em p. Representando
também por w este novo cilindro, temos que u < w em 9 (A N Q) pelo principio do

mAaximo segue que u < w para qualquer v € C? (AN Q) N C° <(A N Q)) solugao de
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@y = 0. Dai obtemos
[Vu (p)| < sup|Vuw| < G.
ANS

Como p é qualquer, conclui-se entao que

sup |Vu| < G
0

para qualquer solucao u € C? (ﬁ) de Qg = 0 com ulsg = 0. Além disso como uma
solucao v € C? (ﬁ) de @ = 0 é uma subsolucao de Qy = 0 se h € [0, H], obtemos

sup |Vv| < G
Q

para qualquer solucao v € C? (ﬁ) de @, = 0 com v|yq = 0.

Consideremos agora a familia de problemas de Dirichlet

Qi (u) =0
ulpo =0 (4.6)
ue C*(Q)

e seja
V ={tel0,1] | (4.6) tenha solucao} .

Entao V # (), pois 0 € V, j& que u = 0 é solucao de Qg = 0. Decorre imediatamente
do Teorema 3.6 que V ¢ aberto.

Para provar que V' é fechado, tomamos t,, € V, t, — t € [0, 1] e mostraremos
que t € V. Seja u, € C*° (ﬁ) a solucao correspondente com curvatura média
t,H. Tomando uma exaustao crescente (por inclusao) de compactos de €2 e usando o
método da diagonal, obtemos um subseqiiéncia de {u,} que converge uniformemente
em compactos a uma solucio u € C**(Q) de Qi = 0 em Q. Como |Vu,| é
uniformemente limitado, segue-se que u € C** (Q)NC° (Q) , ulon = 0 e sup |Vu| <
0o. Podemos entao aplicar o Lema 3.5 para finalmente concluir que v € C%¢ (ﬁ),

provando o teorema. |

23



Capitulo 5

O Método de Perron Estendido

5.1 Definicoes

Neste capitulo vamos dar uma melhoria no Método de Perron. Para isso, consi-
deremos um operador ) qualquer e nao mais admitiremos as condigoes (i), (ii) e (iii)
do capitulo 4. No entanto, ainda precisamos das nocoes de subsolugoes e de super-
solugoes que possuem a mesma definicao. No que se seguird T denotara uma colecao
arbitraria de subsolucoes, isto é, T C s (ﬁ) ¢ um subconjunto de subsolugoes. A se-
guir, definimos o que vem a ser a operacao de () — levantamento em T, que consiste

em aperfeicoar a nocao que aparece na Definicao 4.2 adaptada aos nossos propésitos.

Definicao 5.1 Dizemos que existe uma operacao de ) — levantamento LI definida
em T se, dados y € 2 e s € T, existir um dominio D, C € que contenha y tal que
existe uma solucdo v, € C? (D,) N C° (D,) de @ = 0 em D, satisfazendo u,, = s
em 9D,. Além disso, definindo s Uu,, € C° (Q) por

g (2) uy s (x) se x € D,
sUuy s (z) =
. s (z) se x € Q\D,,.

requeremos que s L u, ¢ € T.

Para que realmente possamos aplicar a definicao anterior ao problema de Di-
richlet associado a (), é necessario exigir certas condi¢oes sobre esta operacao de

(Q—levantamento. Para isso considere as seguintes defini¢oes:
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Definicao 5.2 Dizemos que a operacao de () — levantamento é nao-decrescente se

dados subsolugoes si, s € T, com s; < s5, tem-se
51U Uy, s, < s U Uy,s9)

Yy e

Definicao 5.3 Dizemos que Ll é pré-compacto se, dados y € {2 e uma seqiiéncia
s, € T, existir uma subseqiiéncia {uy,snk} de {u,,} convergindo uniformemente

em compactos de D, para uma solugao u € C*(D,) de Q@ =0 em D,).

5.2 A Extensao do Método de Perron

Neste momento, iremos enunciar um resultado que introduz uma melhoria no
Método de Perron, isto é, que melhora o Teorema 4.7. Este novo resultado também é
importante pois pela forma que é enunciado, este admite uma extensao a superficies,
como veremos no préximo capitulo. Mas antes enunciaremos e provaremos um lema

que sera usado na prova do Teorema 5.5.

Lema 5.4 Dado sy € T, seja T (s9) 0 menor subconjunto de T que contém so que

seja invariante por L, ou seja, pondo
F={SCT]|syeS eS €invariante por L}

T (s9) € definido por
T (80) = ﬂ S.

SeF

Entao, dado s € T, tem-se s € T (sg), se e somente se, existem ty,....,t, € T,

T1, ., Tpoy € ) tais que ty = S, tp =8 e tj =t Uy, j €{1,...,n—1}.

Prova: Primeiro, observemos que T (sq) # (), pois so € T (sg). Seja agora
T ={seT|3ty,..,t, € T, Ixy,..xp1 € Q tal que t; = sp,t, = s e tj41 =
tj Uy, }. Precisamos mostrar que T" = T (so) .

Para isso considere s € T’. Entao existem t1, ...,t, € T e existem x4, ..., T,—1 € €

tal que &, = so, t, = s e tjp1 = t; Uy, j € {1,...,n—1}. Sabemos que
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t; = sg € S para todo S € F, que seja invariante por U. Logo ty,...,t, € S,
pois tj41 = t; Uu,,,, € S para j € {1,...,n—1}. Portanto s € T (sq) e assim
T, C T (50) .

Agora considere s € T (s9). Entao s € S, para todo S € F. Em particular

J

sesS = {So, to = s U Uz ,s0 t3 =ty U Ugpo toy - t, =t,—1 U Uz 1 tn_15 } .

Logo existem 1y, ...,t, € T, z1,...x,1 € Q tal que t) = 89,1, = s e tj 1 =t; Ury, 4,
j € {1,...,n—1}. Ora mas esta é a definicao de T’, logo T (s9) € T’. Como
T C T (s9) e T (sp) C T segue que T = T (s0) . [ |

Um elemento s € T (sg) serd chamado uma subsolu¢ao sy — admissivel.
Logo T (sg) constituird o conjunto das subsolugoes sp—admissiveis de T.
Agora iremos enunciar e provar o teorema central deste capitulo, cuja de-

monstracao sera estendida para superficies.

Teorema 5.5 Seja T uma colecao de subsolugoes de () e suponha que estd definida
uma operacao LI de () — levantamento em T que € nao-decrescente e pré-compacta.
Entao, dado sq € T, se existir uma supersolucao Sy € S (ﬁ) de Q) com sg < Sy,
entao existe uma seqiéncia s, € T nao-decrescente tal que sy < s, < Sy e tal que,
definindo em x € €2,

Usy (z) := lim s, (x),

tem-se que ug, € C*(Q), Q(uy,) = 0, € s < uy, < So em Q. Decorre que se

So = So = ¢ em 082, entao us, se estende continuamente a Qe Us, = @ em OS2,

Prova: Seja T (s9) o conjunto das subsolugoes so—admissiveis. Provaremos que
S0 S S S SO7 (51)

para quaisquer s € T (sp) .

Pelas definigdes de subsolugao e da T (sp) , esta claro que a primeira desigualdade
em (5.1) é satisfeita para toda s € T (so) .

Para provar a outra desigualdade, por absurdo, suponha o contrario: isto é,

definindo o conjunto

B={seT(so) | s<5So},
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suponha que T (sg) \B # (. Logo existe t € T (sg) e yo € Q tal que ¢ (yo) > So (vo) -
Como B # (), pois sg € B, existe s € B e um —levantamento s L u, s € T (sg) tal
que s Uu, s > Sy para algum y € . Como s € B segue que u, s > Sp. Definindo o

conjunto

U={2€Q|us(2)>So(2)}.

tem-se que u,s = Sy em QU com u,, > Sy em U\QU. Mas como Sy é uma
supersolu¢ao, entao u, s = Sy em B, absurdo! Isso prova (5.1).

Agora, dados ti,t; € T (sg) provaremos que existe t € T (so) tal que ¢ >
max {t1,fy}. Para isso sejam ay, ..., apn, b1, ..., 0, € T (s0) tal que a3 = by = s,
an = t1, by, = t2, ;41 é o Q—levantamento de a;, i € {1,....,n—1} e bj1; é 0
(Q—levantamento de b;, j € {1,...,m — 1} . Suponha ainda que a;;; é obtido de q;
pelo levantamento de a; nos pontos z;, ¢ € {1,...,n — 1}, e que b;+1 é obtido de b,

pelo levantamento b; nos pontos y;, j € {1,...m — 1}. Entao, definindo
Co = Qo U Uy, g5,
tem-se que por definicao cs > ao. Como ay > sg, entao pela monotocidade de LI

segue que

Co = Qg U Uy, a0y > S0 U Uy, 5o = b,

isto é, co > by. Portanto ca > max {ag, by} . Defina agora

d3 =cU Ugy,cos

C3 = dg L Uy, ds3 -

Como a3z = as U Uy, q,, segue por definicao de ()—levantamento que az > ag, €
também bz > bs, pois by = by U uy, p,. Usando as conclusoes anteriores vem que
Co L Uy27c2 Z b2 L uy27b2 = b3

d3 = o U gy ey > Qg U Uy, 0, = 3.
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Além disso, pela definicao de (Q—levantamento, d3 > c¢;. Usando novamente o

argumento anterior de que o (Q—levantamento ¢ mondtono, vem que
cg = dg Ll Uys,ds > az L Uy ,as >

seguindo portanto que c3 > d3 > asz. Falta ainda mostrar que c3 > b3. Mas isso é

conseqiiéncia da monotocidade do ()—levantamento, ou seja,
C3 = d3 U Ugyy 3 Z co U Uy ,co Z b37

portanto ¢3 > max{as,b3}. Assumindo que n < m, nds podemos repetir este
processo n vezes para obter uma subsolu¢do ¢, € T tal que ¢, > max{a,,b,}.
Apés isso, fazemos m — n (Q—levantamentos nos pontos ¥,i1, .-, Ym—_n comecando
com ¢, para obter t € T (sg) satisfazendo ¢ > max {t1, 2} .

Agora, tome my = minsg. Dado s € T (sg), defina o seguinte conjunto
Q

Us = {(x,y,z) ERS | (ZB,y,O) €Q>m0_1 <Z<S($,y,0)}-

Usando Lindel6f, podemos encontrar um subconjunto enumeravel {¢,} C T (so) tal

que
U v.=Ju..
s€T(sp) n>1
Defina a seguinte seqiiéncia {s,} C T (sg), indutivamente, definindo s; = t; e,

supondo que s, estd bem definida, n > 2, escolhendo s,,1 € T (sg) tal que

Spt1 > max {S,, thi1} .

Entao {s,} é uma seqiiéncia nao-decrescente de subsolugoes e, a partir de (5.1),

tem-se que sg < s, < Sy. Defina agora

Ugy (z) := lim s, ().

n—oo

Entao, também por (5.1), wus, é uma fun¢do bem definida em 2. Vamos mostrar

agora que us, € C?(2) e ¢ solugao de Q = 0 em Q.
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Para isso considere x € ). Como LI é uma operacao pré-compacta em T, po-
demos encontrar uma seqiiéncia de Q—levantamentos s,, Uu,,, € T (sp) tal que
{uwnk } converge uniformemente para compactos de D, a uma solugao v € C? (D,) .
Afirmamos que u,, = v em D,. De fato, pois s,, ¢ uma seqiiéncia monétona e, além

disso s,, < s,, U Ups,, < Us, |

A proposigao a seguir mostra que as hipéteses (i), (ii) e (iii) do Teorema 4.7

implicam nas condigoes de aplicabilidade do Teorema 5.5:

Proposicao 5.6 Dado um operador QQ qualquer satisfazendo as condigdes i), ii) e
i), se tomarmos T =s;(Q2) (isto €, T € o conjunto de todas as subsolugoes de Q)
que sao menores ou iguais a f em 0L2), entdo estd definido em T wma operagdo L

de (Q—levantamento nao-decrescente e pré-compacta.

Prova: A condigao (ii) e o Lema 4.3 nos asseguram que U estd bem definida.
Provemos que LI é ndo-decrescente. Dados x € Qe s € T, decorre de (ii) a existéncia
de D, C Qeu,, € C?(D,)NC° (D,) solugdo de Q = 0 em D,, satisfazendo u, s = s

em 0D,. Como s; < sy em 0D, vem que

Uz, s1|0D; = S1|0Dy < 82|10D, = Uz,s55]0D,,-

Usando a condigao i) segue que

Up sy < Ugp sy

em D,, portanto

St Uugs, < soldugg,.

Mostraremos agora que LI é pré-compacta. Para tal, dado x € {2, considere uma
vizinhanga D, como em (ii). Logo, para qualquer s € T, existe u, s € C*(D,) N
o (Ez) de @ = 0 em D,, satisfazendo u, s = s em 0D,. Portanto, como () satisfaz
(iii), dada uma familia {s, } de subsolugoes de ) = 0 em D, uniformemente limitada,
existe uma subseqiiéncia {umnk} de {ugs, } em D, convergindo uniformemente em
compactos de D, para uma solugao u € C?(D,) de Q = 0 em D,, isto é, a operagao

LI é pré-compacta. |
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Observe que apesar de nao mais estarmos admitindo explicitamente a validade
do principio do maximo para a diferenca de duas solugoes de () no Teorema 5.5,
é conveniente notar que este principio se faz implicitamente presente, pelo menos
localmente, na condicao de nao decrescimento da operacao de (Q— levantamento.
Também é conveniente notar que, novamente por nao estarmos admitindo a validade
do principio global do maximo, nao podemos concluir a unicidade da solugao us,,
mesmo no caso que a subsolucao sy e a supersolucao Sy satisfacam spjp0 = ¢ = Spjaa-
Note que na prova do teorema fica claro a dependéncia da solugao us, em relacao a
subsolugao inicial sg. Nao foi profundamente analisada esta questao, mas notamos
que esta dependéncia da subsolucao inicial ocorre quando fazemos a extensao deste

teorema para superficies, que serd discutida no préoximo capitulo.
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Capitulo 6

Uma Extensao Geométrica para o
Método de Perron

6.1 Definicoes e Notacoes

Primeiro, vamos comegar introduzindo algumas defini¢oes e notagoes que serao
usadas no decorrer deste capitulo. A idéia deste capitulo é imitar as defini¢oes
do capitulo anterior, com o menor ntimero de modificagdoes necessarias, para que
possamos estender o Teorema 5.5 obtendo uma versao que possa ser aplicada a

superficies.

Definicdo 6.1 Seja B C R® um subconjunto aberto, convexo e limitado. Por uma
superficie em B entendemos uma superficie .S topoldgica, compacta, mergulhada em
R3 tal que tal que S\OS C B e S C OB. Além disso, requeremos que 9S tenha
duas ou mais componentes conexas e, se denotarmos 7y, ¥o, ... , Y, as componentes
conexas de 05, exigimos a existéncia, para cada i € {1,...,m}, de uma componente
conexa F; de OB\~; tal que F; N F; = @ se i # j.

Naturalmente, quando m = 2 tal componente sempre existe, sendo unicamente
determinada.

Defina o seguinte conjunto

C(S):zSU(GFi>.

=1
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Observe que C'(S) é uma superficie topolégica compacta mergulhada em R? sem
bordo. Vamos denotar por E (S) o exterior de S, isto é, o fecho da componente
conexa nao limitada de R3\C'(S) e por I (S) o interior de S, isto é, o fecho de
R3\E (9).

Defini¢ao 6.2 Diremos que uma superficie S em B é subminima (superminima) se,

dado p € S\0S, existir um dominio D C S com p € D tal que:

(i) D é um grafico sobre um dominio U contido em algum plano 7 de R3, isto ¢,

existe v € C° (U) tal que
D={z+v(x)N|lx €U},

onde N é um vetor normal unitario de m;

(ii) Dado qualquer subdominio £ C D, se M é uma superficie minima suave que
seja um grafico sobre algum dominio V-C U e OM = OF, entao M C E (S)
(M C I(S)).

Como antes denotaremos, por s (B) o conjunto das superficies subminimas em B e
por S (B) o conjunto das superficies superminimas em B. E ébvio que uma superficie
minima em B é simultaneamente uma superficie subminima e uma superminima. No
entanto, nao é nada ébvio que a condicao i) na definigdo acima possa ser desprezada.
Para ver isso, basta considerar dois circulos na fronteira de B no espaco euclidiano e
contidos em dois planos paralelos de R3. Se estes circulos forem préximos o bastante,
entao existem dois catendides em B tendo estes circulos como fronteira. D na

defini¢do acima é chamado de dominio de subminimalidade (superminimalidade) de

S.

Definigao 6.3 Se D é um dominio em s € s(B) e M é uma superficie minima tal
que 0D = OM e se além disso M e D sao ambos gréaficos sobre um dominio planar
comum, entao

sUp M := (s\D)UM

é chamado de levantamento minimo de s.
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No que segue T denotard uma colecao de superficies subminimas, isto é, T Cs (B)
¢ um subconjunto de superficies subminimas. Vamos agora imitar a definicao de
operagao de (Q—levantamento dada antes para fungoes, com algumas mudangas ne-

cessarias.

Definicao 6.4 Dizemos que existe uma operacao de levantamento minimo Ll em T
se, dados s € T e p € s existir um levantamento minimo sl g M € T, onde E é um
dominio aberto de s, com p € F e FE contido em um dominio D de subminimalidade

de s.

Segue da definicao que M C FE (s). Além disso s Lig M sempre satisfaz [ (s) C
I(sUg M). E conveniente denotar M = M, s para dar énfase a dependéncia de M
depes.

Como antes iremos exigir certa condi¢oes sobre a operacao de levantamento

minimo definida acima.

Definicao 6.5 Dizemos que a operacao de levantamento minimo LI é nao-decres
cente se dados s1,82 € T, se I (s1) C I(sg) eset; €T éum levantamento minimo

de s, entao existe um levantamento minimo t, € T de s, tal que I (t1) C I (t2).

Definicao 6.6 Dizemos que a operacao LI de levantamento minimo é pré-compac
ta se dada qualquer seqiiéncia s, € T e qualquer seqiiéncia de pontos p, € s,\0sy,
} de {M,

quando k& — oo, para uma superficie minima M com p € M\OM.

com p, — p € B, existir uma subseqiiéncia {Mp } convergindo,

n L 75nk, n,Sn

Definicao 6.7 Dadas duas superficies S, Sy em B, definimos

max {S1, Sa} = (1 (S1) UI(S2)) N (S1USs)

min {Sl, SQ} == (9 ([ (Sl) avi (SQ)) N (Sl U SQ) .

6.2 A Extensao Geométrica do Método de Perron

O préximo teorema é a extensao do Teorema 5.5, onde T aqui é uma colecao

de superficies subminimas.
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Teorema 6.8 Seja B C R® um aberto limitado convezo e seja T uma colecio de
superficies subminimas em B. Suponha que estd definida em T uma operagao U de
levantamento minimo, pré-compacta e nao-decrescente. Entao, dado sq € T, existe

uma superficie minima My, C B tal que

I (sg) C I(Ms,)

880 = 8M50.

Prova: Seja sy € T. Exatamente como no Teorema 5.5, tomamos a colecao
T (so) das superficies subminimas sy—admissiveis, isto é, o menor subconjunto de T
que contenha sq e que é invariante pela operacao de levantamento minimo LI. Consi-
derando que I (s) C I (sUg M) para qualquer s € T e para qualquer levantamento
minimo de s esta claro que sy C I (s) para qualquer s € T (sg). Observe ainda que
como B é convexo, entao JB é uma superficie superminima. Precisamos mostrar
que
I(s)CI(0B)=B. (6.1)

Para provar esta afirmacao, por absurdo, suponha o contrario, isto é, definindo

o conjunto

D:={se€T(so)l|l(s) CB},

assuma que T (s9) \D # 0, ou seja, existe t € T (sg) tal que I (t) & B. Entao existe
s € T (so) tal que I (sp) C B, mas com [ (s Ug M, s) € B para algum p € s. Como
s € T (so), I(s) C I(OB)entao M, ¢ B. Defina entdo o seguinte conjunto

N :=M,,NEB).

Segue que N é superficie minima, N C E (B) e além disso ON C 0B, absurdo!
Isso prova (6.1). Considere agora t1,to € T (s9). Alegamos que existe t € T (sg)
tal que I (max{ti,t2}) C I(t). Para provar isso, considere ay, ..., Gp, b1, ..., b, €
T (so) tal que a; = by = sg, a, = t1,by, = ta, a;41 é 0o levantamento minimo de
a;, i € {l,..,n—1} e bj41 é o levantamento minimo de b;, j € {1,...,m — 1}.

Suponha ainda que a;;; é obtido e a; pelo levantamento minimo de a; nos pontos
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zi, 1 € {1,...,n — 1}, e que b;;; é obtido de b; nos pontos y;, j € {1,....,m — 1}.
Entao, definindo

Cy = A9 l—lE Myl,am

pela monotocidade de U segue que I (max {ag, bo}) C I (c3).
Defina agora
d3 = Cg |—|E sz,cz

C3 = d3 |—|E Myg,dg;'

Pelo mesmo argumento anterior segue que
I (max{as,bs}) C I (c3).

Assumindo que n < m iremos repetir o processo n vezes até chegar na subsolucao
cn € T (so) tal que
I (max {a,,b,}) C I (cy).

Entao fazendo m — n levantamentos minimos nos pontos 4,1, .-, Ym_n comecando

com ¢, obtemos t € T (sg) satisfazendo
I (max {t1,t2}) C I (t).

Definindo agora o conjunto

s€T(s0)
e
M,, =0HNB
temos
I (s0) C 1(My,)
e
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Por Lindel6f podemos encontrar um subconjunto enumeravel {t,} C T (sg) tal que

H= Gl(tn)

e podemos definir a seqiiéncia {s,} de superficies subminimas definindo s; = t; e,

assumindo que s, esta bem definida, n > 1, fazendo s,+1 € T (s¢) tal que

I (max {sp,tni1}) C I (Sns1)-

Com isso temos que {s,} é uma seqiiéncia nao decrescente em rela¢ao a inclusao
de seus interiores e usando a pré-compacidade do levantamento minimo LI, podemos
encontrar um seqiiéncia de levantamentos minimos s,, Ug M,
{M,

M,,. Isto prova que M, é uma superficie minima. Como ¢é claro que dM;, = 05y,

. € T (so0) tal que

nsSn

X } converge, quando k — oo, para uma superficie minima regular contida em

n>Sn

o teorema esta provado. |

6.3 Aplicacao

Superficies minimas compactas cuja fronteira consiste de duas curvas convexas
Y1, Y2 em planos paralelos m; e 7y distintos tém sido objeto de estudo desde muito
tempo. Provavelmente um dos primeiros a se preocupar com este tipo de problema
foi B. Riemann que deu uma descricao de anéis minimais que tem como bordo a
uniao de dois circulos contidos em planos paralelos em termos de funcoes elipticas
([R]). Muito depois, M. Shiffman provou que a interse¢do de um anel minimal A
tendo y; U 7, como fronteira em qualquer plano paralelo a m; é uma curva convexa
(ou um conjunto vazio). Em particular, quando 7; s@o circulos, Shiffman provou que
a intersegao, se nao vazia, ¢ um circulo ([S]).

Aqui, apenas nos preocuparemos com o problema de existéncia de anéis mini mais
dada certas condicoes em termos da geometria de v, e 7,2, como curvatura, existéncia
de circulos interiores ou exteriores as curvas, que geralmente sao requeridas em
aplicagoes de EDP.

Para enunciarmos o resultado, denotaremos por x, somente a raiz positiva da
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equacao

coshx — xsenhx = 0,

o ~ 1,19965. Feito isto enunciamos o seguinte:

Teorema 6.9 Sejam m;, © = 1,2, planos paralelos distintos, e seja v; C 7 curvas
suaves convezas tal que Yo seja a projecao ortogonal de vy sobre mo. Suponha ainda

que a distancia d entre os planos satisfaca

1 2 1
YRR 62

onde k denota a curvatura de vy, e b = 2senhxg ~ 3,01765. Entao existe um ou no

mdximo dois anéis minimais Ay e Ay tais que 0A; = v Uy, 1 =1, 2.

Este teorema é étimo no seguinte sentido: Dado ¢ > 0, se a condigao (6.2) é

g < 1 2 B 1 .
o b kmax kmin c

a conclusao nao é mais verdadeira. Isto pode ser constatato considerando a nao

substituida por

existéncia de qualquer superficie minima tendo como bordo duas curvas v, e v

pertencentes a cada uma das duas componentes conexas do cone
V ={(z,y,2) € R*|a® + y* < 2*senh’® (z)} .

Isto foi observado por R. Osserman (veja [O]).
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