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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar condigbes necessarias e sufi-
cientes sobre um determinado anel R, nao necessariamente comutativo, para
que suas extensoes polinomiais apresentem fatoracao unica. O estudo de tal
propriedade é feito para anéis primos Noetherianos e para anéis primos nao

necessariamente Noetherianos.



Abstract

The objective of work is to study necessary and sufficient conditions
over a ring R, not necessarily commutative, to obtain polynomial extensions
having unique factorisation. Such property is studied for prime Noetherian

rings and prime rings not necessarily Noetherian.
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Introducao

Em 1° de margo de 1847, o matematico francés Gabriel Lamé anunciou,
numa reuniao da Academia Francesa de Ciéncias, que estava muito perto de
demonstrar o Ultimo Teorema de Fermat. Ele, que ja havia provado o caso
particular em que n = 7, delineou o método e previu que dentro das préximas
semanas publicaria a demonstracao completa no jornal da Academia. A ex-
pectativa aumentou em abril, quando Lamé publicou detalhes vagos mas fasci-

nantes de sua demonstracao no referido jornal.

Entao, no dia 24 de maio, Joseph Liouville dirigiu-se a Academia para
ler o conteudo de uma carta do mateméatico alemao Ernest Kummer. Apéds
ter lido os anais e analisado os detalhes que Lamé revelara, Kummer, um
dos melhores tedricos dos niimeros do mundo, notou que a demonstragao que
Lamé pretendia apresentar considerava um subanel dos niimeros complexos
como sendo de fatoracao tnica, o que ele provou nao ser verdadeiro. Este
fato, nos d4 uma nocao da necessidade de saber se uma determinada estrutura

apresenta tal propriedade.

Na algebra comutativa um dominio de integridade R é um dominio de
fatoragao unica se todo elemento nao-nulo e nao-invertivel de R se fatora
como produto de um numero finito de elementos irredutiveis de R. Além

disso, tal fatoracao é tnica a menos da ordem dos fatores e de elementos



associados.

Esta nogao pode ser estendida para um determinado anel R, nao neces-
sariamente comutativo, sendo o objetivo principal deste trabalho estudar
condicoes necessarias e suficientes para que as extensoes polinomiais de R

sejam anéis de fatoragao unica.

O primeiro capitulo destina-se a apresentar as nogoes basicas indispensaveis

ao desenvolvimento dos resultados que serao apresentados.

No segundo capitulo, com base no trabalho de A. W. Chatters e D. A.
Jordan [2], serd mostrado, na Secao 1, que a classe dos anéis de fatoracao tinica
Noetherianos ¢ fechada sob extensoes polinomiais: se R é um anel de fatoragao
tnica Noetheriano entdo o anel R[z], onde a indeterminada x comuta com
os elementos de R, é um anel de fatoracao unica Noetheriano. Na segunda
secao, veremos o caso correspondente para “skew” anéis de polinomios tipo
automorfismo e, na Secao 3, concluimos o capitulo analisando o caso para

“skew” anéis de polinémios tipo derivacao.

O terceiro capitulo, com base no trabalho de A. W. Chatters, M. P.
Gilchrist e D. Wilson [3], tem por objetivo estabelecer algumas propriedades
dos anéis de fatoracao tinica nao necessariamente Noetherianos. Em parti-
cular mostraremos que, se R é um anel de fatoracao tnica, entao o anel de

polindémios usual R[x] é um anel de fatoracao unica.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Ao desenvolvermos este trabalho consideramos conhecidas as nogoes ba-
sicas da Teoria de Anéis. Este capitulo tem por finalidade apresentar algumas
definigoes e resultados que serao utilizados posteriormente, sendo as demons-

tragoes limitadas aquelas nao encontradas na literatura disponivel.

Consideraremos um anel R sempre associativo com unidade, mas nao
necessariamente comutativo. Quando um ideal I de R for bilateral, diremos
simplesmente que I é um ideal de R e denotaremos isto por I < R. Além

disso, quando escrevemos C ou D estamos considerando inclusao estrita.

Um anel R é dito simples quando seus tunicos ideais bilaterais sao os
triviais, ou seja, 0 e R. Um elemento a € R é dito normalizante se aR = Ra.

Um elemento a € R é dito central se ar = ra, para todo r € R.

Um elemento a € R é dito reqular a direita se, dado um elemento b € R
tal que ab = 0, temos b = 0. Analogamente, define-se um elemento regular a
esquerda. Um elemento reqular é um elemento regular a direita e a esquerda.
Dado um ideal I de R, Cgr(I) denota o conjunto dos elementos de R que

sdo regulares médulo I, isto é, Cr(l) = {r € R; r + I é regular em R/I}.



Quando nao houver duvida com relacao ao anel em questao, denotaremos
este conjunto por C(I). Naturalmente, C(0) denota o conjunto dos elementos

regulares de R.

Um anel R é dito Noetheriano a direita se satisfaz a condicao de cadeia
ascendente sobre ideais a direita, isto é, se dada uma cadeia qualquer de ideais
a direita Iy C [, C --- existe um inteiro positivo k tal que I, = Iy, = ---
Analogamente, define-se um anel Noetheriano a esquerda. Quando R for Noe-

theriano a direita e a esquerda, diremos simplesmente que R é Noetheriano.

Definicao 1.1. Um anel R ¢ dito um anel primo se, para quaisquer ideais I
e J de R, temos que IJ =0 implica I =0 ou J =0. Um ideal P de um anel
R € dito primo se R/P € um anel primo. Um elemento nao-nulo p de R é

dito um elemento primo se p é normalizante e pR é um ideal primo de R.

A proposicao abaixo caracteriza os ideais primos. Nela, (a) denota o ideal
de R gerado pelo elemento a € R. Para anéis com unidade, que é o nosso

caso, este ideal é igual a RaR.

Proposigcao 1.2. Seja P um ideal do anel R. As sequintes condi¢des sao

equivalentes:

i) P € um ideal primo.
ii) Sea,b € R com (a)(b) C P, entdoa € P ou b€ P.
iii) Se a,b € R com aRb C P, entdo a € P ou b€ P.

iv) Se I e J sao ideais a esquerda (direita) de R, entdo IJ C P implica
ICPouldCP.

v) Dados ideais I e J de R tais que I O P e J D P se IJ C P, entdo
I=Poud=P.



Definigao 1.3. Sejam R um anel e P um ideal primo de R. A altura de
P, que denotaremos por alt(P), € o comprimento mdzimo de uma cadeia de
1deais primos contida em P. Um ideal primo P de R ¢é dito uwm ideal primo

minimal de R se P nao contém propriamente qualquer outro ideal primo.

O proximo teorema é conhecido como Teorema do Ideal Principal.

Teorema 1.4. ([9], Teorema 4.1.11) Sejam R um anel Noetheriano a direita,
a € R um elemento normalizante nao-invertivel e P um ideal primo de R

minimal sobre aR. Entao P tem altura no mdzimo 1.

Teorema 1.5. ([5], Teorema 2.4) Se R é um anel Noetheriano a direita,

entao existe somente um numero finito de ideais primos minimais em R.

Definicao 1.6. Seja S um sistema multiplicativo formado por elementos re-
gulares em um anel R. Um anel Rs é chamado um anel de quocientes a

direita de R se satisfaz as sequintes condigoes:

i) R g RS;
ii) todo elemento de S € invertivel em Rs;

iii) todo elemento q € Rs € da forma rs~! para algunsr € R, s € S.

Definicao 1.7. Um sistema multiplicativo S de um anel R satisfaz a condi¢ao
de Ore a direita se, para todo r € R e todo s € S, existem ' € Res € S

tais que rs’ = sr'.

O teorema a seguir é bem conhecido e daremos apenas um esboc¢o da sua

prova. Os detalhes podem ser encontrados em ([7], Teorema 1.3).



Teorema 1.8. Seja S um sistema multiplicativo de elementos regulares em
um anel R. O anel de quocientes a direita Rs com relagao a S existe se, e

somente se, S satisfaz a condi¢ao de Ore a direita.

Demonstracao. Suponhamos que Rgs existe. Dados a,s € R, com s € S,
temos que s la € Rg, entdo s 'a = bt™!, para alguns b € Ret € S.
Portanto S satisfaz a condicao de Ore a direita. Reciprocamente, definimos
em R x § uma relagao de equivaléncia, (a,s) ~ (b,t) se existem ¢, d € R tais
que ac = bd e sc = td € §. Podemos, entdao denotar a classe de (a, s) por
a/s e Rs denotara o conjunto de todas essas classes. Dados a/s e b/t em Rg,
definimos a adigao por (a/s) + (b/t) = (ac + bd)/u, onde u = sc =td € S e
a multiplicacao por (a/s) - (b/t) = ac/tu, onde sc = bu e u € S. E facil ver
que Rs é um anel com unidade 1 = ¢/¢, onde ¢ € S. A aplicagdo a — ac/c,
onde ¢ € 8, permite considerar R C Rgs e verifica-se que Rs é um anel de

quocientes a direita para R. O

Proposigao 1.9. (][9], Proposigdo 1.16) Sejam R um anel e Rs o anel de
quocientes a direita de R com respeito a S. Se R é Noetheriano, entao existe
uma correspondéncia biunivoca entre {P € SpecR; PNS = (} e {P' €
SpecRs} via P+— PRs e P'— P'NR.

Extensoes polinomiais

Veremos agora alguns resultados para extensoes polinomiais de um anel
R. Note que, considerando o automorfismo identidade ou a derivagao nula,
estes resultados sao vélidos para o anel de polinémios usual R[z], onde a

indeterminada z comuta com os elementos de R.



Sejam R um anel e « um automorfismo de R. O “skew” anel de polinomios
tipo automorfismo R[z;a] é definido como o anel cujos elementos sdo os
polindmios Zn: a;xt, onde a; € R. A adicao é definida da forma usual e a
multiplicagézg 0pela propriedade za = «(a)x, para todo a € R, estendida por

distributividade. Assim, a multiplicacao é dada por:

<i “ixi) (]Em;bﬂz> = g a;a (by)x'™.

i=0 i,j=0

Um ideal I de R ¢é dito um a-ideal se a(I) C I. Se a(l) = I, entdo I é
dito um tdeal a-invariante. Um anel R é dito a-simples quando seus unicos

a-ideais sao os triviais, ou seja, 0 e R.

Note que, num anel Noetheriano, todo a-ideal é um ideal a-invariante.
Pois, sendo a um automorfismo e I um a-ideal de R, temos I C o~ (1) C
a=2(I) C --- e cada poténcia positiva o™ induz um isomorfismo aditivo de
a"(I)/ar~"(I) sobre I/a(I). Como R tem a condicao de cadeia ascendente,

segue que «(l) = 1.

Definicao 1.10. Um a-ideal P de R € dito um ideal a-primo se para quais-
quer a-ideats I e J de R temos que IJ C P implica I C P ou J C P. Um

anel R € dito um anel a-primo se o ideal 0 é um ideal a-primo de R.

Um anel R é dito semiprimo se para qualquer ideal I de R temos que

I" =0, paran > 1, implica I = 0.

Lema 1.11. ([9], Lema 10.6.5) Se R é Noetheriano a direita e a-primo, entdo

R semiprimo.

O automorfismo a de R pode ser estendido a R[z;a] se consideramos



a(r) = z. Assim, dado f = a,2” + ... + iz + ap € Rlx; ] temos a(f) =
alay)x™ + ...+ alay)r + aag).

Seja I é um a-ideal de R; como (/) C I, temos que I[z; ] é um ideal de
Rlz;a). Sejam I e J a-ideais de R; como «(J) C J, temos que (I.J)[z;a] =
I[z;a)J[z;a). Além disso, dado um ideal K de Rx;a] é ficil ver que o
subconjunto de R formado pelos coeficientes lideres dos elementos de K, que

denotaremos por 7(K), é um a-ideal de R.

Lema 1.12. Se P ¢ um ideal a-primo de R, entao Plx;a] é um ideal primo

de R[x; .

Demonstracao. Sejam I e J ideais de R|x; ] tais que I.J C Plz;al, Plz;a) C
I e Plx;a] C J. Entao, 7(I)r(J) C 7(1J) € P. Como P é a-primo e 7(I),
7(J) sdo a-ideais de R temos que 7(I) C P ou 7(J) C P. Suponhamos que
7(I) C Peseja f=ax"+...+a1x+ag € 1. Entdo, a, € 7(I) C P e a,z" €
Plz;a] C I. Como f € I temos que f —a,2" = ap_ 12" '+ ... +a1x+ag € I.
Dai, a,_1 € 7(I) C P. Repetindo o processo obtemos a; € P, para todo
i €{0,...,n}. Assim, I C Plz;q] e portanto, Plz; ] é um ideal primo de
Rlz;al. O

Lema 1.13. Seja P um ideal primo de R[z;al. Entao, ou

i) © € P, e neste caso P = (PN R) + R[z;alx, ou

ii) « ¢ P, e neste caso x € C(P) e a(P) C P.
Demonstracao.

i) Seja f = a;2° um elemento de P. Como x € P temos que (a; +-- -+
i=0
a,x" Nx € P edai, aqyg € P. Assim, f = ag+ (a1 + -+ + a,2" 1)z €



(PN R)+ R[z; o]z e dai, P C (PN R) + R[z; a]z. Considere agora um
elemento g € (PN R) + R[x; o]z, entdao g = by + hx, onde by € (PN R)
e h € R[z;a]. Como x € P temos que hx € P, logo g € P e dali,
(PN R)+ Rlz;alxz C P.

ii) B claro que se ¢ P, entdo = € C(P). Além disso, temos que P =
a(P)x € P, logo a(P)R[z;a]r = a(P)xR[x;a] C P. Como P ¢é um
ideal primo de R[z;a] e x ¢ P, segue que a(P) C P. O

Lema 1.14. Seja P um ideal primo de Rlx;a] tal que a(P) C P. FEntdo

PN R € um ideal a-primo de R.

Demonstracao. E claro que PN R é um ideal de R e sendo a(P) C P temos
que a(PN R) € PN R. Além disso, se I e J sao a-ideais de R tais que
IJ C (PNR), temos IJ C P e dai, IR[x;a]JR[x;a] = (IJ)R[x;a] C P.
Como P é primo segue que I C I[z;a] € P ou J C J[x;a] C P e assim,
I C(PNR)oudJC (PNR). Portanto, PN R é um ideal a-primo de R. [

Note que se P é um ideal primo de R[z] entao, considerando o automor-

fismo identidade no lema acima, temos que P N R é um ideal primo de R.
Coroléario 1.15. Se R[z;«a| € um anel primo, entao R é um anel a-primo.

Demonstragao. Se R|x;«] é primo, entao 0 é um ideal primo de R[z;«]. Por

(1.14), 0 é um ideal a-primo de R e portanto, R é um anel a-primo. O

Sejam R um anel e § : R — R uma derivacao, isto é, uma aplicacao aditiva
que satisfaz a regra 0(rs) = rd(s) + d(r)s, para todo r,s € R. O "skew” anel

de polinomios tipo deriva¢ao R[x;0] é definido como o anel cujos elementos
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sdo os polinomios Y a2, onde a; € R. A adigio é definida da forma usual e
i=0
a multiplicagao pela propriedade xa = ax + d(a), para todo a € R.
Um ideal I de R é dito um d-ideal se 6(I) C I. Um anel R é dito d-simples

quando seus unicos d-ideais sao os triviais, ou seja, 0 e R.

Definicao 1.16. Sejam R um anel e 6 uma derivagdo de R. Um d-ideal P
de R € dito um ideal §-primo se para quaisquer d-ideais I e J de R temos
que IJ C P implica I C P ou J C P. Um anel R € dito um anel §-primo se

o ideal 0 € um ideal 6-primo de R.

A derivagao § de R pode ser estendida a R[z; 0] se consideramos é(x) = 0.
Assim, dado f = a,2™ + ... + a1x + ap € R[x; ] temos 6(f) = d(a,)z™ + ... +
(5((11)1’ + 5(@0).

Se I é um d-ideal de R, é claro que I[x;d] é um ideal de R[x;a]. Além
disso, é facil ver que dado um ideal K de R[z;d] o subconjunto de R formado

pelos coeficientes lideres dos elementos de K, que denotaremos por 7(K), é

um o-ideal de R.
Lema 1.17. Sejam R um anel e § uma derivagao de R.

i) Se P é um ideal primo de R|x;0], entao PN R € um ideal §-primo de
R.

ii) Se @ é um ideal 6-primo de R, entdo Q|x; 6] é um ideal primo de R[z; J].
Demonstracao.

i) E facil ver que (PNR) é um &-ideal de R. Além disso, se I, J sao d-ideais
de R tais que IJ C PN R, temos que IJ C P e dai, I[z;0]J[x;d] =
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(1J)[z;0] € P. Como P é um ideal primo segue que I C I[x;0] C P ou
J C J[z;0] C P. Portanto, PN R é um ideal é-primo de R.

ii) Sejam I e J ideais de R[x;d] tais que IJ C Q[x;0], Q[x;0] C I e
Qlz;d8] € J. Entao, 7(I)r(J) € 7(IJ) € Q. Como Q ¢é §-primo
e 7(I), 7(J) sdo d-ideais de R temos que 7(I) € @ ou 7(J) C Q.
Suponhamos que 7(I) C @ e seja f = a,2" + ... + a1z + ap € 1. Entao,
a, € 7(I) C Qe ax™ € Qlx;a] C I. Como f € I temos que f—a,z" =
Ap_ 12"+ ...+ ax +ay € I. Dai, a,_1 € 7(I) C Q. Repetindo o
processo obtemos a; € @, para todo i € {0,...,n}. Assim, I C Q|x; ]

e portanto, Q[x; a] é um ideal primo de R]z;d]. O

Proposigao 1.18. ([5], Teorema 2.20) Seja R um anel, § uma derivagio de
R e P um ideal primo minimal de R tal que R/P tem caracteristica zero.

Entao P € um d-ideal.

Se I é um ideal de R, entao r(I) = {a € R; Ia = 0} é um ideal a direita
de R chamado anulador a direita de I. Analogamente, define-se o anulador a
esquerda de I que denotamos por [([). Um ideal I de R é nilpotente se existe
n > 1 tal que I™ = 0. Um ideal I de R é dito um nil ideal se todo elemento

de I é nilpotente.

Se R é um anel Noetheriano, entao R possui um ideal nilpotente méaximo

chamado o radical nilpotente de R.

Lema 1.19. Sejam R um anel Noetheriano a direita e 6 uma derivacdo de
R. Se R € um anel d-primo, entao o radical nilpotente N de R é um ideal

k
primo e (| 6 (N) =0, para algum inteiro k.
i=0

Demonstracao. Se R ¢ um anel primo nada temos a provar. Entao supo-

nhamos que R nao é um anel primo. Tome um ideal P de R maximal em

12



relacdo a propriedade que r(P) # 0. E f4cil ver que P é um ideal primo de
R. Mostraremos que P ¢é nilpotente e portanto, sendo P primo, temos que

P=N.

Seja P, = (n] 6~ Y(P), para n > 0 e considere a seguinte cadeia de ideais:
0#r(FR) C 7“(1:(1)) C ---. Como R é Noetheriano existe um inteiro positivo k
tal que r(Py) = r(Pgy1). Mostraremos que r(P;) é um d-ideal. Seja r € r(Fy)
e p € Pyy1. Entao temos 0 = 6(pr) = d(p)r + pd(r). Mas, d(p) € Py dai,
d(p)r = 0. Conseqiientemente, pd(r) = 0 e entao, d(r) € r(Fy). Portanto,
r(P,) ¢ um &-ideal. E facil ver que I(r(P,)) é também um é-ideal e daf, como
R é 0-primo, segue que P, = 0 ou 7(FP;) = 0. Mas, 0 # r(Fy) C r(Pg) e
assim, P, = 0. Como P*"! C P, segue que P é nilpotente. Além disso,

k
N6~ (N) =P, = 0. 0
=0

No teorema abaixo considere f = « no caso da derivagao nula, f = 0
no caso do automorfismo identidade e R[z; f] = R[z] no caso em que temos

ambos, derivacao nula e automorfismo identidade.

Teorema 1.20. (][9], Teorema 1.2.9) Se R ¢ um anel Noetheriano a direita

(esquerda), entao R[z; f] é um anel Noetheriano a direita (esquerda,).
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Capitulo 2

Anéis de fatoracao unica

Noetherianos

Neste capitulo vamos estabelecer, segundo o trabalho de A. W. Chatters
e D. A. Jordan [2], condigbes necessdrias e suficientes para que as extensoes

polinomiais de um anel R sejam anéis de fatoracao tinica Noetherianos.

Definicao 2.1. Um anel R é chamado um anel de fatoragao tinica Noethe-
riano se R € um anel primo Noetheriano a esquerda e a direita tal que todo

wdeal primo nao-nulo de R contém um ideal primo principal nao-nulo.

Em ([8], Teorema 5), encontramos a seguinte equivaléncia para um dominio
de fatoragao unica no contexto comutativo: “Um dominio de integridade R
¢ um dominio de fatoracao tnica se, e somente se, todo ideal primo nao-nulo
em R contém um ideal primo principal nao-nulo”. Conseqiientemente, um
dominio de integridade Noetheriano é um anel de fatoracao tunica Noethe-

riano, e somente se, ¢ um dominio de fatoragao tnica no sentido classico.
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Existem varios significados para o ideal principal quando ele é aplicado a
um ideal I em anéis nao-comutativos. O que usaremos durante este trabalho
é que I é principal se I = aR = Ra, para algum a € R. Outra interpretacao
é que I é principal se I = aR = Rb, para alguns a,b € R. Quando usarmos
o termo ideal principal neste trabalho o seguinte argumento é aplicado para
mostrar que os dois significados sao equivalentes em anéis Noetherianos. Seja
R um anel no qual elementos regulares a esquerda sao regulares. Sejam
a,b € R tais que aR = Rb e b é regular. Existem s,t,q € R tais que
b= at, a =sbebt =qgb Entao b = sbt = sqb e como b é regular temos
sq = 1, isto é, s é invertivel a direita, dai s é regular a esquerda e portanto
regular. Da regularidade de s, obtemos que s é invertivel. Conseqiientemente,

aR = Rb= Rs~'sb = Ra.

Usamos acima, como hipdtese, que R é um anel no qual elementos regu-
lares a esquerda sao regulares. A prova de que isto vale para um anel Noe-

theriano segue do Teorema 2.3 em [4].

Proposicao 2.2. Sejam R um anel de fatoragao unica Noetheriano e P um
tdeal primo nao-nulo de R. FEntao P tem altura 1 se, e somente se, P ¢é

principal.

Demonstracao. Suponhamos que P ¢ principal, como R é primo Noetheriano
segue, por (1.4), que alt(P) = 1. Reciprocamente, suponhamos que existe um
ideal primo () de altura 1 em R que nao é principal. Como R é um anel de
fatoragao unica Noetheriano, () contém um ideal primo principal P nao-nulo
e portanto, de altura 1. Assim, temos 0 C P C @, onde @ e P tem altura 1,
absurdo. O

Proposicao 2.3. Seja R um anel primo Noetheriano satisfazendo a condi¢ao

de cadeia descendente sobre ideais primos. Se todo primo de altura 1 de R é
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principal entao, R é um anel de fatoragao unica Noetheriano.

Demonstracao. Considere uma cadeia de ideais primos P, O P, D --- em
R, que seja maximal, isto é, uma cadeia na qual nao existe ideal primo P
de R tal que P, D P D Py, para todo inteiro positivo i. Note que uma
tal cadeia existe pois R é Noetheriano. Por hipdtese, R satisfaz a condicao
de cadeia descendente sobre ideais primos, logo existe um inteiro positivo n
tal que P,y D P, = P,,1 = ---. Como R é um anel primo temos P, = 0,
assim altP,_1 = 1 e entao, por hipétese, P,_; é um ideal principal. Portanto,
todo ideal primo nao-nulo contém um ideal primo principal nao-nulo. Como
R é um anel primo Noetheriano segue que R é um anel de fatoragao tnica

Noetheriano. O

Lema 2.4. Seja E = {0 # e € R; eR = Re} o conjunto dos elementos
normalizantes nao-nulos de um anel de fatoragao unica Noetheriano R. Entao

o anel de quocientes com respeito a E existe.

Demonstracao. Sejam e € E e a € R tais que ea = 0. Entao 0 = Rea = eRa
e como R é um anel primo temos que e = 0 ou a = 0. Mas, 0 ¢ E logo,
a = 0 e assim, e é regular a direita. Analogamente, obtemos que e é regular a
esquerda e portanto, e é um elemento regular de R. Além disso, é claro que
F satisfaz a condigao de Ore a direita e a esquerda. Entao, por (1.8), o anel

de quocientes com respeito a E existe. ]

Lema 2.5. Todo ideal nao-nulo de um anel de fatoragao unica Noetheriano

R contém um produto de elementos primos.

Demonstracao. Considere o seguinte conjunto:

A ={0+# H < R; H nao contém um produto de elementos primos}.
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Se A # (), como R é Noetheriano, existe um ideal M de R maximal em A.
E claro que, sendo R um anel de fatoracao unica Noetheriano, M nao é um
ideal primo. Assim, existem I, J <1 R taisque IJ C M,com M C e M C J.
Pela maximalidade de M, temos que I e J contém um produto de elementos
primos. Mas, IJ C M logo, M também contém um tal produto, o que é
uma contradicao. Portanto, todo ideal nao-nulo de R contém um produto de

elementos primos. O

Lema 2.6. Seja u um elemento normalizante de um anel de fatoragao unica
Noetheriano R. Se nao existe um ideal primo pR tal uw € pR, entdao u é

mvertivel em R.

Demonstracdo. Pelo lema anterior existem elementos primos pq,...,p, € R
tais que p1ps - - - pp € uR e assim, p1ps - -+ p, = ur, para algum r € R. Entao
ur € p,R = Rp, mas, u ¢ p,R. Logo, r € Rp, e assim, r = sp,, para
algum s € R. Entao p; ---p, = ur = usp, e, pela regularidade de p,,, temos
p1---Pn_1 = us. Repetindo este processo obtemos que 1 = ut, para algum

te R 0

O lema a seguir sera provado para um caso mais geral em (3.4).

Lema 2.7. Sejam R um anel de fatoracao unica Noetheriano e p um elemento
primo de R. Entao () p"R = 0.

n=1
Proposicao 2.8. Sejam R um anel de fatoragcao unica Noetheriano e E o
conjunto dos elementos normalizantes nao-nulos de R. Entao todo elemento
de E tem a forma pips - - - ppu, onde u é um elemento invertivel de R e, para

cada i € {1,...,n}, p;R = Rp; € um ideal primo de R.
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Demonstracao. Seja e um elemento qualquer de E. Por hipétese, R é Noe-
theriano, logo existe somente um nimero finito de ideais primos minimais
sobre eR, digamos Pi,...,P,. Por (1.4), temos alt(P;) = 1, para todo
i € {l,...,k}, e como R é um anel de fatoragdo tnica Noetheriano cada

P; é um ideal primo principal, que denotaremos por P, = p; R = Rp;.

Pelo lema anterior, para todo i € {1,...,k}, existe um inteiro positivo
nao-nulo /; tal que e € péiR mas, e ¢ p?HR. Assim, temos e = plf?“l, para
algum r € R. Como pll1 ¢ poR, segue que r; € poR e dai, e = plllrl =
plf pl;rg. Repetindo este argumento obtemos que e = ]olllpé2 e pﬁfu, onde u é
um elemento de R com a propriedade que u ¢ p;R, para todo i € {1,...,k}.
Note que nao existe nenhum outro elemento primo p’ € R tal que u € p'R
pois, caso contrario teriamos e € p’R, o que nao é possivel. Como e e os p;’s
sao elementos normalizantes, u também é um elemento normalizante. Entao,

por (2.6), u é invertivel em R e isto completa a demonstracao. O

Seja S o anel de quocientes de R com respeito a E. Como vimos acima,
todo elemento de E tem a forma pips - - - p,,u, onde u é um elemento invertivel
e, para todo i € {1,...,n}, p;R = Rp; é um ideal primo de R. Assim, S
coincide com o anel de quocientes de R com respeito ao sistema multiplicativo

gerado pelos elementos primos de R.

Lema 2.9. Se R ¢ um anel de fatoracao unica Noetheriano, entao o anel de

quocientes S com respeito a E € simples.

Demonstragao. Seja M um ideal maximal de S. Entao, por (1.9), o ideal M N
R é um ideal primo de R. Como R é um anel de fatoragao tinica Noetheriano,
existe um ideal primo principal pR tal que pR C (M N R) e dai, p € M. Mas,
p € E e os elementos de E sao invertiveis em S. Conseqiientemente, M = S

e portanto, S é um anel simples. O
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2.1 Polinémios sobre um anel de fatoracao

unica Noetheriano

Nesta secao, mostraremos que a classe dos anéis de fatoracao inica Noe-
therianos é fechada sob extensoes polinomiais, isto é, se R é um anel de
fatoragao tinica Noetheriano, entao o anel R[x] é um anel de fatoracao tnica

Noetheriano. Continuaremos a denotar £ = {0 # e € R; eR = Re}.

Lema 2.10. Sejam R um anel de fatoragao unica Noetheriano e S o anel
de quocientes de R com respeito a E. Entao todo ideal primo nao-nulo P de

S|x] € principal e gerado por um elemento central de S|x].

Demonstragao. Sejam P um ideal primo nao-nulo de S[z] e f um elemento
nao-nulo de P de grau minimo, digamos 0(f) = n. E claro que o subconjunto
7o de .S formado pelo 0 e pelos coeficientes lideres dos elementos de P de grau
n é um ideal ndao-nulo de S. Como, por (2.9), S é um anel simples, temos
que 19 = S. Assim, podemos supor que f é moénico e usando o algoritmo da
divisao temos que, para todo g € P, existem ¢, € S|x] tais que g = fq+r,
onde r = 0 ou d(r) < I(f). Logo r € P e entao, da minimalidade de n, segue
que r = 0. Dai, para todo g € P, temos g = fq com ¢ € S[z]. Portanto,
P = fS[z]. Além disso, xf = fx e, para todo s € S, sf — fs € P e tem grau
menor que n, ou seja, sf = fs. Donde segue que f é um elemento central em

S|x]. O

No préximo teorema, um elemento p de R serd chamado ‘normalizante
primo’ se pR = Rp é um ideal primo de altura 1 em R. Além disso, S[z| é o
anel de quocientes de R[x] com respeito ao sistema multiplicativo D gerado

pelos elementos normalizantes primos de R.

19



Teorema 2.11. Se R ¢ um anel de fatoracao tinica Noetheriano, entdo R|x]

¢ um anel de fatorag¢ao unica Noetheriano.

Demonstracao. Por hipdtese, R é um anel primo Noetheriano; entao, por
(1.20) e (1.12), temos que R[z] é um anel primo Noetheriano. Assim, falta
mostrar que todo ideal primo nao-nulo de R|x] contém um ideal primo prin-

cipal nao-nulo.

Seja @@ um ideal primo nao-nulo de R[z]. Vamos considerar dois casos.
Primeiro, suponhamos QNR # 0. Por (1.14), QN R é um ideal primo ndo-nulo
de R. Logo, contém um ideal primo principal nao-nulo, digamos pR = Rp.
Por (2.2), pR tem altura 1, entdo @ N R contém o elemento normalizante
primo p. Portanto, @ contém o ideal primo principal nao-nulo pR[z] = R[z|p

de R[z].

Agora, suponhamos ) N R = 0 e vamos denotar por Q* a extensao de @)
em S[z]. Temos Q* # S[z| e, por (1.9), @* é um ideal primo nao-nulo de
Slz]. Assim, por (2.10), Q* = fS[z], para algum elemento central f € S[z].
Além disso, f = gd~!, para algum g € Q e d € D. Como D é gerado por
elementos normalizantes primos, d é normalizante em R, logo Rg = Rfd =
fRd = fdR = gR. Também temos que gxr = xg e portanto, R[x]g = gR[z]
e Q" = fS[z] = gd~'S[x] = gS[z]. Podemos também supor que gR[z] é

maximal para elementos normalizantes g de @ tais que ¢gS[z] = Q*.

Suponhamos gR[z] # Q e seja h € Q\gR[z]. Como h € Q* temos h =
gd' ™!, para algum d' € D, logo hd" € gR[x]. Como d' é um produto de
elementos normalizantes primos de R, nao existe perda de generalidade em
supor que hp € gR|z], para algum elemento normalizante primo p € R.
Assim, hp = gb, para algum b € R[x]. Temos gR[z]b = R[z]gb = R[z]hp C
Rz]p, onde R[x]p é um ideal primo de R[z]. Como hp = gbe h ¢ gR|x], segue
que b ¢ R[z]p. Logo, g € R[z|p e entdo g = ¢'p, para algum ¢’ € R[x]. Mas,
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g Rlz|p = ¢'pR[z] = gR[z] C @ e sendo QN R = 0 temos que p ¢ @, portanto
g € Q. Além disso, ¢’ R[z]p = ¢'pR[x] = gR[z] = R[x]g = R[z|¢'p e entdo, do
fato que todo elemento normalizante é regular, temos ¢'R[x] = R[x]g’. Como
p é invertivel em S[z], Q* = ¢gS[z] = ¢'pS[z] = ¢'S|x]. Pela maximalidade de
gR[z], temos que ¢’ R[z] = gR[z], o que é impossivel pois, p ndo é invertivel

em R[x]. Logo, Q = gR|[z].

Assim, em ambos os casos, () contém um ideal primo principal nao-nulo

e portanto, R[z] é um anel de fatora¢do unica Noetheriano. O

2.2 “Skew” anéis de polinomios tipo automor-

fismo

Quando tratamos de “skew” anéis de polindmios tipo automorfismo, o
fato que R é um anel de fatoracao tinica Noetheriano nao é condigao suficiente

para que o mesmo acontega com R[z;al.

Um exemplo de um anel de fatoragao tinica Noetheriano R tal que R|x; ]
nao ¢ um anel de fatoragdo tinica Noetheriano pode ser encontrado em [10],
onde se mostra que se R é o anel C[t,y] dos polindmios em duas indeter-
minadas que comutam com o corpo dos nimeros complexos e « é um auto-
morfismo tal que a(y) =t + y? e a(t) = y, entdo R[z;a] ndo é um anel de

fatoracao tnica Noetheriano.

Nesta segao, veremos algumas condigoes adicionais para que R|x;q] seja
um anel de fatoragao tinica Noetheriano. Em toda esta se¢ao chamaremos um

elemento b € R de ‘normalizante a-primo’ se bR é um ideal a-primo principal
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nao-nulo de R.

E claro que o sistema multiplicativo D gerado pelos elementos normali-
zantes a-primos de R satisfaz a condicao de Ore. Além disso, sendo R um
anel primo, os elementos de D sao regulares. Entao, por (1.8), existe um
anel de quocientes S de R formado pela inversao dos elementos normalizan-
tes a-primos e podemos estender o para um automorfismo de S que também
chamaremos de . Note que S[z;a] é o anel de quocientes de R[z;al, com

respeito a D.

Lema 2.12. Sejam R um anel a-primo Noetheriano e P um ideal primo mi-
nimal de R. Entio PN a(P)N---Na™(P) =0, para algum inteiro positivo

n.

Demonstragao. Por (1.5), existe um nimero finito de ideais primos minimais
de R. Sejam P, ..., Py os ideais primos minimais distintos de R. Suponhamos
que existe um ideal primo minimal, que sem perda de generalidade vamos
supor P, tal que ﬁ a'(Py) # 0, para todo inteiro positivo n. Dai, é fcil ver
que () o'(Py) tarerTooém ¢ nao-nulo. Sendo R Noetheriano e a-primo temos,
0
por (1.11), que R é semi-primo, dai (k] P; =0. Como () a'(P1) C P temos,
j=1 0

k
<ﬂo/(P1))P2~~Pk C PP C ()P =0
S0 j=1
Mas, ﬂ a'(Py) é um a-ideal que estamos supondo nao-nulo e R é a-primo,
entéo?gmos que Py--- P, = 0. Logo, P,--- P, C P, e assim P, = P;, para
algum t € {2,...,k}, o que contradiz o fato que os P;’s sao todos distintos.

Portanto, segue a tese. [

Lema 2.13. Se R[z;a] é um anel de fatora¢ao unica Noetheriano, entio R

¢ um anel primo Noetheriano.
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Demonstragao. Tomando a aplicagdo ¢ : R[z;a] — R, definida por ¢(h) =
cog, onde h = i c;x’, temos que R é uma imagem homomorfica de R[z;al,
logo R é um Z;r(;el Noetheriano. Além disso, por (1.15), R é um anel a-
primo. Portanto, dado um ideal primo minimal P de R temos, por (2.12),
que 'ﬁo o'(P) = 0, para algum inteiro positivo n.

Considere o ideal xR[x; o] + P de R[z;a]. Como R[z;a]/(zR[z; o]+ P) ~
R/P, temos que zR[r;a] + P é um ideal primo de R[x;a]. Seja @ um ideal
primo de R[z;a] tal que zR[x;a] € @ C zR[x;a] + P. Mostraremos que
Q = xzR[z;a] ou Q@ = xzR[zx;a] + P. Temos que x € Q; entdo, por (1.13),
Q = QN R+ xR[x;a]. Segue que R[r;a]/Q ~ R/(QNR) edal, QN R é

um ideal primo de R, contido em P. Como P é um primo minimal segue que

QN R=0o0ou@NR=P. Portanto, Q = zR[z;a] ou Q = zR[z;a] + P.

Se Q = zR[x; o, entdo xR|x; o] é um ideal primo e como R[z; a|/xR[x; o] ~
R temos que R é um anel primo. Suponhamos entao que Q) = zR[x; o] + P.
Dal, o ideal 2 R[z;a] + P é minimal sobre zR[z;a] e, por (1.4) e (2.2), deve
ser da forma fR[x;a] = R[x;alf, para algum f = zn: a;z? em R[z;a]. Como
r € zR[r;a] C zR[z;0] + P = fR[x;a] temos quljl)e x = fg, para algum
g= i bpr® em R[x;a]. Note que, sendo xR[x;a] + P = fR[x;a] = R[z;a|f
e ka[;(j a]NR =0, temos P = agR = Rayg e dai, o/(P) = a'(ap) R = Ra'(ay),
para todo inteiro positivo 7. Além disso, de z = fg, temos que agby = 0
donde, a(ap)Ra(by) = 0. Novamente de x = fg, temos que aja(by) +
apb; = 1. Multiplicando esta tltima equagao por a(ag) e considerando que
alag)Ra(by) = 0, obtemos a(ag)apb; = a(ag). Multiplicando esta equagao
por a”(ag) - - - a?(ag) e considerando o fato que a™(ag) - - - a(ag)ag € PNa(P)N

"(ag)---ap) = 0. Da injetividade de o

---Na"(P) = 0, obtemos que a(«a
temos a""!(ag) - --a(ag)ag = 0. Repetindo este processo obtemos ag = 0.

Assim, P = 0 e portanto, R é um anel primo. O
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Lema 2.14. Seja R um anel primo Noetheriano tal que todo ideal a-primo
nao-nulo de R contém um ideal a-primo principal nao-nulo. Entao o anel
de quocientes S de R, formado pela inversao dos elementos normalizantes

a-primos de R, € um anel a-simples.

Demonstragao. Observe inicialmente que de maneira andloga aquela em (2.5)
obtemos que todo a-ideal nao-nulo de R contém um produto de elementos
normalizantes a-primos. Seja [ um a-ideal nao-nulo de S. Entao I N R
¢ um a-ideal nao-nulo de R, e pelo que vimos acima, contém um produto
de elementos normalizantes a-primos de R. Assim, I também contém tal
produto e como tal produto é invertivel em S, temos I = S. Portanto, S é

a-simples. O

Lema 2.15. Sejam R um anel de fatoragao unica Noetheriano e S o anel de
quocientes de R com respeito ao sistema multiplicativo gerado pelos elementos
normalizantes a-primos de R. Entdo todo ideal primo nao-nulo P de S[x; o]

tal que x ¢ P ¢é principal e gerado por um elemento normalizante de S[x; .

Demonstra¢ao. Sejam P um ideal primo nao-nulo de S[x; o] tal que x ¢ Pe f
um elemento nao-nulo de P de grau minimo, digamos 9(f) = n. E claro que o
subconjunto 7y de .S, formado pelo 0 e pelos coeficientes lideres dos elementos
de P de grau n, é um ideal nao-nulo de S. Considere um elemento ¢, € 7,
entao existe h € P tal que d(h) = n e seu coeficiente lider é ¢,. Temos
zh = a(h)x € P, entdao a(h)S[z;alr = a(h)xS[z;a] € P. Como x ¢ P,
segue que a(h) € P. Além disso, temos d(a(h)) = n e assim, a(c,) € 7.
Portanto, 75 é um a-ideal nao-nulo de S e como, por (2.14), S é um anel

a-simples temos que 79 = 5.

Assim, podemos supor que f é monico e usando o algoritmo da divisao

temos que, para todo g € P, existem ¢,r € S[z;a] tais que g = fq + 1,
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onde r = 0 ou J(r) < I(f). Logo r € P e entao, da minimalidade de n,
segue que r = 0. Dai, para todo g € P, temos g = fq com ¢ € S[z;al.
Portanto, P = fS|x;a]. Além disso, dado s € S temos o™ (s)f — fs € P e
como x € C(P), xf — fr = hx, para algum h € P. Observe que os elementos
a™(s)f — fs e h tém grau menor que n e portanto sdo nulos. Logo, fS = Sf

e fox =xf. Donde segue que P = fS|x;a] = S[z;alf. O

Teorema 2.16. Seja R um anel com um automorfismo «. Entao R[z;al é
um anel de fatoracao unica Noetheriano se, e somente se, R é um anel primo
Noetheriano e todo ideal a-primo nao-nulo de R contém um ideal a-primo

nao-nulo que € principal.

Demonstra¢ao. Suponhamos que R[z;a] é um anel de fatoragao tnica Noe-
theriano; entao, por (2.13), temos que R é um anel primo Noetheriano. As-
sim, falta mostrar que todo ideal a-primo nao-nulo de R contém um ideal
a-primo principal nao-nulo. Seja P um ideal a-primo nao-nulo de R. Por
(1.12), P[z;a] é um ideal primo nao-nulo de R[z;a]. Como R[z;a] é um anel
de fatoracao unica Noetheriano, existe um elemento nao-nulo f € Plz;a]
tal que fR[z;a] = Rlz;a]f é um ideal primo de R[z;a]. Suponhamos
f=rpa™+ -+ rix+r, r; € R; afirmamos que g # 0. De fato, se rg = 0,
entdo f € xR[zr;a]. Note que = ¢ fR[z;al, pois caso contririo teriamos
x = rizby = ria(by)z, onde by é o termo constante de algum g € Rlx; ] tal
que x = fg. Entao 1 = ria(by) e dai, P = R. Além disso, = é normalizante

em R[z;al. Assim, teriamos
fR[z;a] = (rpa" '+ -+ r)zR[r;a] = (rpa™ ' 4 - + 1) Rlw; ol

Como fR[z;a] ¢ um ideal primo e = ¢ fR|[x;al, segue que 7,2" ' +---+7r €
fRlz;a) C xR[x;a] e dai, 1 = 0. Repetindo este argumento obtemos que
rr=1ry=...=1, =0, 0 que contradiz o fato que f é nao-nulo. Portanto,

7“07&0.
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Note que, como R é primo e f é normalizante, ry é regular. Além disso,
vf = a(f)z € Rlz;olf = fR[z;al, logo af)R[z;alr = a(f)zR[z;a] C
fRlz;a). Como fR[x;a] é primo e z ¢ fR[x;al, temos a(f) € fR[x;a], ou
seja, a(f) = fg, onde g = i bjal € R[z;al. Assim, a(rg) = roby € moR
e dai, a(rg)R = a(roR) C 7{0:13’ e portanto, roR é um a-ideal de R. Além
disso, é claro que roR[z;a] = R[z;alrg e 79 € Plz;a). Entao, por (1.4),
existe um ideal primo de altura 1 em R[z;a] que, por (2.2), é da forma
gR[z;a] = R[z;alg, tal que rg € gR[z;a] C Plz;al. Seja s € P o termo
constante de g. Assim como rg, s é um elemento normalizante para ambos R e
R|x;a. Observe que, zg = a(g)r € R[x;alg = gR[x; o logo, a(g)R[z; alr =
a(g)zR[z;a] C gR[x; ). Como gR[z;a] é primo e x ¢ gR[x; al, temos a(g) €
gR[x;a] e dal, a(g)R[z;a] = a(gR[zr;a]) C gR[z;al. Entao, por (1.14),
gR[z;a]NR é um ideal a-primo de R e dai, por (1.12), (gR[x; o]NR)R[x; o é
um ideal primo de R[x; . Como gR[z;a] tem altura 1 e (gR[z; o] R)R|x; o]
possui um elemento nao-nulo 7y, segue que (gR[z;a| N R)R[z;a] = gR[x; al.
E claro que (gR[z;a] N R) C sR. Reciprocamente, se r € R entdo sr ¢ o
termo constante de gr € (gR[x; o] N R)R[z;a]. Donde sR C (gR[z;a] N R).
Assim, sR[z;«] é primo em R[z;a] e, por (1.14), sR = sR[z;a] N R é um

ideal a-primo principal nao-nulo de R, contido em P.

Reciprocamente, suponhamos que R é um anel primo Noetheriano e que
todo ideal a-primo nao-nulo de R contém um ideal a-primo principal nao-
nulo. Por (1.14) e (1.20), temos que R[z;a] é um anel primo Noetheriano.
Assim, falta mostrar que todo ideal primo nao-nulo de R[z;«] contém um
ideal primo principal nao-nulo. Seja S o anel de quocientes de R formado
pela inversao dos elementos normalizantes a-primos de R. Como R é primo,
0 é um ideal primo de R entao, por (1.9), o ideal 0 é primo em S e dai, S é
um anel primo. Além disso, como S ~ S[z;a]/zS|x; ] temos que zS|x;al é

um ideal primo de S|z; a.
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Seja ) um ideal primo nao-nulo de R[z;a]. Se x € Q, entao xR[z;a] C Q
Como R ~ R[r;a]/xR[z;a] temos que zR[x;«a] é um ideal primo principal
nao-nulo, contido em (. Suponhamos agora que = ¢ ). Vamos considerar
dois casos. Se QN R # 0 entao, por (1.14), QN R é um ideal a-primo nao-nulo
de R e, por hipétese, contém um ideal a-primo principal nao-nulo. Assim,
contém um elemento normalizante primo que gera um ideal primo principal
nao-nulo de R[z;a], contido em @. Finalmente vamos considerar o caso em
que QN R =0, com x ¢ Q). Denotemos por Q* a extensao de ) em S[z;al.
Como QN R = 0, segue que Q* # S|x;a]. Por (1.9), temos que Q* é um ideal
primo de S[z;a]. Note que, como os elementos normalizantes a-primos de R
sao regulares médulo @, = ¢ Q*. Entao, por (2.15), Q* = fS|x; o] = S[x;alf,
para algum f € S[z;a] tal que zf = fz e Rf = fR. Escrevamos f = gd™*,
para algum g € @) e d um produto de elementos normalizantes a-primos de
R. Como dR é um a-ideal de R, a(d) = du, para algum elemento invertivel
v € R. Entao Rg = Rfd = fRd = fdR = gRexg = xfd = fod = fdu 'z =
gu~lz, assim R[r;alg = gR[r;a] e QF = fS[r;a] = gd~'S[z;a] = gS[z;al.
Podemos também supor que g R[z; a] é maximal para elementos normalizantes

g de @ tais que ¢gS|z; o] = Q*.

Suponhamos que gR[z;a] # Q eseja h € Q\gR[z;a]. Como h € Q* temos
h = gd'~!, para algum d’' € D, logo hd' € gR[z;a]. Como d’ é um produto de
elementos normalizantes a-primos de R, nao existe perda de generalidade em
supor que hb € gR[x;al, para algum elemento normalizante primo b de R.
Assim, hb = gc, para algum ¢ € R[z;al. Temos que gR[z; a|c = R[x;a]ge =
R[x; alhb C R[z; alb, onde R[x;alb é um ideal primo de R[x;a]. Como hb =
gce h & gR[x; o, temos que ¢ ¢ R[x;alb. Logo, g € R[z;alb e entdo g = ¢'b,
para algum ¢’ € R[x;a]. Mas, ¢'R[x; a]b = ¢'bR[x; o] = gR[x; o] C @ e sendo
QN R =0 temos que b ¢ @, portanto ¢’ € Q). Além disso,

9'Rlz; o]b = ¢'bR[x; 0] = gR[x; 0] = R[z;alg = R[z;alg'b

27



e entao, do fato que todo elemento normalizante é regular, temos ¢ R[x; a] =

/

R[z;alg’. Como b é invertivel em S[z;al, Q@ = ¢gS[z;a] = ¢bS[r;a] =
g'S|z; al. Pela maximalidade de gR[z;al, temos que ¢ R[z;a] = gR[x;a], o

que é impossivel pois, b ndo é invertivel em R[z;«a]. Dai, Q = gR[z; ).

Assim, em ambos os casos, () contém um ideal primo principal nao-nulo

e portanto, R[z;a] é um anel de fatoracao tinica Noetheriano. O

Vamos agora, estabelecer algumas condicoes suficientes para que o “skew”
anel de polinémios R[z; a], de um anel de fatoragao tinica Noetheriano R, seja

um anel de fatoracao tnica Noetheriano.

O lema a seguir serd provado para um caso mais geral em (3.2).

Lema 2.17. Se p; e p; sao elementos primos de R tais que p;R # p; R, entao
pip; R = piRNp; R.

Teorema 2.18. Seja R um anel de fatoragao inica Noetheriano com um au-
tomorfismo « tal que todo ideal a-primo nao-nulo contém um a-ideal principal

nao-nulo. Entdo R[x;a] é um anel de fatora¢ao inica Noetheriano.

Demonstracdao. Seja () um ideal a-primo nao-nulo de R. Por hipdtese, @
contém um a-ideal principal nao-nulo, digamos aR. Seja [ um ideal a-primo
minimal tal que aR C I. Como I é a-primo, existe um ideal primo P de R

minimal sobre I tal que () o/(P) = I. Afirmamos que P ¢ minimal sobre
i0
aR. De fato, suponhamos aR C L C P com L um ideal primo de R. Entao

aR C N (L) C N (P) = I. E facil ver que (] o(L) é a-primo e assim,
i0 i>0 i>0

N a‘(L) = I. Dai, L D I e portanto, L = P. Logo, P tem altura 1 sendo

i0

da forma P = pR. Pelo lema anterior temos I = [ o'(P) = () &’(p)R =
i=0 i=0
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n
[] o*(p)R, ou seja, I é principal. Portanto, todo ideal a-primo nao-nulo de
i=0
R contém um ideal a-primo nao-nulo que é principal. Pelo teorema anterior,

segue que R[x;a] é um anel de fatoragao unica Noetheriano. O

Corolario 2.19. Seja R um anel de fatora¢ao unica Noetheriano com um
automorfismo o de ordem finita. Entdo Rlx;a) é um anel de fatoragdo unica

Noetheriano.

Demonstracao. Como « é de ordem finita, existe um inteiro positivo n tal
que " = id. Vamos mostrar que todo ideal a-primo nao-nulo contém um
a-ideal principal ndo-nulo e entdo, pelo teorema anterior, R[z;«] é um anel

de fatoracao unica Noetheriano. Seja P um ideal a-primo nao-nulo de R.

Existem elementos primos p,...,ps € R tais que p;---ps € P e assim,
n—1 n—1
mR---psR € P. Logo, ) a'(p1)R--- [ a'(ps)R € P. Como P é a-primo
i=1 i=1
n—1

segue que () o'(p;)R C P, para algum j € {1,...,s}. Pelo lema anterior
i=1
n—1 n—1
temos que [] o/(p;)R = () o(p;)R C P. Portanto segue a tese. O
i=1

=1

2.3 “Skew” anéis de polinomios tipo derivacao

Nesta secao apresentaremos algumas condigoes suficientes, sobre o anel
R e uma derivacao d de R, para que o “skew” anel de polinomios R[z;¢], seja
um anel de fatoragao tinica Noetheriano. Em toda esta secao chamaremos um
elemento b € R de ‘normalizante d-primo’ se bR é um ideal d-primo principal

nao-nulo de R.
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E claro que o sistema multiplicativo D gerado pelos elementos normali-
zantes d-primos de R satisfaz a condi¢ao de Ore. Além disso, sendo R um
anel primo, os elementos de D sao regulares. Entdo, por (1.8), existe um
anel de quocientes S de R formado pela inversao dos elementos normalizan-
tes d-primos e podemos estender § para um automorfismo de S que também
chamaremos de §. Note que S[x;d] é o anel de quocientes de R[x;d], com

respeito a D.

Lema 2.20. Seja R um anel primo Noetheriano tal que todo ideal §-primo
nao-nulo de R contém um ideal d-primo principal nao-nulo. Entdo o anel
de quocientes S de R, formado pela inversao dos elementos normalizantes

o-primos de R, € um anel 6-simples.

Demonstragao. Observe inicialmente que de maneira andloga aquela em (2.5)
obtemos que todo d-ideal nao-nulo de R contém um produto de elementos
normalizantes d-primos. Seja I um d-ideal nao-nulo de S. Entao I N R
é um od-ideal nao-nulo de R, e pelo que vimos acima, contém um produto
de elementos normalizantes d-primos de R. Assim, [ também contém tal
produto e como este produto é invertivel em S, temos [ = S. Portanto, S é

d-simples. O

Lema 2.21. Sejam R um anel de fatorag¢ao unica Noetheriano e S o anel de
quocientes de R com respeito ao sistema multiplicativo gerado pelos elementos
normalizantes d-primos de R. Entao todo ideal primo ndo-nulo P de S[z; ]

¢ principal e gerado por um elemento central de S[x;0].

Demonstragao. Sejam P um ideal primo nao-nulo de S[z;d] e f um elemento
nao-nulo de P de grau minimo, digamos 0(f) = n. E claro que o subconjunto
7o de S, formado pelo 0 e pelos coeficientes lideres dos elementos de P de

grau n formam um ideal nao-nulo de S. Considere um elemento ¢, € 7,
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entdo existe h € P tal que d(h) = n e seu coeficiente lider é ¢,. Note que
xh — hz € P e que zh — hx = §(c,)x™ + [termos de grau menor que n]. Pelo
carater minimal de n, temos xh —hx = 0 ou xh — hx tem grau n. De qualquer
modo, §(c,) € 79. Portanto, 7y é um d-ideal ndo-nulo de S e como , por (2.20),

S é um anel d-simples temos que 75 = S.

Assim, podemos supor que f é monico e usando o algoritmo da divisao
temos que, para todo g € P, existem ¢,r € S[z; ] tais que g = fq + r, onde
r =0 oud(r) < d(f). Logo r € P e entao, da minimalidade de n, segue
que r = 0. Dali, para todo g € P, temos g = fq com g € S[z;d]. Portanto,
P = fS[z;0]. Além disso, temos que d(f) = xf — fx e sf — fs € P, para
todo s € S. Mas d(sf — fs) < n e, como f é monico, A(4(f)) < n. Portanto,

sf=fsexf= fr. Donde segue que f é central em S[x;d]. O

Teorema 2.22. Seja R um anel d-primo Noetheriano, onde § é uma derivagao
de R. Se todo ideal 0-primo ndao-nulo de R contém um ideal d-primo principal

nao-nulo, entao R[z;d] é um anel de fatora¢ao inica Noetheriano.

Demonstracdao. Por hipétese, R é um anel d-primo Noetheriano entao, por
(1.17)(i) e (1.20), temos que R[z;d] é um anel primo Noetheriano. Assim,
falta mostrar que todo ideal primo nao-nulo de R|x;d| contém um ideal primo

principal nao-nulo.

Seja @ um ideal primo nao-nulo de R|x;¢]. Vamos considerar dois casos.
Primeiro, suponhamos @ N R # 0. Por (1.17)(ii), @ N R é um ideal j-primo
nao-nulo de R e entao, contém um ideal J-primo principal nao-nulo, digamos
bR = Rb. Logo, QN R contém o elemento normalizante d-primo b e portanto,

@) contém o ideal primo principal ndo-nulo bR[z; 0] = R[x;0]b de R]z;d].

Agora suponhamos () N R = 0. Denotemos por Q* a extensao do ideal @)

em S[z;d]. Temos Q* # S[x;0] e, por (1.9), @* é um ideal primo nao-nulo
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de S[x;0]. Assim, por (2.21), Q* = fS[x;d] = S[z;d]f, para algum elemento
central f de S[x;d]. Além disso, f = gd~! para algum g € Q e d € D.
Como D é gerado por elementos normalizantes d-primos, d é normalizante
em R, logo Rg = Rfd = fRd = fdR = gR. Também temos que zg =
xfd = fad = fdx + fo(d) = gxr + fdr = gx + gr = g(x + r), para algum
r € R. De forma similar obtemos que gz = (x + r’)g, para algum ' € R.
Dai, R[z;d]lg = gR[z;0] e Q* = fS[x;6] = gd~'S[x;6] = gS[z;d]. Podemos
também supor que gR[z;0] é maximal para elementos normalizantes g de @

tais que gS[z; 0] = Q*.

Suponhamos que gR[z;d] # Q e seja h € Q\gR[x;0]. Como h € Q* temos
h = gd'~! para algum d' € D. Logo hd' € gR|x;d]. Como d é um produto
de elementos normalizantes -primos de R, nao existe perda de generalidade
em supor que hb € gR[x;d], para algum elemento normalizante primo b € R.
Assim, hb = gc, para algum ¢ € R[z;d]. Temos que gR[z;d]c = Rx;d]|gc =
Rlz;6lhb C R[x;0]b, onde R[x;d]b é um ideal primo de R|x;d]. Note que b
é normalizante em R[x;0] pois b é normalizante em R e xb = bz + §(b) €
bR[z;6]. Como hb = gc e h ¢ gR[x;0], segue que ¢ ¢ R[x;d]b. Logo, g €
Rlz;6b e g = ¢'b, para algum ¢’ € R[z;d]. Mas, ¢'R[x;0]b = ¢'bR[x; 0] =
gR[x;0] C Q e sendo @ N R = 0, temos que b ¢ Q, portanto ¢’ € Q. Além
disso, ¢'R[x;0]b = ¢'DR[x;0] = gR[x;0] = Rlx;6]lg = R[z;d]g'b e entdo, do
fato que todo elemento normalizante ¢é regular, temos ¢ R[z;d] = R[z;d]g’.
Como b é invertivel em S[z; 6], Q* = ¢S[z;d] = ¢'bS[x;0] = ¢'S[x;0]. Pela
maximalidade de gR|x;¢], temos que ¢’ R[x;0] = gR[z;d], o que é impossivel

pois, b nao é invertivel em R|x;d]. Logo, Q = gR][z;d].

Assim, em ambos os casos, () contém um ideal primo principal nao-nulo.

Portanto, R[z;d] ¢ um anel de fatoracao tinica Noetheriano. O
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Proposigao 2.23. Seja R um anel primo Noetheriano com uma deriva¢ao 0

e seja P um ideal primo de altura 1 de R, tal que P nao é um d-ideal.

i)

i)

Se R/P tem caracteristica zero entdo, o unico d-ideal contido em P €

o ideal 0.

Se R/P tem caracteristica p ndo-nula e P € principal entio, o maior

d-ideal contido em P é PP.

Demonstracao.

i)

i)

Suponhamos que existe um d-ideal I nao-nulo contido em P. Como P
é primo, é claro que P/I é primo em R/I. Note que P/I é minimal em
R/I pois, alt(P) = 1. Além disso, temos que (R/I)/(P/I) ~ R/P e
assim, a caracteristica de (R/I)/(P/I) é zero. Entao, por (1.18), temos
que P/I é um d-ideal em R/I. Dai, P é um d-ideal em R, contradizendo

a hipétese. Portanto, o unico d-ideal contido em P é o ideal 0.

Suponhamos que R/P tem caracteristica nao-nula p e que P = bR =

Rb. Para cada inteiro positivo n, seja
P,={repP;é(r)e P, 1<i<n}

Note que, como §(b)r = 6(br) —bd(r) = §(r'b) —bo(r) = 1'5(b) +(r')b—
bd(r), (6(b)R + P)/P é um ideal nao-nulo de R/P e dai, 6(b) € C(P).
Além disso segue, por indugao, que 6"(b"r) = n!d(b)"r mod P, para todo
inteiro positivo n e todo r € R. Quando n = p, temos que 6*(bPR) C P
e sen < p éclaro §"(0PR) C P e portanto, segue que b’R C P,. Por
outro lado, como §(b) € C(P) temos, por inducao, que P, C b""' R, para
0 < n < p. Em particular, para n = p — 1, temos P,_; C b’R. Assim,
VR C P, C P,y CWR. Conseqiientemente, P, = P, 1 = PR = PP ¢
um Jd-ideal que, pela definicao de P,, contém qualquer d-ideal contido

em P. O
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Veremos agora, para um anel de caracteristica p # 0 de fatoracao tnica
Noetheriano R, condigbes suficientes para que o anel R[x;d]| seja um anel de

fatoracao tnica Noetheriano.

Teorema 2.24. Seja R um anel de fatoracao unica Noetheriano com uma
derivagao 0. Se R tem caracteristica p # 0, entdo Rlx;d] é um anel de

fatoracao unica Noetheriano.

Demonstracao. Mostraremos que todo ideal -primo nao-nulo de R contém
um ideal d-primo principal nao-nulo. Entao, por 2.22, R[x;d] é um anel de
fatoracao unica Noetheriano. Seja @ um ideal d-primo nao-nulo de R e seja
N o ideal de R tal que @ C N e N/Q ¢ o radical nilpotente de R/Q). Por
(1.19), N é um ideal primo de R e

Q = {r € N;5(r) € N, para todo inteiro positivoi}.

Como R é um anel de fatoragdo tnica Noetheriano, N contém um ideal
primo principal ndo-nulo P de R. Por (2.23)(ii), P ou P? é um ideal d-primo

principal nao-nulo contido em N e portanto, também em (). O

Teorema 2.25. Seja R um anel de fatoracao tunica Noetheriano e seja §
uma deriacao de R tal que todo ideal 6-primo nao-nulo contém um 0-ideal

principal nao-nulo. Entao Rlx;d] é um anel de fatoragdo unica Noetheriano.

Demonstracao. Mostraremos que todo ideal -primo nao-nulo de R contém
um ideal d-primo principal nao-nulo. Entao, novamente por 2.22, R[z;d] é
um anel de fatoracao unica Noetheriano. Seja T um ideal d-primo nao-nulo
de R. Entao, por hipdtese, T' contém um d-ideal principal nao-nulo, digamos
aR. Existe um ideal d-primo ) de R tal que aR C Q C T e () é minimal com
respeito a esta propriedade. Seja N o ideal de R tal que Q@ C N e N/Q é o
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radical nilpotente de R/Q. Novamente por (1.19), N é um ideal primo de R
e

Q = {r € N;5(r) € N, para todo inteiro positivoi}.

Seja P C N um ideal primo de R que é minimal sobre aR. Entao, por (1.4),
P tem altura 1. Assim, P = bR = Rb, para algum b € R. Seja

I ={r € P;6'(r) € P, para todo inteiro positivos}.

Entao, aR C I C ). Mas, I é )-primo entao, pela minimalidade de @,
temos I = ). Se R/P tem caracteristica ndo-nula p entdo, por (2.23)(ii),
P=1=QouPP=1=(@. Se R/P tem caracteristica zero temos, por
(2.23)(i) e o fato que 0 # I C P onde [ é um ideal §-primo, que P é um
0-ideal. Dai, P = I = (). Assim, () é principal em todos os casos e portanto,

segue a tese. 0]

Também em “skew” anéis de polinomios tipo derivacao, o fato que R é
um anel de fatoragao tinica Noetheriano nao é condigao suficiente para que o

mesmo acontega com R[x;0].

Um exemplo disto pode ser encontrado em [6], onde se mostra que, se R é
o anel Kt,y] dos polindmios em duas indeterminadas que comutam com um
corpo K de caracteristica zero e § é a derivagao 2yd/0t + (y? + t)0/dy, onde
0/0t e 0/0y sao as derivadas parciais em relagdo a t e y respectivamente,
entao R tem somente dois ideais d-primos nao-nulos, a saber (y*> +t+ 1)R e
tR + yR. Os tnicos ideais primos de altura 1 de R|x; ] sdo extensoes destes
dois ideais d-primos e a extensao de tR + yR nao é principal. Assim, R|x; ]

nao ¢ um anel de fatoragao tinica Noetheriano.

35



Capitulo 3

Anéis de fatoracao tinica nao

necessariamente Noetherianos

Neste capitulo vamos estabelecer, segundo o trabalho de A. W. Chatters,
M. P. Gilchrist e D. Wilson [3], algumas propriedades basicas dos anéis de fa-
toragao unica nao necessariamente Noetherianos. Em particular, mostraremos

que a classe dos anéis de fatoragao tinica é fechada sob extensoes polinomiais.

Dois elementos normalizantes r, s € R sao ditos associados se rR = sR.
Além disso, como antes, um elemento nao-nulo p de R é um elemento primo

se pR = Rp é um ideal primo de R.

Definicao 3.1. Um anel primo R é chamado um anel de fatoracao unica se

todo ideal primo nao-nulo de R contém um elemento primo.

Usaremos repetidamente que se ¢ é um elemento normalizante de R e P
¢ um ideal primo de R, entao ou ¢ € P ou ¢ € C(P). Isto se deve ao fato que

(¢cR+ P)/P = (Rc+ P)/P é um ideal do anel primo R/P, e um ideal de um
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anel primo ou ¢ o ideal 0, ou seus anuladores a esquerda e a direita sao nulos.

Lema 3.2. Sejam p e q elementos primos de um anel primo R.

i)
ii)

Se gR C pR, entdo qR = pR.

Se pR # qR, entdo pgR = pRNqR = qpR.

Demonstracao.

i)

i)

Suponhamos ¢R C pR mas, por absurdo, ¢R # pR. Entao pr = q € qR,
para algum r € R, com p € C(qR). Dali, segue que r € ¢R = Rgq, ou seja,
r = sq, para algum s € R. Assim, ¢ = psq e entao, pela regularidade de
q, temos 1 = ps. Consequientemente, pR = R o que é uma contradicao.

Portanto, ¢gR = pR.

E claro que pgR C pR N gR. Vamos mostrar a inclusao contraria. Seja
w € pRNqR, entao w = pr = ¢s, para alguns r, s € R. Por hipotese,
qR # pR logo, p € C(¢qR). Como pr € gR, segue que r € qR, ou seja,
r = qt, para algum t € R. Assim, w = pqt € pgR e dai, pRNqR C pqR.
Portanto, pgR = pR N qR.

Analogamente, obtemos a outra igualdade. U

Lema 3.3. Seja R um anel de fatoragao unica.

i) Todo ideal nao-nulo de R contém um produto de elementos primos.

ii) Se r € um elemento ndo-nulo de R, entdo existe somente um nimero

finito de elementos primos nao-associados p de R tais que r € pR.
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Demonstracao.

i)

i)

Considere o seguinte conjunto:
A ={0# H < R; H nao contém um produto de elementos primos}.

Se A # () entdo, pelo lema de Zorn, existe um ideal M em A que é
maximal com respeito a esta propriedade. E claro que, sendo R um anel
de fatoracao unica, M nao é um ideal primo. Assim, existem I, J</R tais
que IJ C M,com M C I e M C J. Pela maximalidade de M, temos
que I e J contém um produto de elementos primos. Mas, IJ C M logo,
M também contém um tal produto, o que é uma contradi¢ao. Portanto,

todo ideal nao-nulo de R contém um produto de elementos primos.

Seja r um elemento nao-nulo de R. Por i), existem elementos primos
Pi,...,Pn em R tais que py---p, € RrR. Seja p um elemento primo
de R tal que r € pR. Temos p;---p, € pR, onde cada p; é um ele-
mento normalizante de R e pR ¢é um ideal primo. Logo, p; € pR,
para algum i € {1,...,n}. Assim, p;R C pR e, por (3.2), temos que
pR = p; R. Portanto, existe somente um ntmero finito de possibilidades

para pR. O

Lema 3.4. Sejam R um anel de fatoracao unica e p um elemento primo de

R. Entao,

i)
i)
iii)

iv)

O ideal primo pR tem altura 1.

p"R =0.

n=1

C(pR) C C(p™R), para todo inteiro positivo n.

Os elementos de C(pR) sao regulares como elementos de R.
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v)

Se a é um elemento normalizante de R com a ¢ pR, entao aRNp"R =

ap™ R, para todo inteiro positivo n.

Demonstracao.

i)

ii)

iii)

Seja () um ideal primo de R tal que 0 C @@ C pR. Como, por hipdtese,
R é um anel de fatoragao tunica, existe um ideal primo gR C @), para
algum elemento primo ¢ € R. Assim, gR C pR e, por (3.2), temos
qR = pR. Conseqiientemente () = pR. Logo, nao existe ideal primo
nao-nulo em R, estritamente contido em pR. Além disso, sendo R um

anel primo temos que 0 é um ideal primo. Portanto, pR tem altura 1.

Denotemos I = ﬁ p" R e suponhamos que I # 0. E f4cil ver que, sendo
p um elemento rggtlﬂar de R, temos I = pl. Por (3.3), existem elementos
primos p1,...,pr em R tais que pips---pr € I. Considere k£ o menor
inteiro positivo tal que I contém este produto. Temos pips - - - pr € pR.
Como pR é um ideal primo e os p;’s sdo elementos normalizantes, segue
que p; € pR, para algum ¢ € {1,...,k}. Logo, p;R C pR e, por
(3.2), temos que pR = p;R. Além disso, também por (3.2), temos que
pip;R = p;p;R, para todo 4,5 € {1,...,k}. Portanto, sem perda de
generalidade, podemos supor que pR = pyR. Assim, [ = pl = pI
e entao pipe---pr € p1l. Conseqiientemente, pops---pr € I, 0 que

oo
contradiz a minimalidade de k. Portanto, () p"R = 0.
n=1

Mostraremos, por inducao, que C(pR) C C(p"R), para todo inteiro

positivo n. Seja ¢ € C(pR) e suponhamos que ¢ € C(p*R), para algum

k+1

inteiro positivo k. Considere r € R tal que cr € p**'R = RpF*!, entao

cr = sp*tl para algum s € R. Como p*™'R C p*R e ¢ € C(p*R),
temos que r € p*R = Rp”, ou seja, r = tp”, para algum ¢t € R. Assim,

k+1

ctp® = sp e entdo, pela regularidade de p”*, temos ¢t = sp. Mas,
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c € C(pR), logo t € pR e conseqiientemente r € p*™'R. Portanto,
c € C(p**'R).

iv) Sejam ¢ € C(pR) e a € R tais que ca = 0. Entdo, ca € 0 = ﬁ p"R.
Como C(pR) C C(p"R), para todo n, segue que a € p"R, parant:oldo n,
isto é, a € ﬁ p"R = 0. Logo, ¢ é regular a direita. Analogamente,
vemos que cng 1regular a esquerda.

V) E claro que ap"R C aR N p"R. Vamos mostrar a inclusao contraria.
Considere w € aR N p"R, entao w = ar = p"s, para alguns r,s € R.
Como a ¢ pR e C(pR) C C(p"R), para todo inteiro positivo n, temos
que a € C(p"R). Assim, r € p"R, ou seja, r = p"t, para algum ¢t € R.
Dai, w = ar = ap™ € ap”R e entao, aR N p"R C ap™R. Portanto,
aRNp"R = ap"R, para todo inteiro positivo n. O

E claro que o sistema multiplicativo D gerado pelos elementos primos de R
satisfaz a condicao de Ore. Além disso, sendo R um anel primo, os elementos
de D sao regulares. Entao, por (1.8), existe um anel de quocientes S de R
formado pela inversao destes elementos. Note que S[z] é o anel de quocientes

de R[x] com respeito a D.

Por (3.3) sabemos que todo ideal nao-nulo de R contém um elemento
primo; dai segue que S é um anel simples. Observe que, em (2.10), nao
foi necessaria a condicao de cadeia ascendente nem o fato que o ideal P era
primo para garantir que todo ideal primo P de S[x] é gerado por um elemento

central. Assim, o mesmo resultado é valido aqui para um ideal qualquer de

S|x].

Para concluirmos este trabalho provaremos que a classe dos anéis de fa-

toracao unica é fechada sob extensoes polinomiais.
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Teorema 3.5. Seja R um anel de fatoracao unica e x uma indeterminada

que comuta com os elementos de R. Entdo R[x] € um anel de fatora¢do unica.

Demonstracao. Como R é um anel de fatoracao tunica, temos que R é um
anel primo. Entao, por (1.17), R[z] ¢ um anel primo. Falta mostrar que
todo ideal primo nao-nulo de R[z] contém um elemento primo. Antes disso,
note que se p um elemento primo de R, entao pR[z| é um ideal primo de
Rlz]. Conseqiientemente, elementos primos de R sado elementos primos de
Rlz]. Além disso, os elementos do conjunto D sao elementos normalizantes

de R[z].

Seja P um ideal primo nao-nulo de R[z]. Se P ND # (), entdo P contém
um produto de elementos primos de R[z]| e portanto, contém um elemento

primo de R|x].

Suponhamos agora que P N D = (), entao D C C(P). Veremos neste
caso que o préprio ideal P é primo principal. Primeiro vamos mostrar que,
a extensao de P em S[z|, PS[z], é um ideal bilateral de S[z], isto é, que
Slx]P C PS[z]. Isto é trivial no caso Noetheriano, mas aqui daremos uma
prova direta usando caracteristicas especiais da situacao. Sejad € De f € P.
E suficiente mostrar que d~f € PS[z]. Como d é um elemento normalizante
de R[z] temos fd = dg, para algum g € R[x]. Assim, temos dg € P com
d e C(P). Logo, g€ Ped'f=gd! € PS[z].

Pelo que vimos acima, sendo PS[z] um ideal de S[z], temos PS[z] =
hS[z], para algum elemento central h de S[z|. Além disso, h = fd~!, para
algum f € Ped € D. Como d é um elemento normalizante de R[z] e h é
um elemento central de S[z], fR[z] = hdR[x] = R[x]hd = R[z|f. Seja r um
coeficiente nao-nulo de f. Por (3.4), para cada elemento primo p, existe um
inteiro positivo n tal que r ¢ p"R. Além disso, por (3.3), existe somente um

nimero finito de elementos primos nao-associados p de R tais que r € pR.
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Dai, segue que existem elementos primos py, ..., p, de R, nao necessariamente
distintos, tais que r = r'pips - - p,, para algum ' € R, com a propriedade
que nao existe elemento primo p de R tal que 7 € pR. Como r é um dos
coeficientes de f, podemos concluir que se p é um elemento primo de R, com
f € pR[z], entdo p é um associado de p;, para algum ¢ € {1,...,n}. Logo,
existem elementos primos wuq,...,u; de R tais que f = gujus---us, para
algum ¢ € R[z] com a propriedade que nao existe elemento primo p de R
com g € pR[z]. Como f e u; sdo elementos normalizantes de R[z], o mesmo
ocorre com g. Note que, como u; € D, para todo i € {1,...,t} e estamos
considerando P ND = (), temos u; € C(P). Entao, de gujus - - - u; € P, segue

que g € P, ou seja, gR[x] C P.

Assim, P contém um elemento normalizante g de R[z| com a propriedade
que nao existe elemento primo p de R tal que g € pR[x]. Completaremos
a prova mostrando que P C gR[z]. Seja h' € P, temos PS[z] = hS[z] =
fd7'S[z] = fS[z] = guius---uS[x] = gS[x]. Como W' € ¢S|[x], existem
elementos primos qi,...,q. de R tais que hWq1qo---qr = g¢’, para algum
¢ € Rlz]. Do fato que g ¢ qrR[z], temos g € C(gpR[z]). Além disso,
99" € qR[z]. Logo ¢ = f'q, para algum f' € R[z|. Conseqiientemente,
Raiqz- - qe—1 = gf’. Continuando deste modo, obtemos que h' € gR[x] e dai,
P C gR[z]. Portanto, P = gR[z] e a prova esta completa. O
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