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RESUMO

Este trabalho visa o uso da funcao de transferéncia, a qual relaciona
distribuicao de temperatura e fluxo de calor, na comparacao no dominio freqiiéncia,
entre o modelo de difusdo usual (parabélico) e um modelo ondulatério (hiperbdlico)
que inclue o efeito de propagacao do calor nao instantaneo, sendo avaliados os casos

de meio semi-infinito e finito.

Para o caso de meio semi-infinito, sao determinadas as expressoes para
as caracteristicas de amplitude e de fase, considerando tanto a abordagem parabdlica
quanto hiperbdlica. E observada a relacao entre estas duas abordagens, mostrando
que a abordagem parabdlica é uma caso particular da abordagem hiperbdlica, po-
dendo ser obtida através de um processo de limite envolvendo o tempo de relaxacao

T.

Para o caso de meio finito, sao determinadas as expressoes para as carac-
teristicas de amplitude de ambas as faces da placa unidimensional, considerando tan-
to a abordagem parabdlica quanto hiperbdlica. Estas expressoes sao transformadas
para a forma adimensional quando entdao sao deduzidas as expressoes correspon-
dentes das caracteristicas de amplitude. Mais uma vez, todos os resultados para o
caso parabolico podem ser determinados a partir dos resultados do caso hiperbdlico,

através de um processo de limite envolvendo o tempo de relaxacao 7.

Sao apresentados resultados numéricos referentes as caracteristicas de
amplitude, onde é apontada a existéncia de uma freqiiéncia limite, acima da qual a
diferenca entre os dois modelos, do tipo parabdlico ou hiperbdlico, aumenta rapida-
mente. Também é apresentada uma forma alternativa de calculo da distribuicao de

temperatura transiente que faz uso da funcao de transferéncia do sistema.
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ABSTRACT

TITLE: “USE OF TRANSFER FUNCTION IN HEAT CONDUCTION PROB-
LEMS WITH THE NON-FOURIER LAW”

This work has as its main objective uses the transfer function which con-
nect temperature distribution and heat flux, making a frequency domain comparison
between the usual diffusion model (parabolic) and a wave model (hyperbolic) which
includes the effect of non-instantaneous heat propagation, considering semi-infinity

and finite medium.

In relation to the semi-infinity case, the amplitude and phase char-
acteristics expressions are determined, considering both approaches parabolic and
hyperbolic. Is pointed the relation between this two approaches, showing that the
parabolic approach is a particular case of the hyperbolic, which is obtained by a

limit process involving the relaxation time 7.

In relation to the finite case, the amplitude characteristics expressions,
regarding the two faces of the one dimensional slab, are determined, considering
both approaches parabolic and hyperbolic. This expressions are changed to a non-
dimensional form when is obtained the corresponding expressions of the amplitude
characteristics. Once again, all the results regarding the parabolic approach can be
obtained from the hyperbolic approach results, also by a limit process involving the

relaxation time 7.

Are presented numerical results concerning the amplitude characteris-
tics, where is pointed the existence of a limit frequency as that frequency above
which the difference between the two models, parabolic or hyperbolic kind, increas-
es rapidly. Moreover, is presented a way of computing the transient temperature

distribution using the transfer function.
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1 INTRODUCAO

Um dos modelos mais usados da fisica matematica é o modelo de Fourier
para a conducao do calor em sélidos. Apesar de sua excelente concordancia obtida
entre a teoria e os experimentos, o modelo de Fourier possue varias anomalias
patoldgicas, a principal delas sendo a de que o modelo implica em uma velocidade

infinita de propagacao do calor [Maurer, 1969; Frankel el al., 1987].

Neste capitulo, este e outros comportamentos nao contemplados pela
equacao de difusao tradicional, sao estudados e discutidos apresentando-se a forma
modificada da lei de Fourier a qual conduz a uma formulacao hiperbélica da equagao

do calor, sendo a equacao de difusao um caso particular.

1.1 Difusao Térmica

E sabido que a equacao de difusao para o transporte térmico resulta de
duas consideragoes [Chester, 1963]: a primeira considera a equagao da continuidade
para o transporte de calor na auséncia de gradientes de densidade e pressao. Ela é

dada pela primeira lei da termodiamica na seguinte forma

oT
_ .a — 1.1
C o +V.-q=0, (1.1)

onde C = pc, representa a capacidade térmica por unidade de volume, p é a densi-
dade de massa, ¢ o calor especifico; T' representa a temperatura absoluta; q é o fluxo
térmico de calor; t representa o tempo, e V é o operador gradiente espacial. A segun-
da consideracao diz respeito a equacao fenomenoldgica de Fourier da condutividade

térmica para o fluxo de calor em um sélido, dada por

q=-KVT, (1.2)
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onde K representa a condutividade térmica de uma material especifico. Se a equacao
(1.1) é combinada com a equagao (1.2) o resultado serd a equagao de difusao, dada
por

aT

— —a VT = 1.
Y aV 0, (1.3)

onde a = K/C, é a difusividade térmica.

1.2 Equacao de Fourier Modificada

O trabalho apontado como o primeiro a abordar o carater ondulatério
da propagacao do calor foi o de Maxwell, 1867, o qual apresentou uma relacao para
o fluxo de calor que inclui pressao e variagoes da densidade espacial e que pode
ser derivada da teoria cinética no caso de um gas ideal. Apesar disso Mazwell nao
percebeu que a difusao esta associada com velocidades finitas de propagacao [Joseph
e Preziosi, 1989] e desconsiderando o tempo de relaxacao, por sua pequena magni-
tude, afirmou que “a taxa de condugao se estabelecera rapidamente” [Chester, 1963].
Certamente ele estava certo com relagao ao problema por ele abordado na ocasiao.
Apés este trabalho alguns pesquisadores [Onsager, 1931; Tisza, 1938; Peshkov, 1944]
apontaram o carater aproximado da lei de Fourier para descricao do processo de
condugao, sendo derivada uma equagao da onda para o calor [Tisza, 1938] e denom-
inada de “segundo som”, empregando hélio liquido . Porém foi Cattaneo, 1948 e
1958, que propos a primeira teoria matemética explicita para corrigir as propriedades
inaceitaveis da teoria da difusao do calor de Fourier. De forma independente, Ver-
notte, 1958, também propos um modelo ondulatorio amortecido para a conducao do

calor em sélidos.

A equagao de difusao tem a propriedade de que um pulso de calor
aplicado a superficie de um corpo é imediatamente sentido em todas as partes do
corpo, nao importando a distancia. Assim diz-se que a velocidade de propagacao

¢ infinita. Usando argumentos da teoria cinética dos gases, Cattaneo derivou a
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equacao para o fluxo de calor q na forma

atr 0= KT (1.4)

onde 7 é o tempo de relaxacao. Cabe salientar aqui que em ambos os trabalhos de
Cattaneo, as modificacoes da lei de Fourier foram obtidas teoricamente tendo sido

derivadas somente para gases ideais.

Em relagao ao significado fisico da equagao (1.4) pode-se dizer que ela
declara a existéncia de um tempo de acumulacao finito para entao haver o inicio da
corrente térmica, uma vez que um gradiente de temperatura tenha sido imposto a
uma superficie. Em outras palavras, o fluxo de calor nao inicia instantaneamente
mas cresce gradualmente com o tempo de relaxacgao 7, o qual é definido como o tempo
necessario para a acumulagao da energia térmica requerida para a transferéncia
propagativa para um elemento adjacente da estrutura interna. Por outro lado, se
um gradiente térmico é repentinamente removido, ha um atraso no desaparecimento
da corrente de calor, o que é contemplado pela equagao (1.4) e nao pela equagao (1.2).
Esta caracteristica também foi observada por Morse e Feshbach, 1953 onde afirmam
que deve-se assumir a equacao da difusao como correta somente apds decorrido
um tempo suficientemente longo. Este tempo depende naturalmente da velocidade
de propagacao do calor, o qual por sua vez depende do livre caminho médio das
moléculas. Dependendo do tipo e caracteristica do material o valor de 7 é diferente,
assumindo, para substancias homogéneas, valores de 10719 a 1078 s para gases, e de
10712 2 10719 s para liquidos e sélidos dielétricos [Kaminski, 1990], embora diferentes

valores possam ser encontrados na literatura [Weymann, 1967].

Diferentes abordangens foram aplicadas na busca de uma teoria que
melhor modelasse a caracteristica ondulatéria do calor, sendo Chester, 1963, o
primeiro a relacionar a equagao hiperbdlica de Cattaneo (gases) e Vernotte (sélidos)
com a idéia sobre o segundo som (liquidos), quando entdo declara-se que o segun-

do som surgird em qualquer material que possa ser modelado como um phonon,
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incluindo alguns sélidos bem como o hélio liquido. Sobre o segundo som também
é dito que uma onda térmica representa o mesmo fenémeno microscopico, seja em
hélio liquido ou em sélidos. Uma onda térmica é a propagacao de uma perturbagao
em uma densidade de phonons. Assim, tal onda deve sempre propagar-se com uma

velocidade relacionada a velocidade do som (phonon) vy.

1.3 Ondas Térmicas

Para derivacao da nova forma da equacao diferencial para a propagacao
do calor, se ao contréario de empregar a equagao (1.2) em combinagao com a equagao

(1.1) empregar-se a forma mais “exata” (1.4), o resultado obtido serd

O°T T ,

onde T" agora obedece uma equacao da onda dissipativa, também conhecida como

equacao do telégrafo.

Nota-se que a equagao (1.5) resolve o dilema da propagagao infinita de um sinal
térmico. De fato esta equacao prediz um limite superior para uma velocidade finita

de propagacao deste sinal. A velocidade limitante a, é dada por

a:\/gz\/g. (1.6)

Observa-se também que para o caso limite de 7 — 0, a equagao (1.5) coincide com
a equacgao de difusao classica (1.3), o que conduz a uma velocidade de propagagao
infinita. Outra forma de encarar a forma hiperbdlica da equagao do calor, é a de
que ela remove a necessidade de um gradiente de temperatura infinito na fronteira

quando o tempo tende a zero.

Uma vez definida a nova forma da equacao diferencial para a propa-

gacao do calor, deve-se destacar em que classe de problemas esta nova formulagao é
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empregada. A idéia basica é que deve ser aplicada a problemas onde a formulagao
difusiva notadamente nao descreve o comportamento fisico, em problemas nos quais
efeitos inerciais de tempo muito curto sao relevantes. Isto acontece em situacoes
envolvendo altas taxas de transferéncia de calor em curtos espagos de tempo, tem-
peraturas muito baixas (1° a 2° K), irradiagao eletromagnética de alta intensidade
[Yue e Lee, 1989], aquecimento intenso de sélidos por meio de impulsos laser de alta
amplitude e curta duragao, rdpido fluxo de calor em meios rarefeitos [Golebiowski
e Jordan, 1993], quando do uso de fontes de calor como laser e microondas com

duracao extremamente curta e freqiiéncia muito alta [Tang e Araki, 1996].

Cronologicamente muitos outros trabalhos poderiam ser individualmente
citados, porém serao referidos apenas os diferentes campos nos quais tais traba-
lhos estao focados: tedricos [Maurer, 1969; Swenson, 1978; Ozisik e Tzou, 1994],
mateméticos [Weymann, 1967; Bubnov, 1976; Luikov et al., 1976; Vick e Ozisik,
1983; Ozisik e Vick, 1984; Frankel et al., 1987; Glass et al., 1987; Gembarovic e
Majernik, 1988; Yuen e Lee, 1989; Tang e Araki, 1996], computacionais [Wiggert,
1977; Pulvirenti et al., 1998; Honner, 1999], e experimentais [Greenstein et al., 1982;
Kaminski, 1990; Guillemet et al., 1997]. H4 abordagens tedricas baseadas em teo-
ria cinética, dinamica molecular, termodinamica, e “chutes” dirigidos baseados em
equacoes com propriedades que acredita-se serem desejaveis. Ha muitos trabalhos
tedricos dedicados a predizer condigoes de temperatura e freqiiéncia para as quais
ondas de calor possam ser observadas. E nesta ultima classe que este presente

trabalho se encaixa.

Além dos trabalhos citados acima, mais recentemente, alguns outros
tém mostrado que mantém-se a busca pela confirmagao do uso da forma hiperbdlica
da equagao do calor como a melhor abordagem a determinadas situacoes fisicas.
Podem ser citados trabalhos na drea de métodos analiticos [Marciak-Kozlowska et
al., 2001] ou experimentais [Jiang et al., 2001; Herwig e Beckert, 2000]. Ainda,

novas abordagens numéricas [Jiang e Liu, 2001] e analiticas [Lewandowska, 2001;
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Reis et al., 2000; | foram propostas na busca da solugao da equagao hiperbdélica do
calor. Salienta-se o trabalho de Cho e Juhng, 2000, que além de apresentar um novo
método de solucao, que emprega a transformada de Fourier seno para solucao do
problema de conducao nao-Fourier, ainda é apresentada uma andlise baseando-se

nas amplitudes e fases do fluxo de calor em diferentes freqiiéncias.

1.4 Abordagem Através da Funcao de Transferéncia

Observa-se que na literatura a andlise da dinamica da transferéncia
do calor em sistemas semi-infinitos e finitos tem sido feita considerando apenas o
dominio tempo. Entretanto é possivel obter uma visao qualitativamente diferente
do fenomeno através da analise no dominio freqiiéncia. Através do uso de funcoes de
transferéncia definidas apropriadamente, as caracteristicas espectrais do sistema po-
dem ser determinadas. Estas caracteristicas auxiliam na andlise de varios sistemas
e muito freqiilentemente constituem a melhor descri¢ao fisica possivel [Golebiowski
et al., 1993]. Em alguns casos, através destas caracteristicas, é possivel obter infor-
macoes sobre qual o melhor modelo de propagacao do calor a ser adotado (difusivo

ou ondulatério) na modelagem de um problema.

A funcao de transferéncia de um sistema de equacoes diferenciais linea-
res invariantes no tempo € definida como a relagao entre a transformada de Laplace
da saida (funcéo resposta) e a trasformada de Laplace da entrada (fungao excitagao)
sob a hipotese de que todas as condigoes iniciais sejam nulas. Usando o conceito de
funcao de trasferéncia, é possivel representar a dinamica do sistema pelas equacoes

algébricas em s [Ogata, 1993].

A aplicabilidade do conceito de funcao de transferéncia é limitada aos
sistemas de equacoes diferenciais lineares invariantes no tempo. O método das

funcoes de transferéncia, no entanto, é extensivamente usado na analise e no projeto
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de tais sistemas. A seguir é apresentada uma lista de importantes caracteristicas

referentes a funcao de transferéncia:

1. A funcao de transferéncia de um sistema é um modelo matematico
em que ela constitui um método operacional de expressar a equacao

diferencial que relaciona a variavel de saida a varidvel de entrada.

2. A funcao de transferéncia é uma propriedade de um sistema em si,
independente da magnitude e da natureza da entrada ou funcao de

excitacao.

3. A funcao de transferéncia inclui as unidades necesséarias para relacionar
a entrada a saida; no entanto, ela nao oferece qualquer informacao

concernente a estrutura fisica do sistema.

4. Se a fungao de transferéncia de um sistema for conhecida, a saida ou
resposta pode ser estudada para varias formas de entradas com vistas

ao entendimento da natureza do sistema.

5. Se a funcao de transferéncia de um sistema for desconhecida, ela pode
ser estabelecida experimentalmente introduzindo-se entradas conheci-
das e estudando-se a saida do sistema. Uma vez estabelecida, uma
funcao de transferéncia da uma descricao completa das caracteristicas

dinamicas do sistema, conforme distintas de sua descrigao fisica.

Assim, de uma forma geral, para um sistema qualquer, a funcao de transferéncia é

dada por
L[saidal

K(s) = 299
(5) L[entradal CI nulas ’

(1.7)

onde para o caso em que serd aplicada, “saida” sera representada pela grandeza T
(temperatura), e “entrada” serd representada pela grandeza ¢ (fluxo de calor). Desta
forma, o presente trabalho tem como objetivo apresentar a utilizacao da funcao de

transferéncia, através de suas amplitudes caracteristicas no dominio freqiiéncia, na
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identificagao da freqiiéncia limite, acima da qual o modelo ondulatorio de propagacao
do calor é o mais adequado. Além disso, apresentar uma forma alternativa de
determinacao da distribuicao de temperatura transiente, através do usa da funcao

de transferéncia.

Apesar da funcao de transferéncia ser uma ferramenta de grande po-
tencial, podendo ser aplicada a diferentes tipos de sistema (mecanico, térmico, etc),
o seu emprego estd limitado a alguns fatores. Como salientado anteriormente, o
seu uso € limitado a sistemas invariantes no tempo e, além disso, ela é definida
sob a hipodtese do sistema possuir condigoes iniciais nulas. Embora a funcao de
transferéncia possa ser utilizada para uma analise no dominio freqiiéncia do sistema
aqui estudado, empregando-se a resposta em freqiiéncia; dependendo da forma da
entrada e da sua conseqiiente transformada de Laplace, a expressao obtida para a
funcao de transferéncia pode ser tal que a sua inversao nao ¢ trivial, podendo ser ex-
tremamente complexa. Neste caso, a determinagao da distribuicao de temperatura
transiente, através do uso da funcao de transferéncia, torna-se um problema tao ou

mais dificil que a solucao analitica direta da forma modificada da equagao do calor.

A seguir é feita uma breve descricao dos tépicos abordados em cada um dos capitulos

que formam este trabalho.

No capitulo 2 é abordado o caso de meio semi-infinito, onde é apre-
sentado o calculo da funcao de transferéncia para o caso difusivo e para o caso
ondulatério. Sao apresentados os calculos das caracteristicas de amplitude e de fase
para cada uma das formas da equagao de propagagao do calor. Fechando o capitulo
é apresentada a forma com que o perfil de temperatura para um meio semi-infinito

é determinado, em termos da funcao de trasnsferéncia.

No capitulo 3 é abordado o caso de meio finito, onde é apresentado o
calculo da funcao de transferéncia para o caso ondulatorio. Sao abordados alguns

casos especiais de transmissao na placa onde entao é apresentada uma deducao
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da funcao de transferéncia para os casos semi-infinito e difusivo finito, a partir do
caso ondulatério finito. Também sao apresentados os calculos das caracteristicas
de amplitude, porém agora de uma forma adimensional, para os casos ondulatério e
difusivo. Fechando o capitulo é apresentada a forma com que o perfil de temperatura

para um meio finito é determinado, em termos da fungao de trasnsferéncia.

No capitulo 4 sao apresentadas algumas simulagdes numéricas efetu-
adas utilizando as caracteristias de amplitude de cada um dos casos abordados nos

capitulos anteriores, meio semi-infinito e meio finito.

No capitulo 5 é apresentada uma aplicacao analitica da funcao de trans-
feréncia, onde ¢ determinada a distribuicao de temperatura transiente para o caso

de meio semi-infinito.

Para finalizar, no capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes pertinentes

ao trabalho.



2 SOLUCAO ALTERNATIVA PARA MEIO SEMI-INFINITO

Neste capitulo é apresentado o célculo da funcao de transferéncia para
os casos difusivo e ondulatério, considerando um sélido semi-infinito com campo de
temperatura T'(x,t) e excitado por um fluxo externo de calor ¢o(t). Sdo também
apresentados os calculos das caracteristicas de amplitude e de fase para cada uma
das formas da equagao de propagacao do calor. Finalizando, é apresentada a forma
com que o perfil de temperatura para um meio semi-infinito é determinado, em

termos da funcao de trasnsferéncia.

2.1 Problemas Dinamicos de Fluxo de Calor

Para o cédlculo da fun¢ao de transferéncia de um sistema aplica-se a sua

definicao na seguinte forma

|

B (z,s)
=) 21)

onde L£{q(t),t — s} = Qo(s) é a transformada de Laplace do fluxo de calor superficial

K(x,s)

qo(t) (sinal de entrada) e L{T(z,t),t — s} = T(x,s) é a transformada de Laplace

de uma temperatura 7'(x,t) em um ponto de coordenada x (sinal de saida).
A determinacao da fungao de transferéncia - equagao (2.1) - do sistema
considerado é conveniente pelas seguintes razoes:
1. as propriedades dinamicas do semi-espaco serao determinadas indepen-

dentemente da forma do fluxo de calor aplicado ao meio semi-infinito;

2. os valores da funcao de transferéncia nos eixos imaginéarios definem as

caracteristicas de amplitude

Az, w) = |K(z,iw)|, (2.2)

10
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e caracteristicas de fase do sélido semi-infinito

¢(r,w) = arg K(z, iw);

11

(2.3)

3. o teorema da Convolucao de duas funcoes tornara possivel determinar

a resposta do semi-espaco em relacao a entrada de um forma conhecida

do fluxo de calor gy(t),

1= [ (e m) aolt — )

onde L{k(x,t),t — s} = K(x,s).

2.2 Dinamica do Fluxo de Calor Ondulatério

(2.4)

A equacao para o semi-espaco é obtida considerando a forma unidimen-

sional da equagao (1.5),

OPT(x,t)  OT(x,t) O*T(x,t)
N T A

Além disso, para o caso unidimensional, da equagao (1.4), tem-se

T (z,t) T@q(x, t)

O campo térmico no meio semi-infinito é excitado pelo fluxo de calor

Q(0>t) = qo(t>7 t>0.

(2.7)

Devido a exigéncia da temperatura no infinito ter que ser limitada, a segunda con-

di¢ao de contorno ¢é assumida através do seguinte limite,

lim T'(x,t) =0, t>0.

r—00

(2.8)
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Considerando a definicao da funcao de transferéncia, é necessario introduzir con-
digoes iniciais nulas com relagao ao fluxo de calor, temperatura e a taxa de variacao

da temperatura, obtendo-se:

q(z,0) = 0 (2.9)
T(z,0) = 0 (2.10)

0T (x,t) B
e 0, z>0. (2.11)

O problema dado pela equagao (2.5) sera resolvido através da aplicagao
da transformada de Laplace na forma L{f(x,t),t — s} = F(z,s). Primeiramente a

transformada serd aplicada na equagao para o fluxo de calor (2.6). Assim,

c {Taqgi’ t) } b i@ )} = L {—KaTg;’ ”} |

Sabendo que
ﬁ{ﬂ} — SF(s) — f(0);
£{d2_f} — $F(s) - sf(0) — £(0);

tem-se

T [sQ(x, s) — q(z,0)] + Q(z, s) = —K{%C{T(Lt}}.

Aplicando a condicao inicial para g(x,t) obtém-se:

Qz,s)[L+7s] = —K—dT;i’S) =
dT(z,s) (1478 Q. s) (2.12)

dx N K
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Como

9(0,1) = qo(t) = L{g(0,1)} = L{g®)} = Q(0,5) = Qo(s),
e assumindo x = 0 em (2.12), vem

dT(0,s)  (1+47s)

T = @ls) (2.13)

Agora, aplicando a transformada de Laplace na equagao (2.5), vem

2 . _ T(x,t
aa—ﬁ {T(x,t)} = sT(x,s) — T(x,0) + 7 |s°T(z,5) — sT(x,0) — oz, t) :
0x? ot |,

Aplicando as condigoes iniciais, obtém-se

d?T(z,5) -

—z = sT(x,s) + 15T (z,s) =

-
L, dT@s)  sUH79) (2.14)

d x? o

Busca-se agora a solucao de uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem.

A solucao, na sua forma geral, é dada por
T(x,s) = A(s)eM” + B(s)e™”,

onde A\; e Ay sao obtidos através da solucao de

\2 s(1+7s)
a

=0,
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obtendo-se
N EEaT
«
(2.15)
N — 3(1—1—7'5).
o

Substituindo estes resultados na forma geral da solugao, vem

T(z,s) = A(s) exp {— @ x} + B(s) exp{ sd+s) x} . (2.16)

o
Com o objetivo de assegurar uma solucao fisica factivel (temperaturas positivas),
considerando a parte real positiva do expoente, sao tomados valores de s tal que

s(1+7s)
a

Re > 0. (2.17)

Aplicando a transformada de Laplace na condi¢ao de contorno (2.8) e tomando o
limite, vem

lim T(z,s) =0 = B(s) =0. (2.18)

Tr— 00

Desta forma a solugao reduz-se a

Tz, s) = A(s) exp {— s +7s) x} | (2.19)

«

Agora, calculando a primeira derivada em relacao a x, vem:

dT(z,s) _ —A(s) s(lzm) eXP{_ s(L+7s) x} (2.20)

dx Q
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Avaliando-se (2.20) em x = 0 e usando o resultado de (2.13), vem:

(1+7s) B s(1+7s)
a Qo(s) = —A(s) T a
A(s) = YT\ [T g ), (2.21)

A forma final da solucao fica:

T(x,5) = \/g s+l Qo(s) exp {— sl +7s) x} . (2.22)

S «

Tendo em vista a definicdo da Fungao de Transferéncia, dada pela equagao (2.1),

entao para o caso da dinamica ondulatoria, tem-se:

Ky(z,s) = \/g s+ exp{— Mm} (2.23)

S «

Fazendo uso da velocidade de propagacao das ondas de calor, definida pela equacgao

(1.6) como a = y/a/T, a equagao (2.23) fica:

Ko(z,s) = \/g sHUT exp{—gx/s(s—l—l/ﬂ } (2.24)

S

2.2.1 Calculo das Caracteristicas de Amplitude

Da defini¢ao das caracteristicas de amplitude, dada pela equagao (2.2),

tem-se

Ap(z,w) = |Ky(z,iw)|,



2.2.1 Calculo da Amplitude Caracteristica

e usando o resultado de (2.24), tal grandeza é calculada através de

Ay(z,w) = \/_ Zw—i.—wl/T p{—g iw(z’w—l—l/ﬂ}‘
_ Zw+1/7' (zw—f—l/T)H

Avaliando cada um dos fatores separadamente:

_\/OZT
= K ,

[ 1 \ 1
— === =
‘ wTZ +w27'2’
L —w2+i—w]}.
a T

Tomando agora apenas o argumento da exponencial do tltimo fator, tem-se:

T ) W
- —Ww _|_ -
a T

Escrevendo o nimero complexo, interno a raiz, na sua forma polar, obtém-se:

var
K

Jiw+1/7
W

‘exp {—g iw(iw +1/7) H = exp {Re

Re

— Re H\/Qm} .

Re [_g\fgm} — Re {—2\/%\/\/m ew] ,

onde ¢ = arctan[—1/(wT)].

Re H\@Wm ] ~ Re [__\ﬁmg] _

= Re [—2\/§\4/w272+ 1 (cos%%—isen g)] )
T

16
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e assim

/ 0 0
Re {_f £\4/cu27'2+1 (0085 4 7 sen —)1 = —zw 1+ coSs —.
a\l T

2 a w272 2

Fazendo uso do resultado (1.2) apresentado no apéndice (I), tem-se:

x 4/1_1_ 1 0 x 4/1+ 1 1[7r+acta ( )]
——w COS — = ——w cos — |— rctan(wr)| .
a w272 2 a w272 212

Desta forma, para o ultimo fator obtém-se:

exp {Re

Portanto a expressao para a caracteristica de amplitude fica determinada, sendo

r o, 14 1 7T+1 tan(wr)
= ——w cos | — + — arctan(w )
w2T2 2 4

T
a

T a 4

escrita como:

V 1 1 1
Ay(z,w) = % 1+ 33 OXP {—gw 1+ 22 €08 [% + 3 arctan(wT)] } :

(2.25)

2.2.2 C(Cldlculo das Caracteristica de Fase

Da definigao das caracteristicas de fase, dada pela equacao (2.3), tem-se

Ow(r,w) = arg Ky (zr,iw),

ou

(2.26)

Im [Ky(z, iw)] } ‘

¢w(r,w) = arctan { Re [Ko(z, iw)]
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Os fatores de K, (x,iw) serdo modificados afim de facilitar o célculo de ¢, (z,w),

portanto de (2.24) vem:

(i) = YO w+ 1/7 exp {2 \/iuliw 1 1/7) ).

1w

Primeiramente tomando o segundo fator, tem-se:

iw+1/7

1 l
— o\ J14+—— =1 =
w WwT wT

Escrevendo o niimero complexo, interno a raiz, na sua forma polar, obtém-se:

1 1 4 1 i9
— VT —1 = = w2r2 4+ 1 e = — Vw22 +1¢€'2 |

onde 6 = arctan[—1/(wT)].

Para o terceiro fator tem-se:

T x w T Jw -
exp {——\/@'w(iw +1/7) } = exp {——ﬁ [—w? + —i } = exp {——, [ = Vi—wT } :
a a T a\l T
Escrevendo o nimero complexo, interno a raiz, na sua forma polar, obtém-se:
-0
exp {_:cﬂ 12 Vi —wT} = exp {_x”w \V Vw22 + 1 e } = exp {_m”w Vw22 +1e'2 } :
a\l T a\l T a\l T

onde § = arctan[—1/(wT)].

Agora, reescrevendo K, (r,iw), tem-se:

>

B

Ky(z,iw) =

1 P 1Q
% Vw272 + 1 ¢'2 -exp{—z\/g{l/w%z—{—le?}
a\ T

§
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ou

szw

+ 0 Tz 14+ 1 0 w 0
isen — | -exp{ ——w ——(cos= +isen — )
K w2 2 P a w272 2 2

Definindo v = /1 +

w27'2’ obtém-se uma forma simplificada para K, (z,iw):

Ky(z,iw) = K fy

4 x 0 . 0
Ky(z,iw) = 7 cos — + isen — | - expq —— w7y cos 3 + 7 sen 5)
a

T 0 T 0 .
Cos—+zsen - exp ——wfycosé - exp [ —— wy sen 51 ,
a a

B

. 0 . 0 x 0
Ky(z,iw) = Tl COS§+ZSGH§ rexp | ——wycosg X

T 0 ) T 0
X [cos| —wysen — | —isen | —w~ysen — ||,
a 2 a 2

K (1’ ZW) = T e —fw COSQ COSs g COSs fw Sellg +Sen g sen Ew Seng +
W\ I0) = TR WP | T @ €085 2 P 2 a7y
v oilsen (8 cos (Fwrsen 2 —cos(? z o senl

i|sen(g ) cos{—wysen g s( g )sen| - wyseng ,

K ( ) ) aT T 0 " 0 =x 0 w 0 =x 0
wl’,lw = ex — W COS — COS - — — W Sen— rsen| —— —w Se1n — s
K P T w08, 9 g7y R )

Desta forma K, (x,iw) tem suas partes real e imaginéria bem definidas, e da equagao

(2.26), a caracteristica de fase é escrita como

o) = aretan { T anctan {tan (5 - Zwyseng ) | (221
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onde # = arctan[—1/(w7)]. Entretanto, usando o resultado (I.2) que fornece

0 = % + arctan(wr), obtém-se

1 1 1 1
Ow(T,w) = ) arctan (E) — gw \/1+ 2.3 Sl [% + 5 arctan(wr)| . (2.28)

2.3 Dinamica do Fluxo de Calor Difusivo

O fluxo de calor difusivo é um caso limite do fluxo ondulatério quando
o tempo de relaxacao térmica tende a zero; isto é, 7 — 0. Quando isso acontece
a velocidade de propagacao da onda, a = /«/7, torna-se infinitamente grande e o
termo responsével pela caracteristica ondulatéria do calor, na equagao (2.5), desa-
parece. Neste caso recai-se no modelo classico de transmissao de calor, puramente

difusivo. Assim, a equagao (2.5) passa a ser escrita como

N T (x,t)  OT(x,t)

2.29
Ox? ot 7 (2:29)
a qual advém da lei de Fourier,
I (z,1t)
t)=—-K——=. 2.30
q(z,t) e (2.30)

Também para o caso difusivo, o campo térmico no meio semi-infinito é excitado pelo
fluxo de calor

g(0,1) = qo(t), t>0. (2.31)

Mais uma vez o papel da segunda condicao de contorno é assumida através do
seguinte limite

lim T(z,t) =0, t>0. (2.32)

Tr—00
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Novamente introduz-se as condigoes iniciais com relacao ao fluxo de calor, tempe-

ratura e a taxa de variacao da temperatura:

q(z,0) = 0 (2.33)
T(z,0) = 0 (2.34)

0T (x,t)
| 0, =>0. (2.35)

O problema dado pela equacao (2.29) também sera resolvido através
da aplicagdo da transformada de Laplace na forma L{f(z,t),t — s} = F(z,s).
Primeiramente aplicando a Transformada de Laplace na equacao para o fluxo de

calor (2.30), obtém-se

L{q(z, )} =L {—KM} :

ox
Portanto
Qr,s) = ~K-LL{T(x,1)} =
x,8) = 5 x,
dT(z,s) 1
e - & Q(z, s). (2.36)
Como

9(0,8) = qo(t) = L{q(0,1)} = L{q(t)} = Q(0,5) = Qo(s),

entdo, assumindo z = 0 em (2.36) vem

dT(0,s) 1

PP Qo(s). (2.37)
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Agora, aplicando a transformada de Laplace na equagao (2.29), vem

2

a —_—
ox?

LA{T(z,t)} = sT(x,s) — T(z,0).

Aplicando as condicoes iniciais, vem

d*T —
# =sT(z,s) =
d¥T(x,s) 5 =

Busca-se agora a solucao de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem.

A solugao, na sua forma geral, serd dada por
T(z,s) = A(s)eM® + B(s)eM”,

onde A\; e Ay sao obtidos através da solucao de

S

N — = =0,
o
obtendo-se

)\1 = - ﬁ?

o

(2.39)
N = 42
«a

Substituindo estes resultados na forma geral da solucao, vem

T(z,s) = A(s) exp {—\/g x} + B(s) exp {\/g x} , (2.40)
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Novamente, com o objetivo de assegurar uma solugao fisica factivel, considerando a

parte real positiva do expoente, sao tomados valores de s tal que

Rel f} > 0. (2.41)

«

Aplicando a transformada de Laplace na condigao de contorno (2.32) e tomando o
limite, vem

lim T(z,s) =0 = B(s) =0. (2.42)

T— 00

Desta forma a solugao reduz-se a

T(z,s) = A(s) exp {—\/g x} . (2.43)

Agora, calculando a primeira derivada em relacao a x, vem:

T80 % ) 2

Avaliando-se (2.44) em x = 0 e usando o resultado de (2.37), vem:

1
2 Qo) = —A(s)

S
«

ou

(2.45)

T(x,s) = Q;gs) \/g exp {—\/g x} . (2.46)
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Tendo em vista a definicdo da Fungao de Transferéncia, dada pela equagao (2.1),

entao para o caso da dinamica difusiva, tem-se:

Ku(z,s) = % ® exp {—\/g ac} | (2.47)

Observa-se que um caminho alternativo, bem mais direto, para chegar-se a este
mesmo resultado seria tomar o limite quando 7 — 0 na expressao final de K, (z, s)
dada por (2.24), isto é

Ky(x,s) = 71_111(1) Ky(z,s). (2.48)

Para este cdlculo, a forma de K, (z,s) serd modificada afim de facilitar a tomada

do limite. Assim, de (2.24), tem-se

Ky(x,s) = \/_ s+1/T Xp{—g 5(5—1—1/7’)}.

S

Levando-se em consideracao a definigdo da velocidade de propagacgao a = /a/T,

1
Ko(z,s) = \/75 st exp{_
S

vem

T 5, S
i
va/t T

2
Ky(z,s) = \/_ 7‘+—-exp{—x ST+8}.

ou

(67

Agora, aplicando o limite definido na expressao (2.48), tem-se

7—0 «

2
Kd(m,s)zlin%Kw(ac,s) —lim{\/_ T+— - exp [—x TS

Ky(z,s) = % % exp {—\/g x} , (2.49)

que ¢ idéntica a expressao (2.47).

do qual obtém-se



25

2.3.1 Calculo da Amplitude Caracteristica

2.8.1 Cllculo das Caracteristicas de Amplitude

Pela definigao das caracteristicas de amplitude, dada pela equagao (2.2),

define-se caracteristica de amplitude para o caso difusivo como
Ad(z,w) = |Kq(z,iw)], (2.50)

onde tal grandeza é calculada através de

Ag(z,w) = ‘\/?&\/% exp{— %x}

_ Ya 1|1 W
= T 7| [ty

Portanto,
1 |« w
A = — /- - i O
alww) = % \/; eXp{ “\ 24 }

(2.51)
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Assim como para a funcao de transferéncia, a caracteristica de amplitude para o
caso difusivo também pode ser obtida a partir da caracteristica de amplitude do

caso ondulatério através do limite quando 7 — 0; isto é,

Ag(z,w) = lim A, (z,w). (2.52)

T—0

Para este célculo, a forma de A, (z,w), dada por (2.25), serd modificada afim de

facilitar a tomada do limite. Assim,

vart 1 x 1 m 1
Ay(z,w) = - 1+ 3 P {_Ew 1+ 35 Co8 [Z + 5 arctan(wT)} } :

Levando-se em consideracao a definigdo da velocidade de propagacgao a = /a/T,

vem

Aw(z,0) = % \/ (1 + 21¢2> exp {—:L\/i w272 cos { - arctan(wT)l } ,

ou

1 1
Ay(z,w) = \/?_ \/ 72 —i— — - exp {—%w /T2 3 Cos {% + 3 arctan(wr)] } .

Agora, aplicando o limite definido na expressao (2.52), tem-se

1 1 1
Ay(r,w) = llf(l) [g /72 + 2 exp {—%w \4/ T2+ e coS [% + 3 arctan(wT)l }] )

da qual obtém-se

i e en ()
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2.3.2 Célculo da Fase Caracteristica

1 w
Ay(z,w) = e \/; exp {—x o

que é idéntica a expressao (2.51).

(2.53)

ou

2.3.2 Cllculo das Caracteristicas de Fase
Pela definigao das caracteristicas de fase, dada pela equagao (2.3),

define-se caracteristica de fase para o caso difusivo como
(2.54)

da(z,w) = arg Ky(z,iw),

Os fatores de Ky(z,iw) serao modificados afim de facilitar o calculo de ¢q4(z,w),

portanto de (2.47) tem-se:
: Va 1
Ky(x,iw — —— ex

Primeiramente tomando o segundo fator, tem-se:

Para o terceiro fator, tem-se:
w w W
exp {—x — } = exp {—x —\/Z} = exp{—x\/ie“L
« o «
Z_
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Agora, reescrevendo Ky(z,iw), tem-se:

Kd(x,iw)—% w-exp{ \/;—zx[}
Kd(x,iw)—g%~exp{—x %}~exp{—i(4+x\/g)}

0

M:n

ou

Como Ky(z,iw) estd na forma polar, |K4(z,iw)| e, onde 6 é o argumento, entao

tem-se
s w

T, W)= ———T4/—. 2.55
pa(z,w) 1 70 (2.55)
Assim como para a caracteristica de amplitude, a caracteristica de fase para o caso

difusivo também pode ser obtida a partir da caracteristica de fase do caso ondu-

latério, através do limite quando 7 — 0; isto é,

Ga(z,w) = lim ¢y (7, w). (2.56)

T7—0

Para este cédlculo, a forma de ¢, (z,w), dada por (2.28), serd modificada afim de

facilitar a tomada do limite. Assim,

1 1 1 1
Ow(T,w) = —3 arctan (E) - %w 1+ 2.3 el [% + 5 arctan(w 7)} :

Levando-se em consideracao a definigao da velocidade de propagacgao a = /a/T,

vem

ot Lantan (1) [T

sen { = arctan(w 7')} ,
ou

sul.) — L asctan (2 v o 1 ™ L)
w(t,w) = —=arctan | — | — —=w /72 + — sen |— + —arctan(w ) | .
2 wT Va w? 4 2
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Agora, aplicando o limite definido na expressao (2.56), vem

bd ZE,Q))—TIL% 5 arctan | — ﬁw\/T —|—Esen 4 T A an(w T )

onde obtém-se

ou

(2.57)

que ¢ idéntica a expressao (2.55).

2.4 Forma Alternativa para Solugao de 7T'(z,t)

Da equagao (2.1) sabe-se que

e uma vez determinada a fungao de transferéncia K, (z,s) ou Ky(z,s), o calculo
da distribui¢ao de temperatura transiente T'(x,t) pode ser feito de maneira simples.
Utilizando a informacao da fungao de transferéncia e a forma transformada do fluxo
de calor de excitagao, Qo(S), e aplicando-se a transformada inversa de Laplace, é

feita a passagem do dominio s para o dominio temporal. Assim,
T(x,t) =L {T(z,s)} = L7 {K(z,5)Qo(s)}, (2.58)

onde, dependendo da forma das fungoes K (z, s) e Qo(s), pode-se aplicar o teorema
da convolugao, conforme definido na equacao (2.4), para obtencao da solugao do

problema, como serd apresentado no capitulo 5.



3 SOLUCAO ALTERNATIVA PARA MEIO FINITO

Neste capitulo é apresentado o célculo da funcao de transferéncia para
os casos difusivo e ondulatério, considerando uma placa unidimensional finita, com
campo de temperatura T'(z,t) e excitado por um fluxo externo de calor ¢, (t) na face
esquerda e um fluxo externo de calor ¢5(t) na face direita. Sao também apresentados
os calculos das caracteristicas de amplitude considerando a forma adimensional das
funcoes de transferéncia, para os casos ondulatério e difusivo. Finalizando, é apre-
sentada a forma com que o perfil de temperatura para um meio finito é determinado,

em termos da funcao de trasnsferéncia.

3.1 Definicoes Basicas

A placa a ser considerada é aquecida por dois fluxos de calor penetrando
um na face esquerda (z = 0) e outro na face direita (x = L) (figura 3.1). Assume-se
condicgoes iniciais nulas, assim como a linearidade do meio. As caracteristicas assim
assumidas tornam possivel a formulacao, com base no principio da superposicao
com respeito aos fluxos de calor, de uma forma geral da transformada de Laplace

da temperatura, definida como

T(x,s) = Ki(x,8)q1(s) + Ks(,5) G (s). (3.1)

A figura (3.2) ilustra a equacdo (3.1). A partir da definicio de T(z,s), sdo de-

senvolvidas as expressoes de transmissao com respeito as faces direita e esquerda,

respectivamente:
T
Ki(,s) = =29 (32)
q1<5) 75(s)=0
T
Kolz,s) = &) . (3.3)
qa(s) 31(s)=0
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Figura 3.1 Fluxos de calor ¢;(t), ¢2(t) penetrando na placa de parametros K, h, ¢
e 7 > 0 (modelo ondulatério) e 7 = 0 (modelo difusivo). O principio de
superposicao com respeito aos fluxos.

Observa-se que na definicao da funcao de transferéncia com respeito a uma face
especifica, assume-se que o lado oposto estd isolado termicamente; isto €, fluxo nulo.
Apesar de tal idealizagao, a superposicao das equagoes (3.2) e (3.3) corresponde a

situagao real, de acordo com as figuras (3.1) e (3.2).

A determinacao das fungdes de transferéncia, equagoes (3.2) e (3.3), é

conveniente devido as mesmas razoes apresentadas no capitulo 2, ou seja:

1. as propriedades dinamicas do sistema serao determinadas independen-

temente da forma dos fluxos de calor ¢;(t) considerados;

2. os valores da funcao de transferéncia nos eixos imaginarios definem as

caracteristicas de amplitude

Aj(z,w) = |Kj(z, s = iw)], (3.4)

qa(t)
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e as caracteristicas de fase
by(w,w) = arg Kz, s = iw), (3.5)

onde j =1, 2;

3. o teorema da Convolucao de duas funcoes tornard possivel determi-
nar a resposta do sistema em relacao a uma excitacao conhecida, e de

qualquer formato, do fluxo de calor,

7. = Y [ ) gt = dn. (3:6)

>~ Kl(.’E,S)

Ga(s)
- Ks(z,s)

Figura 3.2 Diagrama em bloco da placa. Ki(z,s) - transmissao com respeito a face
esquerda. Kj(x,s) - transmissdo com respeito a face direita.

3.2 Funcgoes de Transferéncia da Placa

Devido & geometria do sistema, apresentada na figura (3.1), a equagao

(1.5) toma a forma

2 2
0*T (z,1t) _ oT (z,t) s 0T (z,t)

2 g 5 bara 0<z<L e t>0. (3.7)
T

«
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Além disso, para o caso unidimensional, da equagao (1.4), tem-se

K T (x,t) T@q(x, t).

t) = — 3.8
4@ ?) Oz ot (3:8)
As condigoes de contorno do fluxo para o caso da placa sao definidas como
q(0,t) = q(t) para t>0, (3.9)
q(L,t) = —q(t) para t>0. (3.10)

Fazendo uso da equagao (3.8), as equagoes (3.9) e (3.10) podem ser escritas como

Kk 0T (x,t) daq(t)

t) = — t>0 3.11
w0 pr| T b vz )
—qo(t K —— t>0. 3.12
() Go| T b 12 (312

Considerando a definicao da funcao de transferéncia, é necessario introduzir as con-
digoes iniciais com relacao ao fluxo de calor, temperatura e a taxa de variacao da

temperatura:

q(z,0) = 0 (3.13)

T(x,0) = 0 para 0<ax<L (3.14)

oMb _ (3.15)
C P

O problema dado pela equagao (3.7) sera resolvido através da aplicacao

da transformada de Laplace na forma L{f(x,t),t — s} = F(x,s). Assim, tem-se
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« a_2£ {T(I;t>} = ST(J?, S) - T(l’, 0) +T SZT(Z'J 3) — ST(J}7 0) _ 8T(x7t)

ol

0z? ot
Aplicando as condigoes iniciais, (3.14) e (3.15), obtém-se
d*T — —
« # = sT(z,s) + 78T (x,8) =
d*T 1 _
(z.5) _ s(H+78) 7 o 2o, (3.16)

d x? o

Busca-se agora a solucao de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem.

A solucao, na sua forma geral, é dada por
T(z,s) = A(s)eM” + B(s)e™®,

onde A\; e Ay sao obtidos através da solucao de

o sk o
«a
obtendo-se
I s(1+7s)
1 — a )
(3.17)
N = s(1+75s)
2 = o .

Substituindo estes resultados na forma geral da solugao, vem

T(z,s) = A(s) exp {— @ x} + B(s)exp { sl+7s) a:} :

e
que, por conveniéncia, serao escritos na sua forma hiperbdlica,

14 75s)

T'(x,s) = A(s) cosh [ S(T v s(1+7s)

—l—B(s)senh[ i -

x] . (318)
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Com o objetivo de assegurar uma solucao fisica factivel (temperaturas positivas),

considerando a parte real positiva do argumento, sao tomados valores de s tal que

s(1+7s)
«

Re > 0. (3.19)

Afim de determinar as fungoes A(s) e B(s), é preciso aplicar a transformada de
Laplace nas condigoes de contorno. Assim, aplicando a transformada em relacao a

t nas equagoes (3.11) e (3.12), tem-se:

0l = K T )+ )
) = K T (o)~ o),

Aplicando a condicao inicial para o fluxo, equagao (3.13), as condigdes de contorno

para a equacao (3.16) ficam determinadas:

dT'(z, s) B 1 _
— T % (14 75)q,(s), (3.20)
dT(z, s) 1 _

| = % (14 75)qy(s). (3.21)

Agora, para a determinagao de A(s) e B(s) deriva-se a expressao (3.18) em relacao

a x, obtendo-se:

dT(z, s) s(147s) s(147s)
0 = A(s)[ —x] senh [ —x] +

s+ 7s) ZB] cosh [ sl +7s) x] . (3.22)
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Aplicando a condic¢ao de contorno em x = 0, equagao (3.20), vem:

B(s) fggiﬂxlz—%mww@m@wﬁ
= w@:J;@?mw (3.23)
s(147s) .

onde y(s) =

[0}

Aplicando a condigao de contorno em x = L, equagao (3.21), vem:

A(s)7(s) senh [y(s)L] + B(s)7(s) cosh [7(s) L[] = Bo(s)-
Inserindo o resultado (3.23), referente a B(s), e isolando A(s), obtém-se:

(14 7s) [cosh[y(s)L] _ . 1 (s
A0 = e O e ) 62

Uma vez obtidas as expressoes que definem A(s) e B(s), equagoes
(3.24) e (3.23) respectivamente, estas sao inseridas na equagao (3.18) para entao
obter-se uma expressao da transformada de Laplace da temperatura em termos dos
parametros do material e dos fluxos de calor, estes ultimos também transformados.

Assim, tem-se

T@Jy_ﬂ+m>{r%mﬂgu 1

| 00+ iy 9] - coshDe)a] — ma(s)senh ()] |

(3.25)

Agora, como o objetivo é a determinacao das expressoes de transmissao; isto é, as
funcoes de transferéncia, deve-se substituir o resultado (3.25) nas defini¢oes (3.2) e

(3.3). Para o primeiro caso, Ki(z,s), tem-se:

(14 7s) cosh[y(s)L]
Kry(s) senh[y(s)L]

(1+7s)
Kv(s)

Ki(z,s) = cosh [y(s)x] — senh [y(s)z],



3.3 Casos Especiais de Transmissao 37

~ (14 7s) [coshl[y(s)L]cosh [y(s)x] —senh [y(s)L]senh [y(s)z]
o) =T senb [3(5) ] f
~ (14 7s) cosh[y(s)(L — z)]
Ko, s) = Kv(s) senh [y(s)L] (3:26)
Da mesma forma para Ks(x, s), aplicando-se a defini¢ao, obtém-se:
Koz, s) = (14 7s) cosh [y(s)z] (3.27)

K~(s) senh[y(s)L]

s(147s)
a

onde y(s) = , 0 qual é limitado pela condi¢ao apresentada em (3.19).

3.3 Casos Especiais de Transmissao na Placa

Como o interesse esta voltado para o caso da dinamica do fluxo de calor
ondulatério, passara a ser adotada a notacao K, (z, s) para a func¢ao de transferéncia.

Com isso as equagoes (3.26) e (3.27) serao redefinidas na forma

B (1+7s) cosh[y(s)(L — x)]
Bul:s) = "2 semhp()L (3:28)

_ (147s) cosh[y(s)
Kyo(r,8) = K~(s) senh[y(s)

(3.29)

Uma vez que serdo analisados casos em que g, (s) e G(s) se relacionam, as equagoes
(3.2) e (3.3), e conseqiientemente (3.28) e (3.29), tornam-se inadequadas para a
determinacao da funcao de transferéncia, pois assume-se que o fluxo é nulo na face
oposta aquela considerada. Ainda, como é determinada uma relacao entre os fluxos,
a funcao de transferéncia K, (z, s) pode ser escrita de uma forma tnica, independente

da face que esta sendo considerada. Assim, assumiu-se

=
8
&

Ky(z,s) = Ky(x,s) = (3.30)
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A seguir sdo apresentadas as diferentes formas em que ¢;(¢) e ¢2(t) se relacionam.

- Aquecimento da placa idéntico em ambos os lados: assumindo a relagao g (t) = ¢1(t)

na equagao (3.25) e fazendo uso do resultado (3.30), tem-se

(z,s) _ (1+7s) [cosh[y(s)L] cosh[y(s)z] = cosh[y(s)z] sonhy Iv(s)
0 " R T e+ b b
v ) — (14 7s) [ cosh[y(s)L]cosh [y(s)x] — senh [y(s)L]senh [y(s)x]  cosh[y(s)z]
e = S0 senh [1(5) o |
_ (1+7s) [coshly(s)(z — L)] + cosh [y(s)x]
Kol®: ) = ) { senh [1(5) L] } - )
- Balanco de transferéncia de calor nulo na placa: assumindo a relagao ga(t) = —¢q ()
na equagao (3.25) e fazendo uso do resultado (3.30), tem-se
T(z,s)  (1+7s) [cosh[y(s)L] cosh [y(s)z] _ cosh[y(s)z] <on S
B T R L e sk Br b
s (1+7s) [ cosh[y(s)L]cosh[y(s)z] —senh [y(s)L]senh [y(s)z] = cosh[y(s)z]
Rulms) = ) { senh [y (s) T Senh [1(5)Z] } ’
_ (14 7s) [coshl|y(s)(z — L)] — cosh [y(s)x]
e = 25 senlt (5] fo o
- Fluxos de calor proporcionais penetrando na placa: assumindo a relagao ¢a(t) = —maq (t)

na equagao (3.25), onde m é uma constante, e fazendo uso do resultado (3.30), tem-se

(,s)  (1+47s) [cosh[y(s)L] cosh[y(s)z] . cosh [y(s)x] sen S
o e T e b b}
_ (I+7s) [cosh[y(s)L]cosh [y(s)x] — senh [y(s)L]senh [y(s)z] - cosh [y(s)x]
ate) = e | seuh [7(s)1 ho
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Ky(x,s) =

(14 7s) {cosh [v(s)(x — L)] — mcosh [y(s)x] } . (3.33)

Kv(5) senh [1(s)L]

- Aquecimento do lado esquerdo por um fluxo de calor G,(s) com o lado direito
isolado: assumindo a relacio g,(s) = 0 na equacdo (3.1), que define T(z,s) em

termos das fungoes de transferéncia, e usando o resultado da equagao (3.28), tem-se

(x,8) (1+7s) cosh[y(s)(L — z)] .

qi(s)  Kn(s)  senh[y(s)L]

Ky(x,s) =

Observa-se que este tltimo caso é um caso especial ja anteriormente avaliado.

Colocando a expressao acima na forma exponencial, obtém-se

(L+7s) exp{y(s)(L —2)} +exp{—y(s)(L —2)}
K~(s) exp {7(s) L} —exp{—~(s) L} ’

Ky(x,s) =

(L+17s) exp{—7(s)z} +exp{—7(s)2L —z)}
K~(s) 1 —exp{—2v(s) L}

Ky(r,s) = (3.34)

3.3.1 Casos Limites

- Meio Semi-Infinito (L — o0):

O caso de um dominio semi-infinito pode ser descrito a partir do caso de um dominio
finito tomando L — oo na equagao (3.34). Além disso, empregando 7(s) como apre-
sentado em (3.23) e com a restrigao da equagao (3.19), fica assegurada matematica-
mente a conversao de placa para meio semi-infinito. Para simplificacao da equacao

(3.34) no caso semi-infinito, leva-se em consideragao os seguintes limites:

nggo exp{—(s)(2L — )} = ngrolo exp {—2v(s) L} = 0. (3.35)
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Assim, aplicando os resultados de (3.35) na equagao para K, (z,s), tem-se

v ) — (14 7s) sz _ (14+7s) [« Cexpd s(1+7s) .
Kou(z,5) K~(s) K~(s) s(1+7s) p{ a } ’

Ky(z,s) = % \/g VT(s+1/7) - exp{— sl +7s) 93}

o

Inserindo a defini¢ao da velocidade finita de propagacao, a = /«a/7, obtém-se

Ky(z,s) = \/g s+t exp{——\’s(sm x} (3.36)

S a

Com relagao a equagao (3.29) (face direita), verifica-se que quando L — oo e em-
pregando a restricao dada pela equagao (3.19), Ky(x,s) — 0. Fisicamente, isto é
devido ao fato de ¢a2(t) = 0. Observa-se que este resultado é idéntico a equagao

(2.24), apresentada anteriormente.
- Transmissoes do fluxo de calor difusivo (7 — 0):

Quando o tempo de relaxacao térmica tende a zero a difusao de calor torna-se um
caso limite da propagacgao ondulatéria do calor; isto é, a velocidade de propagacao
a/T torna-se infinita. Desta forma, com base nas equacgoes (3.28) e (3.29), pode-se

determinar a funcao de transferéncia da placa descrita pela equacao de difusao
Kyi(x,s) = hH(l) Kyj(z,s), onde j=1,2. (3.37)

Através da equagao (3.37) obtém-se a fungao de transferéncia desejada para o caso
da dinamica do fluxo de calor difusivo. Com respeito ao lado esquerdo da placa,

tem-se

Ky (z,s) = lir% Kyi(z,s) = lim

7—0

{ (14 7s) cosh[y(s)(L — z)] }
Kv(s)  senh[y(s)L] [’
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ou

cosh Vs/a (L x)}
Kai(z,s) =% \/7 Senh T L} : (3.38)

Com respeito ao lado direito da placa, tem-se

(1+7s) cosh [y(s)z]
Kap(w,s) = lim Ku(z, 5) = 112%{ K~(s) senh[y(s)L] } 7

ou

Cosh N x}
Kas(z,5) \/7 (3.39)
K Senh s/a L}

De forma semelhante, o resultado da equacao (3.36), para um meio semi-infinito,

torna-se a funcao de transferéncia para o caso difusivo, quando toma-se o limite

7T —0:
1 1
i -ty - o [
ou

Ko(z, ) = % « exp{ \/g.r} (3.40)

que esta de acordo com o resultado (2.47).

3.4 Caracteristicas de Amplitude da Placa

A amplitude das transmissoes (fungoes de transferéncia) sdo encon-

tradas aplicando-se a relagao (3.4) definida anteriormente:
Ai(z,w) = |Kj(z,s = iw)],

onde j =1, 2.
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Por razoes de generalizagao, as transmissoes serao colocadas na forma
adimensional. Isto é feito multiplicando-se as equagoes (3.28) e (3.29) por K/L e

efetuando as seguintes mudancas de variavel:

X = z/L,
b = ta/L?
B = wl?/a,

onde b representa um tempo adimensional e 3 uma freqiiéncia adimensional tal que
L?/a é uma constante. Desta forma as caracteristicas de amplitude serao dadas em

funcao de grandezas adimensionais.

3.4.1 Caracteristicas de Amplitude para a Dinamica Ondulatoria

- Fronteira Esquerda (X = 0):

Reescrevendo a equagao (3.28) e introduzindo as novas varidveis adimensionais,

obtém-se

[e%

cosh { folltior) (7, x)]

, K x . L? K (1+iwr
Wi(X,ip) = T K (—JW—) A ( )

L (e} K iw(l—;—in) senh[ /iw(lziw‘r) L:|

1 (14 i< 67) cosh {\/z—@\/l—l—i%&' (L—LX)}
—_ — L2 .
L P — :
L—’g\/ 1+ 155067 senh [\/2—52 1+ if5pT L}

Wi(X,if)

)

ou

1 cosh [(1 - X) \/iﬁ—ﬁ%}
i3 senh [M] .

WX, i8) = /b + (3.41)
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Para determinacao da caracteristica de amplitude aplica-se a definicao adaptada

para o caso adimensional. Assim,

w1 (X, 8) = [Wi(X,iB)]. (3.42)

Introduzindo o resultado (3.41) em (3.42), vem

AKX, 5) = b+i cosh[(l—X)\/M]

i genh [m]
/— cosh X) \/W] ‘
- ‘ Senh i3 — (3%b H .

Avaliando cada um dos fatores separadamente:

‘VH_‘ [+ 5

\Cosh[(lfmm”:% Jexp {1~ X) Vi = 5% } + exp { (X~ 1) Vi — 7% }|

€

et [T 78] = § o {78} - { T 70 |
Determinando o médulo das funcoes hiperbdlicas, tem-se
o [0V | = o {0 T+ e e -0
e [ 75| = o e [T} o {7 5]
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Tomando agora apenas uma das formas dos argumentos da exponencial e escrevendo

o nimero complexo interno a raiz na sua forma polar, obtém-se:

Re (1= X) VT 7 | = Re (1= )\ [T o e |

onde § = arctan[—1/(/3b)]. Assim,

fe {“_X)\/ﬁmew} = Re [(1—X)\/BW <Cosg+iseng)}
= (=X VAT - o

Fazendo uso do resultado (1.2), apresentado no apéndice (I), e adaptando-o para o

caso adimensional, vem:

Re [(1 - X) \/M] = (1—X)\/BY1+(Bb)? - cos {%jL%arctan(ﬁb)} :

Agora, utilizando este resultado para determinacao do moédulo de ambas as funcoes

hiperbdlicas, vem:

‘cosh [(1 ~X) \/W} ] - % exp {(1 — X) /B YT+ (Bb)2 - cos [Z + ;arctan(ﬁb)} } +
+ % exp {(X —1)\/B Y11 (Bb)? - cos [Z 4 ;arctan(ﬁb)} }
‘cosh [(1 ~X) \/m} ‘ — cosh {(1 — X)\/B Y1+ (B2 - cos [Z + ;arctan(ﬂb)] } :

‘senh [\/@ﬂ — ﬁ%} ’ = % exp{ /B +/1+ (6b)? - cos [g + %arctan(ﬁb)} } +

exp

—V/B/1+(Bb)? - cos E +%arctan(ﬁb)]}

‘senh [\/@ﬂ - ﬁzb} ‘ = senh {\/B V14 (8b)? - cos [% + % arctan(ﬁb)] } :
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Desta forma, a expressao para a amplitude fica determinada, sendo escrita como:

1~ cosh {(1 — X) /B /1+ (Bb)? - cos [T+ %arctan(ﬁb)}}
A1 (X, 0) = {/b*+ = :

2 senh {\/B 1+ (Bb)? - cos[Z+1 arctan(ﬁb)]}
(3.43)

- Fronteira Direita (X = 1):

Reescrevendo a equacdo (3.29) e introduzindo as novas varidveis adimensionais,

obtém-se
cosh | 4 /wd+iwr) X]
K 2\ K (1+i {V o
Wa(X.if) = = Kus (%,iw—) == ( ﬂm : .
a K M(IZW) senh [\/7 M L}
: cosh |/ & . /T+i%5087 XL
1 1+i5%s [ L2 L }
Wax,if) = + . S ,
\/z—g\/l+i%ﬁ7 senh {\/z—@ 1 +if5 87 L}
ou

N cosh [X N 5%]
i senh [\/iﬂ - ﬁQb]

Para determinacao da caracteristica de amplitude aplica-se a definicao adaptada

para o caso adimensional. Assim,

Aua(X, ) = [Wa(X, iB)] . (3.45)

Como as expressoes de W1(X, i) e W5(X, i) sdo muito semelhantes, a determi-

nacao de A,z2(X, ) é feita por analogia com o caso de A,1(X, ). Desta forma,



3.4.2 Caracteristicas de Amplitude para a Dinamica Difusiva 46

obtém-se

h X\/B‘ll‘i‘ ﬁbQ E_|_l t ﬁb
sz(X,ﬁ):m cos{ m cos[4 2arcan( )]}

senh {\/B 1+ (6b)? - cos E + % arctan(ﬂb)]}
(3.46)

3.4.2  Caracteristicas de Amplitude para a Dinamica Difusiva

- Fronteira Esquerda (X = 0):

Reescrevendo a equagao (3.38) e introduzindo as novas varidveis adimensionais,

obtém-se
% .2 K1 1 cosh [\/iw/a (L—X)}
Di(X,ifB) = — Ka <—7W—) =7 w7 ' '
L L o L szw/oz senh[ iw/oz L]
L cosh {\/z—g(L—LX)}
Di(X,if) = 7 —= - ' ,
z—g senh [ ;—@ L}
ou

1 cosh [(1-X)iB]
Vi senh [/if ] '

Para determinacao da caracteristica de amplitude aplica-se a definicao adaptada

Dy(X,if) = (3.47)

para o caso adimensional. Assim,

Adl(Xv 5) = |D1(X, Zﬁ)| . (3-48)
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Introduzindo o resultado (3.47) em (3.48), vem

An(X,p) = % ' COShSE(Illh_[\j(%\}/m] ‘ B

- o e

Avaliando cada um dos fatores separadamente:

\/T_Q/T
Vil

‘cosh[(l—X)\/%H:% ‘exp{(l—X)M}+exp{(X—1)\/%}’

1
‘senh [\/iﬁ } ’ =3 ‘exp {\/zﬂ } — exp {—\/iﬁ H .
Determinando o médulo das fungoes hiperbdlicas, tem-se

‘cosh[(l—X)\/iﬁ” = % exp{Re[(l—X)\/%}}—i-% exp{Re [(X—l)\/%}},
e V]| = 3o (e [yB]} 4 o[-}

Tomando agora apenas uma das formas dos argumentos da exponencial e escrevendo

o nimero complexo interno a raiz na sua forma polar, obtém-se:
Re [(1—X)\/%] — Re [(1—X)\/Be”/4} .
Portanto,
Re [(1 - X) \/%} = Re [(1 —- X))/ <COS% +isen%> }
(1-x)V5.

e



3.4.2 Caracteristicas de Amplitude para a Dinamica Difusiva 48

Agora, utilizando este resultado para determinagao do médulo de ambas as fungoes

hiperbdlicas, vem:

‘cosh[(l—X)m: = %exp{g(l—X)\/B}—i-% exp{g(l—X)\/B}

cosh | (1= X) /i3 || = cosh {(1-){)—},

5] - e85} Lol 5]

‘senh[\/%: — senh {@}

Desta forma, a expressao para a amplitude fica determinada, sendo escrita como:

cos — V28
44M<x:ﬁ>=:§/g; llgfh[;gﬁ]Q | - (3.49)

Sabe-se que o caso difusivo é um caso particular do caso ondulatério. Desta forma,

o resultado (3.49) poderia ser obtido através do limite
An(X,0) = lm Ay (X, 5). (3.50)

Assim, usando o resultado (3.43) e aplicando o limite, obtém-se:

1 cosh {(1 — X) /B /1 + (Bb)? - cos [% + 3 arctan(3b)] }
An (X, f) = lim ¢ /0% + —
b=0 & senh {\/B V/1+ (Bb)? - cos [T+ %arctan(ﬁb)]}

ou

1 cosh [(1—X)@}
Aul0) = \/; senh [@ ] 7

que ¢ idéntico ao resultado (3.49)
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- Fronteira Direita (X = 1):

Reescrevendo a equacao (3.39) e introduzindo as novas varidveis adimensionais,

obtém-se
DX, i8) K . ($ . L2> K 1 1 cosh [\/iw/a X}
2\, W0) = — Ra2 | 7, W— | = — * == :
L L L K./iw/a senh [\/iw/a L]
] ) cosh{ z—@ LX]
DQ(Xa Zﬁ) - E ’ 4 ’
ZL—ﬁz senh[ ZL—ﬁQ L}
ou
1 h '
Do(X, i) = cosh [ V5 | (3.51)

ViB  senh [\/if |
Para determinacao da caracteristica de amplitude aplica-se a definicao adaptada

para o caso adimensional. Assim,

An(X,8) = |Da(X,iB)] . (3.52)

Como as expressoes de Dy (X, i) e Dy(X, i) sdo muito semelhantes, a determinagao

de Ag(X, ) é feita por analogia com o caso de Ay (X, 3). Desta forma, obtém-se

) 1 cosh [X @ ]
2(X,8) = \/% W (3.53)

Como anteriormente, o resultado (3.53) pode ser obtido através do limite

An(X, ) = lim Az(X, 8). (3.54)
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Assim, utilizando o resultado (3.46) e aplicando o limite, obtém-se:

i) < | o T IO e + i)
,0) =lm o
d2 b—0 52 senh {\/B W . COS E + % arctan(ﬁb)} }

ou

cosh | X V28
Adz(Xﬁ): il/; M’

senh [@ ]

que ¢ idéntico ao resultado (3.53).

3.5 Forma Alternativa para Solucao de 7' (z,t)

Das equagoes (3.2) e (3.3) sabe-se que

T

Ki(z.s) — _(:c,S> ’
QI(S> o (s)=0
T

KQ(:L‘as) - _<x78) .
02(5) g, (5)=0

e uma vez determinada as fungoes de transferéncia K, (z, s) e Kyo(z, s) ou Kq (z, )
e Kgp(z,s), o cilculo da distribuigdo de temperatura transiente 7'(z,t) pode ser
feito de maneira simples. Utilizando a informacao das fungoes de transferéncia e as
formas transformadas dos fluxos de calor de excitacao, g,(s) e G,(s), e aplicando-se
a transformada inversa de Laplace, é feita a passagem do dominio s para o dominio

temporal. Assim, utilizando a expressao (3.1), tem-se
T(e,t) = £ {T(a,5)} = L7 {Kr(@.9) 7, ()} + £ {Fale ) Do)}, (355)

onde, dependendo da forma das fungoes Ki(x,s), Ka(x,s), G,(s) e Gy(s), pode-se
aplicar o teorema da convolucao, conforme definido na equagao (3.6), para obtengao

da solugao do problema.



4 SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo sao apresentados resultados referentes as caracteristicas
de amplitude para o caso de um sélido semi-infinito e finito, considerando tanto a
dinamica de fluxo ondulatério quanto a dinamica de fluxo difusivo, determinando a
partir de qual patamar de freqiiéncia o modelo ondulatério torna-se mais adequado
na modelagem do sistema avaliado. Em seguida é apresentada uma aplicacao onde
¢é determinado o perfil de temperatura para o caso de um solido semi-infinito sujeito

a uma condicao de contorno particular, utilizando a funcao de transferéncia.

4.1 Caso de um Solido Semi-Infinito

Serao apresentados resultados referentes as caracteristicas de amplitude
para o caso de um sélido semi-infinito, considerando a dinamica de fluxo ondulatério
e fluxo difusivo. As equagoes para cada caso sao dadas, respectivamente, pelas

expressoes (2.25) e (2.51), as quais s@o repetidas aqui:

VA 1 1 1
Ay(z,w) = % 1+ 33 O {—gw (/1 + 22 €08 [% + 2 arctan(wT)] }
1
Ay(z,w) = e \/g exp {—x“%} :

Porém antes, afim de uma analise qualitativa, sera feita uma avaliacao para os casos

limites de w — 0 e w — 0.

51
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Caso Ondulatorio:

Quando w — 0, tem-se

lim A, (z,w) = 00 .

w—0

Quando w — o0, tem-se

lim A,(z,w)=0.

w—00

Caso Difusivo:

Quando w — 0, tem-se

lim Ay(z,w) = 00 .

w—0

Quando w — oo, tem-se

lim A4(z,w)=0.

w—00

Observa-se que ambas as equagoes que definem as caracteristicas de amplitude sao
monotonicamente decrescentes em relacao a w, possuindo o mesmo comportamento

nos casos limites avaliados.

Serao usados valores atipicos para o calculo dos exemplos. Assim, tem-se:

K = 145 [Wm ' K]
p = 2330 [kg m?]

c = 700 [J kg™ m3

a = 889 x107° [m?s7!]

a = 9.429 x 10° [m s7!],

onde K é a condutividade térmica, p é a densidade de massa, ¢ é o calor especifico,
a é a difusividade térmica e a é a velocidade de propagacao do calor no modelo

ondulatério. O uso destes valores numéricos justifica-se pelo fato de serem os mes-
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mos utilizados no trabalho de Golebiowski et al., 1993, onde todos os resultados,

numeéricos e graficos, sao derivados a partir destes dados.

Em condigoes normais os sélidos sao caracterizados por um tempo de
relaxagao (7) muito curto, entre 107* e 107'% s [Weymann, 1967], assim o valor as-
sumido nas simulacoes do caso semi-infinito serd de 7 = 1072 5. Para os parametros
assumidos acima, a faixa de baixa e média freqiiéncias para os casos ondulatorio e
difusivo, em trés comprimentos de penetracao, sao praticamente idénticas, apresen-

tando as mesmas propriedades, conforme observado através das figuras (4.1)-(4.4).

2.2e—06 -

2e—06 1 @) tau = 1.0E-12 s
1.8e—06 - . (a) x = 0.005 m
1.66—06 - - (b) x = 0.010 m
1.46—06 - . (c) x = 0.015 m
1.2e—06 - .

1e—06 - T.

8e—07 - el

6e-07 5 (b

4e-07 "o e

2e—07 *;E(C)E Ceeee T

020 30 40 5‘8mega§‘5ﬁa 70 8o 90
Figura 4.1 Caracteristicas de amplitude para 7 = 107'? s, na faixa de baixa

freqiéncia de 20-90 rad/s, nos trés comprimentos de penetra¢ao (x =
0.005, 0.010 e 0.015 m) e para os casos ondulatério (O) e difusivo (+)
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124
1073~ tau = 1.0E-12's
1 X = 0.005 m
8 "a
1.0e(—525) 6-
4 T
2 T
0 1.005e+07 1.007e+07 " 1.009e+071.01e+07
omega
Figura 4.2 Caracteristicas de amplitude para 7 = 1072 s, na faixa de média

freqiiéncia 1.005 x 107-1.015 x 107 rad/s, no comprimento de penetragao
x = 0.005 m) e para os casos ondulatério (OJ) e difusivo (+)

60
1e

507 -, tau = 1.0E-12 s
105 X =0.010 m

40 °

1.0e(-1042) . |
20
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0 1.005e+07 1.007e+07 " 1.009e+071.01e+07
omega
Figura 4.3 Caracteristicas de amplitude para 7 = 1072 s, na faixa de média

freqiiéncia 1.005 x 107-1.015 x 107 rad /s, no comprimento de penetragao
x = 0.010 m) e para os casos ondulatério (OJ) e difusivo (+)
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3500

3000 7+ tau = 1.0E—12 s
5500 x = 0.015 m
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0 1.005e+07 1.007e+07 " 1.009e+071.01e+07
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Figura 4.4 Caracteristicas de amplitude para 7 = 107'2 s, na faixa de média
freqiiéncia 1.005 x 107-1.015 x 107 rad /s, no comprimento de penetragao
x = 0.015 m) e para os casos ondulatério () e difusivo (+)

Para os valores dos parametros assumidos anteriormente, o limite de pulsacao é
cerca de 10® rad/s. Isto é, acima deste valor as diferengas entre os valores das
caracteristicas de amplitude comecam a aumentar significantemente, alcancando
diferencas superiores a quatro vezes na faixa dos 63800 MHz, conforme a figura

(4.5).

24
22

20 Aw tau = 1.0E—12 s
18 x = 0.005 m

1.0e(—3269)

0 4.007e+08 4.009e+08 4.01€+08 4.011e+08
omega
Figura 4.5 Caracteristicas de amplitude para 7 = 107'2 s, na faixa de alta

freqiiéncia 4.007 x 108-4.011 x 108 rad/s, no comprimento de penetragao
x = 0.005 m) e para os casos ondulatério e difusivo
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Um aumento no tempo de relaxacao 7 causa uma queda na velocidade do fluxo de
calor (a = \/a_/7'), 0 que é equivalente ao comportamento apresentado na figura
(4.6) no que se refere & grandeza amplitude. Isto é, para 7 = 1078 s por exemplo,
o limite de pulsagao das caracteristicas de amplitude diminui cerca de 10% rad/s em
relacao ao caso de 7 = 107!2 s, e as diferencas de amplitude ja sdo observadas para

valores na faixa dos 63600 KHz.

2.4
2.2 tau= 1.0E-8 s
2 Aw x = 0.005 m
.8
.6
4
1.0e(—110) 1 o
1

0 399000 401000 403000 405000 407000
omega
Figura 4.6 Caracteristicas de amplitude para 7 = 107 s, na faixa de média

freqiiéncia 399 x 103-406 x 10® rad/s, no comprimento de penetragao
x = 0.005 m) e para os casos ondulatério e difusivo
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4.2 Caso de um Solido Finito

Serao apresentados resultados referentes as caracteristicas de ampli-
tude, para ambas as faces do caso finito, considerando a dinamica de fluxo ondu-
latério e fluxo difusivo. As equacgOes para cada caso sao dadas, respectivamente,
pelas expressoes (3.43), (3.46), (3.49) e (3.53), definidas anteriormente, as quais sao

repetidas aqui:

A (X.0) = 4b2—|—i cosh{(l—X)\/BW-cos[%vL%arctan(ﬁb)}}

g senh {\/B V/1+ (Bb)? - cos [% + 1 arctan(3b)] }

Y

1 cosh {X VB /14 (Bb)? - cos [T + L arctan(6b)] }
Aw(X,08) = [P+ = )
7 senh {\/B /1 + (Bb)? - cos [Z + Larctan(Bb)] }

1~ cosh [(1—X)@]

@ senh [@ }

Ad1(X,5) = 4

AdQ(X7ﬁ) = =

Como no caso semi-infinito, agora também ¢é possivel efetuar-se uma analise quali-
tativa do comportamento das fungoes de amplitude para os casos limites de § — 0
e f — oo. Com relacao aos resultados apresentados na secao anterior, todas as
funcoes apresentaram o mesmo comportamento nos casos limites avaliados, portan-
to também possuindo a propriedade de serem monotonicamente decrescentes em

relacao a f3.
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Mais uma vez serao empregados os valores atipicos anteriormente definidos e aplica-
dos para o caso semi-infinito, com o acréscimo da dimensao da placa de L = 0.01 m.
Além disso, para a analise do caso finito serao considerados apenas os posicionamen-
tos adimensionais no centro da placa, X = 0.5, e trés quartos de placa, X = 0.75,

em relagao a cada uma das faces.

Em condigoes normais os sélidos sao caracterizados por um tempo de relaxagao (7)
muito curto, entre 107* e 10712 s [Weymann, 1967], desta forma o valor assumido
nas simulacoes serd de 7 = 1071% s. Para os parametros assumidos, os resultados
para a faixa de baixa e média freqiiéncias nos casos ondulatério e difusivo, para os
dois posicionamentos considerados em relacao a ambas as faces, sao praticamente
idénticos, apresentando as mesmas propriedades, conforme observado através das

figuras (4.7)-(4.9).

5e—18 .
1. tau = 1.0E-10 s
3e—18 - .
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10000 10400 1080é)t 11200 11600 12000
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Figura 4.7 Caracteristicas de amplitude para 7 = 107! s, na faixa de baixa e média
freqiiéncia de 10 x 103 — 12 x 103 rad/s, na posigao X = 0.5, em relagao
a ambas as faces, e para os casos ondulatério (O) e difusivo (+)
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Figura 4.8 Caracteristicas de amplitude para 7 = 107'% s, na faixa de baixa e média
freqiiéncia de 10 x 10® — 12 x 10 rad /s, na posigao X = (.75, em relagao
a face esquerda, e para os casos ondulatério (O) e difusivo (+)
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Figura 4.9 Caracteristicas de amplitude para 7 = 107! s, na faixa de média
freqiiéncia de 10 x 10® — 12 x 10% rad/s, na posicio X = 0.75, em
relagdo a face direita, e para os casos ondulatério (O) e difusivo (+)

O efeito da relaxacao térmica é manifestado nas altas freqiiéncias, causando um
aumento do campo de temperatura na placa. Desta forma, para sinais com rapida
variacao no tempo, os valores de amplitude do modelo ondulatério sao maiores que
os do modelo de difusdo, conforme é observado através das figuras (4.10)-(4.12),

para os dois posicionamentos considerados e em relacao a ambas as faces.
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Figura 4.10

Figura 4.11
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Caracteristicas de amplitude para 7 = 1071° s, na faixa de alta

freqiiéncia 4.065 x 105-4.1 x 10° rad/s, na posicao X = 0.5, em relagao
a ambas as faces, e para os casos ondulatorio e difusivo
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Caracteristicas de amplitude para 7 = 107!* s, na faixa de alta

freqiiéncia 4.065 x 10%-4.1 x 106 rad /s, na posigao X = 0.75, em relagao
a face esquerda, e para os casos ondulatério e difusivo
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Figura 4.12 Caracteristicas de amplitude para 7 = 1071 s, na faixa de alta

freqiiéncia 4.065 x 10%-4.1 x 10° rad/s, na posigao X = 0.75, em relagao
a face direita, e para os casos ondulatorio e difusivo

Através das figuras (4.7)-(4.12) observa-se que, dependendo da faixa de freqiiéncia,
as caracteristicas de amplitude para os casos ondulatério e difusivo sao praticamente
idénticas ou notadamente diferentes. Para melhor visualizacao desta diferenca serao
definidas expressoes para as diferencas relativas entre as caracteristicas de amplitude
do caso hiperbdlico (ondulatério) e parabdlico (difusivo) de acordo com a face que

estd sendo considerada. Assim, para a face esquerda tem-se

Awl - Adl

ANA = 4.1
! Awl ( )
e para a face direita tem-se
AA, = vz = Aa (4.2)
Aw2

onde Ay, Awa, Aa1 € Ago sdo definidas pelas equagoes (3.43), (3.46), (3.49) e (3.53),

respectivamente.

Os resultados graficos sao apresentados em termos da diferenca percentual em funcao

da freqiiéncia adimensional 3, através da figura (4.13).
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Figura 4.13 Diferencas relativas entre as caracteristicas de amplitude dos casos on-
dulatério e difusivo e em ambas as faces: (a) AA; para X = 0.75, (b)
AA; = AA; para X = 0.5 e (¢) AAy para X = 0.75

Através da figura (4.13) observa-se que para X acima de 0.75 em relagao a fronteira
esquerda, e considerando valores da freqiiéncia adimensional abaixo de § = 1.2 x
10 (f = 170 KHz), a diferenca entre as amplitudes nao é superior a 3%. Acima
deste valor de freqiéncia as diferencas comecam a crescer rapidamente e, ainda
para valores de X acima de 0.75 em relagao a fronteira esquerda, a diferenca entre
as amplitudes alcanca quase 100% para valores acima de 8 = 36 x 10%; isto é,

f=w/2m =22, =51 x 10" MHz.

anL2

Observa-se, através de alguns dos gréficos entre as figuras (4.1)-(4.12),
que a magnitude dos valores apresentados no eixo das ordenadas destes respectivos
graficos é muito pequena. Como dito anteriormente, os valores numéricos utilizados
nas simulagoes numéricas sao valores atipicos; isto é, valores que nao representam
uma realidade fisica. Estes valores foram adotados por serem os mesmos empre-
gados no trabalho de Golebiowski e Jordan, 1993, onde também sao apresentados
resultados com esta mesma caracteristica, das magnitudes das caracteristicas de am-
plitude serem muito pequenas. Com isso, pode-se afirmar que o objetivo maior destes
graficos esta em monstrar o comportamento qualitativo entre os modelos hiperbdlico
e parabdlico adotados, nao sendo de extrema relevancia a magnitude destes dados,

uma vez que os parametros numéricos empregados foram valores atipicos.



5 APLICACAO PARA MEIO SEMI-INFINITO

Considerando a andlise do fenomeno térmico em mecanismos semicon-
dutores, o formato triangular do fluxo de calor aplicado ao sélido semi-infinito é
de grande significancia [Golebiowski e Jordan, 1993]. A forma do fluxo de calor é
apresentada na figura (5.1). Definindo u(t) como a fungao de Heaviside, a férmula

analitica correspondente ao formato do fluxo de calor pode ser escrita como

ao(t) = L tult) =220 (¢ = to)u(t — to) + L (¢t = 2Ao)ult —2t0).  (5.1)
Da expressao (2.1) tem-se
Ts) | 7 = s x,s
Ky(x,s) = 0005) = T(x,s) = Qo(s) Ky(z, s), (5.2)

e sabendo que L{qo(t),t — s} = Qo(s), vem

Qols) = L {@tu(t) - 2;1—0 (t — to) ul(t — to) + % (t — 2to) u(t — 2t0)} .

to 0 0

q0<t) i

qo0

to 2t

Figura 5.1 Impulso triangular ideal do fluxo de calor
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Entao, aplicando-se a transformada de Laplace e empregando os resultados tabelados

em [McCollum e Brown, 1965], vem

qo 1 Qo e " qo e
=0 _9% = 5.3
QO(S) to 52 to 52 + to 2 ( )
e de (5.2) obtém-se
J— qo ]_ qo eftOS qO e*2t08
T = |7 =327 - Ky(z,s),
(x’ ) to 82 t() 82 to 82 (I S)
ou
T _ qO 1 —tos —2tps
T(z,s) PRl Ky(z,s) [1 —2e770% 4 720 . (5.4)
oS
Agora, fazendo
q 1
F(z,s) = b 52 K, (z,s), (5.5)
vem
T(x,s) = F(z,s) — 2F(z,5) e "% + F(z,s) e 2%, (5.6)

Sabendo que L7{e ™ F(s)} = f(t—a) e tomando a transformada inversa de Laplace

da expressao (5.4), obtém-se

T(x,t) = f(z,t) —2f(x,t —to) + f(z,t — 2ty). (5.7)

O objetivo agora estd focado na obtencao de f(z,t) através da transformada inversa

de F(x,s), definida por (5.5). Paraisso a forma da Fungao de Transferéncia K., (z, s),
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definida em (2.24), deve ser empregada. Assim

fen) = {0 S Kuls)).

to 52

S

Flz,t) = cl{j—ssé‘/g s+1/r exp [—%«/3(8—1—1/7')}},

(s +1/7)1/2

flx,t) = tf_OK £ {\/on' ez exp{—g [s(s+ 1/7‘)]1/2}} . (5.8)
Para efetuar a transformada inversa, o termo em questao serd modificado afim de

facilitar o seu calculo. Assim

var CEE o {2 ooy ) = var S S g {2 [ 2] S

BV RS SV S P T W L 6 AR

(S+1/T)1/2 : s1/2g2 = (82+§)1/2 : 52

T

)

onde é possivel identificar duas fungoes distintas:

ep {2 [*+3]"}
G(s) = (32 N §)1/2 ’

T

b — VAT G+

s2

Y

que tém suas formas modificadas tal que

e {-2/(#+ 2+ ) — 3=

Vi s+ ) -

H(s) = \/EF+L},

s s2r
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ou

G(s) = ,
Ve+3) -
(5.9)
o - vt 2]
Portanto, de (5.8) pode-se escrever
f(l’,t) _ -1
WK L7{G(s) H(s)}. (5.10)

Desta forma o cédlculo da transformada inversa de Laplace fica facilitado uma vez

que pode-se empregar o Teorema da Convolugao [McCollum e Brown, 1965]. Assim

f(z,t)
qo/to K

LG HE =g = [ g@he-gds. G

Para aplicagdo deste teorema é preciso entretanto que as fungoes G(s) e H(s) te-
nham suas transformadas inversas determinadas. Portanto, com uso dos resultados

tabelados em [McCollum e Brown, 1965 vem

27 a?

t 1 2
g(t) = E_l{G(S)} = g(t)=u(t—=x/a)e 271 <_ 2 — :(;_) ’
(5.12)
h(t) =L Y{H(s)} = h(t)=+ar+ \/gt,
T
onde [ é a funcao de Bessel modificada do primeiro tipo.

Agora, inserindo os resultados de (5.12) na expressao definida em (5.11), obtém-se:

qf%;tz)c _ /Otu@_x/a) E 1, (%\/52 - 95—) - [ﬁ+ @(t—@] de, (5.13)
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ou

t 2
flz,t) = tf—OKu(t—x/a) l(ﬁmt) // e~ I, <%,/§2_%> dé+
t 1 2
- a/x/aﬁe;l'o (5,/3 - %) dg] . (5.14)

Desta forma, uma vez definida a fungao f(z,t) e utilizando a expressao (5.7), a
determinagao da distribui¢ao de temperatura T'(x, t), para o caso ondulatério, torna-

se imediata.

Para andlise do caso difusivo também sera considerado o formato trian-
gular do fluxo de calor aplicado ao sélido semi-infinito. Assim, a férmula analitica
correspondente ao formato do fluxo de calor é escrita da mesma maneira que aquela

apresentada em (5.1). Assim,

ao(t) = 3 tut) — 252 (¢ — to) u(t — to) + 3 (£ — 2to) u(t — 2t0),
0 0 0

e com a aplicacao da transformada de Laplace obtém-se resultado idéntico ao ante-

rior:

tos —2tps

qo 1 do € qo €
si=2__22%
QO( ) to 52 t() 52 to 52

De (2.1) tem-se
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Escrevendo a expressao para T'(z, s), obtém-se

= 1
T(x,s) = ;I_o — Kq(z,s) [1 —2e710° 4 e720°] | (5.15)
oS
Agora, fazendo
1
U(z,s) = j—z 5 Ku(x,s), (5.16)
vem
T(z,s) = V(z,s) — 2¥(x,s) e 0 + U(x,s) e 25, (5.17)

Tomando a transformada inversa de Laplace da expressao (5.15), obtém-se

T(x,t) =p(x,t) — 2¢(x,t — to) + Y(x,t — 2tp). (5.18)

Para obter-se ¢(z,t) serd aplicada a transformada inversa de Laplace em VU(z, s)
definida por (5.16). Substituindo a forma da Fungao de Transferéncia Ky(z,s),

tem-se

o = (2 T2}

blot) = BVO ﬁ—l{l w} (5.19)
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Considerando a expressao a ser invertida, observa-se que é possivel identificar duas

funcoes distintas:

1
G(S) - ?7
(5.20)
H(s) = s %exp [—\/g x} :
Portanto, de (5.19) pode-se escrever
¢(l’,t> _ -1
W L7 {G(s)H(s)}. (5.21)

Desta forma o cédlculo da transformada inversa de Laplace fica facilitado uma vez
que, como anteriormente, pode-se empregar o Teorema da Convolu¢ao [McCollum

e Brown, 1965]. Assim

Y(z,t)
qo/to KK

—LHE H =g = | Gi-on© . (522)

Para aplicagdo deste teorema é preciso, entretanto, que as fungdes G(s) e H(s)
tenham suas transformadas inversas determinadas. Portanto, com uso dos resultados

tabelados em [McCollum e Brown, 1965] vem

g(t) = LTHG(s)} = gt) =t
(5.23)

W) = LYH(s)} = h(t) = \/% exp{—&} |

Agora, inserindo os resultados de (5.23) na expressao definida em (5.22), obtém-se:

% _ /Ot(t—f)\/% exp{—%} d, (5.24)
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ou

_Q ¢ 1 ZE2 \/7
w(x,t)fto—Kt -~ exp{ Y } g_th/ = exp{ }df. (5.25)

Desta forma, uma vez definida a funcao ¢ (x,t) e utilizando a expressao (5.18), a
determinagao da distribuigao de temperatura T'(z,t), para o caso difusivo, torna-se

imediata.



6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi abordada a determinacao da distribuicao de tem-
peratura transiente, através do uso da funcao de transferéncia, considerando tanto
uma abordagem difusiva quanto ondulatoria da propagacao do calor, e também
considerando um sélido semi-infinito e finito. Cabe salientar que primeiramente a
grandeza determinada com uso da funcao de tranferéncia foi a distribuicao de tem-
peratura transformada, e em seguida é entao obtida a forma do perfil de temperatura

no dominio tempo, para uma forma especifica do fluxo de calor de excitagao.

Uma vez definida a fungao de transferéncia do sistema, foram calcu-
ladas expressoes para as caracteristicas de amplitude, considerando tanto o modelo
ondulatério quanto o difusivo, mostrando-se este tultimo como um caso especial do
primeiro. Através das amplitudes caracteristicas foi possivel determinar as pro-
priedades dinamicas dos casos modelados, no dominio freqiiéncia, sendo identificada
uma freqiiéncia limite, acima da qual as diferencas da transmissao do calor, entre
os modelos parabdlico (difusivo) e hiperbdlico (ondulatério), tornam-se cada vez
maiores. Isto demonstra a necessidade que existe em fazer-se uma escolha adequada
do modelo matematico que ira descrever a propagacao do calor no problema que

esta sendo abordado.

No caso do sélido semi-infinito o modelo de propagacao do calor on-
dulatério é caracterizado pelo tempo ¢ € (0,2/a) quando entao a frente da onda
térmica alcangara a distancia de penetragdo x no tempo z/a. Ja no caso do modelo
de propagacao do calor difusivo, observa-se que qualquer excitacao causa uma per-
turbacao de temperatura imediata em qualquer posicao x. Com relagao aos valores
de amplitude é observado que, utilizando-se o0 modelo de difusao, eles sao considera-
velmente menores comparados com os do modelo ondulatorio, conforme demonstra-
do pelas figuras (4.5) e (4.6), o que leva a determinagao de uma freqiiéncia limite

que ¢ funcao do tempo de relaxacao 7. Observou-se que um aumento no tempo de
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relaxacao acarreta uma queda na velocidade do fluxo de calor e consequentemente

o valor da freqiiéncia limite é menor.

Para o caso do sélido finito, comparando as expressoes das caracteristicas
de amplitude dos modelos ondulatério e difusivo, equagao (3.28) com (3.38) e (3.29)
com (3.39), para as faces esquerda e direita respectivamente, observa-se que as ex-
pressoes que antecedem o termo de fracao, e também os argumentos das funcoes
hiperbdlicas, diferem de um fator /1 + 7s |S:iw = /1 +iwT. Portanto, é este o
termo que causa o aparecimento, no modelo hiperbdlico, atraso do movimento on-
dulatorio e reflexdes das ondas térmicas. O mesmo comportamento é observado
no caso de um sélido semi-infinito, através da comparagao da expressao (2.24) com
(2.47), exceto o fato de existirem reflexoes de ondas térmicas, isto por que ha apenas

uma extremidade finita.

Com relagao as caracteristicas de amplitude, para o caso de um sélido
finito, através das expressoes das respectivas funcoes de transferéncia, equacoes
(3.41), (3.44), (3.47) e (3.51), é observada uma interdependéncia das caracteristicas
em relacao a posicao adimensional X, ao tempo de relaxacao adimensional b e a
frequiéncia adimensional 3. Assim como para o caso semi-infinito, o caso finito
também apresenta um valor de freqiiéncia limite, porém esta grandeza assume dife-
rentes valores de acordo com a posicao na placa que é considerada, conforme pode

ser observado na figura (4.13).

Como trabalhos futuros, podem ser citados:

- aplicacao de outras formas de fluxos seccionalmente lineares e de du-

racao finita, assim como fluxos harmonicos;

- estender os resultados obtidos neste trabalho para uma forma mais geral
do sinal de entrada, considerando a condi¢ao de contorno de terceiro
tipo, permitindo assim a avaliacao dos casos limites que recaem nas

condicoes de primeiro e segundo tipo;
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- previsao de transiente livre em termos da resposta permanente e com

a presenca de termo fonte;

- aproximacao espacial do Laplaciano e estudo matricial direto, com

equagoes de segunda ordem, pelo método espectral.
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Apéndice I TRANSFORMACAO TRIGONOMETRICA DE ¢

Escrevendo 6 como definido na segao (2.2.1), tem-se:
0 = arctan|—1/(wT)],
pode-se mostrar que
0 = g + arctan(wT).
Assim, considere-se

0 = (g + e) + arctan(wr),

onde € é muito pequeno.

tan f = tan [(g + e) + arctan(wT)] :

- tan (5 +¢€) + tan [arctan(wT
tanf = (j ) [ ()] .
1 —tan (§ + €) - tan [arctan(wT)]

Dividindo o numerador e o denominador por tan (7/2 + €), obtém-se:

i — 1+ (wr)/tan (§ +¢)
1/tan (§ +¢€) — (wr)

Agora, tomando o limite quando € — 0, tem-se:

1+ (wr)/tan (§ +€)
1/tan (§ +¢€) — (w7)

tan @ = lim [tan 9? = lim

€—

obtendo-se

tanf = —1/(w7),
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(L1)

(1.2)



ou seja

0 = arctan|—1/(wT)].

Com isso mostra-se que a relacao (1.2) é valida.
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