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Resumo

Abordaremos a teoria do transporte étimo demonstrando o teorema da dualidade
de Kantorovich para uma classe ampla de funcoes custo. Tal resultado desempenha um
papel de suma importancia na teoria do transporte 6timo. Uma ferramenta importante
utilizada é o teorema da dualidade de Fenchel-Rockafellar, aqui enunciado e demonstrado
em bastante generalidade.

Demonstramos também o teorema da dualidade de Kantorovich-Rubinstein, que trata
do caso particular da funcao custo distancia.

Palavras-chave: Kantorovich, dualidade, transporte étimo.



Abstract

We analyze the optimal transport theory proving the Kantorovich duality theorem
for a wide class of cost functions. Such result plays an extremely important role in the
optimal transport theory. An important tool used here is the Fenchel-Rockafellar duality
theorem, which we state and prove in a general case.

We also prove the Kantorovich-Rubinstein duality theorem, which deals with the par-
ticular case of cost function given by the distance.

Keywords: Kantorovich, duality, optimal transportation.
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Introducao

Ainda que a origem da area de transporte 6timo se deva ao problema de Gaspard
Monge, em 1781, foi a partir de 1942, com a contribuicao de Leonid Kantorovich no
assunto, que o tema passou a despertar interesse em areas como equacoes diferenciais
parciais, mecanica de fluidos, geometria, teoria da probabilidade e andlise funcional.

Intuitivamente o problema de Kantorovich de transporte 6timo consiste em deslocar
uma quantidade de massa ou de energia de um estado inicial x, a um estado final y, com
um custo de transporte dado por uma fun¢ao mensuravel c¢(z,y) em X x Y. Procura-se
realizar o transporte com o menor custo possivel.

Além da funcao custo ¢, levaremos em conta a distribuicao da massa que pode ser
transportada de X, modelada por uma probabilidade y em X, e a distribuicao desejada
de massa em Y, modelada por uma probabilidade ¥ em Y. A quantidade de massa que
efetivamente é transferida de um estado para o outro é modelada por uma probabilidade 7
em X X Y, contendo projecoes na primeira e segunda coordenadas dadas respectivamente
por i e v. w é denominada um plano de transporte ou um acoplamento.

O problema original, chamado problema de Monge, é um pouco mais simples. A dife-
renca entre o problema de Kantorovich e o de Monge é que o de Monge admite que a massa
nao possa ser divida, isto é, que toda a massa de um estado inicial é transportada para
um mesmo estado final, enquanto que no problema de Kantorovich nao existe restricao
quanto a divisao da massa no transporte. Isto explica porque, atualmente, o problema de
Monge é visto como um caso particular do problema de Kantorovich. De fato o problema

de Kantorovich é considerado a versao relaxada do problema de Monge.



Em termos mais rigorosos, o problema de Kantorovich é interpretado da seguinte
forma: dados dois espagos de probabilidade (X, A%, u) e (Y, AY,v), e uma fungiao men-
suravel e ndo-negativa ¢ : X x Y — R, considere o conjunto I1(x, ) dado por todas as

probabilidades 7 em AX x AY que satisfazem
m[AxY]=pu(A) e 7[X x B]=v(B),

para quaisquer conjuntos mensuraveis A C X e B CY.
O problema de Kantorovich consiste em minimizar a fun¢ao custo de transporte total,

dada por
I = [ clayintey).
XxXY

entre todos os planos de transporte m € II(u, v).

O custo de transporte étimo é dado por

T.(p,v) = inf I[x].

T (p,v)
Quando existir uma probabilidade em TI(u, ) que satisfaca I[r] = T.(u, v), tal proba-
bilidade serd chamada um plano de transporte étimo.
Como Monge considera apenas o caso particular em que a massa nao é divida no
transporte, matematicamente podemos considerar o estado y em funcao do estado x
através de uma fungao mensuravel 7' : X — Y. Neste caso, o plano de transporte pode

ser reescrito Ccomo
drp(z,y) = dr(z,y) = dp()dpy—r()

Equivalentemente, I1(u, ) passa a ser caracterizado pela condigao

VB e A, v(B)=u[T'(B)]
e neste caso diremos que v é a imagem mensurdvel de p por T, ou que T transporta p
para v e escreveremos T#pu = v.
Finalmente, o problema de Monge serd minimizar a fungao

T[] = / (o, T(a))dpu(x)

X



sobre o conjunto de todas as fungoes mensuraveis 1" tal que T#pu = v.

Note que os problemas de Monge e de Kantorovich sao distintos, uma vez que no
problema de Kantorovich procuramos um plano de transporte que minimize o custo do
transporte total, enquanto que o problema de Monge trata de obter a minimizacao a
partir de uma funcao de transporte. De fato, como ja dito, o problema de Monge é um
caso particular do problema de Kantorovich.

A diferenga entre o problema de Monge e o de Kantorovich fica evidente com o seguinte

exemplo:

Exemplo 0.0.1. Sejam X =Y = [0,1], pu(x) = 6p1y93(2), v(y) = 560131 (y) + 3012/3 ()
e ¢ uma funcao custo semicontinua inferiormente qualquer. Afirmamos que sob essas
condicoes nao existe solugao para o problema de Monge.

De fato, suponha por absurdo que exista 7" : [0,1] — [0, 1] que transporta p para
v. Sem perda de generalidade, suponha que 7'(1/2) = 1/3 e T'(a) = 2/3 para algum
a € [0,1\{3}. Logo, 1/2 =v(2/3) = u[T~'(2/3)] = u(a) = 0, uma contradicao.

Por outro lado, pelo teorema 1.3.2 que demonstraremos durante a dissertagao, existe
um plano 6timo para o exemplo anterior que minimiza o problema no sentido de Kanto-

rovich.

Em nossa dissertagao de mestrado pretendemos abordar a teoria do transporte pro-
vando um teorema essencial: o teorema de dualidade de Kantorovich, que mostra que
o Infimo da esperanca de custo entre todos os planos de transporte é atingido por ao
menos um plano e coincide com um problema de minimizacao de uma soma de integrais
(em relagao as medidas de partida e de chegada) de certas fungoes cuja soma é majorada
pela propria funcao custo. Antes de enunciar e provar tal resultado, e apds introduzir
os conceitos basicos da teoria de transporte e certos exemplos selecionados, pretendemos
introduzir os conceitos basicos de analise necessarios ao referido teorema. Pretendemos
dar a demonstragao do teorema de dualidade para uma classe ampla de fungoes custo.

Esta dissertacao é baseada no livro de Cédric Villani, Topics in Optimal Transporta-

tion.



Capitulo 1

A Dualidade de Kantorovich

1.1 Preliminares

Em toda a dissertagdo, qualquer que seja o espago métrico (X, d), que denotaremos
por simplicidade por X, vamos equipd-lo com a topologia induzida pela distancia, e
denotaremos por B(x,r) a bola de centro z e raio r. Além disso, dados dois espagos
métricos (X, d) e (Y, d), consideraremos o espaco métrico produto (X x Y, [d + d]) onde
[d + d)((z1,31), (22, 92)) = d(z1,22) + d(y1, 42), V1,72 € X e Vy1, 90 €Y.

Dado A C X, diremos que z € A é um ponto interior se existe r > 0 tal que a bola
aberta B(z,r) C A. Denotaremos por A° o complementar do conjunto A, por Int(A) o
conjunto dos pontos interiores de A e escreveremos A para significar o fecho de A.

Considere o espago mensuravel (X, B(X)), onde B(X) corresponde a o-algebra de
Borel de X. Denotaremos por M(X) o conjunto das medidas com sinal o-finitas em
B(X), M (X) o conjunto das medidas nao-negativas o-finitas em B(X) e por P(X) o
conjunto de todas as probabilidades definidas em B(X). O espago M (X) estd equipado
com a norma da variagao total, |||y = inf{u[X] + p—[X]}, onde o infimo é tomado
sobre todas as medidas nao-negativas p, u_ tais que p = py — p_.

Dada uma medida g em B(X), para p € [1,400) o conjunto LP(du) = {f : X —
RU{+00}; [ | f|Pdu < oo} representard o espago de Lebesgue de ordem p em relagao a y,



com a usual identificacao das fungoes que coincidem em quase toda parte.

O espaco das fungoes continuas e limitadas definidas no espago métrico X e tomando
valores em R serd denotado por Cy(X) e equipado com a norma do supremo, ||ul. =
sup,ecx[u(z)]. O conjunto de todas as fungdes Lipschitz definidas no espago métrico X
e tomando valores em R serd denotado por Lip(X) e equipado com a pseudo-norma

lo(z)—p(y)]

ollLip = SUp,, e Note que |l¢l|lLip € a menor dentre as possiveis constantes de

Lipschitz para .

Definigao 1.1.1. Sejam (X, A%, u) e (Y, AY,v) dois espacos de probabilidade. Definire-
mos II(x,v) como sendo o conjunto de todas as medidas nao-negativas = em AX x AY

que satisfazem VA € AX, B € AY
T(AxY)=pu(4d) e 7(X x B)=v(B). (1.1)

Observe que, como consequéncia imediata de (1.1), temos que (X X Y) = pu(X) =

v(Y) =1 e portanto 7 é uma probabilidade em A* x AY.

1.2 Resultados

A seguir, provaremos um lema que serda utilizado no decorrer da dissertacao.

Lema 1.2.1. Sejam (X, A%, u) e (Y, AY,v) dois espagos de probabilidade. 7 € T1(u,v) se,
e somente se, é uma medida nao-negativa em AX x AY tal que ¥(p,) € LY (du) x L (dv),

m satisfaz

[ leta) + vtlar = [ e+ [ va (1.2

XxY X Y
Demonstra¢ao. (=) Pela teoria da medida é suficiente mostrar para o caso em que ¢ e

1 sdo fungoes indicadoras de conjuntos mensurdveis. Se m € II(u,v), entdo VA € AX e



VB e AY

/X [ata) + 1p)ldr(e,) = /X [ (@.9) + Lo g)ldn(z.)
= m(AXY)+7n(X x B)

— u(A) +v(B)

= /1Adu—|—/13du,
X X

onde na terceira igualdade foi utilizado a definicao 1.1.1.

(<) Se 7 ¢ uma medida nao-negativa que satisfaz (1.2), entao VA € AX e VB € AY
T(AXY)+7n(X xB) = / Maxy(x,y) + Lxxp(z,y)|dr(x,y)
XxY

— /Xy[1A(:c)+1B(y)]d7r(x,y)

= /1Ad,u+/13dl/
X X

= wA) +v(B),

onde a terceira igualdade é justificada pela identidade (1.2). Em particular, escolhendo

B = () segue que
T(AxY) = pu(A), VA e A~
Analogamente, (X x B) = v(B), VB € A, e portanto 7 € II(, v). O

Definicao 1.2.2. Um espaco métrico completo e separavel é dito um espaco polonés. Um
espaco topoldgico é dito de Hausdorff se para qualquer par de pontos distintos p; e po

existem dois abertos disjuntos U; e U, tais que p; € Uy e py € Us.
Em particular espagos métricos sao espacos de Hausdorff.

Definicao 1.2.3. Seja ;1 uma medida na o-algebra de Borel de um espago topoldgico de

Hausdorff X.

(i) p é dita regular interior se pu(B) = sup{u(K); K compacto, K C B} para todo

boreliano B.



(i) pédita reqular exterior se u(B) = inf{u(V'); V aberto, V' O B} para todo boreliano
B.

(iii) p é dita regular se é regular interior e exterior.

Segundo Billigsley [3], teorema 1.1 da pégina 7, toda probabilidade u € P(X), onde

X é um espaco métrico, é regular.
Definicao 1.2.4. Sejam X um espago métrico e P uma classe de subconjuntos de X.

(i) A o-dlgebra gerada por P, denotada por o(P), é definida como a intersec¢ao de

todas as o-algebras que contém P.

(ii)) A classe P é um m-system se é fechada para intersecgoes finitas, isto é, se para

quaisquer A, B € P, ANB € P.

Enunciaremos agora uma proposicao de teoria da medida que nao sera demonstrada,

para maiores detalhes ver Billingsley [4], teorema 3.3 da pégina 38, segunda edigao.

Proposicao 1.2.5. Seja X um espago métrico e P um mw-system. Se uy e ps sao proba-
bilidades em o(P), tais que py(A) = ua(A) para todo A € P, entao pui1(A) = pus(A) para
todo A € o(P).

Em seguida, provaremos uma outra versao do lema 1.2.1.

Lema 1.2.6. Sejam (X,d) e (Y,d) espagos métricos, p € P(X) e v € P(Y). Entao
7w € (u,v) se, e somente se, 1 € P(X xXY) e V(p, 1) € Cp(X) x Co(Y), 7 satisfaz a
igualdade (1.2).

Demonstragao. (=) Basta observar que Cy(X) x Cy(Y) C LY(dp) x LY (dv), B(X) x
B(Y)=B(X xY) eaplicar o lema 1.2.1.

(<) Faremos a prova em 4 etapas.

Afirmacgao 1. Sejam (X, d) um espa¢o métrico e A C X um aberto. Entao existe
uma sequéncia (f,),>1 de fungées continuas nao-negativas, e uniformemente limitadas por

1, tal que lim,,_,o fn(z) = 14(2), V2 € X.



Prova da afirmagao 1. De fato, defina A, = {x € A:d(z,0A) > 1/n} e
fo(x) = max{1l — nd(z, A,,),0}.

Observe que, para todo n natural, f, é uma funcao continua, ja que a funcao 1 —

nd(z, A,) é continua e a parte positiva de uma fungao continua é continua. Além disso,
0 < fu(z) = max{l — nd(z, A4,),0} <1,

o que mostra que f, é nao-negativa e limitada por 1 para todo n natural.
Note que se x ¢ A, entdo d(z,A,) > 1/n, o que implica f,(x) = 0. Logo, f.(x) <

14(z). Por outro lado, se x € A,, é imediato que f,(z) = 1. Assim segue que
L, (x) < fule) < La(x), Vo € X.

Afirmamos que

lim 14, (z) = 1a(2). (1.3)

n—oo

Com efeito, se z ¢ A entao x ¢ A, para todo n. Assim,
Vn €N, 14, (x) =0=14(x)

e vale (1.3). Por outro lado, se x € A, seja r > 0 tal que d(z,0A) = r. Tomando ny
suficientemente grande tal que 1/ng < r, temos que ¥Yn > ng, d(x,0A) > 1/n. Portanto,

x € A,, Yn > ng, o que implica
La,(x) =1=14(x), Vn > ny.

Neste caso, vemos novamente que a igualdade (1.3) é verdadeira.

Afirmacao 2. Sejam (X, d) e (Y, d) dois espacos métricos, e A C X e B C Y abertos.
Mostraremos que existe uma sequéncia de fungoes (¢,),>1 continuas e uniformemente
limitadas por 2, definidas em X X Y tal que lim, o on(x,y) = 1a(z) + 15(y), V(z,y) €
X xY.

Prova da afirmagdo 2. Pela afirmagao 1, existem sequéncias (f,)n>1 € (gn)n>1 de

fungoes continuas uniformemente limitadas por 1 tais que

8



limy, 00 fn(x) = 1A($) e lim, o gn(y) = 1B(y)-

Defina ¢, : X XY — R por ¢, (z,y) = fu(z) + gu(y). Dados (a,b) € X xY e > 0,

pela continuidade de f,, e g, existe um § > 0 tal que

d(z,a) < = |fn(x) — fula)| < e/2

d(y,b) <6 = |gn(y) — gu(b)| < /2.

Assim,

[d+d)((z,y), (a,b) < 6= d(z,a)+d(y,b) <o

= |90n<x>y) - Son(aﬂb)’ < ‘fn(m) - fn(a” + ‘gn(y) - gn(b)’ <Eé.

Logo, ¢, é continua. Além disso, para todo n, |, (z,y)] < |fu(2)] + |gu(y)] < 2 €

1imn—>oo Spn(‘ra y) - 1A(x) + lB(y)
Afirmagao 3. Sejam X e Y espagos métricos. Para todo A C X e B C Y abertos

T(AxY)=pu(A) e 7[X x B]=v(B).

Prova da afirmagao 3. De fato,
TAXY)+m(X x B) = / La(2) + 15 (y)ldr(z, y)

| it
n—o0

= lim [ gndn(z,y)

n—oo
= lim [ f,dp+ lim /gndy
n—oo n—oo

= /1Adu + / lpdv = p(A) +v(B),

onde a segunda igualdade vem da afirmacao 2, a terceira e quinta igualdades do Teorema
da Convergencia Dominada, e a quarta igualdade vem da demonstracao da afirmacao 2 e

da hipétese de 7 satisfazer (1.2.1).



Portanto, como 7 é uma probabilidade, fazendo B = Y obtemos m(AxY') = u(A), VA C
X aberto, da mesma forma, fazendo A = X obtemos (X x B) = v(B), VB C Y aberto.
Afirmacgao 4. Concluiremos o lema.

Prova da afirmagdo 4. Defina mx : B(X) — [0, 1] dada por
mx(A) =7m(AXY),

mx é claramente uma probabilidade. Além disso, dados quaisquer subconjuntos abertos
Aje Ay de X, AjNA, é um subconjunto aberto de X, portanto a classe P dos subconjuntos
abertos de X é um 7-system.

Como, pela afirmagao 3, para todo A C X aberto mx(A) = 7(A X Y) = u(A) o lema

1.2.5 acima, garante que

x(A) = u(A), VA € o(P).
Mas, o(P) = B(X), entao pu(A) = mx(A) = m(A x Y') para todo A € B(X).
Analogamente, definindo 7y : B(Y') — [0, 1] dada por

Wy(B) = 7T(X X B),

concluiremos que v(B) = 7y (B) = n(X x B) para todo B € B(Y). O

1.3 Dualidade Geral

Nesta secao faremos a prova do Teorema da Dualidade de Kantorovich.

Definigao 1.3.1. Uma fungao ¢ definida em um espago métrico X e tomando valores em
R U {+o0} é dita semicontinua inferiormente se para toda sequéncia (z,) em X tal que

x, — x quando n — 0o, temos

liminf (x,) > ¢(x).

n—o0

Um dos objetivos principais nesta dissertacao é a demonstracao do seguinte teorema,

no caso X e Y compactos e ¢ continua:

10



Teorema 1.3.2 (Dualidade de Kantorovich). Sejam X e Y espagos poloneses, u €
P(X)eve PY)esejac: X xY — RtU{+oo} uma fun¢io custo semicontinua
inferiormente.

Sempre que m € P(X X Y) e (p,v) € LY(du) x LY (dv), defina

M= [ cegirten) e T = [ paut [ v

Defina I1(p, v) como o conjunto de todas as probabilidades de Borel m em X XY que

satisfazem YA € B(X), B € B(Y),
T[AxY]=p(A) e w[X x B]=wv(B)

e defina ®, como o conjunto de todas as fun¢oes mensurdveis (p,v) € LY(du) x L(dv)

satisfazendo
o(z) +¥(y) < clz,y) (1.4)

para du-quase todo ponto em X e dv-quase todo ponto em Y .
Entao,

inf Ilr]= sup J(p,v). (1.5)

k) (p:9))€®e

Ainda, o infimo do lado esquerdo de (1.5) € atingido, e o valor do supremo nao muda se

restringirmos a definicao de ®. as funcoes continuas e limitadas.

Observagao 1.3.3. A priori nao é claro que o valor do supremo em J nao mude com
a restricao na definicao de @, as funcoes continuas e limitadas, uma vez que nao é claro
que os pares de fungoes em L! satisfazendo (1.4) possam ser aproximadas por pares de
fungoes continuas limitadas satisfazendo a mesma desigualdade. Contudo, a partir da
proposicao 1.3.5 abaixo, tal afirmacao ficard mais clara. Quando quisermos enfatizar a

distinc@o entre essas definicoes, escreveremos informalmente ®. N C, e ®, N L1,

A seguir, introduziremos um exemplo que servird como uma interpretagao informal

para o teorema 1.3.2.

11



Exemplo 1.3.4 (O problema do carregador). Suponha que vocé seja empresario, e que
precise transferir uma grande quantidade de carvao das suas minas para as suas fabricas.
Vocé pode contratar caminhdes para fazer o transporte, mas precisa paga-los c¢(x,y) por
cada tonelada de carvao que é transportada de um lugar x para um lugar y. A quantidade
de carvao que vocé pode extrair de cada mina e a quantidade que cada fabrica precisa
receber estao fixadas.

Como voce estd tentando resolver o problema de Monge-Kantorovich associado, a fim
de minimizar o preco que vocé tem que pagar, um matematico vem até vocé e diz “Meu
amigo, deixe-me cuidar disso para vocé: eu enviarei todo o seu carvao com meus proprios
caminhoes e vocé nao tera que se preocupar com o que vai aonde. Vou apenas fixar um
preco ¢(x) para carregar uma tonelada de carvao de um lugar = e um preco ¢(y) para
descarregar em um destino y. Vou definir os precos de tal maneira que vocé deixara que
eu faca todo o transporte necessario! De fato, vocé pode checar que para qualquer x,y
a soma () + ¢(y) serda sempre menor ou igual que o custo c(z,y) (para atingir esse
objetivo, estou disposto a dar compensacgoes financeiras para alguns lugares, na forma de
pregos negativos!)”.

E claro que vocé aceita a proposta. Agora, o que a dualidade de Kantorovich afirma
é que, se este carregador for inteligente o suficiente, ele pode organizar os precos de tal
forma que vocé pagard a ele tanto quanto voceé iria pagar com o método de transporte

inicial.

Como primeiro passo para a demonstragao do teorema 1.3.2 provaremos a parte fécil

da dualidade de Kantorovich

Proposicao 1.3.5. Sob as mesmas hipoteses do teorema 1.5.2,

sup J(p,v) < sup J(p,¢) < inf I[x]. (1.6)

o.NC), d.NLL I(p,v)

Demonstragao. Como Cy(X) x Cyp(Y) C L (dp) x L' (dv), a desigualdade da esquerda em

(1.6) é trivial. Portanto basta mostrar a desigualdade da direita.

12



Sejam (o, 1) € ®.N LY e m € II(u,v). Entao pelo lema 1.2.1,

Mo = [ pdut [ wiv= [ fpla) + viw)lin

Afirmamos que a desigualdade (1.4) vale para dr-quase toda parte: de fato, sejam
Nx C X e Ny C Y conjuntos mensurdveis tais que u[Nx| = 0, v[Ny] = 0 e a desigualdade
(1.4) valha para todo (z,y) € N x Ng. Uma vez que m tem marginais p e v, podemos

escrever m[Nx X Y] =v[Nx] =0, 7[X x Ny] = v[Ny] = 0. Portanto
[(Ng X Ny)°] < 7[Nx x Y]+ 7[X x Ny] = 0.
Logo ¢(z) + ¢¥(y) < ¢(z,y) em dr-quase toda parte e como consequéncia
He) = [ @+l [ cwpiney =17 00
XxY XxY

Assim,

sup J(p, ) < I[r] Vr e Il(p,v).
d.NLL

O que implica que

sup J(i,¢) < Ilr].

inf
d.NLl (u,v)

]

Agora introduziremos algumas ferramentas necessarias para a demonstragao do teo-

rema 1.3.2.

Definicao 1.3.6. Seja Y um espaco vetorial normado, um conjunto C' C E é dito convezo

quando para quaisquer z,y € C et € [0, 1]
tr+ (1—t)y e C.

Precisamos do seguinte resultado para demonstrar o teorema 1.3.10 abaixo, cuja de-

monstracao encontra-se no apéndice.

Lema 1.3.7. Seja E um espaco vetorial normado. Se C' C E um conjunto convezo, entao

Int(C) é convezo. Se além disso Int(C) # 0, entdo C = Int(C).
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Definicao 1.3.8. Dada uma fungao ¢ definida em um espago métrico X e tomando

valores em R U {+o00}.
(i) O dominio de ¢, D(y), é dado por

D(p) = {z € X; p(x) < +oc}.

(ii) O epigrdfico de ¢ é o conjunto

epip = {(z,A) € X x Rjp(x) < A}

Definicao 1.3.9. Seja E um espaco vetorial normado.

(i) O dual topoldgico de E, denotado por E* é o conjunto

E*={f:E — R, f é continua e linear}.

(i) ¢p: B — RU{+o0} é dita convera se para quaisquer (x,y,\) € E x E x [0, 1]
Az + (1= Ny) < Ap(x) + (1= Ne(y).

(iii) Dada uma fungao © convexa em E tomando valores em R U {+o0}, atransformada
de Legendre-Fenchel de © é a funcao ©* definida no dual topoldgico E* de E, dada
por

O7(f) = sup[f(z) — O(@)}. (1.8)
Te
(iv) Um hiperplano H C E é um conjunto da forma
H={z€E; f(z)=a}
onde f é um funcional linear nao identicamente nulo, e o € R.
(v) Dados A e B subconjuntos de E, o hiperplano H = [f = a] separa A e B quando

flx)<a,VxeA e f(zr)>a, VxEB
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A seguir provaremos o resultado central para a demostracao do teorema 1.3.2. Usare-
mos para isso, alguns resultados conhecidos, dos quais o segundo é um resultado cléssico
de Analise Funcional. Sua respectivas demonstragoes podem ser encontradas em Rocka-

fellar [8], teorema 4.1 da pégina 25, e Brezis [2], teorema 1.6 da pagina 5.
e O epigrafico de uma fungao convexa é um conjunto convexo;

e A primeira forma geométrica de Hahn-Banach: Sejam dois conjuntos conve-
X0s e nao-vazios A e B contidos no espaco vetorial E, tais que AN B = (). Suponha

A aberto, entao existe um hiperplano fechado que separa A e B.

Teorema 1.3.10 (Dualidade de Fenchel-Rockafellar). Seja E um espago vetorial

normado, E* o seu espaco dual topologico, e ©, = duas fungoes converas definidas em E

*

tomando valores em R U {+o00}. Sejam ©*, =% as transformadas de Legendre-Fenchel de
©, = respectivamente. Suponha que exista um xo € E tal que xo € D(O)N D(ZE) e © €
continua em xg.

Entao,

inf [©(x) + E(z)] = sup [-0"(=f) — E°(f)] (1.9)

zel feE*

Além disso, o supremo em (1.9) € atingido por, ao menos, um elemento de E*.

Note que as hipoteses do teorema nao excluem o caso em que
inf [O(z) + Z(z)] = —oc0.

Demonstracao. Definamos

Afirmacao 1. b < a.
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Prova da afirmacao 1. Segue da definicao de transformada de Legendre-Fenchel que

b = sup {_sup[—m — 0@) - suplf(y) —E(y)]}

ferE* el yekE

= sup {ing[(0) + €] + [ 0) + =0

feE~ zeE
= sup { infE[f(x —y)+0O(x) + E(y)]} .
feE* z,ye

Como

inf [f(z—y)+0O(x)+E(y)] < inf[O(z) + Z(2)] = a,Vf € E*,

ryck z€E
tem-se b < a, o que prova a afirmacao 1.
Se a = —00, entao —oo = a < b para todo b € R. Logo a = b e vale (1.9). Assim, no
que segue, podemos assumir que a € R.
Seja C' = epiO.
Afirmacao 2. O ponto (zg, O(zg) + 1) € Int(C).

Prova da afirmagao 2. Suponha que d é a distancia em E e defina a distancia

d((21,91), (22,92)) = d(1, 72) + |91 = v2|

em E x R.
Seja um € > 0 pequeno. Pela continuidade de © em z existe um 6 > 0 pequeno (de

forma a termos 1 — § > ¢) tal que
|O(z) — O(x0)| < e,V € B(xp,6) ={x € E; d(z,z9) < 0}.

Seja agora

B ={(z,y) € ExR; d((2,y) (x0,0(x0) + 1)) < o}
Se (x,y) € B entdo
y>0(rg)+1—0>0(x) +e>0(x),

ou seja, temos (z,y) € C. Logo o aberto B, que contém (), O(zg) + 1), estd contido em

C, e portanto finalizamos a demonstragao da afirmagao 2.
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Agora sejam A = Int(C) e
B={(z,\) e ExR: A<a—Z(z)} = —epi(E —a).

Pelo lema 1.3.7 segue que A é convexo, e pela convexidade de = que B é convexo. E claro
que B é ndo-vazio, uma vez que Z(xy) < 4+00. Ainda, A é ndo-vazio como consequéncia
da afirmacao 2.

Provaremos que AN B = (). Com efeito, se (z,\) € A entdo A > O(z). Por outro lado,

pela definicao de a temos que

de forma que (z,\) ¢ B.
Assim, pela primeira forma geométrica de Hahn-Banach, existe uma hiperplano fe-

chado H que separa A e B, isto é, existem v € R e & € (E x R)* tais que
O((z,)\) > a, Y(z,\) € A, (1.10)
O((z,N) < a, Y(z,)\) € B. (1.11)

Usando a continuidade de ® podemos substituir em (1.10), A por A. Mas pelo lema
1.3.7 A = C. Note que a funcdo z — ®(z,0) é um funcional linear continuo em E, e

assim ®(z,0) = f(z) para algum f € E*. Definindo k = ®(0, 1) segue que

O(z,\) = f(z)+ kX V(z,\) € ExR. (1.12)

Assim, temos
f(x)+ kX >a, Y(z,\) € C, (1.13)
f(x) + kX <a, V(z,\) € B. (1.14)

Escolhendo x = xj e fazendo A — +oo em (1.13), vemos que k > 0.
Afirmacao 3. k£ > 0.
Prova da afirmagao 3. Assuma por contradicao que k = 0, como ® # 0, segue de

(1.12) que ||f||s # 0. Além disso, por (1.13) e (1.14) segue
f(z) > a, Yz € D(O), (1.15)
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f(z) <a, Yz € D(E). (1.16)

Mas, pela continuidade de © em z, existe g¢ suficientemente pequeno tal que B(xg,eg) C

Dom(©), e assim de (1.15) temos
f(zog —eow) > a Yw € B(0,1).
Note que da ultima desigualdade temos que
f(zo) > o+ eof(w), Yw € B(0,1),

o que implica que f(zg) > a + &ol|f||- Por outro lado, de (1.16), temos que f(zo) < «, ja
que zg € D(Z). Portanto obtemos || f|| = 0, o que é uma contradi¢ao e prova a afirmagao
3.

Escolha agora A = O(z) em (1.13), e A = a — Z(x) em (1.14), entdao obtemos

—@—@(1‘) < —%, Ve e E

de forma que

o que implica a < b.

Finalmente, com a afirmagao 1, concluimos que
AN
=b=-0"— ) —-="(=),
¢ < K k
o que nos demonstra (1.9) e que o supremo é atingido. O

Definicao 1.3.11. Seja 1 uma medida na o-algebra de Borel de um espaco topolégico

de Hausdorff X.
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(i) p é dita localmente finita se Vo € X existe V vizinhanca de x tal que u(V) < oc.
(ii) p é dita medida de Radon se é regular interior e localmente finita.

Denotaremos o conjunto das medidas de Radon de um espaco topolégico de Hausdorft
X como Mg(X), e o conjunto das medidas de Radon nao-negativas por M7 (X).
Para a prova do teorema 1.3.2 admitiremos o seguinte resultado, que nao sera provado,

mas que pode ser encontrado em Fitzpatrick [6], pdgina 164.

Teorema 1.3.12 (Teorema de Representacao de Riesz-Markov). Seja X um espago
de Hausdorff compacto e C(X) o espago das fungoes continuas em X tomando valores
em R, equipado com a norma do supremo e considere Mr(X) equipado com a norma da

variagdao total. Defina o funcional linear T : Mp(X) — [C(X)]* dado por

T.(f) = /X fdu, Vf € C(X).

Entao T é um isomorfismo isométrico de Mp(X) em [C(X)]*. Além disso, T é um

. . e _l’_
funcional linear positivo se, e somente se, jp € Mp(X).

Faremos a prova do teorema 1.3.2 para o caso particular em que X e Y sao compactos
e ¢ é continua. Este é o primeiro passo para a demostracao do teorema no caso geral, que
pode ser encontrada em Villani [11], pagina 26.

Nesta demonstracao, e no que segue nesta dissertagao, convencionaremos que 0 -

(+00) = 0.

Demonstracao do teorema 1.3.2. Suponhamos adicionalmente que X e Y sao com-

pactos e ¢ é continua em X X Y. Defina
E= Cb(X X Y)

o conjunto de todas as funcgoes continuas, e consequentemente limitadas, em X x Y

tomando valores em R, equipado com a norma usual do supremo || . ||». Note que X e
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Y compactos implica X X Y compacto. Logo, pelo teorema de representacao de Riesz-
Markov acima, o dual topoldgico de E pode ser identificado com o espaco das medidas de
Radon

E* = Mgr(X xY)

normado pela variagao total, isto é, || 7 ||yr= inf{m(X) + 7_(X)}.

Defina © : Cy(X x Y) — R U {400} por

0 seu(z,y) > —c(z,y), V(z,y) € X xY,
O(u) =

400 caso contrario,

onde ¢ é a fungao custo, e = : Cp(X x Y) — R U {400} por

[x edp+ [y vdv se u(z,y) = o(z) +¢(y), com (¢,¢) € Cy x Gy,

+00 caso contrario.

Note que = esta bem definida, ja que, se

o(r) +Y(y) = ulz,y) = ¢(x) + ¥(y),V(z,y) € X XY,

entao

Logo, existe s € R tal que

p(r)=@(x)+5 e U(y) =iy —s.

/¢du+/¢dy = /[¢+s]du+/[¢3—s]du
= /gﬁdu%—s%—/@du—s
- /@du+/1ﬁdu
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Afirmamos que © e = sao funcoes convexas. De fato, observe que para quaisquer

(u,v,\) € E x E x [0,1] temos

o seu(z,y) > —c(x,y) ev(x,y) > —c(z,y) para todo (z,y) € X XY, entdo Au(x,y)+
r,Y) > —c

(1= XNv(z,y) (x,y), portanto O(Au+ (1 — A)v) =0 = AO(u) + (1 — \)O(v).

e Suponha, sem perda de generalidade, que u(z,y) > —c(z,y) para todo (x,y) €
X XY, e que exista (zg,y0) € X x Y tal que v(xo,y0) < —c(x0,y0). Entao,

©(v) = 400, por isso, se A < 1,
AO(u) + (1 = N)O(v) = +00 > O(Au+ (1 — A)v),

onde a desigualdade ¢é justificada pela definigao de ©. Se A = 1, como 0 - (400) = 0,
segue que O(Au + (1 —A)v) = O(u) = AO(u) + (1 — X\)O(v).

O que mostra que © é convexa. Da mesma forma,

o seu(z,y) = p1(x)+1(y) e v(x, y) = pa(x) +1a(y) com (@1, 1), (w2, ¢2) € Cp(X) X
Cy(Y') entao

Au(z,y) + (1= No(z,y) = Ae(@) + ()] + (1= Nwa(2) + P2(y)]
= [P+ (1= Nea](@) + Moy + (1 = Mo (y).

Como (Ag1 + (1 — N, M1 + (1 — AN)ihg) € Cp(X) x Cp(Y) temos que

E(Mu+ (1 —=XMv) =
— /X[)\gol + (1= N)a)dp + /YP\% + (1 = Mldr

:)\[/Xgoldlﬁ—/yd)ldy] +(1-A) {/Xgogd[z—F/Y@Dle/}

= AZ(u) + (1 — N)Z(v).

e Suponha que u(z,y) = @o(x)+o(y), V(z,y) € X xY com (o, 1) € Cy(X)x Cy(Y)
e que v # o+, Y(p, ) € Cp(X)xCp(Y), 0 que implica que Z(v) = +o0. Portando,
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se A = 1 entdo usando novamente que 0 - (+00) = 0, temos Z(Au + (1 — A\)v) =

E(u) = A=(u) + (1 — N)E(v). Agora, se A < 1, ent@o pela definigao de =,

AZ(u) + (1 = N)ZE(v) = 400 > E(Au+ (1 = A)v).

O que demonstra que = também é convexa.

Além disso, se zp = 1 entdo 1 = zy > —c(x,y), pois ¢ é nao-negativa, portanto
O(z)) = 0 < co. Ainda, © é continua em zp, uma vez que se ||zp — ul| < 1/2 entdo
O(u) = 0.

Portanto as hip6teses do teorema 1.3.10 sdo satisfeitas, e a identidade (1.9) se verifica.

Observe que

inf [O(u) + =Z(u
uck

{ [ e / bdv; ola) +0(y) > —clx,y), <so,w>eob<x>xcb<y>}
{ i+ [ s (o) + 6(0) < elap), (0) € Gl >><ob<Y>}
=mf{ /wdu /wdu o(2) + ) < cle,y), (o) € Co(X) x Ch(Y }
:—sup{/ sodwr/wdv o(2) + 1Y) < clz.y), (p.) € Co(X) x CylY
= —sup {J(907¢)7 (%%U) S (I)c N Cb} . (1 17

Calculemos as transformadas de Legendre-Fenchel de © e =, inicialmente para qualquer

m € Mr(X X Y): a definigdo de © implica

O"(—m) = sup{—m(u) - O(u)}

uelr

= sup{—/u(x,y)dﬂ'(ﬂ?,y); —u(z,y) < C(x,y)}

uek

uel

= sup{/u(:p,y)dw(x,y); u(z,y) < c(x,y)} .

e Se 7w é uma medida de Radon com sinal com parte negativa nao-nula, entao existe

uma fungao v € Cp(X X Y) tal que f vdm > 0 (esse fato é verdadeiro pois, se
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nao fosse, o funcional linear T : v € Cy(X X Y) +— [wdr seria um funcional
linear positivo e, pelo teorema 1.3.12, a medida que representa tal funcional se-

ria ndo-negativa). Assim, tomando u = v, e fazendo A — +o00, vemos que

spuep { [ ule. y)dr(e,y); ule.y) < ce,y)} = +oo.

e Por outro lado, se 7 € M7 (X x Y), como ¢ € Cp(X x Y) temos que o supremo &,

evidentemente, [ cdr = I[r].

Assim,

Ilr]seme ME(X xY)
O*(—) = (1.18)

400 caso contrario.

Analogamente, a definicao de = faz com que

=) = sup{m(u) — E(u)}

= sup Jula,y)dr(z,y) = [ dp — [ dv;
u€k u(z,y) = o)+ Y(y) e (¢, v) € Cp x Cy

- w,wsél(gxcb{/[“O(x>+¢(y)]dﬂ(x,y) —/@du—/wdu}.

o Se [[o(x) + ¢(y)ldr(z,y) = [pdu + [dv, Y(p,¥) € Cp(X) x Cp(Y) entdo o

supremo ¢ nulo.

e Caso contrario, existe (g, o) € Cp(X) x Cp(Y) tal que, sem perda de generalidade,
[lo(a) + to(@)ldn(a, ) > [ godp+ [ vodv. Entio a escolha (¢,15) = (g, M)

com A — +00, mostra que o supremo acima é 400.

Afim de simplificar a notacao, defina
) = {re Maxx V) [lola) + v0)ldn(o.g) =
= /s@dwr/@bdv V(p, ) € Gp(X) x Cb(Y)}
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Acabamos de provar que

0sem e II*(u,v),

+00 caso contrario.

Agora, de (1.17), vemos que o lado esquerdo de (1.9) ¢ igual a —supg, ~c, 1/(, %)},

enquanto que o lado direito, de (1.18) e (1.19), coincide com

Ilr]seme ME(X xY) 0sem e Il*(u,v)
sup — —

TEMR(X)
+00 caso contrario +00 caso contrario.

ou equivalentemente,

sup {—I[x], m€ MAH(X xY)NIT*(u,v)}.
WEMR(X)

Como as medidas pertencentes a IT*(u, ) sao probabilidades, temos que M (X xY)N
IT*(pu, v) = M (X XY)NIT* (i, v). Logo, pelo lema 1.2.6, M7 (X xY)NIT*(u, v) = (i, v).
Assim, substituindo em (1.9) o que obtivemos, deduzimos que

— sup J(p,¢) =— inf I[n]
®NCh mell(p,v)
Pela proposicao 1.3.5 (lembrando que ®, N L' é outra notagao para ®.), segue que

sup J(p,1) = inf I|x].
w (o) = _int Il

]

Observe que o teorema 1.3.10 afirma que ~ sup  [-O*(—7)—Z*(7)] = — inf I[7]
TEMR(XXY) well(p,v)
é atingido, por ao menos um elemento de Mg(X X Y'), o que nos garante a existéncia de
um plano de transporte 6timo.
Uma demonstracao alternativa, que nao serda detalhada nesta dissertacao, para a

existéncia de um plano de transporte 6timo no caso em que ¢ é continua e X e Y com-

pactos, segue do fato de II(y, ) ser compacto e I(7) ser continua, portanto infry, ) I (m)
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é atingido. Ainda, pode-se mostrar que com pouco trabalho extra adapta-se tal demons-
tracao para o caso ¢ semicontinua inferiormente.

Os proximos resultados mostrarao que podemos restringir o supremo na equagao (1.5)
a uma classe menor de fungoes.

Sejam X e Y espagos métricos, ¢ uma funcao limitada semicontinua inferiormente
definida em X X Y e ¢ limitada em X. Defina

#°(y) = ik le(z,y) —p(@)] e ¢*(z) = infle(z,y) — " (y)).

O par (¢, ¢°) é chamado de fungoes c-concavas conjugadas.

Proposigao 1.3.13 (FungGes c-concavas). Sejam (X, d) e (Y,d) espagos métricos, c
uma funcao limitada semicontinua inferiormente em X XY, e ¢ limitada em X. Entao
podemos escrever ¢ como o supremo de uma Sequéncia nao-decrescentes i, de fungoes

uniformemente continuas. Em particular, p° é mensurdvel.

A demonstracao da proposicao acima encontra-se no apéndice. Observe que é imediato

desta proposicao o fato de que ¢ é mensuravel.

Lema 1.3.14. Seja ¢ como no teorema 1.3.2. Suponha também que ¢ seja limitada, entdao

sup J(p,¥) = sup J(p, ), (1.20)
(ph)e®e ()€ Pe

onde ¢, € o conjunto de todas as fun¢ées mensurdveis (p,v) € L' (dp) x L' (dv) satisfa-

zendo @(x) +1(y) < clw,y), Y(a,y) € X x Y.

Demonstracao. Lembre que ®.. foi definido no enunciado do teorema 1.3.2 como o conjunto
de todas as fungdes mensurdveis (p,v) € L' (du) x L' (dv) satisfazendo p(x) + ¥(y) <
¢(x,y) para du-quase todo ponto em X e dv-quase todo ponto em Y.

E imediato que SUD(y ypyea, J (0, ¥) > SUP () e J(p, ).

Dadas (¢, 1)) € ®. sejam Nx e Ny tais que ¢(z) +(y) < c(x,y), V(x,y) € Ng x N&
e (Ny) = 0 = v(Ny). Em particular, ¢ e 1 sdo finitas V(x,y) € N x N&.
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Definindo,
o(x), sex e N

—00, sex € Ny

Hy) = o(y), seye Ny

—00, sey € Ny
vemos que @(z) 4+ (y) < c(z,y) para todo (z,y) € X xY. Além disso, J (@, 1) = J(5,).
O que mostra que sup, yeq, J (P, ¥) < SUP ()€ 4o J(p,1) e que a igualdade (1.20) é

valida. O]

Corolario 1.3.15. Seja ¢ como no teorema 1.3.2. Suponha também que c seja limitada,

entao

sup  J(p,¥) = sup{J(p“, ¢°), ¢ limitada}.
(p)ePe

Demonstracao. Do lema anterior, se ¢ é limitada, podemos supor sem perda de generali-
dade que para qualquer (p, 1) € ®. vale que p(z)+1(y) < ¢(z,y) para todo (z,y) € X XY
e portanto

Y(y) < clx,y) — ¢(x). (1.21)

Além disso, se ¢ é limitada entao

d(y) < imfle(z,y) — (2)] = (), vy €Y.

Ainda, pela proposigao 1.3.13, ¢¢ é mensuravel. Da defini¢ao de ¢°, vale que, para todo

(,y) € X XY, p(x) + ¢°(y) < c(x,y) o que implica

p(r) < ().

Novamente, pela proposi¢ao 1.3.13, ¢ é mensuravel. Logo J(¢“, ¢¢) > J(¢“, 1) >
J(p, ), Y(p,1) € ®. com ¢ limitada. Portanto

sup {J(¢%, ¢°), ¢ limitada} >  sup {J(p,?¥), ¢ limitada}
(pp)ede

> sup  J(p, )
(o) EPNCY

— s J(p0). (1.22)
(pyh)ePe
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onde a ultima igualdade é justificada pelo teorema 1.3.2.

Além disso, para toda ¢ limitada e para todo (z,y) € X XY

p(2) = fle(z,y) —*(y)] = ¢™(x) < clz,y) = ¢ y)
= ¢"(2) +¢(y) < c(z,y)

= (%, ¢°) € ..
Por isso

sup {J(¢“, ¢°), @ limitada} < sup J(p,?). (1.23)
(ph)ePe
Logo, de (1.22) e (1.23) temos

sup {J (0™, ¢°), ¢ limitada} = sup J(p, ).
(p,h)ed,

Corolario 1.3.16. Sob as mesmas hipoteses do teorema 1.3.15 vale que
sup {J(p,¥)} = sup  {J(9,1);0 < ¢ < 2||cl|oo, —[lcflc < <0}
(ph)EP (ph)E®@

Demonstracao. De fato, seja ¢ limitada, pela definicao de ¢ temos

¢“(y) = infle(z,y) — p())]

> inf ¢(z,y) + inf [—¢(x)]

reX zeX
— inf —
inf ¢(z,y) sup p(x)
> —sup ().
zeX

Por outro lado,

P(y) = infle(z,y) —p(@))] < e(z,y) —p(2)
= ¢(y) < |lcflo — @()

= 0(y) < |lclloc — sup p(z).
xeX
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Portanto,

—supp(z) < °(y) < |lclloe — sup o(r).
xre

zeX
Raciocinando de maneira andloga para ¢, temos

—supy < ¢° < lcfloe —sup e,

(1.24)
—supp® < 9 < lcfleo — sup ¢°.

Observe que, para todo s € R,

(p+s)(y) = infle(z,y) - (o) +5)]
= infle(z,y) —(2)] =5
= ¥y —s.

Da mesma forma,

(p+5)(2) = infle,y) - (o +9) W)
= Infle(z,y) = (¢*(y) - 5)]
= infle(z,y) - ¢ (y)] +
= ©“(z)+s.

Dada ¢ limitada, lembre que J((¢ + 5)°, (¢ + 5)°) = J(¢* + 5,9 — 5) = J(¢°, ¢°).
Assim tomando s = ||¢||cc —Sup,ex ¢(2), podemos supor, sem perda de generalidade, que
sup,cx ¢(z) = ||¢/|. Logo por (1.24) temos que

el < 9" <0,
(1.25)

0 < ¢ < 2|l

o que implica

sup J(p,1) = pelo coroldrio 1.3.15
() EDe

= sup{J(¢%“, ¢°), ¢ limitada}

< sup {J(p, ), 0< 0 <2cfleo, —lelloe < ¥ <0}
(p,h)ED,

< sup J(p,¥).
(@)w)eéﬂ
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Portanto

sup  {J(p, %), 0 <o <2[[cflo, —llcfloc <9 <0} = sup J(p, 7).
() €D (p,)EDe
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Capitulo 2

Funcao Custo Distancia

Quando X =Y e a fungao custo é uma métrica c¢(x,y) = d(z,y), o seguinte resultado é
valido:
Teorema 2.0.17 (Teorema de Kantorovich-Rubinstein). Sejam X =Y um espaco
polonés e d a distancia em X. Seja Tyq o custo do transporte dtimo para o custo c(x,y) =
d(z,y), isto €
Ta(p,v) = inf / d(z,y)dr(z,y).
XxX

m€(,v)

Denote por Lip(X) o espaco de todas as fungoes Lipschitz em X tomando valores em R,

e

o [P(@) — 9 (y)]
||<:0||L1P - . 5 d(l‘,y)

a pseudo-norma definida em Lip(X). Entdo

T, v) = sup { [ it =) € Lin(X) N L= o1 Tl < 1} |

Além disso, o valor do supremo ndao muda quando adicionamos a hipdtese de que ¢ €

limitada.

Lembre que, uma pseudo-norma mantém quase todas as propriedades da norma, exceto
a propriedade que garante que ter norma nula é exclusividade do elemento neutro, isto é,
¢l = 0 & ¢ = 0 (basta considerar ¢ = 1). Uma norma para o espago Lip(X) pode

ser a definida como ||.||sL = ||-|lLip + ||-|lco-
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Vamos fazer a demonstracao no caso em que d é limitada, o que vale por exemplo se

X é compacto. Observamos ainda que

/chd(u—V):/de(u)—/X@d(V)-

Demonstracao. Note inicialmente que qualquer f k-Lipschitz é limitada: com efeito, fi-

xado zg € X,

[f(@)] = [f(2) = f(xo)| + [f(wo)| < kd(x, 20) + [ f(20)| < kM + [f(20)], V2 € X,

onde M é escolhido de forma a termos |d| < M. Portanto, toda fungdo k-Lipschitz é
integravel em relagao as probabilidade p e v.
Com isso, pelo teorema 1.3.2, basta mostrar que
sup (g.0) =sup{ [ a0y ol <1
(%¢)€¢d X

Afirmacgao 1.

sup J(p,) = sup  J(p™ %)
(o ¥)Eda peLl(dp)

onde

#'(y) = infld(z,y) — o(@)] e ¢"(z) = infld(e,y) - ' (y)).

Prova da afirmacao 1. De fato, pelo corolario 1.3.15, temos

sup J(p, ) = sup {J(p" ¢?), ¢ limitada}
(%w)@ﬁd

< sup J(p™ 9.
peL (dp)

Por outro lado, como d ¢ limitada, e consequentemente integravel, se ¢ € L(du),

entdo pela definicao de ¢,

[etar = [wartay) < [l - o@lny)
= /d(w,y)dﬂ(%y) —/sodu < 00,
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onde as igualdades sdo justificadas pelo fato de © € II(u,v). Portanto p? € L£(dv). Da
mesma forma ¢% € L(dp). Além disso, para todo (z,y) € X x Y, pela definicao de ¢,
é imediato que % (x) < d(x,y) — ¢%(y). Logo (¢%, %) € ¢q.

Assim,

sup J(p,9) > sup  J(p™ 9%,
(p)Eda eEL(dp)

o que finaliza a prova da afirmagao 1.

Afirmacao 2. ¢? é 1-Lipschitz.

Prova da afirmagdo 2. Suponha sem perda de generalidade que ¢%(y1) > ¢%(y2):

') — " (w2)l = (1) — ¢ (y2)
= infld(z,y1) — ¢(2)] - infld(z, y2) - p(2)]
< infld(z, 1) = ¢(@)] = d(wo, y2) + @(wo) +9
< d(wo, y1) — (@0) — d(@o, y2) + ¢(x0) + 6
< d(y1, %) +9,

onde nas duas primeiras desigualdades usamos a definicao de infimo e na terceira desigual-
dade usamos a desigualdade triangular. Fazendo d tender a zero temos |o%(y1) — % (y2)| <
d(y1,y2) o que finaliza a demonstragao da afirmagao 2.

Afirmacao 3: ¥ = — ¢
Prova da afirmagao 3. Note que

p(z) = infld(e,y) - ' (y)] < —¢(x). (2.1)

Além disso, como ? é 1-Lipschitz, temos que —@%(z) < d(x,y) — ¢%(y) e assim

p¥(x) = infld(z,y) - P ()] = —¢(@). (2.2)
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De (2.1) e (2.2) temos a demonstragao da afirmagao 3 e, portanto

sup J(p,) = sup  J(—¢% %)
() Eda weL (dp)

<  sup J(—p,p)

llellLip<1

= sup J(p,—y)

llellLip<1

< sup J(p,v),
(va)ed)d

onde a primeira igualdade vem das afirmacoes 1 e 3, a primeira desigualdade do fato de
¢? ser 1-Lipschitz (afirmagao 2), e a tltima desigualdade vem do fato de ¢ ser 1-Lipschitz

implicar (¢, —p) € ®4. Com isso, lembrando que

J(so,—w)zfxsod(u—w,

e usando a observacao imediatamente anterior a afirmacao 1, finalizamos a demonstragao

do teorema de Kantorovich-Rubinstein. O

A seguir faremos algumas consideracoes, que nao serao demonstradas, sobre a topolo-
gia dos espagos P(X) e M(X) no caso em que d é limitada. Tais observagoes podem ser
encontradas em Villani, [11].

Seja P1(X) o espago das probabilidades p tal que [ d(xo,z)du(x) < oo para algum
xg, € seja E1(X) o espago vetorial gerado por P;(X). Note que P(X) = P(X) se d é

limitada. Em E)(X) podemos definir a norma

il = sup { [ i Lin() 1 £l |!s0HLip<1}-

Entao o teorema de Kantorovich-Rubinstein implica que T(p, v) = || — v||kr para todas
as probabilidades em u,v € P(X).

Quando d é limitada, Ty e ||.||kr estao bem definidas em P;(X) e E;(X) respecti-
vamente, entao Ty algumas vezes chamado é de distancia Lipschitz limitada e ||.||xr de
norma Lipschitz limitada. Contudo é usual definir a distancia Lipschitz limitada de uma
maneira um pouco diferente:

= vl = s [ d—v).

lellBL<1
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Além disso, em P;(X), também podemos definir a métrica dada por
Wiev) = s [ odu =)
llellnip<t

chamada de distincia de Kantorovich-Rubinstein ou Wassertein-1. Segundo Villani [11]

se d é limitada, entdo W) metriza a convergéncia fraca em P(X), ou seja, dada uma

sequéncia (ug) € P(X) e p € P(X)

{hm /‘Pdﬂk = /sodu, Vp € Cb(X):| < [;}5& Wi (s 1) = 0] -

k—o0

Observe ainda que, pelo teorema de Kantorovich-Rubinstein, para todo 7 € II(p,v) e
toda ¢ € Lip(X) com ||¢||Lip < 1, cotas inferior e superior para a distancia Wasserstein-1

sao naturalmente fornecidas através de

1) = [ dlw.y)integ) = Wilpo) 2 [ du—v) = Jo.~)
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Apendice - Algumas Demonstracoes

Demonstracao do lema 1.3.7: Sejam z,y € Int(C), entdo existe um r > 0 tal que

B(z,r) C C e B(y,r) C C. Assim
tB(x,r)+ (1 —t)B(y,r) C C,Vt € [0,1]
Afirmamos que
tB(z,r)+ (1 —t)B(y,r) = B(tx + (1 — t)y,r),Vt € [0,1].

De fato, dado z € tB(x,r) + (1 —t)B(y,r), entdo z = t& + (1 — t)y, onde & € B(z,r) e
j € B(y.r). Logo.

[z = e+ (1 =tyl] = [z —2)+ 1 -1)F—-y)
<tz —al+ (1 =1y -yl
< tr+(1—-t)r=r.
Por outro lado, considere z € B(tz+(1—t)y,r). Um calculo imediato mostra que podemos
escrever z =ti+(1—t)y,onde T = 2+ (1—t)(x —y) € B(z,r) ey = z—t(x—y) € B(y,r).

Assim,

B(tz + (1 —t)y,r) C C,Vt € [0,1]

o que prova que Int(C') é convexo.

Além disso, se existe yg € C tal que B(yo,r) C C, temos que Vx € C'
tx + (1 —t)B(yo,r) C C,Vt € [0,1].
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Mas,
Btz + (1 — t)yo, (1 — t)r) =t + (1 — t)B(yo, ) C C,Vt € [0, 1]

e portanto tx + (1 —t)yo € Int(C),Vt € [0,1]. Agora, Vz € C vale que z = lim,,_,, .[(1 —

%)x + %yo]. Mas, pelo que provamos acima (1 — %)x + %yo € Int(C). Logo, = € Int(C).

Isto prova que C' C Int(C') e consequentemente C' C Int(C') .

Demonstracao da proposicao 1.3.13. Defina, para cada [ € N

a(z,y) = inf {mm (e(z,9),l) + ld(x,z) + J(y,?j)]}

(Z,7)eX XY

Ui(y) = inf [a(z,y) — ()]
Faremos a prova em 4 passos.
Afirmagao 1. Afirmamos que ¢; é uma funcao l-Lipschitz. Em particular, ¢ é
uniformemente continua.
Prova da afirmacao 1. De fato, dados (z1,y1), (z2,92) € X X Y, suponha, sem perda

de generalidade, que ¢;(x1,11) > ¢ (x2,y2), entao

lci(z1, 1) — aza, y2)| =
= Cz(ﬂUl, y1) - 01(902,92)

= inf {min (c(Z1,71), 1) + l[d(x1,21) + ci(yl, ﬂl)]}

(T1,51)EX XY

— inf {mz’n (c(Z2,92), 1) + l[d(x2, Z2) + J(yg,%)]} :

(Z2,72)EX XY

Pela definigao de infimo, dado § > 0 existe (zg,yo) € X x Y tal que

inf  {min (c(72,3),1) + Uld(e2, ) + d(g, 12)] } +8

(Z2,72)EX XY

> min (¢(zo, yo), 1) + U[d(x2, 20) + d(y2, y0)].
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Escolhendo (Z1,91) = (o, %), segue que

(@1, y1) — al@2, y2)|
< nf {min (e(@1, 51),0) + tld(w,21) + dlyn, 1) |
— min (¢(zo, Yo), 1) — Ud(z2, 20) + d(y2, yo)] + 0
< min (c(xo, yo), 1) + Ud(z1, z0) + d(y1, 1o)]
— min (c(2o, yo), 1) — 1[d(2s, %0) + d(ys, yo)] + 6
= U[d(w1, 70) — d(w3,70) + d(y1,90) — (Y2, 0)] + 0

< Ad(z1, ) + d(y1,y2)] + 0

=ld+d] ((z1,y1), (x2,92)) + 0,

onde a terceira desigualdade é justificada pela desigualdade triangular. Fazendo ¢ tender
a zero temos que ¢; é l-Lipschitz.
Afirmagao 2. Mostraremos que llim a(z,y) = c(x,y).
—00

Prova da afirmacao 2. De fato,
c(z,y) <min(ce(x,y),l) < c(z,y) = limg(z,y) < c(z,y). (2.3)

Pela definigao de infimo, para todo | € N existe (z;,1;) € X x Y tal que

c(z,y) < min(c(z, ), 1) + ld(z, 7)) +d(y, y)] < alz,y) +1/1 (2.4)

Como ¢(x,y)+1/1 > min(c(x;, y), 1) +U[d(z, 2) + d(y, yi)] e min(e(x;, yi), 1) > 0 temos
ale,y) +1/1 = lld(z, @) + d(y, ).

Além disso ¢ é limitada, logo existe um M > 0 tal que ¢(z,y) < M para todo (z,y) €
X x Y. Portanto

d(z, 2;) + d(y, w)] < aiz,y) + 1)1 < e(x,y) + 1/l < M +1/1.

Desta maneira d(x, ;) +d(y, y;) < M/l +1/1%. Fazendo [ tender ao infinito temos que

(@ ) +d(y, 9) = 0.
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Portanto

Ty — T € Yy —Yy.

Tomando ly > M, para qualquer [ > Iy, c(x,y) < [ e assim min(c(x,y),l) =
(.9 ¥(r.y) € X X Y.
Entao, para qualquer [ > [y, da desigualdade (2.4) temos

min(c(zy, yi), 1) +Ud(z,z1) + d(y,y)] = clz,y) +Ud(w, ) + d(y, )]

< alz,y)+1/L
Logo
c(z,y) < calx,y)+1/1, VI > .
Sendo ¢ uma funcao semicontinua inferiormente,
c(z,y) <liminf e(z, y) < liminf[e(z, y) + 1/1] = liminf ¢(z, y).
l—o00 l—00 l—o0
Entao
c(z,y) < lim inf ¢(z,y) < lim ¢(z,y). (2.5)

l—o0 l—00
Juntando (2.3) e (2.5) temos

c(x,y) =lime(z,y). (2.6)

Afirmagao 3. Afirmamos que 1; é uma fungao I-Lipschitz. Em particular, 1, é

uniformemente continua.
Prova da afirmagdo 3. De fato, dados y1,y2 € Y, suponha sem perda de generalidade

que ¥;(y1) < ¥i(y2), entao

[i(yr) — iye)| = ilyr) — ilye)
= inf{a(@,y) + (@)} - nf{a(e,y) + o(2)}).
Pela definicao de infimo, dado ¢ > 0 existe xy € X tal que
gg)f({cl(:lr,yg) + ()} + 0 > alo, y2) + p(x0)- (2.7)
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Assim, segue que

[Vi(y1) — i(y2)| < %g)ff{cl(i“, Y1) +o(T)} — c(xo, y2) — ©(x0) +6

a(zo, y1) + (o) — (o, y2) — p(20) + 9

IN

= alzo, 1) — axo,y2) + 9

IN

\ci(zo, y1) — ci(xo, y2)| + 6

IN

l[d(xq, z0) + J(yb y2)] +6

ld(yla 92) + 5a

onde a primeira desigualdade usamos (2.7), na segunda escolhemos T = xg, na terceira
uma propriedade da norma e a desigualdade triangular e na quarta o passo 1.

Fazendo ¢ tender a zero temos que ; é 1-Lipschitz.
(&

Afirmagao 4. Provaremos que lim; ,, ¥, = ¢

Prova da afirmacdo 4. Basicamente precisamos mostrar que para todo y € Y,

tinn (inf (o) + ()] ) = inf e) + (o]

Com efeito, pelo passo 2, para qualquer y € Y,

inf [e(z,y) +(2)] - lim (ig}f( [z, y) +¢(flf)])
< dnf [e(z,y) + p()] = im c(zo,y) — p(x0) +0

IN

C(xOJ y) - lll}glo Cl(x(b y) + 0
0,

onde nas desigualdades usamos a definicao de infimo. Fazendo § — 0, segue que

timn (inf e(o,0) + (o)1) 2 B ol ) + ()]

Usando (2.3) concluimos que

lim <inf [e(z,y) + go(x)]) < zlg)f( lc(z,y) + ¢(2)],

l—oo \zeX

0 que prova a afirmagao feita.
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Logo, diretamente desta afirmagao, para qualquer y € Y,

o) = i (inflate) + plo)])

= inf [e(z,y) + ()]

= p°(y).
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