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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma solugao analitica para equacoes difu-
sivas unidimensionais em geometria cilindrica da Teoria geral de Perturba¢ao em um
cilindro homogéneo pela transformada de Hankel. Apresentamos solugoes analiticas
para o problema de fonte fixa. Resolvemos também um caso monoenergético em um
cilindro heterogéneo utilizando uma fomulagao recursiva e também usando a Trans-
formada de Hankel. Foi obtida também uma solugao analitica dependente do tempo
utilizando a Transformada Finita de Hankel. Conhecendo o fluxo de néutrons, ex-
ceto por constantes de integragao aplicamos condigoes de contorno e de interface,
apos avaliar estas constantes de integragao, obtemos a formulagao final para o fluxo
nestes casos. Os resultados obtidos neste trabalho foram comparados com a liter-
atura, bem como algumas aproximagoes especificadas e devidamente explicadas ao

longo deste.
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ABSTRACT

In this work we present an analytical solution for the one-dimensional
diffusion equation in cylindrical geometry from Perturbation Theory inside a homo-
geneous cylinder by the Hankel Transform. We present analytical solutions for fixed
source problem. We solved also a monoenergetic case inside a heterogeneous cylinder
using a recursive formulation together with the Hankel Transform. We obtained an
analytical solution for the time-dependent diffusion equation using the Finite Han-
kel Transform. Once the flux of neutrons except for a constant of integration, we
apply boundary and interface conditions. After evaluating this constants we obtain
the final flux. The obtained results of this work are compared with the literature,

as well as some specific approximations are explain throughout this work.
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1 INTRODUCAO

A aplicagao de Teoria de Pertubragao em fisica de reatores nucleares
iniciou com o trabalho de Wigner [15]. Para estudar valores de reatividade e a formu-
lacao que ele desenvolveu para este fim é hoje conhecida como Teoria de Perturbagao
Convencional (CPT). Todavia, devemos ressaltar que os outros autores deram signif-
icantes contribuigoes a teoria. Relembramos, em particular, Soodak [14]|. Pioneiro
na tentativa de interpretar fisicamente o fluxo adjunto de néutrons e Usachev [12]
que desenvolveu uma nova formulacao da teoria incluindo os néutrons retardados.
Além disso, mesmo fora do dominio da Fisica de Reatores, outros autores tam-
bém contribuiram de forma significante para consolidar a Teoria de Perturbagao.
Mas com o conceito de importancia, introduzido por Lewis, isto é, ele identificou o
fluxo adjunto como sendo a importancia associada a um detetor. Outros formalis-
mos da Teoria de Perturbacao foram desenvolvidos. Mencionamos, em particular,
o trabalho de Usachev que fez uso do conceito de ciclos de geragao de néutrons,
e aquele de Lewis que, através do uso de técnicas variacionais, extendeu o formal-
ismo da Teoria da Perturbagao para incluir problemas nao lineares. Significantes
contribui¢oes foram dadas por Pomraning, Gandini, Komata, Stacey, Seki, Ronen,
Becker, Greenspan et al, Oblow, Harris e Backer, Willianse Cacuci et al. No Brasil,
em particular na COPPE, os primeiros trabalhos que fizeram uso do formalismo da

GPT foram desenvolvidos nas teses de mestrado e doutorados.

A teoria da difusao de néutrons é amplamente utilizada na anélise de
criticalidade de reatores cujo conhecimento é fundamental em projetos neutrénicos
para o funcionamento e manutencao dos mesmos. O problema de criticalidade,
tratado através da equacao de difusao é um problema de autovalor, cuja solucao
fornece o fator de multiplicagao (autovalor) e o fluxo de néutrons, a partir do qual
podemos obter a distribuicao de poténcia no nucleo do reator. A solucao deste
problema de autovalor, ou problema homogéneo, é utilizada para definir o problema

de fonte fixa (problema nao homogéneo). A fonte fixa nestes casos pode depender



tanto do fluxo de néutrons quanto do fluxo adjunto, ambos solu¢ées de problema de
autovalor. Temos, entao, trés classes de problemas nao-homogéneos: o problema de

fonte fixa, de fun¢oes auxiliares e de importancia.

Podemos aplicar os métodos de diferencas finitas e dos elementos finitos
ou métodos nodais para discretizar as equacoes de fonte fixa, obter um sistema de
equacoes lineares e algébricas e aplicar uma das técnicas iterativas bem estabele-
cidas para resolver tal sistema. Vale citar como exemplos os esquemas iterativos
SOR (Sucessive Overelaxation) de Wachspress [13] ou ADI(Alternating Direction
Implicit) Bell e Glasstone [20]. Entretanto, estas técnicas iterativas necessitam de
pelo menos um parametro de aceleracao e os seus valores 6timos geralmente sao

dificeis de serem obtidos.

Todos os métodos de discretizacao citados anteriormente vém sendo
utilizados de modo eficiente na solucao de problemas de criticalidade. O método de
diferencas finitas vém sendo aplicado na equacgao de difusao de néutrons em duas
dimensdes desde a década de 50, Wachspress [13] e até os dias atuais ainda é muito
utilizado. No entanto, este método deixa de ser eficiente quando o problema envolve
um nimero muito alto de pontos de malha, aumentando o tempo de execucao e
consumindo espago em memoria para a sua execugao. Essas dificuldades motivaram
a pesquisa por métodos que utilizassem um nimero menor de pontos de malha sem
reduzir a precisao nos calculos. Objetivando essas propriedades, foram desenvolvidos
os métodos nodais, Lawrence [21]. Tais métodos apresentam um espagamento de

malha maior do que aquele que se faz necessario no método de diferengas finitas.

Os métodos nodais podem ser classificados em métodos analiticos e
métodos polinomiais. Os métodos nodais analiticos estao baseados nas solugoes
analiticas das equagoes integradas transversalmente. Como exemplos desta classe
de métodos podemos citar ANM (Analytic Nodal Method) Shober [23], o NGFM
(Nodal Green’s Function Method) Lawrence [21] e o SNM(Spectral Nodal Method)
Barros [24]. Ja os métodos nodais polinomiais usam polindémios para representar o

fluxo. Dentro desta classe temos como exemplos o NEM (Nodal Expansion Method)



Bennewitiz [26], um método de correntes de interface, que usa polindémios do quarto
grau como solugao das equagoes integradas transversalmente e FEM (Flux Expan-
sion Method), para grandezas médias Montagnini [22|, que usa um polinémio do

terceiro grau para representar o proprio fluxo de néutrons.

O método dos pseudos-harmonicos foi criado com o objetivo de con-
tornar certas difiuldades na aplicacao dos tradicionais métodos da Teoria da Pertur-
bacao. Esta metodologia tem mostrado a sua eficiéncia e é muito utilizada em Fisica
de Reatores, Gomit [17]. De Abreu [18], prop6s uma versao alternativa do método
dos pseudo-harmonicos e a mesma foi aplicada em duas dimensoes, utilizando-se a

discretizacao em diferencas finitas.

Do formalismo do método dos pseudos-harmonicos decorre um sistema
de equacoes nao-homogéneas e os pseudos-harmonicos sao usados para resolver tais
equagoes. Devido a esta caracteristica do método dos pseudos-harmonicos, surgiu
a idéia de utiliza-lo na solucao de problemas de fonte fixa, que sao problemas nao-
homogéneos. Recentemente no trabalho de Lima [16], o problema de fonte fixa
foi resolvido combinando-se o método de expansao em pseudo-harmoénicos com a
discretizacao nodal FEM. Tratando-se ainda da solugao do problema de criticalidade,
no trabalho de Derivi [19], foi utilizado o método LTSy em meio heterogéneo com
multi-grupos de energia em geometria cartesiana unidimensional (placas planas) e

espalhamento isotropico.

Recentemente, Lemos [7], resolveu de forma analitica o problema de
autovalor para o fluxo de néutrons. A idéia basica consiste em aplicar a Trans-
formada de Laplace no conjunto de equacoes de difusao numa placa plana em um
meio heterogéneo considerado um modelo de multigrupo de energia. O fluxo escalar
transformado é obtido resolvendo um sistema de equagoes algébricas e é recuperado
através da inversao da transformada de Laplace utilizando a técnica da expansao
Heaviside. Aplicando as condi¢oes de contorno e de continuidade do fluxo nas in-
terfaces obtemos um sistema linear algébrico homogéneo cujo valor que anula o

determinante da matriz associada a este sistema é o valor do fator de multiplicagao



efetivo procurado. Tal valor é encontrado ao aplicarmos o método da bisseccao na

equagao transcendental obtida para o fator de multiplicagao efetivo.

Dentre os métodos deterministicos aplicados a equagao do transporte de
Boltzmann em geometria cilindrica, Mitsis [25] trabalhou um problema com simetria

azimutal, num cilindro de altura infinita e espalhamento isotrépico.

Nossa idéia é utilizar a Transformada de Hankel classica e a Transfor-
mada de Hankel Finita para obtencao do fluxo de néutrons dentro de um cilindro
homogéneo. Utilizando esta técnica podemos inverter o problema conhecendo a
matriz do sistema para o caso de dois grupos de energia, esta matriz contém os
parametros nucleares envolvidos e também a variavel que representa o espago trans-
formado. Ao isolarmos ambos fluxos pela técnica de diagonalizacao da matriz em
questao, obtemos a solucao do sistema transformado. Utilizamos alguns teoremas,
entre eles a relagao de parsenval, para que possamos inverter estes fluxos, e defini-
tivamente encontrar a solu¢ao unidimensional em uma férmula fechada envolvendo

a variavel r.

O presente trabalho esté organizado da seguinte maneira: no capitulo
2, apresentamos a derivacao da equacao da difusao de néutrons através a equacao
de Boltzman linearizada, a equacao do transporte. E explicitamos as equagoes que
governam sistemas multi-grupos e heterogéneos. No capitulo 3, apresentamos a
metodologia proposta para resolver o problema de dois grupos de energia em um
cilindro homogéneo. No capitulo 4, descrevemos um fomulacao recursiva para obter
a solucao em um cilindro heterogéneo em um caso mono-energético. No capitulo
5, apresentamos um problema em um cilindro dependente do tempo, com algumas

aplicagoes, entre elas o caso de build-up em reatores nucleares.



2 DERIVACAO DA EQUACAO DA DIFUSAO

Considerando um volume arbitréario V' contendo néutrons monoenergéti-

cos que serao espalhados e absorvidos ao interagir (consideramos a notagao fv =

JIJvea)-

Figura 2.1: Particula Neutra no espaco.

Integrando no volume infinitesimal dE para todas energias E e para
todas diregoes 2. A taxa de variagao de néutrons no volume V' ¢é igual a taxa com
que os néutrons sao produzidos menos a taxa com que sao absorvidos ou escapam
de V. Vamos considerar n(r,t) a densidade de néutrons no ponto r e no tempo t,
o namero total de néutrons em V é simplesmente [, n(r,¢)dV. Podemos escrever

entao
d d . .
— n(r,t)dV = — [ n(r,t)dV = Producao — Absorgao — Fuga  (2.1)

A produgao pode ser representada com um termo de fonte S(r,¢). De

modo que

Produgéo:/ S(r,t)dV (2.2)
v



A taxa de absorcao de néutrons em V pode ser escrita como

Absorgé0:/v§]a(r)¢(r,t)dv (2.3)

onde ¥, é a secao de choque de absorcao.

A fuga de néutrons do volume V pode ser expressada em termos da

densidade de corrente e do vetor normal ao volume V', de forma que teremos

Fuga = /AJ(r, t)-ndA (2.4)

Substituindo estas equagoes em (2.1), temos

%/Vn(r,t)dV:/VS(r,t)dV—/VZa(r)ng(r,t)dV—/AJ(r,t)-ndA (2.5)

Porém, se usarmos o teorema da divergéncia no tltimo termo, teremos

todas taxas com sendo relacionadas no volume V. Isto é, seja

/A I(r,t) - ndA = / div3 (x,t)dV (2.6)

A%

Sendo assim, temos a equagao

G Latoav = [ seoaw - [ siwowoa - [ dawseow @

Como todas integrais nesta equagao estao relacionadas no volume V', o

integrandos também tem de ser iguais, e portanto temos

d

%n(r,t) = S(r,t) — Xu(r)o(r,t) — divJ(r, 1) (2.8)



Como n(r,t) = 2¢(r,t), podemos substituir em (2.8) que teremos a

equacao da continuidade

%%¢@¢y;ﬂnw—24ﬂmn®—dWMnﬂ (2.9)

Tratrando-se de um meio uniforme, podemos aplicar a Lei de Fick, isto
é, se as segoes de choque sao constantes, e o espalhamento é isotropico em sistema

laboratoério, podemos considar valida entao a lei de Fick, que é dada por

J=-DV¢ (2.10)

Como a lei de Fick trata de uma relacao entre fluxo e corrente. Podemos

utilizar a equacao da continuidade e aplicar a Lei de Fick, teremos entao que

1d
;%gb(r, t)=9S(r,t) — Xu(r)o(r, t) + divDVe(r,t) (2.11)
Como pela teoria da difusao estamos considerando sistemas em que

consistem de materiais uniformes, teremos que para este caso o coeficiente D é

constante, e portanto divDV¢ = D/A¢. Desta maneira temos

%%gb(r, t) = S(r,t) — e (r,t) + DAG(r, 1) (2.12)

que é conhecida como a equacao da difusao.



3 SOLUCAO ANALITICA PARA MAIS DE UM
GRUPO DE ENERGIA

O estudo do transporte de néutrons é assunto central em teoria de
reatores nucleares e muitas vezes abordado por modelos da teoria de difusao que
combina aspectos realisticos com um formalismo mais simples e apropriado. A
derivagao da equacao da difusao como mostrada no capitulo 2 vem da equacao do
transporte de Boltzmann juntamente com a lei de Fick. Além do mais, consider-
amos as se¢oes de choque como constantes, independente de posicao, implicando em
um meio uniforme. Consideramos também um espalhamento isotrépico no sistema
laboratério. No caso que sera abordado a seguir, o fluxo de néutrons varia com a
posi¢ao e independente do tempo (para o estado estacionario). Assumimos neste

capitulo um caso com dois grupos de energia e com uma fonte descrita pela fissao.

Recentemente, os autores de [7]| solucionaram a equagao da difusao
de néutrons em geometria cartesiana para um modelo de dois grupos de ener-
gia pela técnica da Transformada de Laplace. Além disso em [5], [6], [8] resolve
a equacao do transporte de néutrons em geometria cilindrica considerando espal-
hamento isotrépico e usando a transformada de Hankel. Tendo em vista os bons
resultados destes trabalhos e que a aproximagao Sy da equagao do transporte ¢é a
equacao da difusao. Neste capitulo vamos focar nossa atencao na derivagao da for-
mulacao analitica para o modelo de dois grupos de energia, rapido e térmico. A
principal idéia é resolver a equacao da difusao unidimensional de néutrons em um
cilindro homogéneo através da Transformada de Hankel no caso de um espalhamento

isotropico.

3.1 Formulacao do Problema

Para solucionar o problema mencionado com uma fonte definida e com

dois grupos de energia, comegaremos com o caso estacionario da difusao e aplicare-



mos a transformada de Hankel em coordenadas cilincricas. A equacao da difusao de

néutrons em um sub-dominio [0, R] para os grupos 1 e 2 é dada por

2

1
~DYPAO 4 St = o ) v8dy + Saedy”
kepr ™ =
1 2
—DéR)Anz(ZﬁgR) -+ EquﬁéR) - k? 1 X2 Z szg¢g + Z21¢§R) ) (31)
e g=1

Sujeita as seguintes condigoes,

005"
or

(0)=0. ¢4(R) =0, (3.2)

juntamente com condic¢oes de fluxo e corrente nas interfaces do problema,

i i o 08y (r: i) 005 (s
)=o) o - DO _ ppen @

- (3.3)

Neste capitulo abordaremos um problema homogéneo, isto é, apenas
uma regiao no cilindro. Desta forma, omitiremos por ora, a notacao que especifica
a regiao (R) com intengao de facilitd-la. Uma extensdo aproximada para um caso
de multi-regiao, e uma implementacao em geometria cartesiana pode ser encontrda

em |[3].

3.2 Aplicando a Transformada de Hankel

Lembramos que a defini¢ao da Transformada de Hankel de ordem zero

¢ Hy[f(r);r — & = [77rf(r)Ju(ré) dr (com n = 0) em (3.1) e usando a notagao

10 [ 8 0? 0?

Vamos considerar um reator nuclear com altura z muito maior que o

diametro, nesse caso, assumimos % = 0. Assim, as equagoes (3.1) tomam a forma
1 2
—Di A1+ Eripr = T fle Z VYfgPg + Y1202 ,
e =1
2
1
—Da5vdp2 + Xpage = X2 Z Vife0q + Y2101 - (3.5)
eff

g=1
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Definiremos os termos fontes Sy e S(2) substituindo respectivamente

1
kery

Ux12¢1 e UX2X paa (3.6)

kery

Entao teremos o seguinte sistema de equacoes

—Di Ay +EXrir = Sy +

2 VX125 5202 + L1202 ,
eff

1
—DyA\r gy + Xpotpy = k vX2X5101 + Se) + a1 (3.7)
eff

Organizando os néutrons por grupos de energia, nés nao consideramos reentrancia
de néutrons do segundo grupo para o primeiro, isto é, 91 = 0, além do mais, a fonte
é somente diferente de zero dentro do primeiro grupo de energia. Para aplicarmos a
Transformada de Hankel nos termos contendo a derivada, é necessario lembrar que
a Transforma de Hankel possui a seguinte propriedade: Ho{A\,¢} = —&*Hy{¢} =

—£2¢ que leva o nosso sistema de equacoes a ser escrito de forma matricial, como

segue
D&+ Xp - (@waﬁ + Z312) b1 _ Sa) (3.8)
- <$X2V2f1> Dy&% + Xpo o Se2)

Usando notagao vetorial, temos M(£)® = Hy{S} = S. Para que M(¢) seja in-
vertivel e ndo admita somente solugoes triviais, o determinante Det(M(€)) neces-
sariamente precisa ser nao-nulo. Definindo A(§) = D&% + g1, B(€) = D&% + Ypo
e C = (ﬁxwi]fg + 212> (ﬁXQVZ]q), a solugao para este sistema no espago
transformado é dada por

®=M"'(¢)S, (3.9)
onde

B(¢) ﬁwaﬁ + Y

M7HE) = (Det(M(E)) ™ | (3.10)
kery XoVif1 A(6)
A expressao explicita para a solu¢ao no espaco transformado é
_ B(&)S1 + (xavEse + X12) S
&~ (per(uien) | T (sl + ) 5 (3.11)

L XQl/Zflgl + A(g)gg

keyy
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Salientamos que, o termo fonte no segundo grupo de energia é zero, isto

é, (S = 0 e consequentemente Sy = 0) a expressao final fica simplificada, e portanto

5~ _BES
' Det(M(0))

é _ XQVEfl S1
P ks Det(M(€))

(3.12)

(3.13)

E necessario agora, invertermos o problema do espaco transformado

para o espago de interesse.

3.3 Solucao Particular do Fluxo Rapido

Primeiramente, vamos calcular a inversao do fluxo rapido (g = 1),

Y B(&)Jo(r€) &
cbl—/o S—Det(M<€)>Sl d¢ , (3.14)

o qual precisaremos utilizar a relacao de Parseval. Seja o seguinte teo-

rema

Theorem 1 (Teorema da Inversio e Hankel [4]). Se v7/f(r') é seccionalmente

1

continua e absolutamente integrdvel ao longo da reta real positiva, entio sey > —3,

fv(g) = Hy[f(rl); r— 5] existe e
/0 ) 15(€) T, (&r') dE = %[f(r’—l—) + f(r'-)] (3.15)

Theorem 2 (Relagao de Parseval [4]). Se as fungoes f(r') e g(r’) satisfazem as
condigoes do teorema 1 e se f,(€) e g,(€) denotam suas respectivas transformadas

de Hankel de ordem ~ > —%, entao

/0 g dr = / e (0g.(6) de (3.16)
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B(&)Jo(r§)
Det(M(£))

Usando estes dois teoremas, identificamos fo(€) e go(&) como

e S, respectivamente, obtemos

/ g 2SO0 D t o "f 51 d¢ = / Hy { Detzﬁ(g;}sl(r’) dr' . (3.17)

Precisamos calcular f (r ), que é

&) Jo(
Hol{ et i 5} / éDeM;z Jo(r'€) de . (3.18)

Neste ponto, faremos uma anéalise mais detalhada do ntucleo desta trans-
formada inversa. Muitas vezes pode ser dificil calcular integrais contento produ-

tos de polinémios por mais de uma funcao de Bessel, mas neste caso desde que

0 < m < 1, podemos expandir o ultimo fator do lado direito da primeira
equacao.
B¢ 1 1 _ 1+( C )+< C >2+
AOBE -C AQ1- 1595 A© | "\A@B©) "\ A@B@©
(3.19)
B¢ 1 1 1 ( C ) ( C )2
= — 1 _~ Viol(—_
AOBE) -0 AQ1- 15w A@ | \A©BE)) <A<§>B<s>
(3.20)

Avaliamos numéricamente a magnitude destes termos da expansao, e
verificamos que o primeiro termo é dominante perante os demais desde que O < OB E))
107?, consideraremos somente m, como sendo a melhor aproximagao para este caso.

Posteriormente podemos corrigir os demais termos por Adomian [1].

Do teorema da inversao de Hankel podemos usar outra forma para f(r'),

a qual é dada por

s = [ et de - 5 [ e ne de

D—IIO(‘/alr’)KO(«/alr) para 0<7r' <r (3.21)

Dilfo(w/alr)Ko(q/alr’) para 71 <71’ <00




13

onde oy = ED—fll. A ultima igualdade esta demonstrada em [2] onde Iy e K denotam
as fungoes de Bessel modificadas. Juntamente com a condigdo de que nao existe

fonte fora do cilindro, teremos

S,(r) Si(r) para r<R (3.22)
1(r) = .
0 para R<r <o

Finalmente, chegamamos na expressao para o fluxo rapido, dada por

on = ) [ty a4 2D [ s a2

3.4 Solucao Particular do Fluxo Térmico

Agora, resolveremos para o fluxo térmico usando a expressao dada por

by = / S TET A ‘]0 TS 51 de | (3.24)

e usando novamente a Realacao de Parseval para calcular o seguinte termo

gt 4= | (gt 0

e por definicao

Hy?! { De‘f r¢) } / g TS D t Jo(r’g) ds | (3.25)

Usando argumentos analogos aos das segoes anteriores determinamos

que

Yr1 YR YRr12R2

Det(M(€)) ~ A(€)B(£) = Dy D, (g + ( Dt E) &+ ﬁ) . (3.26)

Por uma conveniéncia de notacao, introduziremos que oy = ED—Rll , Qg = ED—R; e faremos

a mudanca de variavel u = £2 Entao

N N TR U Y S .
fr) = H, {Det(M(g))}_ZDlDQ/O T (ot ag)yi +arag méé%)
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O termo integral, pode ser decomposto em dois termos, tais que apos a substituicao

pela variavel original p — & obteremos

/ . 1 1 o0 J(](?”\//j) ’
1) = 2 (XgeD1 — g1 Do) /0 u+ o Jolr \/ﬁ) dp

1 1 JQ(T’\//_,L)

—— — " Jo(r du . 3.28
2(ZR2D1_ER1D2)/() W+ o(r' Vi) dp ( )

Onde novamente usando a identidade encontrada na referéncia [2], de-

screvemos a fungao f(r’) por

| TSR gy 0 < <
1 To(y/ear)Ko(y/arr')—Io(vazr) Ko (y/azr')
2 (Xr2D1—XR1D2)

fir = (3.29)

para r <71’ <oo

Olhando novamente para expressao do fluxo térmico ¢, que torna-se

2 o
b = [T pans ) ar
eff 0

— (Kowar) [ v ar = Katyan) [ nyansie) a
Io(ar) / C Ko(ar) S () A — Io(y/a) / C  Kolyaa) () dr’)

T T

Onde a ultima igualdade foi obtida usando como fonte (3.22) e ¢; =

1X2I/Ef1 1
2 kepr (BreD1—XR1D2)’

3.5 Solugao Homogénea Associada

As equagoes da ultima se¢ao, representam a solucao analitica particular
para o fluxo réapido e para o fluxo térmico do nosso problema original. Para deter-
minarmos a solu¢ao final, precisamos da solugdo homogénea associada. O sistema

original de equagoes para o problema homogéneo associado é

b 1 1
A (%) o1+ D. (k fleszQ + Z12) ¢ = 0,

b 1 1
ANy — (%) P2 + D, (k ffwaﬂ + Z21) pr = 0, (3.30)
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que na forma matricial fica

NP —-—PP=0, (3.31)
onde P tem a forma
XRr1 _1 (L ) ) )
X1V2ifo + 212
P— D1 AT ! (3.32)
L (ﬁxzyzfl + 221> 2

Podemos fatorar a matriz P por P = UDU™! com D diagonal. Os coeficientes de
P sao constantes e depois de diagonalizada esta matriz, A, e D comutam com U~!

tornam se um problema de autovalor
ANW —DW =0 (3.33)

onde W = U~'® ¢ D e a matriz diagonal dos autovalores. A solucao deste sistema

homogéneo é dada por
W(r) = Bly(8,r) + FKo(8,7) (3.34)

com B e F matrizes diagonais com coeficientes consantes e onde Iy(5,7) e Ko(B,7)

sao respectivamente

To(B,r) = Lgir) | Ko(Bor) = Ko(Bir) (3.35)

10(527”) Ko(ﬁzr)

e onde (3, = VA, e A\, € um autovalor de P. O fluxo total (néutrons réapidos e
térmicos) é finito, de forma que precisamos de uma solugao regular em r = 0, logo

F necesseita ser nulo. Entdo (3.34) torna-se
®(r) = UBILy(f,r) (3.36)

Assim, temos as expressoes para solucao homogénea do fluxo rapido e térmico,

respectivamente

2 2
¢1 = Zuljf()(ﬁj’f’)bjj Q§2 = Zu2j10<ﬂjrr)bjj (337>
j=1 J=1

onde os coeficientes b’s da matriz B sao determinados ao aplicarmos as condigoes

de contorno.
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De forma que, juntamente com as solucoes particulares, podemos agora

descrever a solucao final para o fluxo rapido e térmico, respectivamente.

Ko(ar) /T r' Io(ar’)Sy(r") dr’

1 0

2
S o= > ulo(Br)b; +
j=1

ar) [
+%1)/T ' Ko(ar')Sy(r') dr’ (3.38)

2 T
i=1 0

—Ko(y/azr) /r ' Io(y/agr') Sy (") dr' + Io(\/a_lr)/ ' Ko(y/aqr")S1(r') dr'!

0 r

—Iy(v/agr) / RT’KO(\/Q—QT')& () dr’) (3.39)

r

3.6 O termo Fonte

Para termos uma solu¢do explicita com uma fonte especificada Si(r)

restringiremos nosso problema por uma fungao Heaviside.

1 para r<R
Si(r)=SyH(R—r) onde H(R-r)= (3.40)
0 para R<r

Assumindo isso, temos como determinar o fluxo rapido e térmico em qualquer ponto

do dominio de interesse, através das equagdes (3.38) e (3.39) com fonte (3.40).
2 S " S &
o1 = Zuljlo(ﬂjr)bjj + —OKO(ON‘)/ r'Io(ar’) dr’ + —Ofg(ow“)/ r' Ko(ar’) dr’
J=1 Dl 0 D1 T
2 T
gbg = ZUQjIO(BjT)bjj + 0150 (KO(\/a_lr)/ T/IO(\/a_lrl) d’r‘l
i=1 0
T R
—KO(\/oz—zr)/ ' Io(y/aar’) dr'+]0(\/a—17“)/ ' Ko(y/aqr") dr’
0

T

—Iy(y/agr) / ’ v Ko(y/aar’) dr’) (3.41)

T



3.7 Resultados

Utilizamos um conjunto de parametros para poder avaliar alguns casos
para ambos fluxos, rapido e térmico. Na tabela 3.1 podemos verificar estes paramet-
ros, assumimos k.sr = 0.95 durante as simulagoes. Os fluxos répido e térmico sao

mostrados nas figuras a seguir. Como esperado, obtemos resultados satisfatorios em

17

relagdo a literatura citada, em particular Siewert et al [9)].

Tabela 3.1: Conjunto de Parametros.

P™ | Dy | Dy | g1 | Zre | B2 | Zp Yo | R(em) | So
PM 11.4310.39 | 0.029 | 0.104 | 0.015 | 0.0041 | 0.0077 | 5.0 | 4.0
P® | 1.43]0.39 | 0.029 | 0.104 | 0.015 | 0.0038 | 0.0071 | 6.5 | 5.0
P®) 1 1.12 | 0.44 | 0.029 | 0.104 | 0.015 | 0.0033 | 0.0067 | 4.0 | 4.0
P®W 1,12 ]0.44 | 0.029 | 0.104 | 0.015 | 0.0031 | 0.0056 | 2.0 | 5.0
P®) 10.77 | 0.52 | 0.029 | 0.101 | 0.015 | 0.0028 | 0.0056 | 3.0 | 4.0
PO | 0.77 1 0.52 | 0.029 | 0.101 | 0.015 | 0.0022 | 0.0056 | 3.0 |2.0




parametros
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Os seguintes resultados foram

obtidos para diferentes conjuntos de

r/R

PM

P®

P®

P@®

PG

P©)

0.0

1.000000

1.000000

1.000000

1.000000

1.000000

1.000000

0.1

0.990253

0.985691

0.985691

0.986111

0.986111

0.985594

0.2

0.943312

0.943214

0.943214

0.944102

0.944102

0.942999

0.3

0.885213

0.874131

0.874131

0.875030

0.875030

0.874051

0.4

0.791032

0.781801

0.781802

0.782201

0.782201

0.781712

0.5

0.670122

0.660010

0.660011

0.661033

0.661033

0.669930

0.6

0.543311

0.533512

0.533512

0.534211

0.534211

0.543448

0.7

0.407630

0.407622

0.407623

0.407711

0.407711

0.407580

0.8

0.281963

0.267960

0.267961

0.268210

0.268210

0.267960

0.9

0.149313

0.130312

0.130312

0.131137

0.131137

0.130274

1.0

0.000000

0.000000

0.000000

0.000000

0.000000

0.000000

Tabela 3.2:

Fluxo Rapido Normalizado.

r/R

P

PR

PB)

P@

J20)

pP©)

0.0

0.500000

0.500000

0.500000

0.500000

0.500000

0.500000

0.1

0.492797

0.492797

0.492831

0.492831

0.492612

0.492611

0.2

0.471499

0.471499

0.471513

0.471513

0.471433

0.471432

0.3

0.437025

0.437025

0.438030

0.438030

0.437932

0.437931

0.4

0.390856

0.390856

0.390936

0.390936

0.390860

0.390860

0.5

0.334965

0.334965

0.335021

0.335021

0.334987

0.334984

0.6

0.271724

0.271724

0.271821

0.271821

0.271711

0.271711

0.7

0.203790

0.203790

0.203802

0.203802

0.203720

0.203719

0.8

0.133980

0.133980

0.134023

0.134023

0.133990

0.133989

0.9

0.065136

0.065136

0.066123

0.066123

0.066012

0.066011

1.0

0.000000

0.000000

0.000000

0.000000

0.000000

0.000000

Tabela 3.3: Fluxo Térmico Normalizado.




Flgura 31 Fluxo Réapido usando P,

Flgura 33 Fluxo Réapido usando P®),

Flgura 35 Fluxo Rapido usando P®),
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Flgul"a 32 Fluxo Térmico usando P(1).

om0

Flgura 34 Fluxo Térmico usando P(2).

Flgura 36 Fluxo Térmico usando P(3).
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Figura 3.7: C/A(£)B(&) por & para diferentes parametros.
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3.8 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo apresentamos uma solucao analitica para a equacao da
difusao de néutrons com dois grupos de energia em geometria cilindrica homogénea.
Encontramos na literatura apenas casos em que o problema especificado é resolvido
numéricamente, com solugcao analitica apenas em um grupo de energia. Pode-
mos, pelo teorema de Cauchy-Kowalewski, garantir a existéncia e unicidade da
presente derivacao baseado na solugao da transformagao integral de Hankel sujeita
as condigoes de densidade de corrente e condi¢oes de contorno nulas. As solugoes

encontradas reproduzem as solu¢oes numeéricas de [9].

Pela derivacao, é aparente que a solucao nao ¢é restrita as condigoes de
contorno especificas que foram impostas, mas sim tendo um cardter mais geral, tal
que a solugao aplicada em problemas homogéneos e em especificados subdominios,
mas nao necessariamente com o mesmo conjunto de pardmetros. As condi¢oes de
interface entre subdominios adjacentes sao tratadas como as condi¢oes de contorno
de um problema global homogéneo, significando que nao é necessario modificagoes

na solucao quando o fluxo escalar é calculado, e nesse sentido a solugao é mais geral.

Motivados pelos convicentes resultados obtidos por essa metodologia,
pretendemos extender o caso explorando uma problema com mais regioes, bem como
o erro estimado para difus@o de néutrons em geometria cilindrica. Além do mais,
focaremos em tentar solucionar problemas de criticalidade para o ntcleo do reator,
aplicando condig¢oes de continuidade na interface. Estes resultados apresentados sao
um primeiro passo para uma futura implementacao de calculo do fluxo em células

equivalentes em geometrias mais gerais.
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4 SOLUCAO RECURSIVA PARA UM
PROBLEMA DE MULTI-REGIAO

Neste capitulo, pretendemos estabelecer uma metodologia para resolver
analiticamente a equacao de difusao de néutrons em um cilindro heterogéneo. Uti-
lizaremos a Transformada de Hankel para solucionar este problema. A técnica uti-
lizada consiste em expandir o fluxo como uma soma para diferentes fluxos das regioes
especificadas, considerando o fluxo da regiao seguinte como sendo resolvido tendo
uma fonte a qual é descrita pela diferenga entre as se¢oes de choque da regiao em

questao com a regiao anterior.

4.1 Formulacao do Problema

Para descrevermos este problema, vamos considerar a seguinte equagao

em geometria cilindrica. Seja a equacao da difusao dada por

9 (r R) (R (R) (R 1 (R) (R
agbé ) — A, D gl >+2Rg¢;>:@yzfg B\ (4.1)
(R)

Consideraremos neste caso, o termo Dy~ constante em relagao a r, de
forma que ATDéR)gzﬁg(r, t) pode ser reescrito como DéR)Arqﬁg(r, t). Consideraremos

aqui o caso estacionario. Assim, reescrevemos (4.1) como
R 1 R
—D!SR)A@LE]R) (r) + O'(R)¢2R) =0, com o) = Z%g) B Kers VE;Q) (4.2)

A principal idéia consiste em que podemos considerar ¢, como sendo

uma soma da forma
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N
Gg =Y ¢V =) + P + .+ ¢V (4.3)
j=1

Para este caso, consideraremos também apenas um grupo de energia,
o R o e -
e podemos escrever ¢9) ao invés de gzﬁé ). Sendo que na primeira regiao a equagcao

para ¢() obedece

_DWAL M 4 WM = g (4.4)

onde oM = Eg) - ﬁE?), como visto anteriormente. As regides deste
cilindro sao limitadas por R; o qual representa os pontos de interface entre cada
uma destas regides, isto é, R; é o valor do raio na interface que limita as regices (7)
e (i +1). Considerando que este cilindro tem um valor limite como raio R e que

0< Ry < Ry < R3 < ... < Ry = R, conforme a figura abaixo

Figura 4.1: Cilindro Heterogéneo com N regioes.

_DDALGD 4+ 6@g® — (5 _ 5D)gM (4.5)

Seguindo a mesma idéia, podemos encontrar a equagao que governa o

fluxo em cada regiao (i + 1), como sendo
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D(z’+1)AT¢(i+1) + 0_(i+1)¢(i+1) _ (O_(i—i—l) _ Za(j))¢(i) (4.6)

j=1

E desta maneira, podemos resolver este sistema de forma recursiva
tendo a solugdo para a primeira regiao. Agora, precisamos resolver a equagao (4.4),

que tem como solugao geral

oW (r) = Ady(\ir) + BYy(Air) (4.7)

Onde A e B sao constante e A\; = /o) /D). Como queremos solugoes

limitadas, o valor de B ¢é nulo, pois Yy é nao limitado em » — 0. Entao

qb(l)(r) = Ajo()\lr) (48)

Pensando numa solucao global, temos

7 T 1 3 1
Pt = it 4 ol (4.9)

~ N +1 ~
onde gb HO M representa a solu¢ao homogénea e qbgi: R)T representa a solugao

particular ¢+ mas sabemos que

Gonr = A Jo(Aigar) (4.10)

onde A;y; é um termo constante e \; = /o /D@, Como (4.6) é da

forma

— DA G 4 gD = o 60 (4.11)

onde
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Yiar = (T = " gl) (4.12)
j=1

A solugdo homogénea é conhecida. Precisamos encontrar a solugao
particular para (4.11). Aplicando a transformada de Hankel para este caso, teremos

que

Ho{—=2, D"V} 4 oV H {60V} = 4,0 Ho {0} (4.13)

que tem como resultado

—(i+1)

D(i+1)§2¢ —(i+1)

+ ot = 5, g% (4.14)

De forma que, teremos um simples sistema de recorréncia, dado por
D(2)€25(2) + 0_(2)6(2) _ ,_)/26(1)
D(3)§2$(3) _}_0_(3)5(3) _ 735(2)

ou ainda

{D(2)£2 + 0(2)] 3@ _ W
Y2
DO +0®7 5
T
3

[D(N)§2 + U(N)} —(N) —(N-1)
TN
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Onde G;(§) é dado por

DE2 4+ 5l
&] (4.15)

Vi

69 - |

Assumindo isso, podemos representar o seguinte sistema de forma mais

apropriada

Ga(§) 0 0 3? 5V
0 G : :
o = (4.16)
0 : :
|0 0 Gy | [ 6V ] [
E logo teremos,
S0+ _ Yit1 — (i)
¢ N {D(Hl)éﬂ + O—(i+1):| ¢ (4.17)

Assim, podemos avaliar o termo i-ézimo, seja

H (3" D — / gD(i+1)§2+—il—a(i+1)¢ Jo(r€)dé (4.18)

Para invertermos este valor usaremos novamente a relacao de Parseval
descrita pelos teoremas (1) e (2). Aplicando estes teoremas a este caso, podemos

tomar fo(€) e go(&) como % e qb respectivamente. Logo, teremos

Pt = %+1/0 5[D(i+1)§2(7;r)0(i+1)}gb *

R Jo(r§) :
. 1 0 7
= %'+1/0 r'H, {D(i+1)§2 T oGt } ¢ (r")dr'
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/ —1 ‘] (T§>
f(r') = H, { z+1§)£2+a(z } z+1)/ 552 aﬂ) Jo(r'€)d¢

Onde

(4.19)

Agora, para calcular este termo, temos por [2| a seguinte forma fechada

dada por

D(m) ]0(\/Oéi+17“')K0(\/04i+17’) ,0<r <r
D(z+1>]0(\/ O‘Z’-I—lT)KO(\/ aiar') , <1’ < oo

fip (') = (4.20)
Onde [ e K sao as fungoes de Bessel modificadas. Outra importante
condicao é que nao temos fonte fora do cilindro, e portanto, temos uma expressao

para o fluxo, dada por

¢(i+1) — l;y(l;:_ll) KO( /_Ofi-f—l?")/ 7“/[0( /_Oéi+1T/)¢(i)(T,)dT,+
0
R
l;y(l:l)fo(\/aiﬂr)/ ' Ko(y/aar' ) o () dr’ (4.21)

Desta maneira temos uma solucdo particular para o fluxo ¢0+Y que

juntamente com a solu¢do homogénea dada por (4.10) formam a solugao final para

(4.11).

o = SESKy(Vamr) / P Io(amr )6 (r)dr’
0

R
b e h(am) [ Kl a6 i
+ Ai+1z]0()\i+17") (422)
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4.2 Formulacao para o caso de N regioes

Considerando que estamos trabalhando com um dominio descrito por
[0, R], de forma que podemos subdividir este dominio em [0, R1] U [Ry, Ry] U ... U
[Ryn_2, Ry_1]U[Ry_1, R] = Q1 U...UQN_1UQy, e definindo as solugoes para o fluxo

em diferentes regioes dadas por

;

¢(1)7 T e Ql

2
o] TTED (4.23)

L ¢(N)7T € QN

onde cada ¢™ foi descrito na secdo anterior. Ainda podemos escrever

o fluxo final como sendo

N
¢=Y hip” (4.24)
=1

onde h; = H(r — R;)) — H(r — R;_1) e Ry =0, Ry = R.

4.3 Simulacoes para o caso de 2 regioes

Ao considerarmos apenas duas regides em [0, R], e subdominio [0, R;]U

[Ry, R] = UQy e fluxo dado por ¢ e cilindro descrito pela figura (4.11)

W req

P ' (4.25)
¢(2)a e QQ

De forma que pode calcular o termo ¢ recursivamente por (4.22),

como sendo
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Figura 4.2: Cilindro Heterogéneo com 2 regioes.

o0 = peEo(va) [ L
0

_|_£[(\/_ R/K /(1)/d/

D@ o agr) [ T Ko(y/agr')e (r')dr

T

+ Al(]()()\ﬂ“) (426)

Substituindo ¢, temos

Ay

o® = D—(Z)QKO(\/OTZT)/ 1o (y/oar') Jo(Arr')dr’
0

D®)
+ AQJ()()\QT‘) (427)

A R / ! / !
n 1%[0(\/0727~)/ v Ko(yv/azr') Jo(Mr')dr

Ao usarmos a condi¢ao de continuidade do fluxo nos valores de interface,

neste caso Rj, teremos que

oW (Ry) = ¢ (Ry) (4.28)

0 que nos leva a seguinte correlagao entre os coeficientes A; e As
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o= Jo (iRl) (JO()\IRl) a _KO(\/_R1>/ 17“/10(\/04_17'/)Jo()\or’)dr’

R

+ P aiRy) / T’KO(\/oz_lr')Jo(/\or’)dr’)

R1

e podemos encontrar esses coeficientes ao usarmos a condi¢ao de den-

sidade de corrente (Lei de Fick). A expressao final deste fluxo é dada por

2
¢ =Y hig (4.29)
=1

onde h, foi descrita anteriormente.
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4.4 Resultados

Os seguintes resultados foram obtidos para diferentes valores de inter-

face para o problema mencionado,

Flgura 43 Fluxo com Interface em r = 0.2 e Flgura 44 Fluxo com Interface em » = 0.45 e
D1 > Do. D > Das.

Figura 45 Fluxo com Interface em r = 0.5 e Figura 46 Fluxo com Interface em r = 0.75 e
Dy > Das. D1 > Ds.

Flgura 47 Fluxo com Interface em » = 0.25 e Flgura 48 Fluxo com Interface em r = 0.5 e

D) < Ds. D1 < Ds.
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Flgura 49 Fluxo com Interface em r = 0.75 e Flgura 4]_0 Fluxo com interface em r = 0.5

Dy < Ds. e parametros indenticos.

4.5 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo apresentamos uma solugao analitica para a equagao da
difusao em coordenadas cilindricas monoenergética em um cilindro heterogéneo. Ob-
tivemos esta solucao ao assumirmos que a partir do calculo do fluxo na primeira
regiao podemos utilizar esse resultado para fazermos uma corre¢ao no calculo da
regiao seguinte, criando assim, uma formulacao de recorréncia para o célculo do
fluxo em diferentes regioes, limitadas por valores de raios crescentes. As constantes
inicialmente nao conhecidas deste problema, puderam ser especificadas utilizando
as condigoes de fluxo e corrente na interface. Utilizamos a transformagao integral
na variavel espacial bem como no capitulo anterior. De forma que podemos calcu-
lar o fluxo para diferentes valores de r € [0, R]. Para um caso mais realistico em
fisica de reatores nucleares, podemos pensar nessas regioes como sendo combustivel

e moderador.
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5 SOLUCAO ANALITICA MONOERGETICA
DEPENDENTE DO TEMPO

A idéia basica deste capitulo é desenvolver um método analitico para
resolver a equacao da difusao de néutrons dependente do tempo. Tomamos aqui o
caso monoenergético como abordagem inicial. Para fazer a modelagem matematica
deste problema, tomamos a equagao da difusao considerando inicialmente uma fonte
arbitraria. A equacao representa o balanco entre producao e perda dessas particu-
las. Na secao seguinte, descrevemos o modelo incluindo as condigoes de contorno
e condicao inical para este problema. Na secao 3 e 4 mostraremos as vantagens de
resolver este problema analiticamente usando a Transformada Finita de Hankel, a

qual se aplica perfeitamente ao sistema de coordenadas cilindricas.

5.1 Formulagao do Problema

Para resolvermos este problema para um especifico grupo de energia,
vamos considerar a equagao da difusao de néutrons em geometria cilindrica em um

dado grupo de energia g descrita por

10
;aﬁsg = DgArgbg - ER9¢9 + S(T, t) (51)

onde S(r,t) é o termo fonte do problema, dependendo de 7 e t e con-

sideraremos v = 1. Com as seguintes, condi¢oes de contorno

%(o,o =0, ¢,(R,t) =0 (5.2)
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5.2 Definicao da Transformada Finita de Hankel

Vamos aplicar agora, a Tranformada Finita de Hankel de ordem zero
m (5.1). Lembrando que a Transformada Finita de Hankel de ordem p, tem por

definicao

L) = il = [ rf) e (53)

onde «, sdo os valores tais que J,(a,a) = 0 paran € N, e sua inversao

¢é descrita como

2 o=
T2 Z fla J/ ))} (5.4)
5.3 Aplicando a Transformada Finita de Hankel

Aplicaremos a Transformada Finita de Hankel neste problema, pois
nao consideraremos fluxo fora do cilindro limitado por R. Para estabelecermos as
condicao de contorno, tomaremos ¢,(R,t) = 0 e ¢4(0,¢) limitado. A tnica condigao

inicial é dada por ¢4(r,0) = 0.

Se multiplicarmos ambos lados de (5.1) por rJy(a,r), tomando a = R

e integrando de 0 a R, obtemos

R 9 0
/0 T —¢grJo(ay,r)dr = D / (r@r [ %}) Jo(ar)dr

+/0 Y rggrJo(anr )d?“—i—/ rS(r,t)Jo(c,r)dr (5.5)

0

Dessa maneira, (5.5) pode ser reescrita por
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0 0
8_% on:t) =D / (r or [ d)g]) Jolawr)dr
Srety + S(am, 1) (5.6)

Tomando somente o primeiro termo do lado direito desta equacao, e

integrando por partes, obtemos

/OR (71“867" [ %%D Jo(aur)dr =

R
0
rJo(anT)Eqbg . +/0 anTJl(anr)§¢gdr (5.7)

mas como escolhemos «,, tal que Jy(a,, R) = 0, implica que o primeiro

termo do lado direto em (5.7) desaparece, logo

/oR C@ar [ aa%D Jo(cvr)dr =

B 0
/o anrjl(anr)§¢gdr (5.8)

e integrando por partes novamente, teremos

R 0
/0 anrJl(anr)Egbgdr =
R R _
¢ganTJQ(&nT)‘O — ai/ r¢gJo(ayr)dr = —aigbg (5.9)
0
o que implica que
d - ) _ -
—dg(an, t) + (Dyay, + XRyg)dg(an, t) = S(an,t) (5.10)

dt
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Essa equacdo esta sujeita a condi¢ao inicial ¢(ay,,0) = 0 pois ¢(r,0) = 0,

e desta maneira temos uma solugao expressa por

t
¢g(an7 t) - / g(ana t/)e_(Dga%‘f‘ZRg)(t_t,)dt/ (51]‘)
0

com

S, t) = /OR rS(r,t)Jo(c,r)dr (5.12)

Para fazermos a inversao, precisamos aplicar a equagao (5.11) em (5.4),

obtendo como resultado

2 > J() O{n )
o (1, 1) R—g m (5.13)

expresso em termos da equagao (5.11), assim

g1, t) {/ S (e, t')e™PaantEra) =10 g/ } % (5.14)

que é solu¢ao mais geral para o fluxo com uma dada fonte S(r, ).

5.4 Fonte Estacionaria
Analizaremos o caso em que temos uma fonte estacionéria, isto é,

quando a nossa fonte S nao depende do tempo. Precisamos olhar para a expressao

S(r,t) e consequentemente para sua transformada S(a,,t) dada por

S,(r,t) = /0 8, (1) Jonr)dr (5.15)
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Porém temos que

S,(r,t) = S,(r) e consequentemente S,(av,,t) = S, (ay,) (5.16)

Nesse caso, a expressao (5.14), pode ser representada por

_ 25 s L Dgez im0\ Jolamr)
6,(r, 1) = RQ;{S(%) / o~ (Dyod+ | (5.17)

0

mas, como sabemos que

/t 6_(Dga%+ERg)(t—t’)dt/ _ 1— ef(DgarrFERg)t (5 18)
0 (Dgap + XRy) .
e logo, a expressao final para o fluxo
Py 1 — e PooitZrmo)t | Jo (e, r)
rt)=— S(ay, - 5.19

5.5 Solucao Estacionaria

Para encontrarmos a solugao estacionaria, desconsideraremos o termo

2¢,. A equacdo (5.10) fica descrita da forma
(Dyaiy + Erg)dg = S(awm) (5.20)

Assim

7 S(an)

= 5.21
g DgOé% + ERg ( )

Ao aplicarmos a féormula inversao, teremos
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2 - Jo(cu,T)
® Z bt = ERg [Ji(0n B 522
como S(a,) é dada por
B R
S(an) = [ rS)Ifaur)ir (5.23)
Entao
2 R Jo(ay,r
R2 2 Dya2 +ER9 {/0 TS<T)J0(04n7")dT} ﬁ (5.24)

que descreve a solucao para o caso estacionario.

5.5.1 Analise Assintotica

Para fazer uma analise assintoética sobre as equagoes diferenciais orig-
inais, podemos analizar diretamente as equagbes de ambos casos (estacionério e
nao estacionario) para concluir que o fluxo dependente do tempo pode ser assin-
totico ao caso estacionario. Para isso, definiremos uma funcao auxiliar ¢ como
sendo ® = ¢ — ¢, onde ¢ e ¢4 sao as solugoes para o caso dependente do tempo e
estacionario, respectivamente. Sabemos que ¢, ¢, e ® sao funcoes pertencentes ao
espago L*(C'). Também temos que estes problemas possuem condigoes de contorno

da forma :

S(R,t)=0e, ds(R,t) =0 (5.25)

Implicando que

(R, t) = (R, t) — ¢5(R,t) =0 (5.26)
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e como temos

E == AT¢—2RQ¢+S

0 = Ar¢s - ZRg¢§ + S

Agora, neste caso estamos considerando como fonte o termo de fissao,

tornando a expressao para S a seguinte

S(r,t) = klffl/ngb (5.27)
S(r) = l{;lff v s (5.28)

Desta maneira, podemos reescrever as primeiras equagoes, tendo agora

0 1
2 = Np—X 5
1
0 = Ar¢s - ZRg¢s + _sz¢s
Kegy

e substraindo uma de outra, teremos que

0 0 1 1
—— —p, = DN O— DN, Py — 2 Ypobs + —VX 0 — Y
3(25 8t¢ ¢ ¢ Rg® + Xirg® +keffy £9 keffy 9
0 1
—P = APz P YP
ot Rg® F VR

Assim chegando a uma expressao para fungao auxiliar & dada por

)
ZO=NAD— (Sp, —
ot r® = (Zhg

1
VS (5.29)
Kery
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0

—b=A,0—~d 5.30
P o] (5.30)
onde v = (Xg, — VEf) Porém, se decompuzermos ® da seguinte
forma
=) ol (5.31)
i=1

onde &; sao as autofuncoes que satisfazem A& = N e sendo \; €

A, com A = {Xg, A1, A2, ...} o conjunto dos autovalores do operador eliptico A,

ordenados por \g < A\; < ..., e como estas funcoes estdo no espaco L?, podemos

representar

i2
[@])3 =2 o
=1

=1

ou ainda, na forma de produto interno

—(®, A, D) = ||V = ZA D)’

Desta maneira,

[V®||3 > min {)\;} Z 0N

i=1

Como Ao = min {\;}, logo

—[[Ve[l3 < —ol[@]f3

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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Multiplicando por ® e integrando por partes a equacao diferencial orig-

inal, temos que

1d

5711218 = =1Vl —ylI2|l3 (5.37)

usando (5.36), temos

1d

ﬂ#@@ < =Nol[@|5 —7]|®]3
< —(o+7)®|3

d

EH‘DH% < =2 +7)[|2]]3

Agora, pela desigualdade de Gronwall, temos

@[3 < [|@(0)[]ze 20" (5.38)

1B ]2 < [|®(0)]| e~ ot (5.39)

Como @(0) ¢é limitada, temos que quando ¢ tende ao infinito e desde de

que a seguinte condicao seja satisfeita

1
A0+7:)\0+ZRg_kff

v >0 (5.40)

condi¢ao esta que chamamos de subcritica. Assim, temos que

||®]]2 — 0 (5.41)

Em outras palavras, a norma da diferenca destas fungoes tende a zero.

Logo,
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l$ — sll2 = 0 (5.42)

Assim, podemos concluir que estas fungoes sao assintéticas, desde que

a condicao (5.40) seja satisfeita.

Uma outra possibilidade de provar que estas duas fungoes sao assin-
toticas, é fazermos uma mudanga de variavel e definir uma outra funcao auxiliar.

Seja

W = Pt (5.43)

Logo,

o 90
50 = gt (5.44)

Como temos %—‘f =N, ® — v, entao

%w = (A® — D) " + yDe

0

o e 7t
5 A, e
0

2l = O (5.45)

Mas (5.45) é conhecida como a equacao do calor, a qual satisfaz o

principio do maximo, em outras palavras

¢ < max {sup [¢>(0)], sup |(R)[} (5.46)

Como temos a condi¢ao de contorno ®(R) = 0 implicando que (R) =

0, logo
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|| < sup [¢(0)] (5.47)

Finalmente

D] < et (5.48)

Como definimos anteriormente que ® é a funcao diferenga entre ¢ e
¢s, entao estd provado que ¢ e ¢, sao assintoticas. Podemos verificar este fato ao
plotarmos diversos graficos do fluxo, com fonte especificada, variando os valores de

t, conforme a figura abaixo,

=3

L L L L B
02 0.4 06 08 10

Figura 5.1: Fluxo usando t = 3,7, 8, 10, 15, 20, 100, ....
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L L L L
02 04 06 08 10

Figura 5.2: Fluxo Estacionario.

5.6 Aplicacao ao calculo do fator Build-up

A descricdo da migragao de néutrons dentro de um reator nuclear é
um fenémeno que é caracterizado através do fator build-up. Para fazer o modelo
matematico deste problema, nos concentramos na idéia basica de que, podemos de-
screver o termo fonte S(r, t) como um funcional Delta Dirac para podermos modelar
um problema de blindagem, bem como descrever o fator de buildup deste problema

em coordenadas cilindricas.

5.6.1 Fonte Delta Dirac

A distribuigao Delta Dirac, escrita d(r) (no caso cilindrico), é definida
com sendo zero para todos valores de r exceto em r = 0. A integral de 6(r) ¢é finita,

e o valor desta integral ¢ a unidade. Resumidamente,

o(r) = oo =l (5.49)
0,r#0
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Simbolicamente, podemos escrever que

/OO d(r)dr =1 (5.50)

[e.9]

Agora, seja [a,b] um conjunto compacto com a < 0 < b. Considerando

a,b| um suporte compacto para (—oo, 00), assumimos
? ) Y

/ S(r)dr = 1 (5.51)
[a,b]

Por defini¢ao, d(r) ¢ um funcional linear que avalia uma fun¢ao continua

f(r) em zero, de maneira que

/_ " F)8(r)dr = S = o) (5.52)

a)b]

A dltima equacao é valida para qualquer dominio de integracao que

contém r = 0, de modo que ¢é possivel chegarmos a conclusao de que

[, Far = 550) (55

Como teremos uma fonte conhecida, precisamos transformar usando a

Transformada Finita de Hankel, que é

5,(rt) = /0 © 8, (1) Jonr)dr (5.54)

Considerando uma fonte com dependéncia no tempo, como descrito em

Lamarsh [11], seja

S(r,t) = e-*tm (5.55)

r

Onde Sy é o valor inicial para fonte, A\ é uma constante de decaimento

no tempo. Assim, tomando b = R
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wr

Sy(cun, t) :/ re*’\tmjo(anr)dr (5.56)
[0,R]

Soe™ M Jo(anT)
p )

No nosso caso, considerando a expressao (5.54) com f(r) =

ficando

(5.57)

r 2 2T

Y
/ re"“—SOé(r) Jo(ayr)dr = 1f(O) = S0
[0,R]

Finalmente, podemos expressar a solucao final para o fluxo

o0

rt) = 2 Sl Yo Paa St g | Jo(anr)
bg(r,t) = 73 Z{/O S(an, t) + dt} RGN (5.58)

usando (5.57), torna-se

, Jo(anr)
t —(Dga2+XRy)(t—(14+N)t ) dt! SO\l 5.59
(r, R2 Z {/ [J1(anR)]? ( )

Sabemos que a seguinte integral tem como resultado

042 _ a2
/ Dok =gy _ COTERN — BB
0 (Dgap + Zrg)(1 +A)
Temos como solugao final
Dy +8RgAt _ o—(Dgap+3pg)t
Gy(r,t) = Z 0 i ‘ - o) (5.61)
7rR2 (Dgo2 + o) (14 N) [J1(anR)]?

Fica evidente que ao fazermos \ tender a zero, teremos um caso prati-

camente igual ao de fonte fixa, isto é, nao depedente do tempo, descrito por (5.19).
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Realizamos algumas simulac¢oes do fluxo com fonte definida por (5.55).

Os seguintes resultados foram obtidos para diferentes conjuntos de parametros com

truncada em N. A solugoes mostradas a seguir, representadas por

a série

—~
o
©
LO
SN—

[a\]
—~| =
e
SANS
((
(=)

i
S=
2

(Dg@?z + ZRQ)(l +A)

e(DQ‘XzLJ"ERg))‘t — e_(Dga%""ERg

Tabela dos parametros escolhidos para aplicacao em blindagem:

o = = =] = =
| S| S| 9| S| oS
S| = Al | A 2| @
I elelel e 22
-
zl sl elelel el e
| Al Al Al 2] =
o
Gl e w| w| | 0w w
N B e
IS I I - T R I A
o | w| of | 2|
<l @]l IR
| o|l ol ol of o
Sl ol o|lo|l ol ol o
Ll 2 @ @ @] 0@
NW|lo| ol ol o o ©
2|l o o o] o] | @
Qf I 2] 3=
—~ [ | = —~ | —~ | —
[ T T L R Y

Tabela 5.1: Conjunto de Parametros, com fonte (5.55).

Foram obtidos os seguintes resultados:

Fluxo usando os parametros P2,

Figura 5.4:

Fluxo usando os parametros JION

Figura 5.3:



Fluxo usando os parametros JICON

Figura 5.6:
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Fluxo usando os parametros P®).

Figura 5.5:
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Fluxo usando os parametros PO

Figura 5.8:

Fluxo usando os parametros PO

Figura 5.7:
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5.6.2 Fator de Build-up

Para fazermos uma anélise do fator build-up, lembramos que este fator
pode ser calculado para diferentes magnitudes de Fluxo. O Fator buildup para este
caso em coordenadas cilindricas, com uma fonte definida como em (5.55), é dado

por

(5.63)

Neste caso, consideraremos a funcao R4(r,t) como sendo o fluxo dentro

do cilindro, isto é Ry(r,t) = ¢(r,t) /A, dessa maneira

¢(r, 1)/ A

e~ 27y

By(r¥,t) = (5.64)

onde ¥; é a secao de choque macroscopica total. Logo, o fator buildup

expresso em termos do fluxo é

25 7\ 2 o e(Poont8rg)A _ o= (Dgaq+Epy)t Jo(anr)
re T <§> ; (Dg02 +Srg) (14 ) [Ji(anR)]?

B,(r¥,t) = (5.65)

Como a espessura de blindagem cresce de zero até alguns livres camin-
hos médios, o spectro de energia de néutrons muda consideravelmente. Diferentes
fatores de buildup sao obtidos para diferentes fungoes Ry4(r, t) que também varia com
A, dependendo da energia e das se¢oes de choque para essas diferentes fungoes. Os
resultados mostram que apoés alguns livres caminhos médios, o spectro de néutrons
assume um valor fixo. Isso vem do fato de que o livre caminho médio para uma
fonte de néutrons rapidos é maior do que néutrons de baixa energia. Resultando no

mesmo fator de buildup variando com a espessura.

Mostramos a seguir alguns resultados: a correlagao entre o fator buildup

com o raio do cilindro, obtendo o seguinte perfil para diferentes valores de t,



20

Buildup

=4

=2

=1

L L L Ly
005 010 015 020

Figura 5.9: Fator Buildup para diferentes valores de t = 1,2, 3, 4.

5.7 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo apresentamos uma solug¢ao analitica dependente do tempo
para a equacao da difusao em coordenadas cilindricas com uma fonte arbitraria.
Estéa solugao mais uma vez, bem como no capitulo 3 foi obtida através da técnica
de transformadas integrais, neste caso, através da transformada finita de Hankel,
mostrando como esse tipo de técnica pode ser 1til em calculos de fluxo em reatores
nucleares. Usando esta solu¢ao podemos calcular o fluxo dependente da variavel
espacial e temporal dentro do cilindro de raio R. Apresentamos uma aplicacao a
calculo de blindagem em reatores nucleares, bem como fatores de buildup depen-
dentes do tempo para o caso em que temos uma fonte descrita pelo funcional linear
Delta Dirac. Exploramos estes resultados para diferentes valores da constante de
decaimento A. Como esperado, concluimos que quando esta constante tende a zero,
temos o caso de fonte fixa visto anteriormente. Estudamos o caso em que temo uma
fonte fixa, isto é, ndo dependente da variavel temporal. A analise assintotica nos
mostra que em condigoes de que X g — éZ ¢ > 0, teremos que a solugao dependente
do tempo tende a solugao estacionaria, como também era esperado. Esta condigao

se faz necessaria para que possamos assumir isso.
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6 CONCLUSAO E PROBLEMAS EM ABERTO

Analizando os resultados obtidos neste trabalho, podemos conlcuir que
¢ possivel construir uma solugao analitica valida para problemas multi-grupo e
multi-regiao em coordenadas cilindricas em se tratando do Fluxo de Néutrons. En-
contramos na literatura apenas casos em que o problema especificado é resolvido
numeéricamente, com solucao analitica apenas em um grupo de energia Dababneh et
al [10]. Podemos pelo teorema de Cauchy-Kowalewski garantir a existéncia e unici-
dade da presente derivagao baseado na solugao da transformacao integral de Hankel

sujeita as condi¢oes de densidade de corrente e condi¢oes de contorno.

No caso do problema muli-grupo, na derivacao é aparente que a solucao
nao é restrita as condigoes de contorno especificas que foram impostas, mas sim
tendo um carater mais geral, tal que a solugao aplicada em problemas homogéneos
e em especificados subdominios, mas nao necessariamente com o mesmo conjunto
de parametros. As condigoes de interface entre subdominios adjacentes sao tratadas
como as condig¢oes de contorno de um problema global homogéneo, significando que
nao ¢ necessario modificacoes na solugao quando o fluxo escalar é calculado, e nesse

sentido a solugao é mais geral.

Pretendemos extender para um caso de mais regioes usando a metodolo-
gia do capitulo 4. Além do mais, focaremos em tentar solucionar problemas de crit-
icalidade para o ntucleo do reator, aplicando condigoes de continuidade na interface.
Estes resultados apresentados s@o um primeiro passo para uma futura implemen-

tacao de céalculo do fluxo em células equivalentes em geometrias mais gerais.

Apresentamos também, uma solucao analitica para a equacao da difusao
em coordenadas cilindricas monoenergética em um cilindro heterogéneo. Obtivemos
esta solugao ao assumirmos que a partir do calculo do fluxo na primeira regiao pode-
mos utilizar esse resultado para fazermos uma corre¢ao no calculo da regiao seguinte,

criando assim, uma formulacao de recorréncia para o caluclo do fluxo em diferentes



52

regioes, limitadas por valores de raios crescentes. Utilizamos a transformacao in-
tegral na varidvel espacial bem como no capitulo anterior. De forma que podemos

calcular o fluxo para diferentes valores de r € [0, R].

Tendo em vista a solucao obtida no capitulo 5, para um problema
de fluxo de néutrons dependente do tempo, em coordenadas cilindricas, o qual
mostramos analiticamente que a solugao inicial tende a solucao estacionaria, con-
siderando 7 > 0. Pretendemos estudar futuramente problemas em cinética de
reatores e avaliar o comportamento nao s6 do fluxo, mas também das concentragoes
de precursores nesses sistemas de coordenadas usando esta técnica, como por exem-

plo, cinética de reatores em geometria esférica.

Este trabalho, de modo geral, foi construido e desenvolvido utilizando a
técnica de transformadas integrais, neste caso, através da Transformada de Hankel,
mostrando como esse tipo de técnica pode ser ttil em célculos de fluxo em reatores
nucleares. Acreditamos também, que este € um método promissor para solucionar
diferentes classes de problemas relacionadas a Teoria Geral de Perturbagao. Usando
esta solucao podemos calcular o fluxo dependente da variavel espacial e temporal
dentro do cilindro de raio R. Apresentamos uma aplicagao a calculo do fator build-
up em reatores nucleares, bem como fatores de buildup dependentes do tempo para

o caso em que temos uma fonte descrita pelo funcional linear Delta Dirac.



1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

8]

19]

93

Referéncias Bibliograficas

G. Adomian, Solving Frontier problems of Phisics: The decomposition

method, Kluwer AcademicPublishers, 1994.

H. Bateman, Tables of Integral Transforms, McGraw-Hill company., New
York, 1954.

B. E.J. Bodmann, M. T. Vilhena, L. S.Ferreira, J. B.Bardaji. An analytical
solver for the multi-group tw dimensional neutron-diffusion equation by
integral transform techniques,/l Nuovo Cimento della Societ Italiana di

Fisica. C 33, pp. 1-10, 2010.

I. A. Snneddon, The use of integral transforms, McGraw-Hill company.,

New York, 1972.

G. A. Goncalves, M. T. Vilhena, B. E.J. Bodmann, Heuristic Geometric
"Eigenvalue universaly"in a one-dimensional neutron transport problem

with anisotropic scattering, Kertechnik, 75, pp.50-52, 2010.

G. A. Goncalves, S. B. Leite, M. T. Vilhena, Solutionof the neutron trans-
port equation problem with anysotropic scattering, Annals of Nuclear En-

ergy 36, pp. 98-102, 2009.

R. Lemos, M. T. Vilhena, F. C. da Sila, S. Wortmann, Analytic Solution
for Two-Group Diffusion equations in a Multilayered Slab using Laplace

Transform Technique, Progress in Nuclear Energy, 50, pp. 747-756, 2008.

M. T. Vilhena, C. Segatto, H. Velho, G. A. Goncalves, Analytical Solu-
tion of the one-dimensional discrete ordinates equation by the Laplace and
Hnakel integral Transform, Integral Methods in Science and Engineering.,

pp. 267-272, 2004.

C. E. Siewert, J. R. Thomas, Neutron Transport Calculations in Cylindrical
Geometry, Nuclear Science and Engineering., pp. 107-112, 1984.



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

o4

S. Dababneh, K. Khasawneh, Z. Odibat, An alternative solution of the
neutron diffusion equation in cylindrical symmetry, Annals of Nuclear En-

ergy., pp. 1140-1143, 2011.

J. Lamarsh, Introduction to Nuclear Reactor Theory , McGraw-Hill com-

pany., New York, 1966.

L. Usachev, Perturbation Theory for the Breeding Ratio and for Other
Number Ratios Pertaining to Various Reacor Processes , Journal of Nuclear

Energy., vol. 18, 1964.

E. Wachspress, Iterative Solution of Elliptic Systemsand Applications to
the Neutron Diffusion Equations of Reactor Physics , Prentice-hall., New

Jersey, 1966.

H. Soodak, The Science and Engineering of Nuclear Power , United Na-
tions., New York, 1948.

E. Wigner, Effect of Small Perturbation on Pile Period , ReportCP-G Na-
tions., 1945.

Z. Lima, Solution of the Fixed Souce Neutron Diffusion Equation by Using
the Pseudo-Harmonics Method , Annals of Nuclear Energy., pp. 1649-1666,
2004.

J. Gomit, LaMéthode des Pseudo-Harmoniques Théories et Application ,
Bulletin de la Direction des Etudes et Recherches., pp. 61-66, 1985.

M. P. de Abreu, Uma Metodologia Alternativa de Pseudo-Harminicos:
Aplicagao ao Calculo Bidimensional de Reatores , Dissertagao de Mestrdo

COOPE/UFRJ, Rio de Janeiro, Rj, Brasil, 1988.

A. Derivi, Cédigo Computacional para Calculos de Criticalidade em Placas
Planaspelo Método LTSN , PROMEC/UFRGS, Porto Alegre, RS, Brasil,
2000.



[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

95

G. L. Bell and S. Glasstone, Nuclear Reactor Theory , Van Nostrand Rein-
hold., New York, 1970.

R. D. Lawrence, Progress in Nodal Methods for The Solution of the Neu-
tron Diffusion and Transport Equations , Progress in Nuclear Energy., vol.

17(3), pp. 271-301, 1986.

B. Montagnini, A Well-Balance Coarse-Mesh Flux xpansion Method , An-
nals of Nuclear Energy.,vol. 21(1), pp. 45-53, 1994.

R. A. Shober, Two Nodal Methods for solving Time-Dependent Group
Diffusion Equation , Nuclear Science and Engineering.,vol. 64, pp. 582-
592, 1977.

R. C. Barros, Um Método Numérico Livre de Erro de Truncamento Espa-
cial para Calculos Unidimensionais de Multigrupo Difusao, IV Congresso

Geral de Energia Nuclear.,vol. 1, pp. 377-382, 1992.

G. J. Mitsis, Transport Solutions to the Monoenergetic Critical Problems
, PhD Tesis, Argonne, Illinois, USA, 1963.

F. Bennewitiz, Higher-Order Crections n Nodal Reactor Calculations |,

Trans. American Nuclear.,vol. 22, pp. 250-251, 1975.



