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RESUMO

Este trabalho é um estudo sobre propriedades de decomposicao de
polindmios em corpos finitos. Em particular fazemos um estudo sobre métodos

de fatoracao e calculos de raizes.

Procedemos inicialmente com um apanhado de conceitos e teoremas
que embasam o trabalho. Com o objetivo de determinar raizes de polinomios em
corpos finitos, alguns topicos tornam-se pré-requisitos. O primeiro deles é a prépria
representacao dos elementos dos corpos finitos. O outro é o estudo de métodos
deterministicos ou probabilisticos para fatorar polinomios sobre corpos finitos. Os

métodos estudados sao o de Berlekamp, Cantor-Zassenhaus e Lidl-Niederreiter.

Fazemos finalmente o estudo de métodos que podem ser empregados
para determinarmos as raizes de polinomios pertencentes a corpos finitos. Métodos

estes que apresentam variagoes de acordo com o tamanho do corpo.



ABSTRACT

This work is a study about decomposition properties of polynomials
over finite fields. We emphasize the study about factorization methods and compu-

tation of roots.

We initially give a number of concepts and theorems that base our
work. Aiming the determination of polynomial roots in finite fields, some topics
become pre-requisites. The first one being the representation of elements of finite
fields. Other pre-requisite is the study of probabilistic and deterministic methods
for polynomial factorization into irreducible factors over finite fields. We studied

the methods of Berlekamp, Cantor-Zassenhaus and Lidl-Niederreiter.

Finally we study methods for computation of roots of polynomials over

finite fields. We present methods that take into account the size and the caracteristic

of the field.



APRESENTACAO

O trabalho proposto consiste num estudo de polindmios sobre corpos
finitos. O mesmo foi escolhido devido a sua vasta aplicacao no campo da Matematica
e areas afins. Entre estas aplicagbes podemos citar eletro comunicagoes, geometria
finita, combinatéria, criptografia e teoria de codigos. Estas aplicagoes podem ser

encontradas entre outros em ([13]).

Devido a amplitude do tema, delimitamos o mesmo, tendo entao como

objetivo a determinacao das raizes de polinomios sobre corpos finitos.

Para atingirmos tal objetivo, torna-se de fundamental importancia o
estudo de definicoes e teoremas que embasem o trabalho e, a representacao dos

elementos de um corpo finito.

No decorrer do trabalho percebemos que para extrairmos as raizes de
polinomios pertencentes a corpos finitos grandes com caracteristica também grande
precisariamos estudar a fatoracao de polindmios sobre corpos finitos. Sabendo da
importancia deste tema agregamos o mesmo ao nosso estudo ampliando assim o

problema inicial.
Com isso o trabalho fica organizado da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos alguns conceitos de algebra, propriedades
de polinomios em corpos finitos, propriedades estas que nos permitem caracterizar
estes corpos. Ainda no primeiro capitulo, nos preocupamos em estudar sobre os
polindmios irredutiveis, pois a partir deles dé-se a construcao dos corpos finitos.
Além de definirmos os mesmos, verificamos como encontra-los e provamos que o

nimero de polinémios irredutiveis sobre corpos finitos é elevado.

No capitulo 2 verificamos como representar os elementos de um corpo

finito. Tal representacao é importante para realizarmos com maior eficiéncia e faci-



lidade operacoes aritméticas com estes elementos. A representacao pode ser feita na

forma polinomial, vetorial, matricial e ainda como poténcia de um elemento.

No capitulo 3 estudamos sobre a fatoracao de polinémios. Sendo que na
secao 3.1 verificamos como extrair dos polindmios os fatores repetidos e nas demais
secoes deste capitulo apresentamos os métodos de Berlekamp, Cantor-Zassenhaus e

Lidl-Niederreiter para fatorar polinomios.

No capitulo 4 descrevemos algoritmos empregados para determinar-
mos as raizes de polinomios sobre corpos finitos. Estes algoritmos tem significativa
diferenca em sua estrutura dependendo do tamanho do corpo em que o polinémio

pertence.

Nos apéndices sao apresentados um resumo biografico de Evariste de
Galois (matemadtico responsavel por muitas das idéias sobre corpos finitos que temos
atualmente), a descrigdo do Algoritmo de Euclides, exemplos da fatoragao livre de

quadrados e a representagao dos elementos do corpo G F(2°).



1 IDEIAS FUNDAMENTAIS SOBRE
CORPOS FINITOS

Iniciaremos o nosso estudo sobre polinomios com coeficientes em corpos
finitos conhecendo um pouco da estrutura destes corpos. Para isso na secao 1.1
apresentaremos alguns conceitos basicos de algebra e propriedades de polinomios
em corpos finitos. Sabendo da importancia dos polinomios irredutiveis para a cons-
trucao de corpos finitos, na se¢ao 1.2 vamos nos deter em determinar o nimero de
polinomios irredutiveis existentes em um corpo finito, bem como verificar que este
nimero é elevado. E por fim, na secao 1.3, vamos expor alguns métodos que podem
ser usados para determinar polindmios irredutiveis e consequentemente, possibilitar

a construcao de corpos finitos.

1.1 Caracterizacao de corpos finitos

A caracterizagao de corpos finitos mostra que cada corpo finito tem p"
elementos sendo p um primo e n um inteiro positivo. E de forma reciproca podemos
dizer que com um primo p e inteiro positivo n construimos um corpo finito com
p" elementos. Estas duas afirmacoes e ainda o fato de que, corpos finitos com o
mesmo nimero de elementos sao isomorfos, sao de fundamental importancia para a
classificagao de corpos finitos. Isso nos mostra, essencialmente, que existe um tnico
corpo para cada primo p e inteiro positivo n. Este corpo é chamado de corpo de

Galois de ordem p.

Como ja frisamos anteriormente iniciaremos esta secao expondo alguns

conceitos basicos de algebra,

Definigao 1.1 Um anel (A, +,.) é um conjunto A, juntamente com as operagoes de
adi¢ao e multiplicacao. Com relagao a adigao, o conjunto ¢ associativo, comutativo,

existe elemento neutro e simétrico. Com relagao a multiplicagao é associativo, e ain-



da a multiplicacao é distributiva em relacao a adi¢ao. Se a operacao de multiplicacao

é comutativa, dizemos que o anel é comutativo.

Definicao 1.2 Seja A um anel comutativo. Dizemos que um subconjunto I C A,

I # 1, é um ideal em A se,
) Ve ,y)z,yel =x—yel
i) Va,x)acAexecl=arel

Definicao 1.3 Uma relagao de equivaléncia R sobre um conjunto A nao vazio

é chamada relacao de equivaléncia sobre A, se R é
reflexiva: a R a;
simétrica: a R b — b R a;

transitiva: a RbebRec— a R e

No decorrer do trabalho usaremos bastante a relacao de equivaléncia

mod m em Z, cuja notacao € a =, b, sendo m um inteiro positivo
a=,b<— a—b=Fk-m paraalgum k € Z.

Na pratica para encontrarmos a mod m, também podemos fazer da

seguinte forma: a dividido por m e o resto da divisao é o b.

Exemplo 1.1 21 = 1 mod 5

Toda vez que temos uma relacao de equivaléncia R em um conjunto
A, podemos agrupar os elementos em classes de equivaléncia. Para todo elemento

a € A, definimos
[a] ={z € A|z R a}
A classe de equivaléncia mod m que contém a € Z é obtida da forma

la| ={a+km|keZ}



Exemplo 1.2 Tomando m = 3 obtemos as seguintes classes de equivaléncia de Zs.

[O] :{ 7_67_37073767}
[1] :{ 7_57_27174777}
[2] :{ 7_47_17275a87}

Ao unirmos todas as classes de equivaléncia obtemos um conjunto que

¢ denominado conjunto quociente.

Da mesma forma, quando temos um ideal em um anel podemos separar
o anel em classes de equivaléncia. Consideramos I um ideal em um anel A. As
classes definidas pela relacao de equivaléncia produzidas por I em A sao dadas por
a+1={a+1|VYi e€I}paraVa € A E possivel definir novas operacdes no

conjunto quociente A | I = {a+ I |a € A} da seguinte forma:
(a+1)+(b+1)=(a+b)+1,
—(a+1)=—a+1,
O0a/r =0+1,
(a+1)-(b+1)=a-b+1,
Lar=1+1T
A/I é uma imagem homomorfica de A sob o homomorfismo a — a + 1
A/I é um anel (comutativo se A é).

com estas operagoes é simples verificar que A | I é um anel quociente.

Exemplo 1.3 Considerando o ideal (5Z,+,.) do anel (Z,+,.) dos inteiros, para
obtermos o anel quociente Z/5Z verificamos inicialmente quem sao as classes de

equivaléncia pertencentes a Z ou seja Z/5Z = {5Z,5Z + 1,572 + 2,5Z + 3,57 + 4}.



Para definirmos em que classe do anel quociente o elemento x de Z faz
parte, podemos fazer este nimero mod 5 (ou seja, x dividido por 5) e o resto desta

divisao ird definir a classe a que o niimero x pertence.

Por exemplo, o niimero 7 € Z faz parte da classe de equivaléncia 5Z + 2

pois, 7 mod 5 é igual a 2. Procedendo desta forma obteremos as classes abaixo:
52 ={...,—10,-5,0,5,10,...}

5Z+1=1{...,—4,16,...}

FZ+2={..,-3,2712,...}
5Z+3={..,-2,3813,...}
5Z+4={...,—1,4,914,...}

Podemos perceber que Z/5Z é Zs. E ¥V m € N podemos definir um

anel quociente Z,,.

Definigao 1.4 Ideal Maximal M é um ideal num anel comutativo A com a pro-
priedade que o unico ideal em A que contém M, e é diferente de M é o préprio anel

A.

Definicao 1.5 Um anel A, comutativo com unidade, recebe o nome de corpo se

todo elemento nao nulo de k£ admite inverso multiplicativo, ou seja:

Va € A;a#0,3db € A tal que a-b=1 sendo portanto b o inverso de

a e indicado por a~!.

Em outros termos, corpo é toda terna ordenada (F, +,.), onde a operagao

de adicao possui as seguintes propriedades:
1)Associativa:(a +b) +c=a+ (b+¢c)V a ,b,c € F,

2) Admite elemento neutro: a +0=0+a=aVa € F,



3) Todo elemento de F' é inversivel: Ya € F,a # 0, 3(—a) € C |
a+a =d+a=0,

4) Comutativa: a+b=b+aVa ,beF

e a operacao de multiplicagao possui as seguintes propriedades:
5) Associativa: (a-b)-c=a-(b-c)Va ,bceF,

6) Admite elemento unidade: a-1=1-a=aVa € F,

7) Todo elemento nao nulo de F ¢ inversivel: dadoa € F,.3 a™! € F tal

quea-at=a'l-a=1

8) Comutativa: a-b=0b-aV a,b € F,
9) Distributiva em relacdo a adi¢ao: a-(b+c) =a-b+a-cV a,b,c € F.

Em um corpo s6 temos ideais triviais, ou seja, os subconjuntos m = {0}

e o préprio corpo.

Dentre alguns dos exemplos de corpos podemos citar: os ntimeros reais,

0s numeros complexos e os niimeros racionais.

A importancia de ideais maximais em anéis é verificada através do

teorema seguinte que permite a construcao de corpos.

Teorema 1.1 F/M ¢é um corpo < M é mazimal.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [14].

Defini¢ao 1.6 Um polinomio f € F[z| é chamado irredutivel sobre F' (ou irre-
dutivel em F[x], ou primo em F[x]) se f tem grau positivo e se para toda fatoracao

f=b-ccomb,c € Flx] tem-se b ou ¢ uma constante.



Nas definigoes ja citadas fizemos referéncias e exemplos ao conjunto
dos numeros inteiros, mas é importante ressaltarmos que as mesmas também sao

aplicadas aos polinomios.

E facil vermos que nos anéis polinomiais F'[z] os ideais maximais sdo

os gerados pelos polindmios irredutiveis m(z), e por isso temos o seguinte

Corolario 1.1 F[z]/(m(z)) é um corpo <= m(z) é irredutivel sobre F.

Seja F'[z] o anel de polinémios com coeficientes em um corpo F' e m(x) um polinémio
irredutivel em F[z|, a partir da definicdo de anel quociente nés concluimos que
Flz]/(m(z)) = {a(z) + (m(z)) | a(x) € F[z]} sendo este um anel quociente de

polinémio mod m(x).

Portanto, ao generalizarmos o exemplo (1.3), podemos usar ao invés de

inteiros, polinomios.

Exemplo 1.4 Considerando o anel Zs e m(x) = z* +  + 1 um polinémio sobre
Zs|x]. Para verificarmos se o anel quociente Zs[z]/(x?+x+1) é um corpo verificamos

se 22 + x + 1 é um polindmio irredutivel sobre Zs.

Como nenhum elemento de Zs é raiz de m(z) = z? + = + 1, podemos
afirmar que m(z) = z* + z + 1 é um polindémio irredutivel sobre Zs e ainda pelo

corolario (1.1) que o anel quociente Zs[z]/(2? + x + 1) é um corpo.
Os elementos que compoem Zs[x]/ (2% + z + 1) sao:

Zs[x]/(* + =+ 1) = {[0], (1], [2], (3], [4], [x], [x + 1], [x + 2], [x + 3],
[x + 4], 2x], [2x + 1], [2x + 2], [2x + 3], [2x + 4], [3x], [3x + 1], [3x + 2], [3x + 3],
[3x + 4], 4x, [4x + 1], [4x + 2], [4x + 3], [4x + 4]}, ou seja cada um destes elementos

é o representante de uma classe de equivaléncia.

Para determinarmos em que classe de equivaléncia do corpo Zs[z]/(z?+

x + 1) um determinado polinémio pertence, basta dividirmos este polinomio pelo



polinémio irredutivel 22 + x + 1, e o resto desta divisao serd um dos 25 elementos

de Zs[x]/(z* + z + 1). O polindomio dado pertencerd a classe deste elemento.

J4& citamos anteriormente alguns exemplos de corpos, e podemos perce-
ber que todos os exemplos ébvios tém um numero infinito de elementos. Porém,
a partir deste momento nos deteremos apenas em estudar corpos finitos, por isso

comecaremos definindo-os.

Defini¢ao 1.7 Um corpo [F,+,.] é finito se o conjunto F' é finito.

Note que o exemplo anterior pode ser generalizado. Se p é primo,
consideremos um polinémio m(«) irredutivel de grau n sobre Z,. Pelo corolario
(1.1), sabemos que F = Z,[z]/(m(x)). E fécil ver que os elementos de F sdo classes
cujos representantes podem ser caracterizadas como ag + a1z + - -+ a,_12" 1. Ora
o numero de representantes ¢, portanto p”, ou seja, dado n e p, é possivel construir
um corpo finito com p™ elementos (desde que exista um polindémio irredutivel de
grau n em Zjy[z]). Veremos a seguir que esse corpo é, essencialmente o tinico corpo

finito com p™ elementos.

O desenvolvimento inicial da teoria dos corpos finitos se deve a Evariste
Galois (no apéndice A tem maiores informagdes sobre este matemadtico), por isso
estes corpos também sao chamados de corpos de Galois. E a notacao que usaremos

para representa-los ¢ GF(q).

Corpos finitos sao importantes nao somente na teoria de corpos mas
também nas suas aplicagoes em eletro comunicagoes, geometria finita, combinatoria,

criptografia, teoria de cédigos, entre outros.

Na seqiiéncia, descreveremos algumas propriedades fundamentais de

corpos finitos e também algumas defini¢goes que embasarao nosso trabalho posterior.

Definicao 1.8 A caracteristica de um anel A, é a ordem do 1 no grupo aditivo de

A.



Desse modo, se A tem caracteristica p, entao p-1=0e m -1 # 0 para
1 < m < p. Se a caracteristica de A nao é finita, entao nds dizemos que A tem

caracteristica zero.
Exemplo 1.5 Z,Q, R, C todos tem caracteristica zero. Z, tem caracteristica p.

Teorema 1.2 Qualquer corpo finito tem p" elementos para algum primo p (carac-
teristica do corpo) e um inteiro positivo n (o grau do polinémio minimo sobre Z, de

um elemento primitivo do corpo).
Corolario 1.2 Um corpo finito tem caracteristica prima.

Teorema 1.3 Seja F' um corpo finito. Entao F*, o grupo multiplicativo, € ciclico.

O elemento gerador deste grupo ciclico é chamado de elemento pri-
mitivo do grupo. A seguir determinaremos o ntiimero de elementos primitivos que

um corpo finito pode ter, mas para isso precisamos definir a func¢ao ¢(n).

Definigao 1.9 A fungdo ¢(n) é conhecida como funcao de Euler e indica o nimero

de inteiros positivos menores e iguais a n relativamente primos a n.

Teorema 1.4 Seja F' um corpo finito com r elementos. Entio F tem ¢(r — 1)
elementos primitivos. Em particular se o € F* € primitivo, entdo o, € primitivo

toda vez que m.d.c.(i,r — 1) = 1.

Exemplo 1.6 O nimero de elementos primitivos no grupo Z; ¢é dois pois se r é o

nimero de elementos pertencentes ao Zz, temos r = 7, e entao ¢(r- 1) = ¢(7- 1)=

¢(6)= 2

Teorema 1.5 Dado um primo p e wm inteiro positivo n, existe um corpo finito com

p" elementos.

Teorema 1.6 Dois corpos finitos quaisquer que tém o mesmo numero de elementos

sao isomorfos.



Portanto, os dois 1ltimos teoremas descrevem uma caracteristica fun-
damental de corpo finito, ou seja, para todo inteiro n e todo niimero primo p existe,

a menos de isomorfismos, um tinico corpo com exatamente p” elementos.

Definicao 1.10 Seja F um corpo e a € E extensao de F'. a é algébrico sobre F

se ele for raiz de um polindbmio com coeficientes em F.

Definigao 1.11 Seja o € E algébrico sobre F'. O polindmio minimo de « sobre
F, denotado por m,(x), é o polindmio moénico de menor grau em F'[z] tendo o como

uma raiz.

Teorema 1.7 Um polinomio irredutivel sobre um corpo F' é um polinomio minimo

sobre F' de qualquer uma de suas raizes.

Teorema 1.8 Sejam(x) um polindmio irredutivel sobre F'. Entao E = F|x]/(m(z))

¢ uma extensao de F' em que m(x) tem uma raiz.

Seja a € E, um corpo que contém F. Denotaremos por F[a] o menor
corpo que contém F' e a. Sendo « a raiz do polinomio irredutivel sobre F', podemos

afirmar que

Teorema 1.9 Se o« € E, algébrico sobre F' C E com polinomio minimo me(z)

sobre F'. Entao
Fla] = Flz]/(ma(z))
A demonstracao destes resultados pode ser encontrada em muitos livros

de algebra. Em particular, podem ser encontradas no livro Elements of Algebra and

Algebraic Computing de John D. Lipson [14].
Exemplo 1.7 Seja 2* + x + 1 um polinémio irredutivel sobre Zs.

Pelo teorema (1.8), z* + z + 1 tem uma raiz o em um corpo extensao
de Zs, ou seja, em Zy/(z* + x + 1). Pelo teorema (1.9), sabemos que o menor corpo

extensdo que contém « é Zs/(z*+2+1). E importante frisarmos que Zy/(z* +z+1)



¢ um corpo pois x* + 2 + 1 é um polinémio irredutivel. Como o polinémio tem grau
4 sobre Zs podemos dizer que o corpo tem 16 elementos ou seja, 16 classes de

equivaléncia.

Este anel quociente Zo/(xz* + x + 1) também pode ser denotado por

Zs|a] pois, o mesmo indica o menor corpo que contém Zs e o.

Entao, Zs[a] = Zo[z]/(z* + x + 1).

A maneira como representamos os elementos deste corpo sao de fun-
damental importancia para realizarmos operagoes aritméticas com estes elementos.

Por isso, no proximo capitulo veremos as diferentes formas de representar os mesmos.

1.2 Numero de polindmios irredutiveis de grau d sobre

GF(p")

Como a construcao de um corpo finito depende inicialmente da exis-
téncia de um polindmio irredutivel, sobre um corpo base F' = GF(q), ¢ = p", p um
primo, além de sabermos encontra-lo, é importante que saibamos quantos polinomios
irredutiveis sobre o corpo base existem, pois quanto mais abundante for o ntimero

de polinomios irredutiveis mais facil sera de encontra-lo.

Por isso, vamos iniciar esta secao determinando uma férmula para o
nimero de polinémios irredutiveis de grau d sobre GF(q) e depois provaremos que
o numero de polindémios irredutiveis sobre GF(q) é abundante, deixando para a
proxima secao a descrigao de métodos que encontrem um polindémio irredutivel sobre

Zypx].

Necessitamos primeiramente de alguns resultados, cujas provas podem
ser encontradas, por exemplo, em [13] ou [18]. Assumimos que ¢ = p", onde p é um

nimero primo e n é um inteiro positivo.



Teorema 1.10 Seja f € GF(q)[z] um polinomio irredutivel sobre GF(q) de grau

m. Entdo f(z) divide 7" — x se e somente se m divide k.

Teorema 1.11 Para cada corpo finito GF(q) e cada k € N, o produto de todos

. oA . ~A . . , . . . ;. k
polinémios monicos irredutiveis sobre GF(q) cujo grau divide k é igual a x9 — x.

Demonstragao Pelo teorema (1.10) podemos concluir que ao fazermos a fatoragao
canbnica de g(x) = 27 — 2 obteremos polinémios irredutiveis cujo grau divide
k. Ja ¢'(z) = —1, pelo teorema (3.1) sabemos que g nao tem raizes multiplas
no corpo decomposicao sobre GF'(q). Portanto, cada polinomio monico irredutivel

sobre GF(q) cujo grau divide k aparece exatamente uma vez na fatora¢ao de g em

GF(q)[x]. O
Exemplo 1.8 Consideremos um polinomio moénico irredutivel sobre GF(2) e k = 4.

O primeiro passo para exemplificarmos o teorema é procurarmos quais
sdo os polindmios monicos irredutiveis sobre GF(2*) de grau 1, 2 ou 4, ou seja
os nimeros que dividem k (como encontrarmos um polinémio monico irredutivel

descreveremos no final deste capitulo).

Os polindmios monicos irredutiveis neste caso sao: z,z + 1,22 + x +

Lat+o+ Lot +a3+leat+ 234+ 22+ 2+ 1
Partimos entao para o exemplo propriamente dito:

e —r=(z) (z+1)- (2 +z+1)- (2 +z+1)- (' +234+1) (z* +
P+ +r+1)= (2% —2x)

Vamos denotar o nimero de polindmios monicos irredutiveis de grau d

sobre GF(q) por N,(d). Pelo resultado do teorema anterior dé-se o seguinte,

Corolério 1.3 Se N,(d) é o niimero de polinémios monicos irredutiveis em GF'(q)[z]

de grau d, entao

¢"=) d-N(d)VneN (1.1)
d/n



onde a soma é estendida sobre todos divisores positivos d de n.

Exemplo 1.9 Como no exemplo anterior, encontramos todos os polinomios irre-
dutiveis sobre GF(2) de grau no méximo 4, podemos contar quantos polinémios
irredutiveis tem de grau 1, 2 e 4 € a GF(2') e assim substituir na férmula do
corolario anterior exemplificando o mesmo.

2= "d- N,(d)

d/4
16 = 1.N,(1) 4+ 2.N,(2) + 4.N,(4) = 1.2+ 2.1+ 4.3 = 16

Porém ainda nao encontramos uma férmula explicita que determine o
nimero de polinomios irredutiveis sobre GF'(¢q). Para obtermos a mesma precisamos

definir primeiramente a funcao de Moebius ! e a inversao de Moebius.

A fungao de Moebius p é definida por,

1 sed=1
p(d) =< (=1) sed é o produto de j distintos primos
0 caso contrario

De acordo com [24] esta fungao foi introduzida por Moebius (1832),

mas a notacao pu(d) foi primeiramente usada por Mertens (1874).

Lema 1.1 Para d € N a fungao de Moebius p satisfaz:

> k)=

k/d 0 sed>1

1 sed=1

Demonstragao O caso d = 1 é ébvio. Para d > 1, d € N, seja
d=p™...p0(m; € N;1 < i <r) a fatoragdo prima de d. Os tnicos divisores

de d que produzem um somatério diferente de zero sao aqueles cujos expoentes de

1E comum encontrarmos o nome Moebius escrito como Mgbius.



T

divisores de d para os quais j
J

pisao 1 ou 0 (1 <7 < r). Existem exatamente (

expoentes sao 1. O restante é zero. Portanto nés temos:

T T

S a) = S1Y() = S TI=1Y = (1= 1) = 00
k/d §=0 j=0

Exemplo 1.10 Se d = 12, os divisores de d sao: D(12) = {1, 2, 3, 4, 6, 12}

> p(k) = p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + u(6) + u(12)

> k) =1-1-140+1+0

A cléssica inversao de Moebius é dada pelo seguinte

Teorema 1.12

£y = 3 gk) > gld) = (k) - 1)

k/d k/d
Demonstragao
=

Por definicao

Fld)y =2 gk)
k/d
Fazendo mudanca de variavel, d = % ek=ce
d
75 =Y gle)
e/%
d
f(7) = g(e)



Voltando

Zu(/f)f(%) =D k)Y gle) =) gle) Y p(k) = g(d)

k/d k/d ek/d e/d /4

Por definicao

o(d) = 3 nh) ()

k/d

Fazendo uma mudanca de varidavel: d =ke k=¢

o) =3 nie) 1 (%)

e/k
Portanto
k
D alk) =) Zu(e)f(g) = ) f(1) =D f(1)) ule) = f(d)O
k/d k/d e/k elf=d 1/d e/d
Aplicando, entao a inversao de Moebius na férmula do corolério (1.3),
obtemos

Teorema 1.13 O ndmero N,(d) de polinémios monicos irredutiveis em GF(q) de

grau d € dado por

Ny(d) = %l kz/d: u(k) - g+

Demonstragao Seja f(d) = ¢%, g(d) = d - N,(d) para todo d € N

Pela definicao, f(d) = ¢?. Pelo coroldrio (1.3)

¢ => k- Ny(k)
k/d
entao

Fld) = k- Ny(k)

k/d



se g(d) = d- N,(d) fazendo mudanga de variavel d = k, obtemos, g(k) = k- N (k) e,
portanto
fd) =3 g(k)
k/d

Pela defini¢ao, temos g(d) = d - Ny(d)

Aplicando a inversao de Moebius, obtemos
d
o(d) = 3" plh) - F(5)
k/d
portanto
d
g(d) =d- Ny(d) = 3 _pu(k) - (7)
k/d
sabemos que f(d) = ¢¢, fazendo mudanca de varidvel d = %

d d
f(E):(ﬁ

portanto

Pela defini¢ao, g(d) = d - N,(d), entao

No(d) = =Y (k) - ¢+ 00 (1.2)

Exemplo 1.11 O ndmero de polinémios moénicos irredutiveis em GF(q)[z] de grau

20 é dado por

Ng(20) = 35 Y4 jo0 1K) - g% = g5[1(1) - ¢+ p1(2) - ¢ + p(4) - ¢ + u(5) -
¢+ 1(10) - ¢* + 1(20) - g = 55(¢° — ¢" — ¢" + ¢’]



Ao exemplificarmos a férmula dada pelo teorema (1.13) como foi feito
anteriormente poderemos verificar que para cada corpo finito GF'(q) e cada d € N

existe um polindémio irredutivel em GF(q)[z] de grau d. De fato se usarmos a

defini¢ao da funcao de Moebius, a estimativa ird produzir sempre N,(d) > é(qd —

1/,d_ g¢¢-1

d=1_ —q) = 4(q = ) > 0. Ou seja, sempre existe polindémio irredutivel

=2 __ ...

q q

de grau d. Essa mesma estimativa mostra que N,(d) — % (quando d — +00). Se
observarmos que existe ¢¢ polinémios monicos de grau d em GF(q), entdo obtemos

o seguinte

Corolario 1.4 Um polindomio monico randomico de grau d sobre um corpo finito é

1

redutivel com uma probabilidade préoxima a 1 — 3

Mais propriedades sobre N,(d) podem ser encontradas em Zassenhaus

([18]) e Mignotte ([15]).

Sabendo que d é o grau do polinomio irredutivel e que ¢ é o tamanho
do corpo finito, observe na tabela abaixo, como o nimero de polinomios irredutiveis

cresce velozmente com respeito a d.

Tabela 1.1: Namero de polinomios irredutiveis sobre GF(q)
—3

q d=1 d=2 d

Ny(d) q’/d Ny(d) q"/d Ny(d) q°/d
2 2 2 1 2 2 2,66...
3 3 3 3 45 8 9
5 5 5 10 12,5 40 41,66...
7 7 7 21 24,5 112 114,33..

Tabela 1.1: (continuagao) Numero de polinémios irredutiveis sobre GF(q)

q d=4 d=5
Ny (d) ¢7/d N, (d) ¢"/d
2 3 4 6 6,4
3 18 20,25 48 48,6
5 150 156,25 624 625
7 558 600,25 3.360 3.361,4

Observando a tabela 1.1 verificamos que o nimero de polinomios irre-

dutiveis sobre um corpo finito é elevado e isso faz com que seja mais facil encontra-los.



Ainda podemos observar que se aplicarmos a férmula 1.27 ou se usarmos
. . . N , oA
a informacao dada pela estimativa @ para encontrarmos o nimero de polinémios

irredutiveis, os valores encontrados serao muito proximos.

1.3 Meétodos para determinar um polinémio irredutivel

sobre GF(p")

Pelo teorema (1.13) determinamos o nimero de polinémios irredutiveis
que existem sobre um dado corpo finito, nossa tarefa agora é encontrar um polinémio
irredutivel, pois como ja frisamos anteriormente é a partir dele que conseguimos

representar um corpo finito.

Existem diferentes métodos que podemos usar a fim de encontrarmos

um polinémio irredutivel sobre GF(p™).

Se o corpo primo for pequeno, um procedimento que torna-se facil é o de
encontrarmos os polinomios por tentativa e erro. Nesse caso listamos os polindomios
monicos de grau d sobre GF'(q). Apds devemos eliminar da lista todos os polinémios
que nao tem um termo constante, pois se o polinomio nao tiver um termo constante
ele pode ser fatorado e portanto ¢é redutivel. Para os polinomios restantes devemos
substituir z pelos elementos de GF(p™) um a um e fazer mod p. Se algum destes ele-
mentos de GF(p™) zerar o polinomio podemos afirmar que este é raiz do polinémio
o que implica que este polinomio pode ser fatorado e portanto é redutivel. Se o grau
escolhido for dois, apds eliminarmos os polindmios que nao tem termo constante.
Poderiamos tomar todos os fatores lineares sobre GF(p™) e multiplicé-los, em todos
0s pares possiveis, assim verificariamos quais sao quadraticos fatoraveis e elimi-
nariamos eles da lista. Encontrando finalmente os polinomios monicos irredutiveis

sobre GF(p").



Se o corpo finito for grande um dos métodos que podemos aplicar é o
teste de Rabin. Este algoritmo leva em consideragao que existe um nimero elevado

de polinomios irredutiveis sobre um determinado corpo finito.
O algoritmo de Rabin [5] consta das seguintes etapas,

Passo 1 Gerar um polindmio monico, g(x) aleatériamente, de grau d

sobre GF(q).

Teste 1 Se este polinomio g(z) dividir (29 - x), é porque o teste um teve

SUCeSssO.

Teste 2 Verificar se m.d.c.(g(x),2?"" —x) = 1 para todo n; = n/k; onde
o k; sao todos os divisores primos de n, caso se verifique esta condicao entao o teste

dois teve sucesso.
Deve-se repetir isto até que os testes 1 e 2 tenham sucesso.
Note que a justificativa para a corregao do algoritmo é o teorema (1.10).

Observagao: O méaximo divisor comum de dois polinomios pode ser

calculado através do algoritmo de Euclides, o qual descreveremos no apéndice B.

Exemplo 1.12 Para determinarmos os polindémios irredutiveis sobre GF'(3) de grau

2, podemos usar tentativa e erro ja que o corpo finito é pequeno.

Iniciamos listando todos os polinémios quadréticos (pois, n = 2) sobre

GF(3).

GF3) ={x*>, 2+ 1,22+ 2,2 + o, 2+ o+ 1,22 + o+ 2,22 + 2 - 2,2% +
2-x+ 1,22 +2 -2+ 2}

Todos os polindomios que nao tem termo constante sao fatoraveis. Por-

tanto, 2%, 2% + x, 2% + 2 - x, sdo eliminados da lista.



Podemos saber se os polinomios que sobraram na lista sao irredutiveis
testando, ou seja, substituindo os valores de x pelos elementos que compoem G F'(3),

que sao, 0, 1 e 2, e fazendo mod 3.

Ao fazer isso constataremos que 22 + 1,22 +x +2 e 2 + 2 - x + 2 sdo

polinémios quadraticos monicos irredutiveis em GF'(3).

Exemplo 1.13 Para encontrarmos os polinomios irredutiveis de grau 4 sobre GF'(2),

aplicando o algoritmo de Rabin escolhemos um polinémio g(z).
1) O polinémio escolhido é z* + 23 + 1 sobre GF(2%).
2) Entao: g(z) =2+ 2% +1
g=p" comop=2ecn=4entdo g = 2* e portanto ¢ = 16

Devemos verificar se g(z) divide z'® — z. Fazendo o cdlculo verifica-se

que divide obtendo-se o quociente z'? — 2!t 4+ 20 — 2% + 27 + 25 — 2* — .

3) No segundo teste devemos fazer o m.d.c.(g(x), 2" — z) e este deve
ser um. Sabendo que n = 4 e p = 2, verificamos o valor de k;. k; = divisores primos

de n, portanto k; = 2. E n; = n/k;, n; = 4/2, n; = 2.

Entdo o m.d.c.(z! + 23 + 1,2% — 2) = mdc.(zt + 2% + 1,20 — 2) =
m.d.c(z* —x, 23 +2+1) =m.d.c(2®+2+1,—2?) = m.d.c.(—2? 2 +1) = m.d.c(x +
1,z) = m.d.c(x,1) = m.d.c(1,0).

Como o m.d.c. é 1, entao o teste dois também teve sucesso, e portanto

z* + 23 + 1 é um polinémio irredutivel sobre GF(2%).



2 REPRESENTACAO DE ELEMENTOS DE
CORPOS FINITOS

Este capitulo tera o intuito de demonstrar como representar os elemen-
tos de um corpo finito. Para isso considere um corpo GF(q) sendo ¢ = p" e p um

nimero primo, para denotar um corpo finito com p" elementos.

No decorrer do capitulo perceberemos que representar os elementos de
um corpo finito serda importante para realizarmos com maior eficiéncia e facilidade

operacoes aritméticas com tais elementos.

A representacao dos elementos deste corpo finito depende primeira-
mente da escolha de um polindmio irredutivel sobre o corpo GF(p) (como vimos
no capitulo anterior). Apés feita esta escolha podemos representar os elementos
de GF(p™) de quatro maneiras distintas: como poténcia de um elemento, como

polinomios, como vetores ou como matrizes.

2.1 Representacao em série de um corpo finito

Pela caracterizacao de corpos finitos sabemos que para qualquer primo
p > 2 e qualquer n € N existe um corpo finito com p™ elementos. Também sabe-se

que, se GF(p™) é um corpo finito com p" elementos, entdo o grupo multiplicativo

GF(p")*={a € GF(p); a # 0} é ciclico.
Se o é um gerador do grupo multiplicativo, entao:

GF(p") = {0, a, a?, ...... , aP" 71} que é a representacdo do corpo em

série.



2.2 Representacao polinomial de um corpo finito

Para representarmos os elementos de um corpo finito em forma de
polinémios, devemos inicialmente encontrar um polindémio irredutivel m(x) sobre
GF(q). Apds, como ja fizemos referéncia no capitulo 1, devemos escolher um
polinémio qualquer A(x) e dividi-lo pelo polinémio irredutivel m(z), o resto da

divisdo indicara a classe a que o polinémio h(z) pertencera.

Mas, poderiamos também determinar a representacao polinomial de
um corpo finito, tomando [ como raiz do polinémio m(x) e substituindo o = por
(. Isolamos a maior poténcia de 3 no primeiro membro, ficando o restante do
polindmio primitivo mod p no segundo membro. Chamaremos esta maior poténcia
do polinémio primitivo de j. Como ja conhecemos (3, para encontrarmos (3*!,
devemos multiplicar ambos os termos da igualdade por (3, sendo que devemos fazer
o segundo membro mod p e ainda cada vez que aparecer 37 devemos substitui-lo
pelo seu respectivo valor. Devemos fazer isso para todas as poténcias de 3 que fazem

parte da representacao em série.

A fim de facilitarmos nosso trabalho, é conveniente verificarmos se a
raiz 0 é um elemento primitivo deste corpo, ou seja, se ele gera o grupo multiplica-
tivo. Pois se isso acontecer conseguiremos fazer uma relagao entre a representacao
polinomial e a representacao em série. Relacao esta que é muito 1til quando es-
tamos encontrando o polinomio minimo de cada elemento, pois ao adicionarmos
duas poténcias de a encontramos como resposta uma terceira poténcia de «; como
ja fizemos a representagao polinomial e como esta estd relacionada a representacao
em série, podemos substituir a terceira poténcia encontrada pela sua representacao

polinomial e assim obtermos o polinomio minimo.

Caso (3 nao seja um elemento primitivo deste corpo, podemos, por ten-
tativa, procurar um elemento primitivo do corpo GF(p"), caso nosso objetivo seja
o de relacionar as duas representacoes: polinomial e em série. Se nao tivermos este

objetivo, nao precisamos encontrar um elemento primitivo do corpo.



Em vista disso, é importante definirmos polindomio primitivo.

Defini¢ao 2.1 Um polinémio primitivo sobre GF(q) de grau n é um polinémio
monico que é irredutivel sobre GF(q) e tem uma raiz § € GF(¢") que gera o grupo

multiplicativo de GF(q").

Isso nos mostra que para questoes de representacao, é conveniente que

o polinomio que constréi o corpo finito seja primitivo.

2.3 Representacao vetorial de elementos de um corpo

finito

Os elementos de um corpo finito com p" elementos podem ser represen-
tados por n-uplas (vg, v1,...v,_1), onde v; € GF(p). Portanto GF(p"™) é um espago

vetorial sobre GF'(p). Observe que aqui existem p™ vetores distintos sobre GF(p).

Definigao 2.2 Se GF(p")= {fo,/1,... ,Bpm—1} é um corpo finito, entdo: f; =

(Bio, Bits - - -, Bim—1) € chamado a representacao vetorial do elemento [3; de GF'(p").

E importante ressaltar que a representacao vetorial de elementos de um

corpo finito pode ser deduzida a partir da representacao polinomial e vice-versa.
Observagoes:

A representacao em série é conveniente para multiplicacoes, pois como
ja dissemos o grupo multiplicativo é ciclico; a representacao polinomial para adigoes,
pois lembra a idéia de anel quociente onde X* = V;(X) mod P(X) como vimos
anteriormente, e a representagao vetorial também é boa para adi¢oes e para produto

interno de elementos de um corpo finito.



2.4 Representacao matricial de um corpo finito

Uma outra maneira de representar os elementos de um corpo finito é
através de matrizes. Em geral, a matriz companheira do polinémio ménico f(x) =
ap + a1 X + ... + ap_12" 1 + 2™ de grau positivo n sobre um corpo é definida pela

matriz n X n.

0 0O 0 —ao
1 00 0 —-a
A=101 0 0 —a
0 00 e 1 —Qp—1
L dnxn

Isso é bem conhecido em &lgebra linear onde A satisfaz a equacao
f(A) =0, que é f(A) = al + 1A+ ... + a1 A"t + A" =0, onde [ é a

matriz identidade n x n.

Desse modo, se A é a matriz companheira de um polindbmio monico
irredutivel f sobre GF(q) de grau n, entao f(A) = 0, e conseqlientemente A pode
ter a fungao de raiz de f. O corpo finito GF(q), ¢ = p"™, pode ser representado pelo
polinémio em A. Os elementos de GF(q) sao dados pelo polinémio em A de grau

menor que n.

Exemplo 2.1 (Representagiao de GF(2%))

O polinémio z* 4+ x + 1 ¢ irredutivel sobre Zy[= GF(2)]. Pelo teorema
1.8 podemos afirmar que no corpo extensiao de Zs,, ou seja Zs[z] / (z* +x + 1), o

polindomio irredutivel tem uma raiz. Esta raiz chamamos de f3.

Pela definicao 1.11 podemos dizer que z* +x + 1 é o polinémio minimo
de (3 sobre Z,. Desse modo Zy(3) é GF(2%), como corpo extensao de Zy com 16

elementos. Abaixo representaremos a tabela de elementos de Zy([3).



Tabela 2.1: Representacao dos elementos Zs([3)

Representacao Representagao Representagao
em série polinomial vetorial
0 0 (0, 0, 0, 0)
Q@ I} (0, 1, 0, 0)
a? 3 (0, 0, 1, 0)
a’ 33 (0, 0,0, 1)
at Br=p+1 (1, 1,0, 0)
o’ 65 = 62 + 0 (07 L, 1, O)
af 35 =3+ B (0,0, 1, 1)
a’ Br=p+8+1 (1,1, 0, 1)
a® F=3+1 (1,0, 1, 0)
o’ =340 (0,1,0,1)
at? BO=p2+54+1 (1,1, 1,0)
O_/H ﬁll = 63 _|_52 _|_B (0’ 1’ 1’ 1)
al? Bl=3+524+54+1 (1, 1,1, 1)
a’? BB =p+p2+1 (1,0, 1, 1)
att g =p34+1 (1,0, 0, 1)
al? B =1 (1,0, 0, 0)

Representando o exemplo 2.1, através de matrizes, obtemos,

o o = o
o = o o
_ o o o
|
—

L d44x4

como f(x) € Zy entdao a matriz A, ou seja, a matriz companheira é:

o o = O
o = O O
= o O O
o O ==

B 4 4x4

O corpo GF(2*) pode ser representado na forma:

GF(16) = {0, I, A, A%, A3 A+ 1, A2 + 1, A2 + A, A2 + A +1, A +
LA+ A A+ A2A3 +A2 + A+ A3+ A2+ 1, A+ A+ 1 A%+ A% + A}



Aplicando-se as usuais regras da algebra linear calculamos cada uma

das matrizes do corpo GF(2*%).
Consideracoes sobre a tabela:

e Na representacao em série pela definicao feita anteriormente sabemos

que:
GF(p") = {0,a,a?,... ,a?" 1) entdo, GF(2) ={0,a,a?, ... ,a’}

e Na representacao polinomial é importante ressaltarmos que se o polino-
mio primitivo é P(z) = 2 +x+ 1 € Zs[z] e se 3 é uma raiz de P, entdo 3! = 3+ 1.

A tabela de multiplicacao é dada pela identidade:
F=p0=B+1)-8=05+0
B8 =3-8=(B*+0) 3= 3+ (% e assim por diante.

e A partir da representagao polinomial escrevemos a representacao ve-
torial. Por exemplo, a representacao polinomial de 5% + (3, tem como representacao

vetorial: (ag,aq,aq,a3) = (0,1,1,0).

e Partindo do polinémio primitivo P(z) e da tabela corpo para GF(2*)

podemos computar o polinémio minimo sobre Z, para cada elemento de GF(2).

Para calcularmos o polinomio minimo é importante ressaltarmos primei-
ramente a definicao de conjugado, pois é a partir dos conjugados que calculamos os

polinomios minimos.

Definigao 2.3 Seja F subcorpo de E. Entao «, § € E sao chamados de conjugados

sobre F' se eles tem um idéntico polindbmio minimo sobre F.

Teorema 2.1 Para cada corpo finito GF(q) e cada inteiro positivo d, existe um
polinémio irredutivel p(x) de grau d sobre GF(q). Seja o uma raiz de p(x) em algum
corpo extensdao. Entao podemos dizer que as raizes de p(x) no corpo de decomposi¢ao

. s ~ ~ q q2 qdfl
(ou seja, o corpo que contém todas as raizes) sao: o, a?, a9, ..., «



A prova deste teorema pode ser encontrada em [20]. Sendo que o corpo

decomposic¢ao de p(x) é o corpo que contém todas as suas raizes.

Vamos verificar entao, quais sao os conjugados do exemplo anterior, ou

seja de GF(24).

24—1

. 2
conjugados de a: a,0?,0?" ... .02 =a,0?, at, of

922

conjugados de o3: o3, (a?)?, (a?) L (@) = adab) ol?) o

Como o** = a” mod a'® entao os conjugados de o® sao: a?,a%, o e a'?.
. 2 4—1
conjugados de o® =a’,(a®)?, (a®)%, ..., (&®)? = a®,a'? a?, o
Como a?® = o® mod a'® e o = o' mod a'®, entao os conjugados de a® sao: a® e
atf,
. 2 4—1
conjugados de a” =a’,(a’)?, (a")? ..., (a")? = a’,a! o®, o
Como o®® = a'® mod a'® e a®® = a!! mod a'®, entao os conjugados de a7 sao: a”,

11 13 14

Com isso ja encontramos quatorze das dezesseis raizes que o polinomio

possui, as outras duas sao o zero e o a'®> = 1 mod a'®.

Como «,a?, o, o® sdo conjugados, entdo todos estes elementos tém o

mesmo polinémio minimo. Isso também acontece com o o®,a%, a'? e o, e os demais
conjugados.

Seja my,(z) o polinémio minimo de a*, nés temos:

O polinémio minimo de a, a?,a* e o® é 2* + 2+ 1 j4 que « é raiz deste
polinémio.

Polinémio minimo de a® e a!°:

ms(x) = myp(z) = (r—ad) - (x—a'%) =22 -a'% 2 —2-a5+aP® =
22—z (W +ad)+a® =22z (a®+a’)+a'® =22 —z-1+1, entdo o polindomio

minimo de a® e o'? é 2% + x + 1.



Polinomio minimo de o2, af, a” e a!?

ms(x) = mg(x) =mys(z) = my(z) = (r—a?)-(x—a®)-(z—a'?)-(x—a?)

= (2*—ab-z—z-a?+a?)-(z—a'?)-(z—a?) = (2*—z-(aP+?)+a?)- (z—a'?)- (z—a)
= (2?—1-a®+a)-(z—a'?)-(z—a°) = (23 —a'?- 22 —2%-a*+2x-a' +1-0” —a?)-(v—a?)
=22 —2? (a4 a?)+z- (M +a”)—a®) - (z—a®) = (23 —2*-a"+1x-a*—ab) - (z—a) =
rt—23-a'—a®-a"+a? a2 ot —r-aB—r-af+al = 2t — 23 (¥ +a”) + 22 (alC+
at)—z- (@B +af) +al® = 2t — 230 422 0 —gal 4ol = ot — g a1 41,

entao o polinomio minimo de o?, a%, o e a'? é 2* + 23 + 22 + 2 + 1.

Polinomio minimo de o7, a'!, o' e a'*:

my(x) = mu(z) =my(x) = mz(z) = (. —a7) - (x — ) - (x — alt) -
(r—a®) = (=M z—z-a"+a2) - (z—a)- (z—a®®) = (22— - (™ +a7) +
a®-(z—at) - (z—a®) =@ —z-a+a®) - (z—a')-(z—a'®) = (23—t 2% — 22
atr-a?+r-ab—al?)- (z—a®) =23 —2? (e +a) +z- (a'?+a’) —a?) - (z—al®)

2

:(ac?’—x-a6+x-a4—a2)-(x—a13) 4 3. 13 3

=zt -2 aB® -2 b 2% o+ 22
=zt -2 ¥ +220-2-0+1=2"—23140-0+1=2*—2%+1, entdo o

polinémio minimo de o, o', a'? e o' é z* + 23 + 1.

Note que no exemplo 2.1 esgotamos a série o de GF(2?). Isso se
deve ao fato de que escolhemos como polindmio irredutivel z* 4+ = 4+ 1 que tem um
elemento primitivo de GF(2%) como raiz. Sendo portanto, z* + x + 1, chamado de
polinémio primitivo. Mas observe, que no exemplo abaixo 3 é uma raiz do polinémio

z* + 23 + 22 +  + 1, mas nao um elemento primitivo.
Exemplo 2.2 (Outra representacao de GF(21))

O polindomio x* + 2% + 2% + x + 1 é irredutivel sobre Z,. 3 é uma raiz
do polinomio, mas nao um elemento primitivo, como podemos verificar na tabela

abaixo:



Tabela 2.2: Representagdo dos elementos Zy(3), sendo x*+x>+x*+x+1 o polinomio
irredutivel sobre Zs.

Representacgao Representacgao Representacgao
em série polinomial vetorial
0 0 (0, 0, 0, 0)
o 154 (0, 1, 0, 0)
a? 3 (0, 0, 1, 0)
o’ 33 (0, 0, 0, 1)
ot pr=p@p+p+p+1 (1,1,1,1)
o’ 3 =1 (1,0, 0, 0)

Se continuassemos a fazer a tabela perceberiamos que a representacao
polinomial e conseqiientemente a representacao vetorial iria comecar a se repetir,
o que comprova que 3 nao é um elemento primitivo. Este fato implica em nao
podermos representar o corpo finito GF(16) em série de # como fizemos no exemplo

2.1.

Para que possamos fazer esta representacao polinomial de maneira que
esta tenha uma relagao com a representacao em série, primeiramente devemos en-

contrar um elemento primitivo deste corpo.
A representagao polinomial de GF(21) é:

GF(16) = {0, L,z 2%, 2®, o + 1,2 + L,a? + w,2? + o + 1, 2% + 1,23 +
v+ttt e, e+ Lt o+ 1,20 + 2?41}

Por tentativa encontramos um elemento primitivo deste corpo finito que

é x + 1, pois como pode ser observado abaixo este elemento gera o grupo GF(2%).
a=(x+1)'=z+1
o =(x+1)? =24+2r+1como € GF(2) = 2? + 1

A=x+1)pP=@+1)2 (z+1) =2+ +2+1



ot = (x 4+ 1)* = 27 + 222 + 1 como € GF(2) obtemos, x* + 1 mas
ot =23+ 2+ 2+ 1, entdo ' + 1 = 23 + 2% + 2 + 2 como € GF(2) obtemos

a73+$2—|—a7

o® = (z+1)° = 24+ 223 +22% + 2 como € GF(2) entdo, obtemos z* +x

mas z* = 2% + 22 + 2 + 1 portanto 2* + z = 23 + 22 + 1

b= (z+1)% =2+ 223+ 22 + x + 1 como € GF(2) entdo, obtemos

42+ r+lcomozt =234+ 22+rx+1lentdoxt+224+2+1=2°

a” = (x +1)" = 2% + 23 como 2* = 23 + 2% + ¥ + 1 entdo, obtemos
2 +r+1

o = (z+1)® = 2+ 222+ 22+ 1 como € GF(2) entdo, obtemos, x>+ 1

@ = (z+1) =2 +2%+2+1 como z* = 2® + 22 + z + 1 entdo,
obtemos z?

al® = (z 4+ 1)1 = 23 4 22

ol = (z+ 1)1 = 21 4 223 + 2% como € GF(2) entao, obtemos z* + x?

como z* = 23 + 22 + x + 1 obtemos, 23 + 2 + 1

a2 = (x+ )2 = 2 + 2% + 22 + 22 + 1 como € GF(2) obtemos

rt4+ 4 a? +lcomoat =23+ a2+ o+ lentioa? + 22 +22+1 =2
o't = (z+ 1) = 23 + 222 + x como € GF(2) obtemos z° + x

a® = (z4+1)% = 2' + 23+ 22 + x como z* = 23 + 22 + x + 1 obtemos,

entdoz* + 3+ 22 +x =1

Apébs encontrarmos o elemento primitivo podemos representar o corpo

finito GF(2*). Sendo aw = x + 1, obtemos a tabela seguinte.



Tabela 2.3: Representagdo dos elementos finitos de GF(2%), sendo a =z + 1 o
elemento primitivo

Representacao Representacao Representacao
em série polinomial vetorial
0 0 0,0, 0, 0)
o a=x+1 (1, 1,0, 0)
a? ad=(zx+1)P2=22+1 (1,0, 1, 0)
o’ A=@+1P =+ +x+1 (1,1,1,1)
at at=(z+1) =23+ 2% +x 0,1, 1, 1)
a® = (zx+1)P° =a23+22+1 (1,0, 1, 1)
ab a® = (z+1)° =23 (0, 0,0, 1)
af a'=(x+1) =2 +x+1 (1,1, 1, 0)
ad F=(x+1)P°=2+1 (1,0, 0, 1)
a? ad=(z+1) = a? (0, 0, 1, 0)
at? a% = (z+ 1)1 =23 + 22 (0,0, 1, 1)
all o=@+ =23 +x+1 (1,1,0,1)
al? a? = (r+1)2 =x (0, 1, 0, 0)
a'? aB=(z+1)B =2 +x (0,1, 1, 0)
alt =+ )" =2+ x (0,1, 0, 1)
al ab=(z+1)P =1 (1, 0,0, 0)

Vamos representar o exemplo anterior também através de matriz. Sabe-

mos que a f(z) =2t + 23+ 2>+ 2+ 1 e que € Zs.

000 —1
1 0 0 -1
A=
010 -1
001 -1
L 4 4x4

Como f(x) € Zs entao a matriz A, ou seja a matriz companheira é:

0 0 01
1 0 01
A=
01 01
0 011
B 4 4x4

O corpo GF(2*) pode ser representado na forma,



GF(16) ={0,1,A A% A3 A+ T, A>+ 1, A2+ A A2+ A+ 1, A3+ 1, A3+
AAB+A2 B+ A2+ A+ T A3+ A2+, A3+ A+1,A3+ A%+ A}

Aplicando-se as usuais regras da algebra linear calcula-se cada uma das

matrizes do corpo GF(2).

Apés calcularemos o polindbmio minimo e como vimos no exemplo an-

terior devemos primeiramente encontrar os conjugados:

. 2 4—1
conjugados de o =a,a?,0?" ..., a?>  =a,a?, o, ab
. 2 4—1
conjugados de o = o2, (a?)?, (a®)? ..., (&®)? = a?,a’ o'? o*,
como, o?* = o mod a'?, entao os conjugados de a? sao o?, af, a'?, o’
. 2 4—1
conjugados de o® =a’,(a®)?, (o), ..., (a®)? = a®,a' a?, a1
como, o®® = a® mod a'® e o* = ' mod a'?, entao os conjugados de a® sao a’,a'®
. 2 4—1
conjugados de o’ =a’,(a’)?, (a")? ..., (a")? = a’,a! o®, o,
como, a® = a'® mod o' e o’ = o' mod a'®, entdo os conjugados de a sao

7 14 13 11

As outras duas raizes sdo o zero e o a'® = 1 mod o'®.

Como j& vimos a,0?, a?, a® sao conjugados, portanto tém o mesmo

3 .6

polindémio minimo. Isso também acontece com o a?,a®, a'? e o

, € 0s demais conju-

gados, calculamos entdo os polinémios minimos my(y) de .

Notemos que o polinémio minimo de o, a®, a” e a'? é y* +y3 +9y> +y+1,
ou seja o préprio polinomio irredutivel sobre GF'(2) usado na representagao do
corpo. E facil verificar que o, a®, a® e a'? sdo as raizes do polinomio irredutivel
y* 4+ y® +y? +y + 1. Mesmo assim vamos fazer esta verificacao. Sabemos que o =
r+1=a®=(z+1)® =23+2%+2+1. Sabemos que para o ser raiz do polinémio

devemos substituir o y por a3

e ao resolver o calculo mod P(y) devemos encontrar
como resto zero. Entao, y* +y* + 2 +y+1= (P + 2> +z+ 1)+ (P + 22+ 2+

1P+ @ +22+2+1)2+ (23 +22+2+1)+ 1 mod P(y) = 0.



Se desejassemos verificar que o, a® e a'? sao realmente raizes, proce-

deriamos da mesma forma.

Polindomio minimo de a® e a!'°:

ms(y) = mio(y) = (y—a°) - (y—a'®) =y* —a y—y-a’ +a'* =
v —y- (0 +a°)+a® =y* —y-1+1, como € GF(2), entdo o polinémio minimo

dea®eal®éy?+y+1.

Polindémio minimo de o, a?, a* e o®:

048

m(y) = ma(y) =ma(y) = ms(y) = (y—a)-(y—a®)-(y—a*)- (y—a)
(¥ —a®y—y-ata’) (y—a')-(y—a®) = (¥’ —y- (e’ +a)+a’)- (y—a’)- (y—a®)
(Y’ —y-a®+a?)-(y—a*)-(y—a®) = (P —a* y* —y*- a4y +y-a?—a)- (y—a®)

= (P —y* (" +a?)+y-(@'T+a?)—a") - (y—®) = (¥ —y*-a®+y-a —a) - (y—a®)
=yt =Pt aS a2 at —y a2 —y T +al® =yt — P (aP +ab) +
() —y (@2 +al)+al =yt — P alb+y?-0—y-0+al® =yt —yP+1,

como € GF(2), entao o polinémio minimo de a, a2, a* e a® é y* + y3 + 1.

Polindomio minimo de o7, a'!, o' e a'*:

mr(y) = maa(y) =mu(y) = mis(y) = (y—a7)-(y—a14)-(y—a11)-(y—a13)
= (Y —aty—y-a+a?)(y—a') (y—a®) = (y’—y-(a+a")+a’)- (y—at)-(y—a')
— (y2—y~a5+a6)~(y—a11)-(y—a13) — (y?)—Oéll'y2—y2'Oé5+y‘0516+y‘066—0617)'(y—Oé13>
— (yS_yZ_(all+a5)+y_(a16+a6)_a2)_(y_al?)) — (y3_y2‘0613+y'0411_
a?) - (y

vt (0B o) 42 (@B o) —y- (0P 4o+l =yt — B 0+y2 - 0—y-al5+1

By =gt B B 2 % 2ol — e — gy a? 4 alt =
=y' —y+ 1, como € GF(2) entdo o polinomio minimo de a7, o', al® e al* é

vty + 1.

E importante observarmos que os corpos Zs[xz]/z* +z + 1 e Zo[z]/z* +
23 + 22 + x + 1 dos respectivos exemplos (2.1) e (2.2) sao isomorfos, pois pelo

teorema (1.6), dois quaisquer corpos finitos que tém o mesmo ntimero de elementos



sao isomorfos. Isso implica que eles tem a mesma representacao polinomial, vetorial

e também matricial, embora nao haja correspondéncia entre elas.



3 FATORACAO DE POLINOMIOS SOBRE
CORPOS FINITOS

Este capitulo abordara o tema fatoracao de polinomios. Para fatorar-
mos um polinomio em corpos finitos existem muitos métodos, dentre os quais estu-

daremos o método de Berlekamp, Cantor-Zassenhaus e Lidl-Niederreiter.

3.1 Introducao

Julgamos que este tema é muito importante nao somente por si, mas
também para muitas aplicagoes em algebra computacional, teoria de codigos, crip-
tografia e teoria computacional de nimeros. A fatoracao de polinémios sobre cor-
pos finitos é usada também como um sub-problema em algoritmos para fatorar
polinomios sobre os inteiros, para computar logaritmo discreto, para calcular as
raizes de polinomios, para estimar o nimero de pontos em curvas elipticas entre ou-

tras aplicagoes. Estas aplicacoes da fatoracao podem ser encontradas entre outros

em ([13]), ([10]) e ([11]).

Os procedimentos utilizados na fatoracao de polindomios sao baseados

nos métodos de algebra linear e em aritmética polinomial.

No decorrer dos anos buscou-se encontrar métodos para fatorar polino-
mios em corpos finitos que reduzissem cada vez mais o tempo de execucao do algo-

ritmo.

O primeiro foi introduzido por Berlekamp, em 1967 [15]. O seu algo-
ritmo reduzia o problema para achar polinomios que formassem uma base para o
espaco nulo de uma matriz n x n sobre GF'(q), usando para isso técnicas de dlgebra
linear. O algoritmo de Berlekamp foi implementado em um niimero de O(n®+n - q)

operagoes em GF(q), onde n é o grau do polinémio a ser fatorado.



Rabin [9] criou o seu método em 1980 com um tempo aparentemente
inferior ao de Berlekamp, porém, nao conseguiu provar matematicamente esta re-
ducao no tempo. Ao fazer a justificativa matematica o numero de operacgoes nao

teve alteracao em relacao ao método de Berlekamp.

Um algoritmo com diferenga real foi descrito em 1981 por Cantor e
Zassenhaus [22]. Este algoritmo fatora um dado polinémio em polindémios de grau
distintos e depois fatora cada um em fatores irredutiveis de mesmo grau. O algoritmo
pode ser implementado num tempo médio de execugao de O(n? - q) operagoes em

GF(q).

Em 1992 Von Zur Gathen e Shoup [21] desenvolveram um novo algorit-
mo usando essencialmente técnicas criadas com o intuito de implementar o algorit-
mo de Cantor/Zassenhaus. O algoritmo usa um nimero esperado de O(n* +n - q)

operagoes em GF(q).

Em 1993 Niederreiter [13] desenvolveu uma outra alternativa para fa-
torar polinomios sobre corpos finitos. Porém do ponto de vista da complexidade nao

obteve melhoras em relagao ao algoritmo original de Berlekamp.

Em 1994 Kaltofen e Lobo [9] adaptaram a técnica para resolver um
sistema linear de Wiedemann(1986) para o algoritmo de Berlekamp. Utilizaram
técnicas a partir de Von Zur Gathen e Shoup, e o algoritmo passou a se chamar

Black Box Berlekamp e pode ser implementado em O(n? +n - ¢) em GF(q).

A escolha do algoritmo a ser usado para fatorar polinomios em corpos
finitos depende do tamanho do corpo em que o polinémio estd inserido, pois alguns
métodos sao eficientes para a fatoracao em corpos finitos pequenos, mas sao inefi-
cientes ou muito trabalhosos quando aplicados a corpos finitos grandes. Na secao 3.2
procuraremos descrever como retirar do polinomio os fatores repetidos, pois sabe-
mos que apoés feito isto podemos fatorar os polinomios livre de quadrados, na se¢ao
3.3 discutiremos sobre o método de Berlekamp, que foi o primeiro algoritmo desen-

volvido para fatorar polinomios em corpos finitos. Na secao 3.4, nés discutiremos



sobre o método de Cantor-Zassenhaus que é muito eficiente para fatorar polinomios
tanto em corpos finitos pequenos, quanto em corpos finitos grandes. E na secao 3.5
apresentaremos um algoritmo de Lidl-Niederreiter usado na fatoragao de polinomios

sobre corpos finitos pequenos.

3.2 Fatoracao Livre de Quadrados

A fatoracao de polindmios consiste em expressar polinomios de grau
positivo na forma, f(z) =a-pi* ---p* onde a € GF(q) e p1,- -+, px sdo polindémios

monicos irredutiveis e distintos em GF(q).

Porém, nem sempre ao fatorarmos um polindémio arbitrario encontramos
somente fatores irredutiveis distintos. Como o objetivo ao fatorar um polinomio é
expressa-lo na forma de produto de polinémios distintos, precisamos inicialmente,
independente do método escolhido e do tamanho do corpo, verificar se o polinémio

f(z) tem fatores repetidos. Isso é feito através do calculo do m.d.c(f(z), f'(x)).

Se o m.d.c(f(z), f'(z)) for igual a 1, isso indica que a f(z) nao tem

fatores repetidos, o que é explicado pelo teorema abaixo.

Teorema 3.1 Seja b uma raiz de f(x) € Flz]. O elemento b € F é uma raiz

multipla de f € F[z] se e somente se b é uma raiz também de f'(x).

Este teorema segue imediatamente do teorema (4.1) que por razoes de
praticidade esta demonstrado no capitulo 4. Sua prova é elementar e também pode

ser encontrada, por exemplo, em [14].

Se o m.d.c(f(x), f'(x)) # 1 e também m.d.c(f(x), f'(z)) # f(x) isso

indica que o resultado do m.d.c. é um fator nado trivial de f(z). Retiramos este
fator de f(z) e repetimos o célculo do m.d.c., se der 1 entdo f(x) nado tem mais

fatores repetidos.



Se o m.d.c(f(z), f'(x)) = f(x) isso indica que nds temos f'(x) = 0.
Quando isso acontecer é porque f(x) tem a forma,

n/q n/q

F@) =S fioat = (3 g7 -2,
=0 =0

ou seja, a f(z) é uma poténcia de ¢q. Para reduzirmos a fatoragao somente a fatores
1

irredutiveis distintos devemos fatorar apenas o termo f,* - z*, procedendo como no

caso onde f'(z) # 0.

No apéndice C apresentaremos exemplos onde verificamos se a f(z) tem

fatores repetidos ou nao.

Quando obtivermos a f(x) sem fatores repetidos, iniciamos a fatoragao
propriamente dita. Sendo que a fatoragao deste polindmio sem fatores repetidos nos

levam diretamente a fatoragdao do polinomio original.

3.3 Meétodo de Berlekamp

Em 1967 foi desenvolvido por Elwyn R. Berlekamp [15], o primeiro al-
goritmo para fatorar polinomios em corpos finitos. Este método tem muita tradigao,
e isso nao se deve somente ao fato de ter sido o primeiro algoritmo desenvolvido para
fatorar polindmios em corpos finitos, mas também por ser facil de entendé-lo e por

ser ainda muito usado.

Ao empregarmos o método de Berlekamp para fatorar polinémios o

seguinte teorema tem fundamental importancia.

Teorema 3.2 Se f € GF(q)[z] é monico e h € GF(q)[x] € tal que h = h mod f

entao

f@)y= [ mde(f(x),hx)-c) (3.1)

Demonstracao Cada maximo divisor comum do lado direito de 3.2 divide f(z).

Como os polinémios h(x) — ¢, ¢ € GF(q) sao relativamente primos, entao sao os



méaximos divisores comuns com f(z), e desse modo o produto desses maximos divi-
sores comuns dividem f(z). Como o produto de fatores irredutiveis é expresso por
h(z)? - h(x), como vimos no capitulo 1, pelo teorema(1.11), podemos afirmar entao

que,

ceGF(q)

e como f(z) divide o lado direito de 3.2 e os dois lados de 3.2 sdo polinémios monicos

que se dividem entao eles o devem ser iguais. []

Pelo teorema acima a fatoracao de f(x) sera obtida pelo produto do(s)
m.d.c.(f(z), h(z) — ¢), sendo que h(x) é um fator irredutivel ménico de f e ¢ sdo

todos os elementos pertencentes a GF(q).

Como ja frisamos anteriormente o primeiro passo que devemos seguir

ao fatorar polinomios é verificar se 0 mesmo possui fatores repetidos.

Se assumimos que f(z) ndo tem mais fatores repetidos, entdo podemos
dizer que a f(x) é o produto de distintos polinémios monicos irredutiveis sobre

GF(q).

Pelo teorema (3.1), fica claro que para fatorarmos f(z) devemos encon-

trar h(x) e c.

Teorema 3.3 (Chinés dos Restos) Sejam ui(x) - - - u,(x) polinomios sobre GF(q)
com u;(x) relativamente primo a ug(x) para todo k # j. Para qualquer polinémio

wy(z), - ,w.(x) € GF(q)[x] existe um unico polinémio v(x) tal que
grau(v) < grau(uy) + - - - + grau(u,)

v(x)=w;i(x) mod u;(x) paral < j <r

A prova deste teorema pode ser encontrada em [14].



Se (¢, ,¢x) é qualquer k-upla de elementos de GF(q), entdao pelo
teorema Chinés dos restos sabemos que existe um tnico h € GF(q)[x] com h(z) = ¢;

mod f;(z) para 1 <i <k e grau(h) < grau(f).

O polinémio h(z) satisfaz a condigao h(x)? = ¢! = ¢; = h(z) mod f;(x)
para 1 < ¢ < k. Como, ¢; = h(z) mod f;(z) basta encontrarmos h(x) que satisfaga

a condicao,

h? = h mod f,grau(h) < grau(f) (3.2)

Por outro lado, se h é a solugao (3.2), entao a identidade
h(z)' —hx) = ] (=)o)
c€GF(q)
implica que cada fator irredutivel de f divide um dos polinémios de h(z) — c. Para
encontrarmos as solucoes de (3.2) devemos reduzir h? = h mod f para um sistema
de equacoes lineares. Estas equacoes lineares sao obtidas através do calculo 2% mod
f(x),sendo 0 < i < n—1. A partir destas equagdes montamos uma matriz de ordem
n x n a qual denominaremos de matriz B. A matriz B deve satisfazer a equacao h- B
= h ou seja, h - B—h = 0 o que implica que h - (B — I) = 0, sendo I a matriz
identidade de ordem n x n. Por isso, nosso préoximo passo é calcularmos a matriz
B - 1. Ap6s fazemos o escalonamento da matriz B - I para conseguirmos definir o
posto da mesma, o qual serd identificado por 7. E necessdrio definirmos o posto
da matriz pois s6 assim conseguiremos definir o nimero de polinomios irredutiveis

monicos distintos de f, que é dado pela férmula k =n — r.

Caso k = 1, podemos afirmar que f é irredutivel sobre GF(q), nao

tendo portanto como fatora-lo.

Se k > 2 devemos definir os vetores h(z) que formam a base para o es-
pago nulo de B - T e apds calcular o m.d.c.(f(z), h(z)—c), sendo ¢ todos os elementos
pertencentes a GF(q). E importante ressaltarmos que se houverem mais de um h(z),
devemos escolher um deles para realizarmos o célculo do m.d.c.(f(x), h(z) —¢), pois

a escolha do h(z) nao provocard alteragao na fatoragao de f(z).



Assim, o algoritmo de Berlekamp usado para fatorar polinomios em

corpos finitos pequenos pode ser descrito como segue.

Passo 1. Verificamos se a f(x) tem fatores repetidos, como vimos ante-

riormente fazemos isso através do calculo m.d.c.(f(z), f'(x)).

Passo 2. Calculamos % mod f(z) para 0 < i < n — 1, a fim de cons-

truirmos a matriz B.

Passo 3. Calculamos a matriz B - I, o posto e o nimero de fatores

irredutiveis monicos distintos de f, que é dado por k =n —r.

Passo 4. Caso k = 1, podemos afirmar que f é irredutivel sobre GF(q),

nao tendo portanto como fatora-lo.

Se k > 2 devemos obter os vetores h(x) que formam a base para o espago
nulo de B - I e apds calcular o m.d.c.(f(z), h(z) — ¢), sendo ¢ todos os elementos

pertencentes a GF(q).

Exemplo 3.1 Seja f(z) = 2% + 2% + 2* + 2° + 1 sobre GF(2). Para encontrarmos
a fatoragado de f(x) sabemos que o primeiro passo é verificarmos se ela tem fatores
repetidos, para isso calculamos o m.d.c.(f(x), f'(z)), ou seja, m.d.c.(z® + 25 + 2* +
+1,8 2" +6-2°+4-2°+3-2%) =md.e(a® +28 + 2t + 23+ 1, 2%) = 1. Como o
m.d.c.(f(z), f'(x)) = 1 podemos concluir que f(x) ndo tem fatores repetidos e assim

comecamos aplicar o método de Berlekamp.

Calculamos ' mod f(x) para ¢ =2 e 0 < i < 7, com o objetivo de
definirmos as equacoes lineares que farao parte da matriz B. As equacoes serao, x°2
=2'=La?=’=2% 22 =2t =t 23?2 =20 =28 a2 = ¥ = bt B 1
252 = 210 = g5 4t 4P pa? 41 282 = 212 = 27 4 26 4 25 4+ 2t 4 22 272 =

o = 2® + 2* + 23 + 2 + 1. Montamos a matriz B, x», ou seja Bgys.



100 00O0O0O
0010O0O0O0T®O
000O01O0O0T®O
000O0O0OO0ODT1® O
B =
10011010
10111100
00101111
11011100
L - 8x8
e B -1 é dada por,
000O0O0OO0OTO0OO
01 1000O0°O0
001 01000
00010010
B—-1=
10010010
10111000
00101101
11011101
L - 8x8

O préximo passo é fazer o escalonamento da matriz B - I, a fim de
encontrarmos o numero de linhas nao nulas de B - I escalonada. Assim, podemos
encontrar o valor de k que indica o nimero de fatores irredutiveis monicos distintos
de f, k=n—r =8—6 = 2. Portanto, existem dois fatores irredutiveis monicos

distintos de f.

Os vetores que formam a base do espago nulo de B - I'sao (1, 0, 0, 0, 0,
0,0,0)e(0,1,1,0,0, 1,1, 1). Os polinémios correspondentes a estes vetores sao,

hi(z) =1e hy(z) =+ 2® + 2° + 25 + 27,

Como o k = 2 sabemos que f é um polinomio de base redutivel por

isso, devemos calcular o m.d.c.(f(x), ha(x) — ¢) para ¢ € GF(2).



m.d.c.(f(z), ho(x)—0) = m.d.c(x®+2’+2* +23+1, 2"+ 25425+ 2% +x) =
O+’ +at 441

m.d.c.(f(x), ho(x) — 1) = m.d.c(z® + 25 + 2 + 23 + 1,27 + 2° + 25 +
?+r+1)=a*+z+1

Portanto, a fatoracao de f(x) é f(z) = (2% +a%+at+x+1)-(2*+2+1).

O algoritmo de Berlekamp, nao é tao eficiente, para fatorarmos polino-
mios em corpos finitos grandes, pois, torna-se muito trabalhoso encontrar ¢ € GF(q)
que satisfaga a condigdo m.d.c(f(x), h(z) — ¢) nao trivial o que torna o tempo de
execucao de tal procedimento proporcional a ¢, o que nao sera desejavel para g
grande. Mas, se optarmos por aplicar este algoritmo para fatorar polindmios em
corpos finitos grandes devemos procurar reduzir o niumero de ¢ € GF(q) de forma
que este satisfaca a condicao referida acima. Para isso podemos usar a teoria dos

resultantes.

A partir deste momento assumiremos que ao quantificarmos o p tomare-
mos como medida para considera-lo pequeno, um computador onde a palavra tem

32 bits sendo p < 10°.

3.3.1 Fatoracao sobre corpos finitos grandes

Definigao 3.1 Seja f(z) =ag- 2" +a;-2" '+ --+a, € GF(q) e g(x) = by - ™ +

by-x™ -+ b, € GF(q) dois polinémios de grau n e m respectivamente, e com



n e m € N. Entao a resultante R(f,g) é definida pelo determinante

B T 3\
ao al « e . an 0 « e 0
0 a a -+ a, 0 - 0 _
m linhas
O O Qo aq (7%
R(f,9) = <
bo by - by, 0 --- 0
0 b b b, 0
0 ! n linhas
0 0 by b b )

de ordem m + n.

Se grau de f = n (isto é, se ag # 0) e f(z) = ap(z —aq) -+ (z — ap)
no corpo decomposicao de f sobre F| entdao R(f,g) é também dada pela férmula
R(f,9) = ag' T, 9(c), conforme podemos verificar em [13]. Neste caso, nés obvia-
mente temos R(f,g) = 0 se e somente se f e g tem uma raiz comum. Portanto, se
R(f(x),h(x) —c) é a resultante de f(x) e h(z) — ¢, podemos afirmar que sé teremos
m.d.c.(f(x),h(z)—c) # 1se R(f(x),h(z)—c) = 0. Isso nos leva a considerar que s6
teremos m.d.c.(f(z), h(x) — ¢) # 1 se ¢ for uma raiz de R(f(z), h(x) —c) em GF(q).

A partir deste momento passaremos a denominar R(f(x),h(x) — c) de F(y).

Abaixo descreveremos o algoritmo de Berlekamp para fatorar polinomios
pertencentes a corpos finitos grandes, ressaltando que os quatro primeiros passos,

sao iguais a fatoragao para polinomios sobre corpos finitos pequenos.

Passo 1. Verificamos se existem fatores repetidos em f(x), se houverem

0s retiramos.

Passo 2. Calculamos z*¢ mod f(z) para 0 <i < n—1, obtendo a matriz

Passo 3. Obtemos a matriz B - I, o posto da mesma e o nimero de

fatores irredutiveis monicos distintos de f em GF(q).



Passo 4. Encontramos os vetores h(x) que formam a base para o espago

nulo de B - L.

Passo 5. Calculamos o resultante, R(f(x),h(z) — y), encontrando um

polinémio o qual denominaremos de F(y).

Passo 6. Por tentativa e erro ou pelos métodos que veremos no proximo

capitulo devemos encontrar as raizes de F'(y) € GF(q), as quais chamaremos de c.

Passo 7. Por fim calculamos um m.d.c(f(z), h(x) — ¢), para cada um

dos ¢ encontrados, obtendo a fatoracao de f(x).

Exemplo 3.2 Seja f(z) =2%—-3-2°+5-2* —9-2% —5-22 46 -2+ 7 sobre GF(23).
Para fatorarmos a f(z) verificamos inicialmente se existem fatores repetidos, para
isso calcularmos o m.d.c.(f(z), f'(x)),ou seja, m.d.c.(z% =3 - 25 +5-2* -9 .23 -5
2 +6-2+7,6-2°—15-21+20-2° —27-22 —10- 2+ 6) = 1. Portanto, f(x) nao

tem fatores repetidos.

Calculamos % mod f(z) paraq=23e0<i<5

2% =20 =1

etB =P =5 -1 +8.2°—-3-2*—10-2°

2?8 =2%=-10+10-2+10-22+2* —-9-2°
B =2=7.249-22-8-234+10-2* — 11 - 2°
B =P =11-4- 22472347 -2*+2-2°
5:23

B =g =-3-10-22+9-23+2-2*-9-2°

Obtendo assim a matriz Bgyg.



e B - 1¢é dada por,

5 0 -1 8
—-10 10 10 O
o 7 9 =8
1 0 -4 7
-3 0 —-10 9

5> -1 -1 8
-10 10 9 0

0 7 9 -9
1 0 -4 7

-3 0 —-10 9

—10

6x6

6x6

Escalonamos a matriz B - I a fim de obtermos o ntimero de linhas nao

nulas, ou seja r = 3. Apds encontramos o numero de fatores irredutiveis monicos

distintos de f em GF(23), k =n—r =6—3 = 3. Estes fatores sdo denominados de
h(z) e sao: (1,0,0,0,0,0),(0,4,2,1,0,0) e (0,-2,9,0, 1, 1), que correspondem

aos polinomios: hy(z) =1, ho(z) =4-x+2-22+ 23 e hy(x) = —2-2+9-2* + 2 + 2°.

Como estamos trabalhando com corpos finitos grandes, seria muito

trabalho encontrar m.d.c.(f(z), h(x) — ¢) # 1 por isso, calcularemos o resultante



F(y) = R(f(x), h(x) — y), sendo que usaremos h(x) =4-x +2- 2% + z°.

1 -3 5 -9 -5 6 7 0 0
01 -3 5 -9 -5 6 7 0
00 1 -3 5 -9 -5 6 7
1 2 4 —y 0 0 0 0 0

Rifjg)=]10 1 2 4 —y 0 0 0 0
00 1 2 4 —y 0 0 0
00 0 1 2 4 —y 0 0
00 0 0 1 2 4 —y 0
000 0 0 0 1 2 4 —y|

A ordem da matriz é 9 x 9. Calculamos o determinante desta matriz,

obtendo, F(y) =yS+4 -y +3-y* =793 +10- 9> + 11 -y + 7.

Usando o método de tentativa e erro ou ainda algum dos métodos que
veremos no préoximo capitulo encontramos as raizes de F'(y) em GF'(23), que sao -3,

2 e 6. De posse destas raizes calculamos m.d.c.(f(z), h(z) — c).

m.d.c.(f(x), ho(x) +3) =m.dec(z® -3 -25+5-2*—9-2° - 5. 22 +6-
r+ 7,28 +2 22 +4-x+3)=x—4

m.d.c.(f(x), ho(x) —2) =m.dc(x® -3 - 25+5- 21 —9-2° - 5. 22 +6-
v+ 7,23 +2- 2 +4-x—2) =2 —x+7

m.d.c.(f(z), ho(z) —6) =m.dc(2® =3 - 25 +5-2* —9- 2> - 5.2 +6-
r+7,254+2-224+4-2-6) =23 +2-22+4-2 -6

E assim obtemos a fatoracao de f(x) em GF(23),
f@) = (-4 (@ —2+T) (P42 22 +4.5-6).

Exemplo 3.3 Seja f(z) = 2> —9-2*+3 - 23+ 22 —-2-2+8 € GF(31). Para
encontrarmos a fatoracao deste polinomio iniciamos verificando se existem fatores

repetidos, para isso devemos calcular o m.d.c.(f(x), f'(z)), ou seja, m.d.c.(z° — 9 -



rt+3 3+ 2?2 —2-0+85- 2" —36-2>+9 22+ 22— 2) = 1. Portanto, f(x)

nao tem fatores repetidos.
Calculamos ¢ mod f(x) paraq=31e0<i <4
203 =20 =1
a3l = =11 —-11-2—-11-22+12- 23+ 11 - 2*
2?3 =22 = 547 0—-14-22-10-23 -4 2*
3 =a8=-9+12.2+7-22+13 .23 - 11-2*
e =M =10+ +3- 23+ 1124

Obtendo assim a matriz Bsys.

1 -11 -11 12 11

-9 12 7 13 —11
10 1 0 3 11

L d5x5
e B -1 ¢ dada por,
[ 0 0 0 0 0 ]
11 —-12 —-11 12 11
B-I=|-5 7 -15 -10 —4
-9 12 7 12 —11
I 10 1 0 3 10 1o

Escalonamos a matriz B - [ a fim de obtermos o niimero de linhas nao
nulas, ou seja r = 4. Sabendo o valor de r, podemos encontrar o ntimero de fatores

irredutiveis monicos distintos de f em GF(31), k=n—r=5—4=1.



Como o k =1, isso indica que o espacgo nulo de B - I tem dimensao 1,

e portanto podemos dizer que o polinémio f é irredutivel sobre GF'(31).

3.4 Meétodo de Cantor-Zassenhaus

Em 1981 [22], Cantor e Zassenhaus introduziram um novo algoritmo
probabilistico de fatoracao, que pode ser aplicado para fatorar polinomios em qual-

quer corpo finito.

Para encontrar a fatoracao de um polinémio f(x) sobre um corpo finito

usando o método de Cantor-Zassenhaus devemos seguir os seguintes passos:

Passo 1. Verificar se a f(z) tem fatores repetidos, como ja vimos isso

deve ser feito através do célculo do m.d.c(f(x), f'(z)).

Passo 2. Fatorar f no produto
flz) =] o) (3-3)

onde cada h;(x) contém somente fatores irredutiveis de grau 7.

Passo 3. Devemos fatorar cada h;(z) em fatores irredutiveis, este pro-

cesso é denominado fatoracao de grau uniforme.

A fatoragao (3.3) deve ser realizada usando o algoritmo de fatoracao de
grau distinto. Ao aplicarmos o mesmo procuramos decompor a f(x) em h;(x) ou
seja, f(x) = hy(x) - - hi(x), sendo que cada h;(x) representa o produto de m fatores

irredutiveis pertencentes a GF(q) de grau i.

Como sabemos h;(z) é o produto de todos os polinémios moénicos de
grau i sobre GF(q). Pelo teorema (1.11) sabemos que o produto de todos os
polinémios monicos irredutiveis sobre GF(q) de grau dividindo i é igual a 21—z,
entdo h;(z) = 27 — z. Se calcularmos o m.d.c.(f(z), 9 — x) obteremos somente os

fatores de f, ou seja, h;(x).



Para encontra-los comegamos esta fatoracao escolhendo 7 = 1 e calcu-

lando a equagao z7° mod f(x); o polinémio resultante serd denominado 7 ().
Calculamos entao o m.d.c.(f(z),r1(x) — x) e assim obteremos a hy(z).

Se hi(z) = f(z), o algoritmo da fatoracdo de grau distinto terminou,

pois ja descobrimos todo o conjunto de h;(z) que fatora a f(x).

Caso contrario tomamos i = 1 + ¢ e encontramos a nova f(x), que é
obtida pela divisao da f(x) por hy(z). Verificamos se esta f(x) tem grau menor que
2i; caso tenha o algoritmo estd encerrado e a f(x) passa a fazer parte do conjunto

dos h;(z). Mas se 2i < grauf(x), calculamos um novo r(x).

Como vimos anteriormente para encontrarmos o r(z) devemos calcular
2% mod f(z), mas dependendo do corpo em que se estd trabalhando isso torna-se
muito trabalhoso, por isso podemos usar outra alternativa para encontrarmos o r(x).
Suponha r;_1(x) = b,_1-2" '+ - -+b;-x+by um polinémio de GF(g)[z], entao, (z)? =

(x%). Por isso, podemos afirmar que r;(x) = (1;_1(2))? = bp_1-27 V4o by -7 4by.

Se nds pré computarmos os valores B;(r) = z°? mod f(x), para i =
0,---,n — 1 e armazenarmos B; como a i-ésima linha da matriz B de ordem n x n,
nés temos r;(x) = r;_1(x) - @, ou seja, devemos multiplicar o r(x) pela matriz B e o

vetor resultante serd o novo r(x).

E assim repetimos o algoritmo até obtermos o grau da f(x) < 2i ou

entao h;(z) = f(x).

Apés encontrarmos o conjuntos dos h;(x) que fatoram a f(x), a proxima
tarefa é encontrarmos os n fatores irredutiveis que compoem cada h;(zx), para isso

usamos o algoritmo de grau distinto.

Escolhemos randomicamente um polinomio #(z) em GF(q)[z] de grau

< 2i — 1 e calculamos o novo t(x) através do célculo (25(95))(1771 mod h;(x). A



probabilidade que o polinémio t(z) seja um separador é igual a 1/2, podemos ver a

prova disso em [6].

Por fim calculamos a g(z) através do célculo m.d.c(h;(z),t(z) —1). Ao

obtermos a fatoragao dos h;(z), encontramos a fatoracao de f(x).

O algoritmo da fatoracao de grau distinto pode ser descrito como segue

abaixo.
Passo 1 Devemos encontrar a matriz B, como no método de Berlekamp.

Passo 2 Tomamos i = 1 e encontramos o valor de r(z) através do calculo

9 mod f(z) (que é a segunda linha da matriz B).

Passo 3 Calculamos o m.d.c(f(z),r(z) — z). O polinomio resultante

serd denominado de h;.

Passo 4 - Se hy(xz) = f(x), o algoritmo de fatoracao de grau distinto

terminou, pois ja descobrimos todo o conjunto de h;(z) que fatoram o f(x).

- Caso contrério, devemos dividir a f(z) por h;(z) obtendo a nova f(z)

et=1+1.

Passo 5 - Se 2i > grau(f(z)) entdo a f(z) passa a fazer parte do con-

junto dos h;(z) e o algoritmo estd encerrado.

- Caso contrario, calculamos um novo r(z) e retornamos ao passo 3

deste algoritmo.

O algoritmo da fatoracao de grau uniforme segue os passos descritos

abaixo.

Passo 1 Escolhemos randomicamente um polindémio t(z) em GF(q)[x]

de grau < 27 — 1.

Passo 2 Calculamos o novo t(z) através do calculo (t(x))q%1 mod h;(z).



Passo 3 Calculamos g(x) através do célculo m.d.c(h;(x),t(x) — 1).

Exemplo 3.4 Seja f(z) =4-2"+5-2°4+2° +4-2"+3- 23+ 4.2 —4 € GF(11).
Para encontrarmos a fatoracao deste polindmio sabemos que primeiramente devemos
verificar se f(x) tem fatores repetidos, para isso calculamos m.d.c(f(zx), f'(x)) =
m.d.c(4-x"+5 2% +25+4- 21+ 3- 23 +4-2% —4, 28-2°4-30-2° +4- 24+ 1623+ 922+ 8- x)

= 1. Portanto a f(z) ndo tem fatores repetidos.

Montamos a matriz Brx7, através do célculo 2 mod f(z) sendo 0 <

1 <6
| o 0 o o0 o0 0 1 ]
-5 -3 -5 2 3 3 -1
-1 -3 -2 5 2 -1 -1
B=11 -4 0 3 2 -4 -5
-1 -5 0 -4 5 7 2
-5 2 4 -2 -5 -3 4
| 3 3 0 4 4 3 1 ] o
Tomamos i = 1 e calculamos ry(z), através do calculo z'' mod f(x), j&
feito anteriormente para calcular a matriz B, entdao ry(x) = —5-2% -3 25— 5. 2% +

2.3 4+3-224+3-2x—1.

Calculamos hy(z) através do célculo m.d.c(f(z),r1(z) — x)= m.d.c(4 -
24525442t 43 +4- 22 -4, —5-25-3.2° 5.2 +2. 23 +3 22422
—1)=23+22+3 -2+5.

Como hy(x) nao é igual a f(x), calculamos a nova f(z), que é o quo-
ciente da divisao de f(x) por hy(z). Portanto (4-2"+5-2°+2°+4-21+3-23+4-22—4)
(@342 +3-x+5) =42 +23 -2 +4-2-3.



O préximo i é 2, verificamos se 2i > grau(f(x)), como nao é pois, 4
nao é maior do que 4 continuamos a fatoracao encontrando um novo r(z), ou seja,

ro(z) = ri(x) - B = x.

O hay(x) é obtido através do calculo do m.d.c.(f(z), re(x)—x) = m.d.c(4-
ottt -t +4r -3 —a)=4- 2+ 23 -2 +4.2-3.

Portanto ha(z) = 4-a* + 2% — 22 + 4 - 2 — 3, como é igual a f(z) o
algoritmo da fatoracao de grau distinto terminou. Nossa tarefa agora é fatorar os

h;(z) encontrados.

Sabemos de antemao que a f(x) tem trés fatores irredutiveis de grau 1

e dois fatores irredutiveis de grau 2.

Comegaremos encontrando a fatoracao de hy(x). Para isso escolhemos
randomicamente o polinémio t(z) = x + 1 € GF(11), e calculamos o novo t(z)

através do célculo (15(35))1112771 = (z +1)°.
Fazendo (z + 1)° mod hy(z) obtemos 22 + 9 - x + 8.
g(x) =mde(x®*+2*+3-2+5 22 +9-2+8—1) =z +3.

Como sabemos que a fatoragdo de f(z) tem trés fatores de grau 1,
vamos repetir o processo, escolhendo randomicamente outro polinomio, #(z), agora

t(x) =2+3 € GF(11).

Calculamos o novo t(z) através do cdlculo (¢(z)) H (z + 3)°.

Fazendo (z + 3)° mod h;(z) obtemos 7 - 2% + 6 - z + 10.
g(x) =md.e(z®+ 22 +3-2+57-22+6-2+10—1) =z +5.

Como ja encontramos dois fatores irredutiveis de grau 1, para encon-
tramos o terceiro basta fazermos hi(x) dividido pelo produto dos dois fatores ja

encontrados mod 11. Encontraremos o outro fator que é x + 4.



O passo agora é fatorarmos o hy(z), para isso escolhemos randomica-
mente o polinomio ¢(x) = z + 1 € GF(11) e calculamos o novo t(z) através do

= (z +1)%.

1
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célculo (t(x)) =z
Fazendo (z + 1) mod hy(z) obtemos 3 - 2® — 3 - 22 —x + 1.

g@)=mdecld -2t +23 -2 +4-2-3,3- 23 -3 -2 —x) =2 -1 -4

Como existem dois fatores irredutiveis de grau 2 e ja encontramos um,

fazemos hy(z) dividido por g(x) e assim obtemos o outro fator que é 4-z2+5-x+ 20.
Portanto a fatoracao de f(z) é

f(x)=(x+1)-(z+3)-(x+4) -4 -22+5-2+20) (2% —z —4).

3.5 Meétodo de Lidl- Niederreiter

Este método pode ser empregado para fatorar polinomios em corpos
finitos pequenos e baseia-se na construcao de familias de polinomios, entre os quais

pelo menos um dos polinomios f-redutor pode ser encontrado.

Defini¢ao 3.2 Um polinomio h(z) é chamado f-redutor quando ao calcularmos

m.d.c(f(x), h(z) — c¢) verificamos que o h(x) produz uma fatoragao nao trivial de f.

O primeiro passo para fatorarmos a f(x) deve ser verificar se a mes-
ma possui fatores repetidos. Se a f(x) nado tiver fatores repetidos comegamos
a fatoragdo. Caso tenha fatores repetidos devemos dividi-la pelo resultado do

m.d.c(f(x), f'(x)). O quociente obtido serd denominado a nova f(z).

Assumiremos a partir daqui que a f(x) nao tenha fatores repetidos, ou
seja, f(x) = fi(z)--- fe(x) onde grau (f;) = n; para 1 < j < k. Iniciando em
N =1,2,--- calculamos seqiiencialmente a:QN, até encontrarmos 2" = z mod f(z).

Podemos verificar que o valor encontrado de N é o m.m.c(nq,--- ,ny).



Ao aplicarmos este método para fatorar a f(z) sabemos que devemos
encontrar um polinémio T'(z) = z + 29 + 29 +---+ 29" € GF(g)[z] definido por
Ti(x) = T(2%) parai = 0,1,--- que seja f-redutor. O teorema abaixo nos garante a

existéncia deste polinomio 7; se f é redutivel.

Teorema 3.4 Se f ¢é redutivel em GF(q)[x], entdo pelo menos um dos polinémios

T;, 0<i<n-—1, € fredutor.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [13]. Encontrado o
polinémio f-redutor, calculamos o m.d.c(f(z), T;(z) — ¢), sendo ¢ os elementos per-

tencentes a GF(q), a fim de definirmos os fatores irredutiveis de f(z).

Se inicialmente a f(x) nao tinha fatores repetidos a fatoracao estd encer-
rada. Caso a f(x) tinha fatores repetidos devemos ainda decompor a g(z) (resultado
obtido ao calcular o m.d.c(f(x), f'(z))) de forma que g(x) = (a(z))", obtendo assim

a fatoragao completa de f(z).

Exemplo 3.5 Seja f(z) = a'"+a+ 2P+ ol 42042 + a4 2"+t ot a1
sobre GF(2). Para encontrarmos a fatoragao deste polinomio verificamos se o mesmo
tem fatores repetidos m.d.c(z'"+ oM+ + o2+t f o042 oS a4 2 ot 441,
17-2%+14- 23 +13- 22+ 12- 2" +11-2'9410- 2949 28+ 8- 2"+ 7-2°+5- 24 +4- 23+ 1)
=z + 28+ 1.

Como o m.d.c. nao deu 1, devemos dividir f(z) por z'°+2®+1 obtendo
como quociente, fo(z) = 27 + 2° + z* + x + 1 e repetir o m.d.c(fo(z), fi(x)) =
m.d.c(z” + 2>+ 2t +x+1,7-2°4+5-2* +4- 2%+ 1) = 1. Como o resultado obtido

foi 1 entdo, fo(z) ndo tem mais fatores repetidos.

Nossa tarefa é fatorar a f, encontrada, ou seja, 27 +2°+2*+x+1. Para
isso calculamos a série 22" onde N = 1,2,--- até que 22" = 2 mod fo(z). Temos,
22 = o2 E.Iz; 22 = x45x4; 2% = 28 Ex6+x5+x2+x; 22 = g16 ESL’S—i—JJ—i—l;
¥ =2 =4 22412 =M=+ Y =B =2t i+ 1

8 9 10
¥ =P =5+ 1 2% =22 =20+ 23 + 2% 2?0 = 219 = 2, portanto o N = 10.



Devemos calcular neste momento o polinomio 77, pois pelo teorema

(3.4) pelo menos um dos 7; ¢ f-redutor

=

-1 9

J J
le $2:§ ZE2 :l‘+$2+£L’4+I8+£L’16+IE32+{E64+ZE128+{E256+£L'512
Jj=0

<.
Il
o

Para resolver este somatério devemos adicionar cada um destes fatores
mod fo(x) que foi encontrado anteriormente e ainda fazer mod 2 e assim obteremos:

2+ 2% + 2 + 1 mod fo(x).

Calculamos agora o m.d.c.(fo(x), Ti(x) — 0), ou seja, m.d.c(z” + x° +
e+ 1%+ e+ 1) =2+t + 2P+ 2+ 1 e mde(fo(z), Ti(z) — 1) =
md.c(z"+2° +at+r+ 1,28+ 22 +2) =2+ +1

Dessa forma obtivemos a fatoragao de fo(z), que é, fo(z) = (z° + z* +

Pt +1) (P +x+1)

Mas ainda nao temos a fatoragdo completa de f(x), pois o polinomio
2% + 28 + 1 tinha fatores repetidos, como vimos no inicio deste exemplo, por isso
devemos decompd-lo, ou seja, 210 + 2% +1 = (2% + 2% +1)2. Para isso verificamos se
25+ 21 +1 ¢ divisivel por um dos fatores de fy(z). Entao, dividindo (z°+x%+1) por
(z? + x + 1) obtemos (2* + z + 1). Desta forma encontramos a fatoragao completa

de f(x).

fx) = (@ + a2t +2® + 22 + 1) (2P + o +1)% - (&® + 2+ 1)%



4 RAiZES DE POLINOMIOS EM CORPOS
FINITOS

Neste capitulo estudaremos algoritmos para encontrar as raizes de po-
linomios sobre corpos finitos, veremos que os algoritmos tém significativa diferenca

dependendo do tamanho do corpo em que o polinémio pertence.

4.1 Introducao

Encontrar as raizes de um polinomio em um corpo finito é um assunto
da algebra de grande interesse pois é uma operacao necessaria em muitas aplicagoes

praticas da matematica ou areas afins.

Quando procuramos as raizes de um polindomio com coeficientes em um
corpo finito GF(p") na verdade estamos procurando estas raizes no corpo GF(p").
Para conseguirmos encontra-las, alguns resultados sao de grande valia, por isso os

citaremos neste momento.

Definigao 4.1 Se f(z) € F[z], entdo um elemento a, que esteja em alguma extensao

do corpo F', é denominado uma raiz de f(z) se f(a) = 0.

Pelo teorema 1.8 sabemos que se f(x) é um polinomio em F[z] de grau
n > 1, e é irredutivel sobre F', entdo existe uma extensao F de F' na qual f(z) tem

uma raiz.

Um polinomio de grau n sobre um corpo pode ter no maximo n raizes
em qualquer extensao deste corpo. E existe uma extensao de grau no maximo n!,
na qual f(z) possui n raizes. E ainda, se a é uma raiz de f(x) pertencente ao corpo

F entao (x —a) | f(x), em F|x].



E importante ressaltarmos que neste trabalho s6 temos interesse em
procurar determinar as raizes dos polinomios pertencentes ao corpo finito em que

estamos trabalhando e nao no corpo extensao do mesmo.

Definicao 4.2 O elemento a pertencente ao corpo é uma raiz de f(x) € F[z] de

multiplicidade m se (x — a)™|f(x), enquanto (z — a)™*! nao divide f(z).

Teorema 4.1 O polinomio f(x) € Flx] tem uma raiz miltipla se, e somente se,

f(z) e f'(z) tem um fator comum nao trivial.

Demonstragao Suponhamos que f(x) tem raiz com multiplicidade «, entao,

f(z) =(z —a)™ - q(z) onde m > 1

e fl(x)=m-(z—a)""qla) + (z —a)" - ¢(z)
Isso mostra que f(z) e f'(z) possuem um fator comum, ou seja (z — «).
Reciprocamente, suponhamos que f(x) ndo possui raiz multipla, entao:
fla)=(r—o) (z—a)...(z — ay)

onde os «a; sao todos distintos.

=1

—_—
onde (z — ;) indica o termo omitido. Afirmamos que nenhuma raiz de f(z) é uma

raiz de f'(x); de fato,

() = H(aj — ;) # 0, pois as raizes sdo todas distintas .
JF#i

Contudo, se f(z) e f'(x) tem um fator comum nao trivial, elas tém uma

raiz comum, a saber, qualquer raiz deste fator comum.

Portanto, f(z) e f'(z) nao tem nenhum fator comum nao trivial.(d



Exemplo 4.1 Seja f(z) = 2> +2 -z + 1. Portanto, f'(z) = 2 -z + 2. Verificamos
que f(z) =22+ 2 -z + 1 tem como raizes -1 e -1. E que f'(z) = 22 + 2 também
tem como raiz -1. O que nos permite afirmar que f'(x) e f(z) tem fator comum,

que é o x + 1, observe, f(z) = (x+1)-(z+1) e f'(z) =2 (x+1).

O teorema diz que se tem fator comum entao f(z) tem raizes multiplas,

o que se verifica no exemplo.
Corolério 4.1 Se f(z) € F|x] é irredutivel, entao:
1) Se a caracteristica de F' é zero, entao f(x) ndo tem raizes multiplas.

2) Se a caracteristica de F' é p # 0, entdao f(z) tem uma raiz miltipla

se e somente se, f(x) é da forma f(z) = g(aP).

Demonstracao Como f(z) é irredutivel, seus tinicos fatores em F[z] sdo 1 e f(z).
Se f(z) tem um raiz multipla, entdo, pelo teorema 4.1, f(z) e f'(x) possuem um
fator comum nao trivial, donde f(z) | f'(x). Contudo, como o grau de f’(z) é menor
que o de f(x), a unica maneira pela qual isto pode ocorrer é com f’(z) sendo 0.
Em caracteristica 0 isto implica que f(z) é uma constante, que nao tem raizes; em

caracteristica p # 0, isto implica f(x) = g(«?).0

Exemplo 4.2 Seja f(z) = 2> + 1 € Q. Verificamos que a caracteristica de Q ¢
zero. Calculando a derivada de f(z) obtemos f'(z) = 2 - x. Portanto, f(x) e f'(z)
nao tem nenhum fator comum, o que implica pelo teorema (3.1) que a f(z) nao tem

raizes multiplas.

Exemplo 4.3 Seja f(z) = t> —x € F, onde Fy é um corpo de caracteristica 2 e
seja ' = Fy(x) o corpo das fungdes racionais em x sobre Fy. Afirmamos que o
polinomio #* — x em F[t] é irredutivel sobre F, pois, nao existe nenhuma fungao
racional em Fy(z) cujo quadrado é x. Podemos afirmar também que t? — z tem uma
raiz multipla, pois sua derivada em funcdo de ¢t é f'(x) =2 -t e como o corpo tem
caracteristica 2 temos que f'(z) = 0 e quando a f'(x) = 0 podemos afirmar que

f(z) é uma poténcia de p e portanto tem raizes miltiplas.



Aplicando o resultado do coroldrio 4.1 ao polinémio f(z) = 2" — =z,
podemos verificar que se a caracteristica do corpo é p, entao f’(z) = —1 e portanto,

temos,

Corolario 4.2 Se F' é um corpo de caracteristica p # 0, entdo o polinémio 2?" —x €

Flx] para n > 1, tem raizes distintas.

Lembremo-nos, do teorema 1.11 do capitulo 1, o qual diz que:

“Em um corpo finito GF(p), 2"~z éo produto de todos os polinémios

monicos irredutiveis de grau que divide k”.

Porém, quando £ = 1 temos um caso especial, ¢ — x. Sendo que este

representa o produto de todos os polindmios monicos lineares (ou seja, as raizes) em

GF(q)[x].

A idéia acima é necesséria quando queremos separar a parte de f(z) que
contém as rafzes do mesmo no corpo finito GF(q)[z]. Para fazermos isso realizamos
o célculo do m.d.c.(f(z),z? — z). Ou seja, as raizes de f(x) sobre o corpo finito sao

exatamente as raizes do polinomio resultante do m.d.c.(f(x),z? — x).

Exemplo 4.4 Seja f(z) = 2* + x + 1 € GF(2). Para separar a parte de f(z)
que contém as raizes, calculamos m.d.c.(z* + z + 1,22 — 2) = m.d.c.(a® — x,1) =

m.d.c.(1,0) =1

Isso mostra que a fatoragao ¢é trivial e portanto, 0 e 1 nao sao raizes de
f(z), somente de x? —x. Assim, f(z) ndo tem raizes em GF(2), somente num corpo

extensao de GF(2).

Exemplo 4.5 Seja f(x) = 2°—4-2*—4-23+4-2 € GF(5), como m.d.c.(z® —4-x* —
423 +4-x,2°—x) =mdc(2d—x,—4-2* —4-2%) = mde(—4-2* —4- 2% 23 —x) =
m.d.c.(x® — z,2*> + ) = m.d.c.(x®* + ,0) = 2> + z, entao, r* + x =z - (v + 1) e as
rafzes de f(x) em GF(5) s@o 0 e - 1, sendo que -1 mod 5 é igual a 4. As outras trés

raizes nao pertencem a GF(5), ou seja, estao em um corpo extensao.



No restante deste capitulo nos deteremos em estudar os diferentes mé-
todos que podem ser utilizados para extrairmos as raizes de um polinomio num corpo
finito. A escolha do método mais adequado depende de algumas caracteristicas do

corpo onde o polinomio estd inserido, como podemos observar abaixo:
1) Um corpo primo GF(p) considerando p pequeno
2) Um corpo primo GF(p) considerando p grande
3) Um corpo finito grande GF(q) com caracteristica p pequena
4) Um corpo finito grande GF(q) com caracteristica p grande.

Podemos encontrar a descri¢ao de tais métodos em diverso livros, dentre

eles podemos citar [13], [15] e [4].

4.2 Um corpo primo GF(p) considerando p pequeno

Consideramos o primeiro caso. Seja:

(r — ay)

-
&
I

onde ay, ... ,q, sao elementos de GF(p).

Como p é pequeno entdo é possivel determinar as raizes de f(x) por

tentativa e erro, ou seja, pelo simples célculo do valor numérico f(0), f(1), -, f(p—

1).

Exemplo 4.6 Seja f(x) = 2° —4-2% — 4 € GF(5) para obtermos as raizes de f(x)

pertencentes ao corpo GF'(5), calculamos o valor numérico da mesma.

Sabemos que o corpo GF(5) = {0, 1, 2, 3, 4}. Se substituirmos x
por cada elemento de GF(5) encontraremos, f(0) = 1; f(1) = 2; f(2) = 9 mod
5=4;f(3) =28 mod 5 =3¢ f(4) = 65 mod 5 = 0. Portanto, o 4 é uma das cinco

raizes de f(z). As outras raizes estdo num corpo extensao de GF(5).



Exemplo 4.7 Seja f(z) = e+ + 2B+ 22+ 42194229 422854227+ 220+
2-2°+2-2* € GF(3). Para encontrarmos as raizes de f(z) ja que o polindémio deste
exemplo é de maior grau que o do exemplo anterior, facilitaremos o nosso trabalho se
iniciarmos calculando o m.d.c( f(x), z” —x), pois sabemos que o polinémio resultante
deste m.d.c serd a parte de f(x) que contém as raizes; precisando assim substituir

os elementos de GF'(3) num polinomio de menor grau.

Calculando o m.d.c(z® + 2" + 2B + 212 + 21t + 210+ 2. 2942 28 + 2.
27 +2-254+2.2°+2-2* 2% — x) obteremos x® +2 - x. Devemos agora verificar quais
dos elementos de GF(3) sao raizes de 2® 4+ 2 -z e conseqiientemente de f(z). Entao,
f(0)=0,f(1)=1+2=3mod3=0ef(2) =8+ 4= 12mod 3 = 0. Portanto, 0,

1 e 2 sao raizes de f(x).

4.3 Um corpo primo GF(p) considerando p grande

No segundo caso temos um corpo primo GF'(p) considerando p grande.

Consideremos p impar e f(x) como segue abaixo:
d

f(2) =] - )

=1

com «; € GF(p) e sendo distintos.

Notemos que o p s6 pode ser impar, pois o iinico niimero primo e par é

o dois e o dois é pequeno, como estamos considerando p grande, p é impar.

Primeiramente devemos separar a parte de f(x) que contém as raizes,
fazemos isso através do calculo do m.d.c.(f(z),2? — ). Chamamos o polinémio

resultante de g(x).

Num proximo passo separamos as raizes em duas classes, ou seja, nas
raizes quadradas ou nao, no grupo multiplicativo GF(p)*. Isso é feito através do
calculo do m.d.c. como descrevemos abaixo:

p—1 p—1

g(x) =m.d.c(g(x),z 2 —1)m.d.c(g(z),z 2 +1)



Se o resultado deste cédlculo for diferente de £ 1 mod g(z) entao a
fatoragao é chamada nao trivial e a partir deste resultado encontramos uma (ou

mais) raiz(es) de g(z).

Se o resultado for = 4+ 1 mod g(z) a fatoragao é dita trivial, isso implica
dizer que o valor escolhido nao é raiz de g(x). Devemos entao substituir g(x) por
g(x — a) sendo a € GF(p) e calcular novamente o m.d.c. citado acima, tendo como

objetivo encontrar uma fatoragao nao trivial, da qual podemos encontrar as raizes.

Este método é um algoritmo probabilistico, sendo que o mesmo depende

da selecao randomica para encontrar as raizes.

O algoritmo usado para encontrar as raizes de um corpo primo GF(p)

considerando p grande, serd descrito abaixo.
Passo 1 Calcular o m.d.c.(f(z), P — x), encontrando o polinomio g(z).

Passo 2 Separar g(x) em duas classes, para isso devemos calcular

m.d.c.(f(z),2"T —1) e o md.c.(f(z), 2" +1).

Passo 3 Se o resultado do m.d.c. for 1 ou o préprio g(z), devemos es-
colher outro valor de a, calcular g(x — a), repetir para g(z — a) o passo 2, ou seja,
calcular o m.d.c., obtendo o g(z) decomposto em dois polinomios, apds devemos

retirar o a colocado.

Passo 4 Até que o m.d.c. nao resultar em um polindomio de grau 1
devemos seguir os seguintes passos: escolher um novo valor para a, trocar a g(x)

por g(x — a), calcular o m.d.c. como no passo 2 e retirar o a colocado.

Exemplo 4.8 Seja f(z) =2 —7-2°+3 -2 - 7- 23 +4.- 22 — 2 —2 € GF(17).
Para encontrarmos as raizes de f(z) primeiramente encontramos a parte de f(z)
que contém as raizes(a qual denominaremos de g(z)), para isso calculamos o m.d.c.

como abaixo:

glx)=mde(a® =7 -2°+3-2* =7 28 +4-2° —2 - 2,2" —2)



o qual resultard num g(x) = 2 +6- 2% +12- 22 + 7- 2 + 15.

Apés separamos g(x) em duas classes(raizes quadradas ou nao), através
do célculo g(x) = 77’L.d.c.(g(x),xp%1 —1)- m.d.c.(g(x),x% + 1). Onde podemos
observar que a = 0 pois g(x) = g(z — 0).

Primeiramente devemos fazer 22 = 2® mod g(x). Obteremos como
resultado 1. Isso quer dizer que podemos escrever 28 = g(x) - q(x) & 1, implicando
que 2® F1 = g(x) - q(x), o que quer dizer que nao conseguimos separar o g(z) e
portanto podemos concluir que a fatoracao é trivial, ou seja, a = 0 nao é raiz de

g(z).

Escolhemos um outro valor para a, a = 1. Se g(z) = 2 +6 - 2% + 12 -
22 +7-2+15, entdo, g(x—1) = (= 1) +6-(z—1)3+12- (= 1)+ 7-(x — 1)+ 15 =
et +2- 2% +14 - x4 15.

Fazemos 2 mod g(z —1) e obtemos que, 28 = 13- 23 +10-22 +8 -2+ 12
mod g(x — 1). Repetimos para g(z — 1) o passo (2).

m.d.c.(g(x —1),28 + 1) = m.d.c.(x* +2 23 +14- 2+ 15,13 - 2 + 10 -
?+8-2+13)=2*+10 -2 +4

m.d.c.(g(x —1),2° = 1) = m.d.c.(a* +2- 23+ 14 -2+ 15,13 - 2° + 10 -
22 +8-x+11)=22+9 -2 +8

gz —1)=(2*>+10-2+4) - (22 +9-2+8)

Como queremos g(x), retiramos aquele 1 que foi colocado:

(> 4+ 10 -z +4) transformado em ((z + 1)+ 10- (z +1) +4) =2> +12- 2 + 15
(2 4+ 9 -2 + 8) transformado em ((z +1)?+9-(z+1)+8) =2+ 11-z+1

g(x)=(@*+12-2+15)- (z*+ 11 -2+ 1)

Como ainda nao temos polinémios de grau 1, repetimos o processo,

escolhendo um novo valor para a. Facamos agora a = 2, e vamos procurar decompor



em fatores lineares o primeiro fator de g(z), ou seja, hy(x) = z* + 12 - x + 15.
Calculamos hy(z —2) = ((z — 2)> + 12 (z — 2) + 15) = 2% + 8 - x + 12. Repetimos
com hy(x — 2) o passo (2), obtendo z® = 9 -z 4+ 2 mod h;(z — 2) e calculamos o

m.d.c,

m.d.c.(hy(z —2),2° +1) =m.d.c.(a* +8-2—5,92+3) =z +6
m.d.c.(hi(z—2),2° —1) =mdec(2®>+8 -z —59r+1) =z + 2

Novamente como queremos encontrar hy(z) e ndo hy(z — 2), retiramos
o0 2 que foi colocado, obtendo 246 = (r+2)+6 =2+8ecx+2 = (v+2)+2 =z +4.

Assim, encontramos duas das raizes.

Procedemos da mesma forma para o outro fator de g(z), ou seja, ha(x) =

2?+11-2+1. Fagamos a = 2. Entao hy(z—2) = (x—2)*+11-(x—2)+1) = 2+ T-x

Como podemos decompor hy(z —2) em um polinémio do primeiro grau,
ou seja, x - (x + 7), ndo precisamos mais calcular o m.d.c., pois ja é possivel deter-

minarmos as raizes.

Novamente como queremos encontrar hs(x) e ndo he(x — 2), retiramos
o 2 que foi colocado, ou seja, 1+ 7= (x+2)+7=x+9 ez =2+ 2. Encontrando

assim mais duas das raizes.

Portanto, g(z) = (x +8) - (x +4) - (x +2) - (z +9). Como todos os

termos sao do primeiro grau, entao, as raizes sao: -8,-4, -2, -9.

Observe que f(z) é de grau seis, isso indica que devemos ter seis raizes,
como s6 encontramos quatro, isso implica em dizer que no corpo GF(17) sé temos

quatro das seis raizes, as outras duas estao num corpo extensao de GF(17).

Exemplo 4.9 Seja f(z) = 2% +6 - 2 + 23 + 2% + 6 sendo f(z) € GF(11). Para
encontrarmos as raizes iniciamos determinando o polinémio g(z) (ou seja, a parte de
f(x) que contém as rafzes), para isso calculamos o m.d.c.(z°+6-z'+23+22+6, 2 —1x)

e obtemos, g(z) = 2> +6- 22 +6



Apbés separamos ¢(z) em duas classes, através do calculo abaixo:

p—1 p—1

g(x) =md.c(f(z),z 2 —1)md.c(f(x),z 2 +1)

Primeiramente fazemos x® mod g(x), obtendo 9 - 22 + 3 -z + 4 e apds

calculamos o m.d.c..

m.d.c.(z® +6-2*°+6,9-2° +3-2+3) =z +2

m.d.c(z® +6-2°+6,9-2°+3-2+5)=2>+4-2+3

Podemos observar que um dos m.d.c. ja resultou em um polinomio do
primeiro grau, portanto ja encontrou-se uma das raizes, que é -2 fazendo mod 11

obtemos 9.

O préximo passo deve ser decompor o fator de g(x) que ainda nao é
linear, ou seja, hi(x) = 22 + 4 - 2 + 3. Para isso escolhemos um novo valor para a.
Fazemos a = 1, obtendo, hy(z—1) = (z—1)?+4-(z—1)+3=2*+2-z =z (x+2).
Como podemos decompor, 22 4+ 2 - 2, em polindmios do primeiro grau, ou seja,
x - (x 4+ 2) ndo precisamos mais calcular o m.d.c., pois ja é possivel determinarmos
as raizes. Primeiro colocamos o 1, a fim de encontrarmos o h;(x), entdo obtemos,
r=x+lex+2=(r+1)+2=2x+3. Calculando -1 e -3 mod 11 encontramos 10

e 8 respectivamente.

Portanto as raizes de g(z) sao 8, 9 e 10. E como foi ressaltado no

exemplo anterior, as outras duas raizes de f(x) estdo no corpo extensao de GF(11).



4.4 Um corpo finito grande GF(q)com caracteristica p

pequena

No terceiro caso temos um corpo finito grande G F'(¢q) com caracteristica

p pequena. Como anteriormente, ¢é suficiente considerarmos o caso onde

-
&
Il
.zs

(r — ay)
com distintos ay, o, ... ,a, € GF(q), sendo g = p".

Neste método vamos representar elementos de GF(p"), especificando 3

como uma raiz em GF(p") de algum polinomio de grau m que sera irredutivel sobre

GF(p).

Definigao 4.3 Para o € £ = GF(p") e F = GF(p) a funcao traco Trp/p(a) de o

sobre F' é definida por

n—1

Trgp(a) =a+ao?+...+a?

Em outras palavras, a funcao traco de «, sobre F' é a soma dos conju-

gados de oo com respeito a F.

Encontrado um polinomio de grau n irredutivel sobre GF'(p) e represen-

n—1 :L_pi

tados os elementos de GF(p"), o terceiro passo é definir o polinémio S(x) = > ",

= TTGF(q) (x)

A equacao Tr(a) = s tem p" ! solugoes «, sendo o € GF(q), para cada
s € GF(p). Em funcao disto, e tendo em mente o coroldrio 4.2, podemos escrever a

seguinte identidade,

o —x = H (Tr(z) —s)

s€GF(p)



Como, z*" — z, pelo teorema 1.11, é o produto de todos os polindmios
monicos irredutiveis entdao 2¥" — x = 0 mod f(x), isso implica em afirmar que
H (Tr(z) —s) =0 mod f(x)
s€GF(p)

Conseqiientemente, se f(z) é um polinémio nao linear, temos a fato-

racao,

Se a funcao traco for um escalar, outro polindomio auxiliar deve ser
encontrado. Como (3 é a raiz de um polindémio irredutivel de grau m sobre GF(p)
entao (%, 3,32, ... ,8" !, formam uma base para GF(p") sobre GF(p). Para j =
0,1,...,n — 1 nés substituimos x por 3z, obtendo a partir de,

P —— H (Tr(z) — s);

s€GF(p)

(Fap" = = [] (Tr(Fx)-s)
s€GF(p)

Berlekamp [16], mostra que nem todos os j em

p—1
o —x = H(Tr(ﬁja:) —s5)0<j<nl (4.1)

s=0
produzem uma fatoragao trivial de f(z), por esta razao todas as raizes de f(z) sdo

construidas a partir 4.1.

Para resumir, procuraremos apresentar a seguir o algoritmo usado para
encontrar as raizes de um polinémio em um corpo finito grande GF(p) com carac-

teristica p pequena,

Passo 1 Representar os elementos do corpo finito dado, em série ou na

forma vetorial ou ainda polinomial.

Passo 2 Calcular a funcao trago Tr(z) = S0 a¥".



e 2.1- Calcular cada termo que compde a fungao trago mod f(x).

e 2.2- Somar todos os termos mod f(z).

Passo 3 Calcular o m.d.c(f(z),Tr(z) — s) para todo 0 < s < p, com o intuito de

obter f(x) decomposta em s fatores, sendo denominados g(x).

Passo 4 Se cada um dos g(z) nao for um polinémio de primeiro grau,
procuraremos fatord-lo com o intuito de obter fatores de grau 1. Para isso preci-
saremos calcular a funcao trago substituindo x por Sz e os valores de ( pelos valores
deles encontrados na representacao do corpo GF(p™) feita inicialmente, e por fim

calcularemos esta fun¢ao mod f(z).
Passo 5 Calcular o m.d.c como no passo 3.

Passo 6 Repetir o passo 4 até que o resultado do m.d.c. seja polindmios

de grau 1.

O método aplicado para encontrar as raizes de polinomios pertencentes
a corpos finitos grandes com caracteristica pequena é conhecido por fatoracao f(z)

sobre GF(p").

Exemplo 4.10 Considere GF(64) = GF(2)(f) onde § é uma raiz do polinémio
irredutivel z° + z + 1 em GF(2)[z] e seja:

f(z) = '+ (B0 + 5"+ 82+ 5%) -2+ (B + B+ 824 B+ 1) -2+ (8 + 7+ 8) -2+ + 8 €
GF(64)[z]

Como ja temos o polinomio irredutivel sobre GF(2), o primeiro passo
a ser dado é fazer a representaciao dos elementos de GF(2°). A qual podemos ver

no apéndice D.

O proéximo passo é encontrar a funcao traco:

5
TT($):Zx25:x20+$21+$22+l‘23—|—3724—|—l‘25:£E+$2—{—ZE4—|—(L‘8—{—ZE16—{—Q?32
=0



Precisamos encontrar inicialmente quanto é x + 2% + 2* + 2% 4+ 216 + 232
mod f(z). Para isso calculamos cada um destes termos como veremos a seguir,
r=a;a’ =% ot = (B 4+ B+ 57) 2+ (P B S 2+ (B P+
B) x4+ 3 2% = (B 4+ +5%) 2%+ (B +B+1) -2’ + (B +B+1) o+ 5+ 5%
= +FHO) (P HE) L+ PP B =
(B + 52 +1)-2° + (87 + 81+ B2+ 07+ B+ 1) -2 + (8" + 5%) - + 57 + B°.

Apo6s substituiremos os elementos que compoem a funcao traco pelo seu

valor mod f(z).

Tr(z) =c+a?+at +28 4+ 4+ 232 = Tr(z) =+ 22+ (B + 8+ 3+
B2)-2 (3 + 8+ B2+ f+1)- 2%+ (B + 82+ 8) -w+ 87+ B+ (5 +5°+52) - 2%+ (6°+
B+1)-2?+ (B +5+1) 240+ B+ [(0°+ 52+ 0) 2 +(8+ 0) -2+ -+ 51+ 57+
B HO+1+[(B°+ 2 +1)- 2>+ (B°+ '+ B+ 2+ 6+1) -2+ (61 +3%) - a+ °+ 5

Ao resolvermos esta soma obteremos:

Tr(z) = (FP+ B+ +0+1) -2+ 5722 + (67 + 07) o+ 7+ 5 + 1
mod f(x).

Tentaremos encontrar as raizes inicialmente com j = 0. Iniciamos

calculando o m.d.c.(f(x),Tr(x)) e o m.d.c.(f(z), Tr(zx) — 1).

m.d.c.(f(z),Tr(z)) = m.d.c(f(x),( B+ +2+F+1)-23+ 5% 22+
(B +5) x4+ +1) =a®+ (B + 5+ 57) -2+ (B + 2+ 1) -2+ 5+

ao resultado deste m.d.c. denominaremos de g(z).

m.d.c.(f(z),Tr(z) — 1) =m.d.c(f(x),(°+ B+ 2+ B+1) 23+ 3°-
2?4+ (4 52) o+ P4 57) = a4

Entao, f(z) = g(x) - (x + °). Sendo que (° j& é uma das raizes

procuradas.
Escolhemos agora j = 1 e substituimos na func¢ao traco o x por 3 - z.

Tr(z) =z + 2>+ 2% + 2% 4+ 210 4 232



Tr(Bx) = (Bx) + (Bz)* + (Bx)* + (Bx)® + (Bx)'® + (B2)3* = Tr(Bx) =
81 + Fa? + Blat + Fad + B0 4 332432

Substituimos neste momento o 3, 5%, 34, 3%, 36, 332 pelos seus respec-

tivos valores encontrados quando representamos o corpo GF'(64). Também substi-

8 6

, 32 pelos seus respectivos valores mod f(x).

Fizemos a soma, obtendo, Tr(8z) = (3% + %) - 2®> + 3% -2 + 3° + 3% + 3 mod g(z).

tuimos os valores de z, 2?2, 2%, 28, 2!

Com o intuito de obter fatores menores, calcularemos o m.d.c.(g(z),

Tr(Bx)) e o m.d.c.(g(x), Tr(fz) —1).

m.d.c.(¢(z), Tr(Bz)) = m.d.c(z’ + (8* + B + 37) -2 + (6° + > + 1) -
v B4 (46 2?4 Bt B4 B4 B) = 2+ (B0 1) o B B 57+,

o resultado deste m.d.c. serd denominado de h(z).

m.d.c.(g(z), Tr(Bz) — 1) = m.d.c(z® + (B* + B3 + B2) - 2% + (3° + B* +
Dx+B+0%0°+0%) 2>+ o+ +F+0+1)=ac+p+ 0 +1

Entao, g(z) = h(x)-(x+B*+5%+1). Sendo 3*+ 3%+ 1 uma das raizes.

Como h(x) ainda nao é de grau 1 devemos escolher outro valor para j
e proceder da mesma forma que para j = 1. Entao escolhemos j = 2 e substituimos

na funcao traco o = por %x.
Tr(z) =z + 2>+ 2% + 2% 4+ 210 4 232

Tr(Bx) = (B%2) + (F2)* + (8%2)* + (B%2)° + (B°2)"° + (B*2)™ =
52$+54JZ2 —i—ﬁSZLA +516$8 +532x16 —I—ﬂ64$32.

Substituimos neste momento o 3, 3%, 3%, 3%, 3¢, 332 pelos seus respec-
tivos valores encontrados quando representamos o corpo GF'(64). Também substi-
tufmos os valores de z, 22, x4, 28, 2% 3% pelos seus respectivos valores mod f(x).

Fizemos a soma, obtendo, Tr(%x) = (8° + 3* + 1) -« + $° + $° + % mod h(z)

Novamente com o objetivo de obter fatores menores, calcularemos o

m.d.c.(h(z), Tr(6%z)) e o m.d.c.(f(x), Tr(3*z) — 1).



m.d.c.(h(z), Tr(6%)) = m.d.c(h(z), (3° + B>+ 1) -z + ° + 33 + 52) =
x4+ 3+ 1. Sendo § + 1 uma raiz de f(z).

m.dc.(h(@), Tr(Fa) — 1) = md.c(h(z), (5 + B +1) -2+ 5+ F +
B2+1)=x+ 3+ 3. Sendo 3° + 3 uma raiz de f(x).

Entao, h(z) = (z + B+ 1) - (x + 3 + 3). Encontramos portanto, mais

duas raizes de f(x).

A fatorizagdo de f(z) é, f(z) = (z+ B8+ 1)-(x+ P +8) - (x+4* +
B2 +1) - (z+5).

Portanto, as raizes de f(x) sao: S+ 1, 3+ 6, f* + 32+ 1e 3.

4.5 Um corpo finito grande GF'(q) com caracteristica p

grande

No quarto caso temos um corpo finito grande GF(q) com caracteristica

p grande. Como anteriormente, é suficiente considerarmos o caso onde

m

fl@) =] -

i=1

com distintos i, %2, ... ,Ym € GF(q). Sendo ¢ = p".

Para verificarmos se f(z) tem esta forma devemos verificar a con-
gruéncia 7 = x mod f(x), ou seja, devemos verificar se a f(x) é o produto de

polinomios irredutiveis de grau 1.

A fim de encontrarmos as raizes de f(x), a representamos como

Jj=0



Para encontrarmos as raizes do polindémio f(x) excluimos o caso trivial,

assumindo m > 2 e calculamos,

m

fk(x):Zapk-xj sendo 0 <k<n-—1

J
J=0

onde a; € GF(q) para 0 < j <m.

Quando k = 0 a fi(z) serd igual a f(x) pois a
flz) = a;-a’
=0

Sabendo que os distintos v sdo as raizes procuradas de f(z), substi-

tufmos x por v/ ’ obtendo,

=D ol Al = Qg = (F) =0
j=0

§=0
paral <i<m, 0 <k <n-—1eentao,

m

fr(2) :H(a:—yf’k) para0<k<n-—1

=1

. , ~ k . ,
Isso quer dizer que as raizes de fi(x) sao 77" ou seja, as raizes de f(x)
elevadas na poténcia p*. Ao multiplicarmos todas as fj encontradas obtemos um

polinémio F(z), ou seja,

ou ainda,
n—1 m m n—1 m
ZHHDS—% =111 - =] Faa)®
k=0 i=1 i=0 k=0 i=1

sendo que F;(z) sao fatores irredutiveis de F'(x). Alguns F;(x) podem ser idénticos,
logo temos a fatoracao de F'(x) da forma F(x) = Gi(x), -+ ,G,(x) onde Gy com 1 <
t < r s@o poténcias de Fj(x) distintos. Os F;(x) podem ser vistos como polindmios

minimos de 7; sobre GF(p) e d; é o grau do polinémio minimo.



Para fatorarmos a F'(x), ou seja encontrarmos os G¢(z), devemos usar
um dos algoritmos vistos no capitulo anterior, dentre os métodos relatados poderia-

mos usar o método de Cantor/Zassenhaus.

A fatoracdo de f(z) é entao obtida como

f@) = [ mde(f@), Gi))

Essa fatoracao geralmente é ndo trivial a nao ser que f(z) seja por si mesma uma

poténcia irredutivel.

Caso a fatoracao seja nao trivial, repetimos o m.d.c. citado acima, tro-
cando a f(x) pelo resultado do mesmo, até encontrarmos a f(z) dividida completa-

mente em fatores lineares.

Caso a fatoragao ainda seja trivial, ou seja, m.d.c.(f(x), G¢(x)) = f(x)
para algum ¢, 1 < ¢ < r, isso indica que as raizes de f(x) sdo todas conjugadas. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que r = 1 e f(x) divide fi(x). Comparando
os graus, obtemos n < d; = n. Além disso, pode ocorrer duas possibilidades: as

raizes de f(z) sdo as de algum fi(x) ou nao.

Se as raizes de f(z) nao forem idénticas, as de algum fi(x) ao calcu-
larmos o m.d.c(f(x), fr(z)) obteremos um fator # f(z) e # 1 para algum k, sendo

1 < k < n/m. Portanto, o resultado do m.d.c(f(x), fr(z)) é um fator nao trivial de

().

Se as raizes forem idénticas ao calcularmos o m.d.c(f(x), fr(x)) obte-
remos como resultado 1 para 1 < k < d = n/m e portanto f(z) é o polinémio
minimo de v;. E ; serao exatamente todos os conjugados de ;. Neste caso para
encontrarmos os fatores nao triviais de f(z) devemos transformar f(x), para isso
tomamos [ como um elemento gerador de GF(q) sobre GF(p) de tal forma que
GF(q) = GF(p")(8) = GF(p") e B ¢é algébrico de grau 2 = m sobre GF(p?) em
particular 3’ nao pertence a GF(p?) para1 < j <m — 1.



Se algum coeficiente o, # 0 de f(z) para 1 < j < n — 1, considere
F(x) = =™ - f(Bzx), que é um polinémio moénico de grau m sobre GF(gq). Como
B"=9 nao pertence GF(p?) e o, € GF(p?), segue que o coeficiente de 270 de f(x)
nao pertence GF(p?). Assim, ndo vai ocorrer que as raizes de f(z) sejam idénticas
a fy(z). Assim o algoritmo é aplicado a f,(z). Como recuperar as raizes de f(x)
a partir das raizes de f(z)? E s6 observar que f(x) = B™f(B'z) e, portanto,

qualquer fatoracdo nao trivial de f(z) fornece uma fatoracio nao trivial de f(z).

Ainda falta considerar o caso em que o coeficiente de «; de f(x) sdo
todos nulos para 1 < j < n—1. Mas entdao f(x) = 2™ +ay € GF(p?)(x), neste caso

considere, f(x) = 37" f(Bz + 1) e segue o raciocinio anterior.

Ao encontrarmos um fator nao trivial de f(x) o procedimento deve ser
continuado colocando este resultado no lugar de f(z), até que f(x) seja dividida

completamente em fatores lineares.

Procuraremos apresentar a seguir o algoritmo usado para encontrar
as raizes de um polinémio em um corpo finito grande GF'(p) com caracteristica p

grande.

Passo 1. Devemos calcular o m.d.c.(f(x), 27— x) e apds encontrar fi(x)

sendo0<k<m-—1

onde a; € GF(q) para 0 < j < m.

Passo 2. Devemos multiplicar todas as f(x) encontradas, obtendo F'(x),

ou seja,
m—1
Fa) =[] ful)
k=0

Passo 3. Devemos fatorar a F'(z), através de um dos algoritmos vistos

no capitulo anterior. Dentre os métodos relatados poderiamos usar o método de



Cantor/Zassenhaus, obtendo, F(x) = Gy(x)---G,(x) onde Gy(x) 1 <t < r é uma

série de distintos Fj(z).
Passo 4. Para encontrarmos os F; devemos calcular o m.d.c.(f(z), Gi(x)).

A fatorac@o de f(z) serd obtida através do

Hm.d.c.(f(:v),Gt(:U))

Passo 5. Geralmente essa fatoracao é nao trivial, mas caso seja trivial
devemos calcular o m.d.c.(f(x), fr(z)) para 1 < k < n/m. Se isto também nao
produzir um fator nao trivial de f(x), devemos transformar a f(z). Ao encontrarmos
um fator nao trivial de f(x) o procedimento deve ser continuado colocando este
resultado no lugar de f(z), até que f(z) seja dividida completamente em fatores

lineares.

Exemplo 4.11 Seja f(z) =2+ (B + 3+ B +6%) - 23+ (B + 8+ 52+ 8+1)-
2+ (BB +B) o+ B+ 5 e GF(2°.

Para determinarmos as raizes de f(x) calculamos inicialmente m.d.c(f(z),
1 —x) =mde(z + (P + 0+ B+ 02) P+ (B + 0+ P+ 0+1) -2+ (B +
B3+ B) x4+ 3+ 3,2 —x) = f(x), isso indica que a f(x) é o produto de fatores

irredutiveis de grau 1, ou seja, tem 4 raizes no corpo GF(2°).

A seguir, calculamos as fi(z) = Z?:o akaj para 0 < k < 5.

k=0: fo(x) =ap+ar-z+as- 22 +as -2 +ay -2 +as- 25+ ag-2°5 =
F+B+ B+ 40w+ (B + 8+ +B+1) 2+ (B + 5+ 8+ 57) -2 + 2t
k=1 filx)=ci+a? z+a3-2?+ai-2*+ai-2'+a2 25+ a2 20 =

(B2 +B)+ (B +0°+8) w4+ (B7+ 51+ 52+ B+1)% 2> + (5 + 5 + 47+ §°)* - 2° + 2

k=2 folz) =ag+af-c+as-2*+a5-2°+af -2 +ai-2° +og - 2® =

(B +8) 4+ (B'+ 3 +8) o+ (B + B+ + B+ 1) 22+ (67 + 51+ 52+ 7)1 2% 4 2



k=3 fs(z) =af+aof-z+a5-2*+af -2 +af -2 +af -2’ +af - 2® =
(B +B)°+ (B + 3 +B) - w+ (8 + B+ B+ B+ 1)% 22+ (67 + 5+ 67+ 3)° - 2° 4 2
k=4 fi(z) = alf+ai® 2+all -2 +all- 23 +alf -2t +alb 25+ il -2f =

(B2 +B)10+(81+8°+8) 10 z+ (B + 5+ 5+ 5+1)!0 2" +(8°+ '+ 7+ 5°) 10 2% + 2

k=5 fs(x) = ag?+ai? z+a3? 2?+ad? o+ ot at+ad? ad + a2 =

(ﬁ3+ﬂ)32+(544‘534‘5)32'x+(65+ﬁ4+ﬁ2+ﬁ+1)32'$2+<ﬁ5+54+ﬁ3+52>32'1?3‘1‘5174

Ao multiplicarmos todas as fi(x) obtemos o polinomio F(x) = z** +
22 4+ 222 + 22 + 220 + 210 4 212 4 27+ 2% 4 2% + 1. Fatoramos através do método de
Cantor/Zassenhaus obtendo F(z) = (z%+2*+2* +z+1)- (25+2°+2? +z+1)- (2°+
s+t +r+1)?% ouseja Gy(x) =2+t + 27+ + 1, Go(z) =2+ a5+ 22+ +1
e Gy(z) =2+t + 2 + 2+ 1.

Ao calcularmos o m.d.c(f(x), G¢(x)) obtemos
m.d.c.(f(z), 2+ 2>+ 2>+ +1) =z +
m.d.c.(f(x), 2+t +22+r+1) =2+ 0+1

m.d.c.(f(x),2° +at+2® +a+1) = +a- (B H+F+B2+5+1)+ 3%
Como o resultado deste m.d.c nao é um fator linear, calculamos novamente o m.d.c
substituindo a f(z) por 22 + z - (8* + 32 + 32+ 3+ 1) + 3% obtendo = + 3* + B e
r+ [+ 52+ 1

Portanto as raizes de f(z) sdo 3°, 3+ 1, 8>+ B3 e ' + 5% + 1.



5 CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho que ora findamos constitui-se num esforgo exercido no in-
tuito de estudar corpos finitos. Estes podem ser chamados como corpos de Galois,
uma vez que o matematico Evariste de Galois dedicou-se ao estudo e a pesquisa
destes corpos. Ele é responsavel por muitas das idéias que temos hoje sobre corpos

finitos.

Em virtude do tema ” corpos finitos” ser muito amplo, optamos pela de-
limitagao do mesmo cuja finalidade era tornar vidvel nossa pesquisa. Tracamos como

objetivo do trabalho determinarmos as raizes de polinomios sobre corpos finitos.

Ao nos debrucarmos sobre corpos finitos vimos que os mesmos podem,
essencialmente, serem caracterizados a partir de trés teoremas: o primeiro deles
afirma que cada corpo finito tem p" elementos, sendo p um primo e n um inteiro
positivo, o segundo, que dado um primo p e um inteiro positivo n, existe um corpo
finito com p" elementos, e o terceiro que todos os corpos finitos que tem o mesmo
nimero de elementos sao isomorfos. Estes corpos sao muito importantes em dife-
rentes areas da matematica, poderiamos citar, entre elas, algumas de suas aplicagoes

na criptografia e na teoria de codigos.

Vimos que para representarmos os elementos de um corpo finito de-
terminamos inicialmente um polinémio irredutivel sobre o corpo em que estamos
trabalhando e a partir dele é gerado um anel quociente. Ao optarmos pela repre-
sentacao dos corpos finitos visamos auxiliar na realizacao de operacgoes aritméticas
entre os elementos do corpo. Esta constitui-se em sua grande funcao que é dar maior

eficiéncia e facilidade nas operagoes.

Por necessitarmos da fatoracao para determinarmos as raizes de polino-
mios pertencentes a um determinado corpo finito, estudamos este tema que tem
grande importancia e aplicabilidade no campo da Matematica e areas afins. Para

o nosso trabalho bastou estudarmos os métodos de Berlekamp, Cantor-Zassenhaus



e Lidl-Niederreiter, no entanto, somos sabedores da existéncia de métodos mais

modernos, que podem ser vistos em Kaltofen [10] e [11].

Um algoritmo de fatoracao é em particular, um algoritmo para achar
raizes, visto que as raizes de um polinomios sobre um corpo finito, podem ser
determinadas a partir de fatores lineares, que sao encontrados ao fatorarmos um
polinomio. Porém as técnicas empregadas sao diferentes das usadas pelos métodos
para determinarmos as raizes e também esses algoritmos nem sempre sao os mais

eficientes.

Neste trabalho apresentamos algoritmos para determinarmos as raizes
de polinémios sobre corpos finitos, sendo que os mesmos tém sua estrutura diferente
dependendo do corpo em que o polinomio esta inserido, ou seja, um corpo primo
GF(p) considerando p pequeno, um corpo primo GF(p) considerando p grande, um
corpo finito grande GF'(q) com caracteristica p pequena e um corpo finito grande

GF(q) com caracteristica p grande.

Ao findarmos este trabalho podemos afirmar que nossos objetivos foram
atingidos, sendo este trabalho de grande utilidade para pesquisadores que tenham
o intuito de tomarem estes conhecimentos como base para um posterior estudo de

aplicagoes destes corpos finitos.
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Apéndice A RESUMO BIOGRAFICO -
EVARISTE GALOIS

Evariste Galois, matematico franceés, desenvolveu técnicas novas para
estudar a solucao de equacoes polinomiais por radicais. Seus trabalhos mostraram
que as equacoes polinomiais de quinto grau ou maior nao tém solucao em termos de

um numero finito de operacgoes aritméticas elementares e da extracao de raizes.

Galois teve uma vida muito dificil, conforme estd descrito em [7]. Nasceu
no dia 25 de outubro de 1811, no Reino de Bourg (perto de Paris). Até os doze
anos, sua Unica professora foi sua mae; somente em 1823 entrou na escola. Nos
seus primeiros dois anos de escola, era tido como um bom aluno, porém depois os
professores admiravam sua inteligéncia matematica, mas queixavam-se de que nao
realizava as tarefas solicitadas; e s6 trabalhava com assuntos de nivel matematico
bem mais elevado. Tentou por duas vezes a admissao na escola Politécnica, mas nao

passou. Entrou entao, na escola normal, a qual concluiu em 1829.

Galois teve seus trabalhos, por diversas vezes, ignorados ou até mesmo,
perdidos. Deu a Cauchy um artigo que continha seus resultados mais importantes;
mas nao guardou consigo uma cépia, e Cauchy o perdeu. Apds, submeteu um artigo
ao prémio da Academia de Matematica. O artigo foi enviado a Fourier, que era o
entao secretario da Academia, que morreu logo apds. E o artigo nunca foi encon-
trado. Poisson convidou Galois para submeter os resultados que encontrou sobre a

Teoria de Grupos a Academia, mas Poisson os considerou algo incompreensivel.

Galois, sempre um radical, foi preso em maio de 1831, ap0s ter feito
um brinde, o qual foi considerado uma ameaca ao rei. S6 conseguiu ser libertado em
junho de 1831. E ja em julho do mesmo ano, foi preso outra vez por ter estragado o
uniforme de um guarda da artilharia nacional, visto como uma atitude ilegal. Além

disso, Galois portava um rifle carregado, diversas pistolas e um punhal.



Em marco de 1832, uma epidemia de célera tomou conta de Paris e
os prisioneiros, incluindo Galois, foram transferidos para uma pensao. La conheceu

uma moca, Stephanie, pela qual se apaixonou.

Apos ser solto da prisao, trocou cartas com Stephanie, e fez mencao
a ela em seus manuscritos. Provavelmente tenha sido esse o motivo do duelo com
Perscheux d’Herbinville, no qual ficou muito ferido. Acabou falecendo no dia 31 de

maio de 1832.

Enquanto estava encarcerado, e na noite anterior ao duelo, escreveu

artigos que continham muitos conhecimentos matematicos.

Seu irmao e o amigo Chevalier copiaram seus artigos matematicos e os
enviaram a Gauss, a Jacobi e a outros. Nao se tem conhecimento de que eles tenham
feito algum comentario sobre os mesmos. Mas esses artigos chegaram até Liouville,

que em 1843, os anunciou para a Academia e os publicou em periédico em 1846.

A teoria que Galois esbogou nestes artigos é hoje chamada Teoria de
Galois. Dentre muitos resultados desta teoria, o mais conhecido é o que se refere
a um problema estudado por muitos cientistas durante séculos, ou seja, que uma
equagao polinomial de grau maior do que 4 nao é solivel por radicais, o que significa
que nao existe uma féormula simples que contenha radicais e operacoes aritméticas

para as raizes de um polinomio de grau > 5.



Apéndice B ALGORITMO DE EUCLIDES

O matematico grego Euclides que viveu de 330 a.C. a 275 a.C. na cidade
de Alexandria, na Grécia, desenvolveu um algoritmo para calcular o maximo divisor
comum entre dois nimeros (ou polinomios), que leva o seu nome Algoritmo de

Euclides.

As operagoes sao realizadas obtendo um quociente e um resto, que
obedecem a propriedade do dominio Euclidiano. Se a,b € D, b # 0 entao a div b =

q e a mod b = r satisfazendo a = b - ¢ + r, com grau(r) < grau(b) ou r = 0.

A propriedade acima aplicada ao dominio Euclidiano Z, é também
aplicada ao dominio Euclidiano F[z], onde F' é um corpo. Suponha sem perder
a generalidade, que g # 0. Definimos f(z) div g(z) e f(z) mod g(z) obtendo

respectivamente, um unico quociente g(x) e resto r(x) que satisfaz a propriedade:

f(z) = g(x) - q(z) + r(x), sendo grau r(z) < grau g(z).

Para aplicarmos o algoritmo de Euclides devemos seguir os seguintes

passos:
Passo 1 Dividimos f por g, obtendo um resto r. Reescrevemos o m.d.c.
m.d.c(f,g) = m.d.c.(g,r).

Passo 2 Repetimos o passo 1 até encontrarmos grau(d(z)) > grau(r(z)).

Exemplo B.1 Seja f(x) =2' + 23+ 1 e g(x) = 2* — z. Aplicando o algoritmo de

Euclides calculamos o m.d.c entre f(z) e a g(x) obtendo,



m.d.c(z* + 23+ 1,2 —2) =

m.d.c.(b,a mod b)
m.d.c(z* —z, 2% + 1 + 1)
m.d.c.(z® + x + 1, —2%)
m.d.c.(—2*,z + 1)
m.d.c(x + 1, z)

m.d.c(z, 1)

m.d.c(1,0)

Exemplo B.2 Seja f(z) =2°—4-2*—4-23+4 -2 e g(z) = 2° — x. Aplicando o

algoritmo de Euclides calculamos o m.d.c entre f(x) e g(x) obtendo,

m.d.c(z’ —4-2* —4-2% +4.2,2° — 1)

= mudec (2’ —x,—4-2* —4-2%)

= mde(—4-2* —4-2% 2% — 1)

(
(
= m.d.c.(2® —z,2° + 1)
= m.d.c.(x® +2,0)

= 224z



Apéndice C EXEMPLIFICANDO A
FATORACAO LIVRE DE
QUADRADOS

Vimos no capitulo 3 que nem sempre ao fatorarmos um polinémio ar-
bitrario encontramos somente fatores irredutiveis distintos. Mas que é possivel re-
duzirmos a fatoracao para encontrarmos somente estes fatores irredutiveis distintos.

Considerando f(x) € GF(q)[z] calculamos primeiramente a derivada f'(x).

Relembrando, o teorema afirma que se f’(x) nao der zero, entdo nds
calculamos o m.d.c.(f(x), f'(x)). Se o resultado do m.d.c. tiver grau positivo, entao
esse é um fator proprio de f(x). Retiramos este fator de f(z) e repetimos o calculo
do m.d.c., se der 1 entdo f(z) ndo tem mais fatores repetidos.

n/q n/q
Se f'(x) der zero, nés temos uma f(z) = Z fi-a? = (Z £ ah)e,
=0 i=0

ou seja, a f(x) é uma poténcia de g.

Para reduzirmos a fatoragao somente a fatores irredutiveis distintos

1 )
devemos fatorar o termo f - z'. E apés procedemos como no caso onde f'(x) # 0.

Exemplo C.1 Seja f(z) = 2% — 72° + 32* — 72® + 42? — z — 2 € GF(5). Entdo a
f'(x) = 62° — 352" + 1223 — 212% + 8z — 1. Para determinarmos a parte de f(z)
que é composta somente por fatores irredutiveis calculamos m.d.c.(f(x), f'(z)) =

m.d.c.(z® — 725 + 32* — Ta® + 42? — 2 — 2,62° — 352* + 1223 — 212° + 8z — 1) = 1.
Como a f'(z) #0eom.d.c. deu 1, entao f(z) ndo tem fatores repetidos.

Exemplo C.2 Seja f(z) = 2 +4x+4 € GF(3). Entdo f'(x) = 2x+4. Para encon-
trarmos a parte de f(x) que é composta somente por fatores irredutiveis calculamos

om.d.c.(f(z), f'(x)), ou seja, m.d.c.(x® + 4w + 4,21 + 4) = x + 2.

Como o resultado foi x 4 2, entdo f(x) pode ser reduzida. Retiramos

da f(x) o x+2, obtendo z +2. Calculamos novamente o m.d.c(f(z), f'(z)), ou seja,



m.d.c.(x+2,1) = 1. Como o resultado do m.d.c é 1 entdo f(z) nao tem mais fatores

repetidos. A parte de f(z) que é composta somente por fatores irredutiveis é x + 2.

Exemplo C.3 Seja f(z) = 2* + 2% € GF(2). Entao f'(z) =4-2° +2 -z como é
mod 2, a f'(z) = 0. Quando a derivada é zero, podemos escrever a f(x) como uma
poténcia de ¢, ou seja, (z* + x)?, nos preocupando somente com o termo do meio,
que no caso é 2 + . Iniciamos calculando a derivada deste termo que é 2 -z + 1
e apds calculamos, o m.d.c.(f(x), f'(x)) = m.d.c(x®> + z,2 - x + 1) como este célculo

tem como resposta 1, podemos afirmar que f(z) ndo tem mais fatores repetidos.



Apéndice D REPRESENTACAO DO CORPO
GF(29)

Abaixo estd representado o corpo GF(2°), onde 3 é uma raiz do polinémio

irredutivel z° + z + 1 em GF(2)[z].

Tabela D.1: Representacdo do corpo GF(2°)

Representacao Representacao Representacao
em série polinomial vetorial

0 0 (0, 0,0, 0,0,0)
o 164 (0, 1,0,0,0,0)
o? 3? (0,0,1,0,0,0)
o’ 33 (0, 0,0, 1,0,0)
at B (0,0, 0, 0,1, 0)
a® 3° (0, 0,0,0,0,1)
ab B=p+1 (1,1, 0,0, 0, 0)
af B =p2+4 (0,1, 1,0,0,0)
a® 6= 3B+ 52 (0,0, 1,1,0,0)
o’ B =pt+ 53 (0, 0,0, 1, 1, 0)
ol plo =5+ p (0,0,0,0, 1, 1)
al! plr=p"+p+1 (1,1,0,0,0, 1)
al? 2= +1 (1,0, 1,0, 0, 0)
a'l BB =p34+p (0,1,0,1,0,0)
ol g = pt+ g2 (0,0, 1,0, 1, 0)
al® B =+ 33 (0,0,0,1,0, 1)
alt Bo=pt+p5+1 (1,1,0,0, 1, 0)
al” Bl =p"+ 52+ 0 (0,1,1,0,0, 1)
o's =3 +32+0+1 (1,1, 1, 1,0, 0)
al? pY=pr+33+3+p5  (1,1,1,1,1,0)
a?0 U=+ +3+3*  (0,0,1,1,1,1)
a?! A=+ +33+8+1 (1,1,0,1,1, 1)
a?? B=p 46+ 32 +1 (1,0,1,0,1, 1)
a?? BB =3 +34+1 (1,0,0,1,0,1)
a?t B =p4 41 (1,0,0,0,1,0)
a?® B3P =p+p (0,1,0,0,0,1)
a?® B =3 +p5+1 (1,1, 1,0,0,0)
a7 =3 +32+0 (0,1, 1, 1,0, 0)




Tabela D.1: (continuagao) Representagdo do corpo GF(2°)

(0,0,1,1,1,0)

ﬁ4+63+62

628

0128
Oé29
0630

(0,0,0,1,1, 1)

P45+

ﬁ29

(1,1,0,0,1, 1)

g4+ 6+1
P+ 3+

530

(1,0,1,0,0,1)
(1,0,0,1,0,0)

631 =

0431

G +1
G+
G+ 5
BE+p+1
B+ 2+
5+ 687+
'+ 32+ 6+1

632

ﬁ32

(0,1,0,0,1,0)
(0,0,1,0,0,1)

ﬂ33

533

634
ﬁ35

534

(1,1,0,1,0,0)
(0,1,1,0,1,0)

(0,0,1,1,0,1)

635

ﬁ36 =
637
638
639
540

536

a37
0638
0639
a40

(1,1,0,1,1,0)

(0,1,1,0, 1, 1)
(1,1,1,1,0,1)

B+ P+
P+ +8+1

(1,0,1,1,1,0)

B+ +p+1
P+ +0
B+ ++0+1

ﬁ41 =
ﬁ42
543

a41

(0,1,0,1,1, 1)

(142

(1,1,1,0,1, 1)
(1,0,1,1,0, 1)

Oé43
Oé44
0645
0446

P+ +1

644

(1,0,0,1, 1, 0)
(0,1,0,0,1,1)

B+ +1

545

=P +0+0
B+ +5+1

ﬁ46
547

(1,1,1,0,0,1)
(1,1,1,0,0,0)

(0,1,0,1,1,0)

47

3

P+ +1

ﬁ48

(1/48
Oé49

=0+ +0
5+ 6+
G+ 3+ 6+1

ﬁ49

(0,0,1,0,1, 1)

650
651

0650

(1,1,0,1,0, 1)
(1,0,1,0,1,0)

0651

B +p 41

552

0652
0453
a54
0155
Oé56

(0,1,0,1,0,1)

F++0
P+ 82+ 08+1

ﬂ53
554
ﬁ55
556

(1’ 17 17 07 17 1)
(0,1,1,1,0, 1)

B+ +5+0
B4+ B3 +32+8+1
B+ +++p

BP+3 + 8+ +6+1

(1,1,1,1,1,0)

(0,1,1,1,1, 1)
(1,1,1,1,1,1)

657
658

a57
OéSS
0659
Ck60

(1,0,1,1,1, 1)

P+ +5 41

559

B+p+ 50+ 1 (1,0,0,1,1, 1)
(1,0,0,0,1,1)

660

B+ +1

ﬁ61

aﬁl

(1,0,0,0,0,1)

=341

ﬁGQ

(162
a63

(1,0,0,0,0,0)

1

ﬁGB







