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Resumo

Neste trabalho estudamos trés generalizagoes para o Ultimo Teorema de
Fermat.

A primeira generalizacao trata de expoentes negativos e de expoentes
racionais. Além de mostrar em que casos estas equacgoes possuem solucgoes,
damos uma caracterizagao completa para todas as solucoes inteiras nao-nulas
existentes.

A segunda generalizacao também trata de expoentes racionais, porém
num contexto mais amplo. Aqui permitimos que as raizes n-ésimas sejam
complexas, nao necessariamente reais.

Na terceira generalizacao vemos que o Ultimo Teorema de Fermat também
vale para expoentes inteiros gaussianos.

Abstract

In this work we study three extensions of Fermat’s Last Theorem.

The first extension deals with negative and rational exponents. Here we
show when these equations have nonzero integral solutions and we charac-
terize these solutions when they exist.

The second extension also deals with rational exponents, but in a wider
context. Here we allow the use of complex roots, not necessarily the real
ones.

In the third extension we show that Fermat’s Last Theorem also holds
for Gaussian integer exponents.
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Introducao

Por volta de 1637, o seguinte resultado foi enunciado pelo matematico
francés Pierre de Fermat.

Teorema 0.1. Se m € um niumero inteiro maior que 2, entdio a equagao
™ 4+ y™ = 2™ nao tem solugao inteira com xyz # 0.

Fermat, que afirmava ter a demonstracao para este resultado, acabou
morrendo sem divulgar sua solucao. Este problema ficou entao conhecido
como Ultimo Teorema de Fermat, e ficou em aberto por mais de 350 anos.
Ao longo destes anos, muitos matematicos dedicaram suas carreiras a ten-
tativa de provar este teorema. Finalmente em 1995, o matematico Andrew
Wiles conseguiu provar o Ultimo Teorema de Fermat. Sua demonstragao, que
utiliza teorias avancadas, nao sera estudada nesta dissertacao, podendo ser
encontrada em [6] e [9], mas utilizaremos, em varios momentos, o resultado.

A partir do resultado proposto por Fermat, ja foram estudadas varias
generalizagoes, algumas antes mesmo da prova do teorema. Nesta dissertacao
vamos estudar as generalizagoes feitas em [2], [7] e [10].

No Capitulo 2 mostraremos o trabalho de Tomescu e Vulpescu-Jalea apre-
sentado em [7]. Veremos aqui generalizagoes para expoentes negativos e para
expoentes racionais m/n. No caso dos expoentes racionais, trabalharemos
apenas com raizes n-ésimas reais, porém sem restricoes para os valores de
m. Além disso, caracterizaremos todas as solugoes destas equagoes, quando
existirem. Neste caitulo provaremos os seguintes resultados:

Teorema: Seja m € N*, m > 2. Entao ™™ + y~™ = z~™ nao tem solugao
inteira.

Teorema: Sejam m,n € Z* com n > 2 tais que mdc(m,n) = 1. Entao
/" 4y = 2™/ ngo tem solucio inteira com xyz #0sem# +1,+2.



No Capitulo 3 veremos a generalizagao para expoentes racionais feita em
2] por Bennett, Glass e Székely. No teorema mostrado por eles trabalhare-
mos com raizes n-ésimas complexas da unidade, porém exigiremos m > 2.
Mostraremos o teorema a seguir:

Teorema: Sejam m e n niimeros inteiros positivos primos entre si com m >
2. Entao a equagao ™ 4 y™ = 2™ possui uma solugao complexa (a, b, ¢) com
a™, b", c" € 7 se e somente se n € divisivel por 6. Neste caso, a™ = b" = c".

Finalmente no Capitulo 4 veremos a generalizacao de Zuehlke para ex-
poentes inteiros gaussianos mostrada em [10]. Esta generalizagao é dada pelo
seguinte teorema:

Teorema: Sejam m,n € Z com m # 0. Entao a equagao

n4+im 4 ynJrim — n—+im

T z

nao possui solugoes inteiras nao-nulas.

Antes de provar estas generalizagoes, vamos analisar alguns resultados da
Teoria de Galois, ferramenta que sera usada no Capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao provados alguns resultados da Teoria de Galois que
serao necessarios nos proximos capitulos.

1.1 Extensoes de Corpos

Sejam K e L corpos de caracteristica zero.

Definicao 1.1. Dizemos que L é uma extensao de K se existe um monomor-
fismoi: K — L.

Observagao 1.2. Note que, associando K com i(K), podemos pensar que
K C L.

Definicao 1.3. Sejam L uma extensao de K e L* uma extensao de K*.
Dizemos que estas extensoes sao isomorfas se existem isomorfismos \ : K —
K* p: L — L* tais que plx = .

Definicao 1.4. Seja o € L. Dizemos que « é algébrico sobre K se existe um
polinémio nao-nulo p(x) € K|x] tal que p(a) = 0.

Definicao 1.5. Se a € L nao é algébrico sobre K, entao dizemos que « é
transcendente sobre K.

Definicao 1.6. Dizemos que L é uma extensao algébrica de K se todo ele-
mento de L ¢é algébrico sobre K. Caso contrario, dizemos que L ¢é uma
extensao transcendente de K.



Definigao 1.7. Seja aw € L. K(«) é o menor corpo contendo K e a. Indu-
tivamente definimos K (o, ..., ) = K(aq, ..., p—1) ().

Definicao 1.8. Dizemos que L é uma extensao simples de K se existe a € L
tal que L = K(«).

Definicao 1.9. Seja a € L algébrico sobre K. O polinomio minimo de
a sobre K é um polinémio moénico p,(z) € Klz| de grau minimo tal que
Pa(a) =0.

Observacao 1.10. Decorre diretamente da definicao que o polinomio minimo
é sempre irredutivel.

Proposicao 1.11. Seja a € L algébrico sobre K e seja q(x) € K|x] tal que
q(a) = 0. Entdo p,(x) divide q(z) em K.

Demonstragao: Como ¢(a) = 0, temos que o grau de ¢(x) é maior ou igual
ao grau de p,(z). Logo, existem polinomios 7(z), s(z) € K[x] tais que

q(x) = pa(@) - s(x) +r(2)

com o grau de r(z) menor que o grau de p,(x). Logo,

0= g(a) = pa(@) - s(a) +r(a) = r(a).

Se r # 0 temos um absurdo, pois pela defini¢ao de polinémio minimo o grau
de po(z) é minimo. Entao r(z) =0 e p,(z) divide ¢(x). O

Observacao 1.12. Obtemos da proposicao anterior que o polindomio minimo
é unico. De fato, suponhamos que existam dois polindbmios monicos de grau
minimo 7 p,(x), pl,(z) tais que p,(a) = pl,(a) = 0. Da proposic¢ao anterior,
temos p,(z)|p, () e também p (z)|pa(x). Logo, estes polinomios diferem
por uma constante multiplicada. Mas p,(z),p., () sdo moénicos, entao esta
constante é igual a um e portanto p,(z) = p.(x).

Lema 1.13. Se ¢ : K — R ¢ um homomorfismo de anéis, K € um corpo e
¢ # 0, entdo ¢ € um monomorfismo.

Demonstracao: Seja I = Ker¢. Sabemos que I é um ideal de K. Como
K é um corpo, seus unicos ideais sao 0 e K. Mas I = K nos déd ¢ = 0. Logo,
I =0 e ¢ é um monomorfismo. 0



Lema 1.14. Se m € K|[z| € um polinémio irredutivel e I = (m) € o ideal de
K|x] gerado por m, entao K|x|/I é um corpo.

Demonstracao: Seja f + I um elemento nao-nulo de K[z]/I. Como f ¢ I
e m é irredutivel, temos mdc(m, f) = 1. Entao existem a,b € K[z| tais que:

af +bm = 1.
Passando ao anel quociente obtemos:
(a+D(f+D)+O+D(m+I)=(a+I)(f+])=1+1

pois m+ I = I = 0. Dai temos que a + I é o inverso de f + I e portanto
K[z]/I é um corpo. O

Proposicao 1.15. Se m € K[x] € um polinomio ménico e irredutivel sobre

K, entao eriste uma extensio K(«) de K tal que m € o polindmio minimo
de a sobre K.

Demonstracao: Sejam i : K — K|x] o monomorfismo identidade, I =
(m) o ideal de K|[x] gerado por m e v : K[z] — Klz|/I o homomorfismo
projegao. Por 1.14, K[z]/I é um corpo. Logo, por 1.13, vi : K — K|[z|/I
¢ um monomorfismo e podemos identificar K com K’ = v(i(K)) C K[x]/I.
Vejamos agora que Kz|/I = K'(z + I).

Seja f + I € K[z]/1, onde f(z) = ap+ a1 + ... + a,2". Entao:

f+I=(a+D)+(a+Hx+1)+..+ (an+)(z+ )"

Logo, f+1 € K'(x+ I). Reciprocamente, seja i € K'(x+ I). Temos clara-
g

mente que f,g € K[z]/I. Como, por 1.14, K[x]/I é corpo, entdo é € Klz]/I.
g
Notemos agora que m é o polinémio minimo de x + I em K|z| pois:

m(z+I)=m(x)+1=1=0

e ainda m é um polindbmio moénico e irredutivel. O



Lema 1.16. Sejam K(«) uma extensao algébrica simples de K e po(z) €
K|x] o polindmio minimo de o sobre K. Entao todo elemento de K(«) pode
ser unicamente expressado na forma q(«), onde q(x) € Klz| e o grau de q(z)
¢ menor que o grau de py(z).

fla
Hol com f,9 € Klal, o(e) #
0. Portanto, p,(x) nao divide g(z). Como p,(z) é irredutivel sobre K, entao
mdc(pa, g) = 1, 0 que implica que existem a, b € K|x] tais que ag + bp, = 1.
Logo:

Demonstracao: Seja k € K(«). Entao k =

1= a(a)g(@) + b(a)pa(a) = ala)g(a).

Obtemos entao:

w

I

‘\/

I
=
2
2

Q
~—r

I

h(a), com h(z) € K|x].

Seja r(x) o resto da divisao de h(x) por p,(z). Entao Or < dp, e ainda:
h(a) = pa(a)s(a) + r(a) = r(a).

Dai temos k = r(a), com r(z) € K[z] e Or < Op,.
Suponhamos agora que k = r(a) = ¢(«) com r(x),q(x) € K[z] e Or,0q <
Opo. Seja u =1 — q. Temos que Ou < Op, €:

u(a) =r(a) —qla) =k —k=0.

Logo, pela definicao de polindmio minimo, temos que v = 0 e portanto
r(z) = q(z). [

Proposicao 1.17. Sejam K(«), K () extensdes algébricas simples de K tais
que a e B possuem o mesmo polindmio minimo p(x) sobre K. Entdo as
extensoes K(a) e K(f) sdo isomorfas e este isomorfismo pode ser tal que o
¢ levado em (3.

Demonstragao: Sejam z,y € K(«). Entao, por 1.16:
r=fla) =z0+ T+ ... +1,0", com f(x) € Klx]
y=g(a)=yo+wpa+..+ya", com g(z) € K|x]

7



onde n = dp, — 1. Definimos:

onde ¢(z) € Klx] e g < n = dp, — 1. Por 1.16, ¢ é claramente sobre-
jetora. Além disso, ¢(1) = 1 nos d4 ¢ injetora. Vejamos agora que é um
homomorfismo:

o(r+y) = o((f +9)(a) = (f+9)(B) = f(B) +9(B)
= o(f(a)) + o(g(a)) = d(x) + o(y).

Seja h(a) = xy. Temos que:

¢(x) - o(y) = f(B) - 9(B) e p(xy) = h().

Mas:
fla) - g(a) = h(a) = zy — zy = 0.

Logo, pa|(fg — h), ou seja, existe q(z) € K[z] tal que fg = pog + h. Entao
F(B)g(B) = pa(B)a(B) + h(B) = h(3), pois pa(x) = pg(x). Portanto:

o(zy) = h(B) = f(B) - 9(B) = ¢(x) - d(y)

e segue que ¢ é um isomorfismo tal que ¢|x = id e ¢p(a) = . O

Definicao 1.18. Seja ¢ : K — L um monomorfismo de corpos. Podemos
definir naturalmente um monomorfismo i : K[z] — L[z] por:

i(ko + kix + ... + kpa™) = i(ko) +i(k1)x + ... +i(k,)2"™
Observacao 1.19. Se i é um isomorfismo, entao i também é um isomorfismo.

Proposicao 1.20. Sejam K, L corpos e i: K — L um isomorfismo. Sejam
K(a), L(B) extensoes algébricas simples. Se i(mq(x)) = mg(x), entdo existe
um isomorfismo j : K(a) — L(0) tal que jlx =1 e j(a) = 3.

Demonstragao: Sejan = dm,—1. Todo elemento de K («) pode ser escrito
da forma p(a) = ko + kya+ ... + k,a”. Definimos entao j : K(a) — L(5) da



forma j(p(a)) = i(p)(B). Temos que j é claramente bijetor, vejamos entao
que é homomorfismo:

Logo, j é um isomorfismo de corpos. Além disso, j|lx = i e j(a) = [ e
portanto as extensoes sao isomorfas. [

1.2 O Grau de uma Extensao

Definicao 1.21. O grau de uma extensao L de K, notado [L : K], é a
dimensao de L considerado como K-espago vetorial.

Proposicao 1.22. Sejam K C M C L corpos. Entao
[L:K|]=[L:M]-[M:K].

Demonstracao: Sejam (z;);c; base de M como K-espago vetorial e (y;);es
base de L como M-espago vetorial. Vejamos que (x;y;)icr jes ¢ base de L
como K-espaco vetorial.

Primeiramente vejamos que (z;y;)ier jes ¢ um conjunto linearmente inde-
pendente sobre K. Suponhamos que existe uma combinacao linear nula

@] i

J

com k;; € K. Como ) . kjx; € M e (y;)jes ¢ um conjunto linearmente
independente sobre M, temos que ), k;x; = 0 para todo j € J. Mas
ki; € K e (x;)ier ¢ um conjunto linearmente independente sobre K, entao
kij = 0 para todos i € 1,7 € J.



Vejamos agora que (z;Y;)ierjes gera L sobre K. Seja | € L. Entao
existem y; € L e m; € M tais que [ = Zj m;y;. Mas sabemos também que
para todo j temos m; =Y. k;;jx;, com k;; € K. Temos entao

7 1,5

J

Proposigao 1.23. Seja K(a) uma extensdio simples. Se K(«) € transcen-
dente, entio [K(«a) : K] = co. Se K(a) é algébrica, entao [K(a) : K] =
Opa(z).

Demonstracao: Se o é transcendente, basta notar que 1,a,a?,... sao li-
nearmente independentes sobre K. Logo, [K(a) : K] = oo. Para o caso
algébrico, seja n = dp,. Decorre de 1.16 que 1,a,a?,...,a" ! é uma base de
K(a) como K-espago vetorial. Portanto, [K(«) : K| =n = 0p,(x). O

Lema 1.24. L € uma extensdao finita de K se e somente se L € algébrica
sobre K e existem ayq, ...,a5 € L tais que L = K (o, ..., ).

Demonstracgao: Seja L uma extensao finita de K. Entao existe uma base
aq,...,as de L como K-espago vetorial, o que nos dd L = K(ay,...,ap).
Vejamos que a extensao é algébrica. Sejam n = [L : K] el € L. Entao
1,1,...,1" é linearmente dependente e portanto existem kg, ..., k, € K tais
que ko + kil + ... + k0™ = 0, ou seja, [ é algébrico sobre K. Concluimos que
a extensao ¢ algébrica.

Reciprocamente, seja K (aq, ..., o) uma extensao algébrica. Vejamos por
inducao que esta extensao é finita. Se s = 1, temos de 1.23 que a ex-
tensdo é finita. Suponhamos agora que K(aj,...,as_1) é finita. Temos que
K(ay,...,a5) = K(aq,...,a5-1)(as) e ainda, por 1.22:

[K(ov,...,a5) : K] = [K(aq, ..., as-1)(as) : K(aq, ..., a5-1)]
K (a0 1) s K] =nom

onde n = dm,, sobre K(ay,...,as_1) e m = [K(ay,...,as_1) : K|. Logo,
K(ay,...,a5) é uma extensao finita de K. O

10



1.3 Extensoes Normais e Separaveis

Definigao 1.25. Seja f € K|z|. Dizemos que f se decompde sobre K se f
pode ser expresso como um produto de fatores lineares da forma:

f(x)=k(x —aq)...(x — ay)
onde k,aq,...,a, € K.

Definicao 1.26. O corpo ¥ é dito um corpo de decomposicao para o polinémio
f e Klz]se KCXe:

i) f se decompde sobre K.
ii) Se K C Y C X e f se decompde sobre 3 entao ¥/ = .

Observagao 1.27. A condicao ii) da definigdo de corpo de decomposicao é
claramente equivalente a dizer que ¥ = K(oy,...,0,), onde o1, ..., 0, sdo as
raizes de f em X..

Proposicao 1.28. Seja f € K[x]. Entdo existe um corpo de decomposi¢ao
para f.

Demonstracao: Provaremos por indugao em n = df. Se df = 1 entao f
se decompoe sobre K. Suponhamos agora que f nao se decompoe sobre K.
Seja f; um fator irredutivel de f de grau maior que um. Entao, por 1.15,
existe K (oq) tal que fi(o1) = 0. Logo, em K(oy)[x] temos f = (z — o1)g
onde dg = df — 1. Pela hipdtese de indugao existe 3 corpo de decomposigao
de g sobre K(oy) e portanto ¥ também é corpo de decomposigao de f sobre

K. 0J

Proposicao 1.29. Sejam i : K — K' um isomorfismo de corpos, f € K|x]
e X um corpo de decomposicio de f sobre K. Seja L uma extensio de K’ tal
que i(f) se decompie sobre L. Entao existe um monomorfismo j : ¥ — L
tal que jlg = 1.

Demonstracgao: Provaremos o resultado por indugdao em 9f. Se df = 1,
entdo ¥ = K e o resultado ¢ trivial. Se 0f = n, em X[z] temos:

flz) =k(zx —o1)...(x — 0y).

11



Temos que m,, € K[z] é um fator irredutivel de f e que i(m,,) divide i(f),
que se decompoe sobre L. Logo, em L[x] temos:

i(my,) = (z —aq)...(z — o).

Como i(m,,) ¢ moénico e irredutivel sobre K’', entao i(my,) = m,, sobre
K'. Por 1.20 obtemos que existe um isomorfismo j; : K(oy) — K'(a;) tal
que j1|lg =i e ji(o1) = ay. Agora ¥ é um corpo de decomposicao de g =
f/(x —0oy) sobre K(o1) e pela hipétese de indugao existe um monomorfismo
J ¥ — L tal que j|g(,) = ji. Entdo j|x = i, de onde segue o resultado. [

Proposigao 1.30. Sejam i : K — K' um isomorfismo de corpos, T um
corpo de decomposicao de f sobre K e T" um corpo de decomposi¢ao de i(f)
sobre K'. Entao existe um isomorfismo j : T — T tal que j|x =i, ou seja,
T e T’ sao extensoes isomorfas.

Demonstragao: Por 1.29 sabemos que existe um monomorfismo j : 7' — T”
tal que j|x = i. Mas i(f) se decompde sobre j(T) C T" e T" é um corpo de
decomposigao de i(f), entdo j(1) =T" e j é um isomorfismo. O

Definicao 1.31. Uma extensao L de um corpo K ¢é dita normal se todo
polinémio irredutivel sobre K que possui uma raiz em L se decompoe em L.

Proposicao 1.32. Uma extensao L de um corpo K é normal e finita se e
somente se L € o corpo de decomposi¢ao para algum polinomio f € K|x].

Demonstracao: Suponhamos que L é uma extensao normal e finita de
K. Por 1.24, temos que L = K(ay,...,a5), com «; algébrico sobre K para
t=1,...,s. Seja f =mg, - ... - My,. Temos que cada m,, ¢ irredutivel sobre
K e possui uma raiz «; em L. Logo, como L é normal, m,, se decompoe
sobre L. Além disso, como L é gerado por K e por raizes de f, entao L é o
corpo de decomposicao de f sobre K.

Reciprocamente, suponhamos que L é o corpo de decomposicao de um
polinéomio g € K[z]. Por 1.24, sabemos que L é uma extensao finita de K.
Vejamos que é normal. Seja f € K[z] um polindémio irredutivel com uma
raiz 61 € L. Sejam M O L o corpo de decomposicao de fg sobre K e 8, € M
uma raiz de f. Temos:

[L(61) : L][L : K] = [L(61) : K] = [L(61) : K(61)][K(6:) : K].

12



[L(62) : L][L : K] = [L(02) : K] = [L(02) : K(62)][K(62) : K].

Por 1.23, [K(6,) : K] = [K(f) : K]|. Além disso, L(f;) é um corpo de
decomposicao de g sobre K (6;), logo, por 1.17, as extensoes L(6,), L(62) sao
isomorfas e portanto [L(0;) : K(61)] = [L(62) : K(02)]. Concluimos entao que
[L(0y) : L] = [L(62) : L)] = n. Mas 0, € L nos dd n =1 e conseqiientemente
0y € L, de onde segue que f se decompoe sobre L, ou seja, L é uma extensao
normal de K. OJ

Definigao 1.33. Um polinomio irredutivel f € K[z] é separdvel sobre K
se nao possui raizes multiplas em um corpo de decomposicao. Dizemos que
um polinomio qualquer é separavel sobre K se seus fatores irredutiveis sao
separaveis sobre K.

Definicao 1.34. Seja L uma extensao algébrica de K. Dizemos que o € L
é separavel sobre K se m,, é separavel sobre K. A extensao L é separavel se
todo a € L é separavel sobre K.

Lema 1.35. Seja L uma extensdao algébrica e separdvel de K e seja M um
corpo intermedidario. Entao M € uma extensao separdvel de K e L € uma
extensao separdvel de M.

Demonstragao: M é claramente separavel sobre K pois « € M C L e
me € K[x] é separdvel sobre K. Sejam a € L e my,my; seus polindmios
minimos sobre K e sobre M. Temos que « é separavel sobre K, entao mg
nao possui raizes multiplas. Mas my/|my em M|z], logo, my ndo possui
raizes miultiplas e portanto é separavel sobre M. Segue dai que L é uma
extensao separavel de M. [

1.4 K-Automorfismos e K-Monomorfismos

Definicao 1.36. Sejam K C L corpos. Um automorfismo « de L é dito um
K-automorfismo se a(k) = k para todo k € K.

Definigao 1.37. O grupo de Galois I'(L : K') de uma extensao é o grupo for-
mado pelos K-automorfismos de L com a operagao de composicao de fungoes.
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Definigao 1.38. Seja H um subgrupo de I'(L : K). O corpo fixo de H,
notado HT, é formado pelos elementos de L que sao fixados por todos os
K-automorfismos de H.

Definicao 1.39. Sejam L uma extensao de K e M um corpo intermedidrio.
M*=T(L: M) é o grupo formado pelos M-automorfismos de L.

Lema 1.40. Se K, L sao corpos, entdo todo conjunto de monomorfismos
distintos i : K — L € linearmente independente sobre L.

Demonstragao: Sejam Ay, ..., \, monomorfismos distintos com n > 1.
Suponhamos por absurdo que

al/\l(x) —+ CLQ)\Q(I) + ...+ an/\n(x) =0

para todo z € K com a}s € L nao todos nulos. Sem perda de generalidade
suponhamos que n é o nimero minimo de a;s nao nulos tais que a igualdade
ocorre. Como A\ # A, existe y € K tal que A\i(y) # A\.(y), 0 que garante
y # 0. Temos:

0=a i (zy) + ... + ap n(2y) = M () A1 (y) + ... + andn(2) A0 (y)
para todo x € K. Multiplicando a primeira equagao por A;(y) obtemos:
a1 A1 ()M (y) + ... + ap ()N (y) = 0.
Logo, subtraindo desta equacao a anterior:
a2 (2) () = 2a(®)) + - + @ da(@)Ma(y) = Au(y)) = 0

onde ap A\ (2)(A1(y)—An(y)) # 0, ou seja, construimos uma combinagao linear
nula com n — 1 termos nao todos nulos. Absurdo. O]

Lema 1.41. Se G = {g1,...,gn} € um grupo e g € G, entio ¢ : G — G tal
que ¢(g;) = gg; € um isomorfismo.

Demonstracao: Como |G| é finita, basta mostrar que ¢ é injetor. Supo-
nhamos que gg; = gg;. Como G é um grupo, existe g~! € G. Logo, g 'gg; =
g 'gg;, ou seja, g; = g; e portanto ¢ é um isomorfismo. [
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Proposicao 1.42. Seja G um subgrupo finito do grupo de automorfismos de
um corpo K e seja Ky o corpo fivro de G. Entio K : Ky| = |G|.

Demonstragao: Suponhamos que G = {id = ¢1,...,g,}. Entao |G| = n.
Suponhamos por absurdo que [K : Ko = m < n e seja x1, ..., T, base de
K como Ky-espaco vetorial. Temos o seguinte sistema de m equagoes e n
incégnitas:

gi(x)yr + ..+ gn(21)yn =0

g1(z2)yr + .. + gn(22)y, =0

G1(@m)y1 + oo+ Gn(Tm)yn =0

Como m < n, existem yq, ..., y, € K nao todos nulos que verificam o sistema.
Seja a € K. Entao a = Zzl oz, o; € Ky e portanto:

gi(a)yr + ... + gn(@)y, = 91(2 T YL + -t gn(z T Yn
i=1 i=1

_ Zai(gl(xi)yl + oot gn(T)Yn)

I

Oé,LO:O

=1

para todo a € K, de onde gy, ..., g, sao linearmente dependentes. Absurdo,
por 1.40.

Suponhamos agora que [K : Ky = m > n. Seja {z1,...,2,41} um
conjunto linearmente independente. Entao temos o seguinte sistema de n
equacoes e n + 1 incégnitas:

gi(x)n + . + g1 (Zpg1)Yng1 =0

G2(x1)y1 + . + 92(Tng1)Yns1 =0

gn<$1)y1 + ...+ gn($n+1)yn+1 =0

Como n + 1 > n, existem vy, ..., y,+1 € K nao todos nulos que satisfazem o
sistema. Pego entao uma solugdo com o nimero minimo r de yis # 0. Seja
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g € G. Temos g(g;(z1)y1 + ... + gj(z.)y,) = g(0) = 0 para j = 1,...,n. Mas,
por 1.41, o sistema dado por

99;(x1)g(y1) + .. + g99;(x,)g(y,) = 0

¢ equivalente ao sistema dado por

gi(x1)g(y1) + ... + g;(z)g(y.) =0

para j = 1,...,n pois uma equacao ¢ levada em outra. Logo,

9()(gi(@)yr + -+ gi(x)yr) = g5(x)y19(y1) + - + g5(2r)yrg (1) = 0.
yi(g5(x1)g(y1) + -+ g5(x)9(yr)) = gi(x1)g(y)ys + .. + g5(x)9(yr)y1 = 0.
Subtraindo a segunda equagao da primeira obtemos:

9i(2)(Y29(y1) — 9(y2)y1) + - + g5 (20 ) (Yrg(y1) — g(yr)y1) = 0

para j = 1,...,n. Pela minimalidade de 7, y;9(y1) — g(y:)y1 = 0, ou seja,

yig(y1) = g(yi)y1 para i = 2,...,r. Daf obtemos g(y13") = 1y~ " para todo
g € G e portanto yy; ! = 2l € Ky, ou seja, y; = y12; com z; € Ko,y € K
para ¢ = 2,...,r. Temos entao:

gi(x)y + -+ g5()yr = gi(x1)y1 + g5(x2)y122--- + g5(2) Y120
= y1(g;(z1) + gj(x2)22... + gj(xr)2,) =0

para j = 1,...,n. Logo, pegando j = 1:
g1(z1) + g1(x2)20... + g1 (7)) 2 = 21 + X222 + ... + 2,2, = 0

pois g = id. Concluimos que z1,...,x, é linearmente dependente, o que é
absurdo. Isto nos garante que [K : Ko =n = |G|. O

Definicao 1.43. Sejam K C M C L corpos. Um K-monomorfismo ¢ :
M — L é um monomorfismo tal que ¢(k) = k para todo k € K.

Proposicao 1.44. Suponhamos que L € uma extensao normal e finita de
K e M € um corpo intermedidrio. Seja 7 : M — L um K-monomorfismo.
Entao existe um K-automorfismo o de L tal que o|y = 7.
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Demonstragao: Como L é uma extensao normal de K, entao por 1.32 L é o
corpo de decomposi¢ao de um polinomio f € K[z]. Além disso, L também é
o corpo de decomposicao de f sobre M e de 7(f) = f sobre 7(M). Obtemos
entao o diagrama

M — 7(M)

! i

L — L

e usando 1.30 concluimos que existe um isomorfismo ¢ : L — L tal que
0|y = 7. Portanto, o é um K-automorfismo de L. O

Proposicao 1.45. Suponhamos que L € uma extensao normal e finita de
K e que a, B sdo raizes em L de um polinomio irredutivel p € K[x]. Entao
existe um K-automorfismo o : L — L tal que o(a) = f3.

Demonstracao: Por 1.17 sabemos que existe um isomorfismo 7 : K(«a) —
K(B) tal que 7|k = id e 7(a) = . Entao, usando 1.44, basta extender 7
para um automorfismo o : L — L. (]

Definicao 1.46. Seja L uma extensao algébrica de K. O fecho normal de L
sobre K é uma extensao N de L tal que:

i) N é extensdo normal de K.
ii) Se LC M C N e M é extensao normal de K, entao M = N.

Proposicao 1.47. Seja L uma extensao finita de K. Entao existe um fecho
normal N de L tal que N € uma extensao finita de K. Além disso, se M ¢é
outro fecho normal, entdo as extensoes de K dadas por M e N sdo isomorfas.

Demonstracao: Sejam z, ..., z, base de L sobre K e p,, o polindmio minimo
de x; sobre K para ¢ = 1,...,7. Seja N um corpo de decomposicao para
f = Pz,...psz, sobre L. Temos que N também ¢é um corpo de decomposi¢ao
para f sobre K e, por 1.32, N é uma extensao normal e finita de K. Seja P
uma extensao normal de K tal que L C P C N. Entao z; € P e portanto p,,
possui uma raiz em P para todo ¢ =1,...,7. Como P ¢é normal, concluimos
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que f se decompoe sobre P e portanto P = N, de onde N é um fecho normal.
Suponhamos agora que M e N sao fechos normais. Entao f se decompoe
sobre M e sobre N. Logo, M e N contém um corpo de decomposicao de f
sobre K e estes corpos M’ e N’ contém L e sao normais sobre K. Entao
M = M'e N = N’ e pela unicidade dos corpos de decomposicao dada em
1.30 temos que M e N sao extensoes isomorfas de K. |

Lema 1.48. Suponhamos que K C L C N C M onde L € uma extensao
finita de K e N € o fecho normal. Seja T um K-monomorfismo 7 : L — M.
Entao 7(L) C N.

Demonstracao: Sejam o« € L e p, o polindmio minimo de « sobre K.
Entao 0 = p,(a) = 7(pa(@)) = pa(7(c)) e portanto 7(a) é raiz de p,. Como
N é extensao normal de K temos que 7(a) € N e entao 7(L) C N. O

Proposigao 1.49. Seja L uma extensao finita de K. Sao equivalentes:

i) L € uma extensio normal de K.

ii) Para toda extensao normal M de K contendo L todo K-monomorfismo
7:L— M é um K-automorfismo de L.

ii1) Existe uma extensao normal N de K contendo L tal que todo K-mono-
morfismo 7 : L — N € um K-automorfismo de L.

Demonstracao: Suponhamos que L é uma extensao normal de K. Entao L
é o fecho normal desta extensao e por 1.48 7(L) C L. Mas L é um K-espago
vetorial e 7 é uma aplicagao K-linear, logo, como [L : K] é finito e 7 injetiva,
7(L) = L. Dai segue que 7 é um K-automorfismo de L.

Suponhamos agora que vale ii). Por 1.47 temos que existe o fecho normal
N da extensao L de K. Entao basta pegar a extensao de K dada por N o
fecho normal e iii) segue trivialmente.

Para ver que iii) implica i), seja f € K[x] irredutivel com uma raiz a € L.
Entao f se decompoe sobre N. Seja 3 € N uma raiz de f. Por 1.45, existe
um K-automorfismo ¢ de N tal que o(a) = 3. Mas, por hipdtese, o é um
K-automorfismo de L e portanto § € L. Logo, f se decompoe sobre L e L é
uma extensao normal de K. O
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Proposicao 1.50. Seja L uma extensao separavel e de grau n de K. Entao
existem exatamente n K-monomorfismos distintos de L em um fecho normal
N (e portanto em qualquer extensao normal M de K contendo L).

Demonstragao: Provaremos por indu¢ao em n = [L : K]. Sen = 1 o resul-
tado segue trivialmente. Suponhamos que o resultado vale para extensoes de
grau menor ou igual a n—1 e sejam L uma extensao de K de graune a € L\K
com polinémio minimo p, € K[z|. Temos que dp, = [K(a) : K] =7r>1¢e
que p, € um polindémio irredutivel separavel com uma raiz a € N. Entao p,
se decompoe sobre N e suas raizes a = «q, ..., a,. sao todas distintas. Logo,
como [L : K(a)] = s =2 < n, pela hipétese de indugao existem exatamente
s K(«a)-homomorfismos distintos py, ..., ps : L — N. Mas por 1.45 existem r
K-automorfismos distintos de N 11, ..., 7, tais que 7;(«) = o parai = 1,...,r.
Entao ¢;; = 7p; : L — N fornecem n = r - s K-monomorfismos distintos.
Vejamos que estes sao os Unicos. Seja 7 : L — N um K-monomorfismo.
Entao 7(«) é raiz de p, em N e 7(a) = «; para algum i = 1,...,r. Portanto,
¢ =71"'7:L— N éum K(a)-monomorfismo, ou seja, § = 7,7'7 = p; para
algum j =1, ..., s e concluimos que 7 = T;p; = ¢;;. 0

Corolario 1.51. Seja L € uma extensao normal, separdvel e de grau n de
K. Entao existem exatamente n K-automorfismos distintos de L, ou seja,

ID(L: K)| =n.

Proposigao 1.52. Sejam L uma extensao finita de K e G o seu grupo de
Galois. Se L é normal e separdvel, entao K é o corpo fixo de G.

Demonstracao: Secja K\ o corpo fixo de G e seja n = [L : K|. Por 1.51
temos |G| =n e por 1.42 [L : Ky] = n. Como K C Ky, temos K = K,. O

1.5 O Teorema Fundamental

Lema 1.53. Sejam L uma extensdo finita, normal e separdvel de K, M um

corpo intermedidrio e T : L — L um K-automorfismo. Entdo (t(M))* =
TM*rL.
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Demonstragao: Seja M’ = 7(M) e sejam v € M* z; € M'. Entao
x1 = 7(z) para algum x € M. Temos:
(ry7™ ) (1) = Ty(2) = 7(2) = 21,
Logo, TM*7=Y C M"™, pois 7y7~! fixa todo x € M’ para toda v € M*.
Reciprocamente, seja x1 € M. Entao 7(z1) =z € M’ e se v € M'™:
1 (zy) = 7y (2) = 77 (2) = 2.

Portanto, M’ C 7M*7~! de onde segue a igualdade. O

Teorema 1.54. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Sejam
L uma extensao normal e separdvel de grau n de K, G = I'(L : K), F o

conjunto dos corpos intermedidrios, G o conjunto dos subgrupos de G, * :
F—Get:G—F. Temos:

i) As aplicagdes x e T sdo inversas mituas e determinam uma correspon-
déncia entre G e F.

ii) Um corpo intermedidrio M € uma extensao normal de K se e somente
se M* é um subgrupo normal de G.

Demonstracgao:

i) Seja M € F. Entao, por 1.35, L é uma extensao separdvel de M.
Além disso, L é extensao normal de K, entao, por 1.32, L é uma
extensao normal de M. Logo, por 1.52, M ¢é o corpo fixo de M*,
ou seja, M* = M.

Reciprocamente, seja H € G. Sabemos que H C H™, mas H™ =
(H")*' = HT, conforme provado acima. Logo, por 1.42, temos:

[H|=[L: H'] = [L:H"] =|H"|
e portanto |H| = |[H™|. Mas |H| ¢ finito e H C H™, entdao H = H'™.

ii) Suponhamos que M é uma extensao normal de K e seja 7 € I'(L : K).
Entao 7|y : M — L é um K-monomorfismo e por 1.49 concluimos
que 7 é um K-automorfismo de M, ou seja, 7(M) = M. Usando 1.53
obtemos TM*7~! = M* e portanto M* < G.
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Reciprocamente, suponhamos que M* <G e seja 0 : M — L um K-
monomorfismo. Por 1.44, existe 7 : L — L um K-automorfismo tal
que 7|y = o, e entao TM*771 = M* pois M* <tG. Usando 1.53 temos
M* = (r(M))* e pori) 7(M) = M. Entao o(M) = M, e portanto o é
um K-automorfismo de M. Logo, por 1.49, M é uma extensao normal
de K.

OJ

Proposicao 1.55. Seja m um inteiro positivo e seja K = Q(e*™/™). Entdo
[(K : Q) é abeliano.

Demonstracgao: Para isto veremos que K é isomorfo a um subgrupo de
Zm. Temos que €2™/™ é uma raiz primitiva m-ésima da unidade. Logo, K
é o corpo de decomposigao de p(z) = ™ — 1 e portanto K é uma extensao
normal e separdvel de Q. Seja 0 € I'(K : Q). Como o leva raizes de p em
raizes de p, temos o (e*™/™) = (e27/m)k onde 1 < k < m. Definimos entdo o
seguinte homomorfismo:

oK :Q) — Zy,

o—k

Podemos ver que kery = {id}, logo, I'(K : Q) ~ Imy, que é um subgrupo
de Z,,. Dai concluimos que I'(K : Q) é abeliano. 0J
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Capitulo 2

O Caso Real

O objetivo deste capitulo é caracterizar todas as solugoes das equagoes
Ty =" (2.1)
onde m e N*, x,y,z € Z" e
gy = i (2.2)

onde m,n € Z*, n > 2, mde(m,n) = 1, x,y,z € N*. Neste caso dos
expoentes racionais, zn = {/x denota exclusivamente a raiz n-ésima real
positiva do numero real x. Na generalizacao do Capitulo 3 consideraremos
todas raizes n-ésimas complexas. No entanto, aqui analisaremos também os
casos em que m =1e m = 2.

No lema a seguir caracterizaremos as solucoes da equacao z2 + y* = 22.
Este resultado ja é bastante conhecido, mas sera usado em diversos momentos
neste capitulo.

Lema 2.1. As solugdes inteiras da equagao x° + y* = 2% sio v = r(p* —

@), y=2rpg, 2 =71(p*+¢°) oux =2rpq, y =r(p* —¢*), 2 =r(p* +¢°),
onde p,q,r € Z, mde(p,q) =1 e ainda p e q possuem paridade oposta.

Demonstragao: Vejamos inicialmente que (r(p? — ¢%), 2rpq, r(p* + ¢°)) ¢é
solucao de x? + y? = 22 para todos p, q,r € Z:

(r(®® = @) + (2rpq)® = r*p* = 2r°P*¢ + r’¢* + 4P
— 7“2])4 + 27”2]?2612 +r2q4 — (’I"(pQ + q2))2‘
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Analogamente, (2rpq, r(p?—q?), r(p*+¢?)) também é solugao de x*+y?* = 22,

Reciprocamente, sejam (a’, V', ¢’) solucao de x*+y? = 22 er = mdc(d’, V', ).
Entao, @’ =ra, t/ =rb, ¢ = re. Notemos que mdc(a,b,c) =1 e que (a, b, c)
também é solucao de 2% + y* = 22, pois:

r’c® = (d)? = (d)* + (V')* = r’a® + r*b* = r*(a® + b%).

Podemos observar também que a, b, ¢ sao dois a dois primos entre si, pois se
um numero divide dois deles teria que dividir também o terceiro, que é uma
soma ou diferenca dos anteriores. Temos agora trés possibilidades para a e
b:

i) a e b sdo pares. Neste caso, mdc(a,b) = 2k, contradizendo o que ja foi
feito.

ii) a e b sdo impares. Temos a = 2i + 1 e b = 2j + 1 para certos i, € Z.
Entao:

=+ =2 +1)+ 2+ 12 =42 +i+ 72 +5)+2

Logo, 2|c? e portanto 2|c. Daf concluimos que 4|c?, mas ¢ — 4(i? + i +
J%2+Jj) = 2 nos da 4]2. Absurdo.

iii) a é impar e b é par ou a é par e b é impar. Em ambos os casos temos

c? {mpar e portanto ¢ é {mpar.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a é impar e b é par. Assim:
V=c—a*=(c—a)(c+ta)

onde b, c + a,c — a sao todos pares. Logo, b =2u, c—a =2vec+a= 2w
para certos w,v,w € Z, de onde temos ¢ = v+ w, a = w — v e 4u® =
(2u)? = (2v)(2w) = 4vw, ou seja, u> = vw. Como mdc(a,c) = 1 e ainda
mde(v, w)|(v + w) = ¢, mde(v,w)|(w — v) = a, temos que mdc(v,w) = 1.
Entao, como vw = u?, concluimos que w = p? e v = ¢* com mdc(p, q) = 1.
Temos agora a = p? — ¢, ¢ = p*> + ¢ e b? = 4u® = 4vw = 4p?¢?, de onde
b = 2pq. Portanto:

(@, V., ) = (r(* — ¢°), 2rpq, r(p* + ¢*)).

Falta apenas ver que p e ¢ tém paridade oposta. Suponhamos que p e ¢
sao ambos pares, entao mdc(p, q¢) = 2k, o que nao ocorre, pois mde(p, q) = 1.
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Por outro lado, se p e ¢ sao ambos impares obtemos a = p?> —¢* e ¢ = p? + ¢*
ambos pares, o que também nao ocorre. Logo, nos resta que p e ¢ sao um
par e o outro impar.

Analogamente, se a é par e b é impar temos:

(V) = 2rpg, r(p* — ¢*),r(p” + ¢°))

onde mde(p,q) =1 e p, q possuem paridade oposta. O

Usando o Lema 2.1 poderemos caracterizar as solucoes da Equacao 2.1
para m =1 e m = 2, conforme as proposi¢oes abaixo.

Proposicao 2.2. As solucdes inteiras de v~ +y~1 = 27! sdo da forma v =

rp(p+q), y =rq(p+4q), z=rpq, ondep,q,r € Z*, mdc(p,q) =1, p+q # 0.

Demonstragao: Vejamos inicialmente que, para zyz # 0, as equacoes '+

y'=z2"e(r—y)*+(22)? = (r+y—22)* sdo equivalentes. De fato, temos:
(x—y)*+(22) =2 — 22y +y* + 427 e

(x+y—22)% =24+ 22y — 4wz +y* — 4yz + 42°.

Logo, 2% — 2zy + y* + 42% = 2 + 2xy — 4az + y? — 4yz + 42%. Isto implica
diretamente que xy = xz + yz. Como zyz # 0, dividindo a equagao por xyz
obtemos 7! +y~! = z71. A reciproca é andloga.

Temos entao (r —y)? + (22)* = (z +y — 22)%. Pelo Lema 2.1, temos duas
possibilidades. No primeiro caso:

r—y=r(p* =), 22 = 2rpq, x4y —22 = r(p* + ¢)

de onde obtemos z = rpq, * +y = T(p2 + C]2) + 2rpq. Logo, 2z = 2rp(p + q),
ou seja:
z=rplptq)ey=a—r@p’—¢°) =rqp+q).

No segundo caso:
_ (2 2 (2 2
r—y=2rpq, 22 =r(p" —q°), r+y—22=r(p" +q)

de onde x —y = 2rpq, 2z = r(p* — ¢*), v+y—2z = r(p* +¢*). Temos entao
x +y = 2rp?, o que implica:

z=rp(p+q), y=rpp—q), z=r@p*—q*)/2.
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Basta entao fazermos p1 = p+¢q, ¢1 =p — q e 11 = r/2 para obtermos

r=rpi(pr+aq), y=rqap+q), z2=ripa.

Proposicao 2.3. As solucoes inteiras de x72 + y=2 = 272 sdao da forma

x=2r(pt—q'), y = £2rpa(P* +¢*), 2 = £2rpq(p® — ¢%) ouxw = £2rpg(p* +
¢*), y = £r(p'—q"), » = £2rpq(p*~¢°) ondep, q,r € Z*, |p| # |q|, mdc(p,q) =
1 e p e q possuem paridade oposta.

Demonstracao: Sejam z,y,z € Z* uma solucao de 272 +y 2 = 272 e seja
d = mdc(x,y, z). Temos entado x = dxy,y = dy, 2z = dz;, com x1,y1,2, € Z*.
Podemos ver que x:2,1:2, 212 é solucao de 7! + y~' = 271 Logo, pela

Proposicao 2.2, obtemos que existem k,[ € Z tais que:

11% = k(k+0), 112 = l(k+1), 2, = kI, onde k,l € Z*, k-+l # 0 e mde(k,1) = 1
Mas 2,2 = kl nos dd k = a?, | = b* com mdc(a,b) = 1 e portanto z,% =
a*(a® + b?) com mdc(a?,a* + b*) = 1. Disso concluimos que existe ¢ € Z tal
que a?® + b* = ¢®. Entao, pelo Lema 2.1:

a==+(p*—q¢*), b=42pg, c=£(p* + ¢*) ou

a=+2pq, b=+0p* - ¢*), c=+0" +¢*)
onde p,q € Z*, mde(p,q) = lep+q # 0. Como ;% = k(k +1) = a*c?,
2 =1k +1) =b*? e .2 = [k = a*b?, obtemos finalmente:

z=2r(p* —¢"), y = £2rpq(p” + ¢*), z = £2rpq(p* — ¢*) ou

x = £2rpq(p® + ¢*), y = £r(p* — ¢*), 2z = £2rpe(p* — ¢*)
onde p,q,r € Z*, mdc(p,q) = 1, |p| # |ql. [

Provaremos agora um resultado que relaciona as solucoes da Equacao 2.1
com as solugoes de x™ + y™ = 2™.

—m m

Proposigcao 2.4. Seja m € N*. Entao 2™ +y ™ =z
possuem solugoes inteiras com xyz # 0 simultaneamente.

ex™ +y" ==z
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Demonstracao: Seja (zg,yo, 20) solucdo de x™™ 4+ y~™ = 2~™ tal que
ToYozo 7 0. Entao:
1 1 1 Yo" 2" + 0" 2™ zo" Yo"

m+ m: m,lOgO, My, M~ M = Mo, M~ m’
Ty Yo <0 Lo Yo <0 Lo Yo %0

Multiplicando os dois lados da igualdade por xo™yy™ 20" obtemos yo™ 2" +
T2 = 2™y, ou seja, (r1 = Yoz, Y1 = ToZ, 21 = Toyo) ¢ solucdo de
™ 4+ y™ = 2™. A reciproca é analoga. O

O seguinte teorema decorre diretamente desta proposigao e do Teorema
0.1:

Teorema 2.5. Seja m € N*, m > 2. Entao x™™ +y~™ = z7™ nao tem
solugao inteira.

Passaremos agora a caracterizacao das solucoes da Equacao 2.2. Para
isto, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 2.6. (Critério de Cappeli) Seja a € Q, a > 0. Entdo vale exata-
mente uma das afirmacoes:

i) " — a € irredutivel em Q[x].
ii) Ezistem b€ Q, b>0 ek €N, k > 1 tais que kln e a = b*.

Demonstragao: Suponhamos que 2" — a é redutivel sobre Q[z]. Temos em

Clx]:

n—1

plx) = (" —a) = [[(x —w'a)

=0
onde w é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e & = /a. Seja q(x) € Q[z]
um fator de p(x) tal que 1 < dg < n — 1. Como ¢ divide p, sabemos que:

(z —wia) =2+ ...+ (=1)"w'a™

=
O
I

onde todos coeficientes de ¢ estdo em Q. Em particular, w'a™ € Q C R, de
onde w! € R. Mas isto ocorre se e somente se w' = +1, o que nos d4 a™ € Q.
Seja d = mdc(m,n). Entdo existem r, s € Z tais que d = rm+ sn e portanto:

O{d — arm—‘rsn — (am)r X (an)s —as- (am)’r c @
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Tomando b = a? e k = Z temos k > 1 pois d divide m e m < n. Obtemos
entao:
bk — (ad)k: :Ozdk —a"=a

combeQ,b>0,keN, k>1eainda k|n.
Reciprocamente, suponhamos que a = b* com b€ Q, b >0,k €N, k> 1
e n = kd. Neste caso temos:

ple) = 2" —a = o5 — 0 = (2 — tF = (o' — ) - f(2)

com f(x) € Q[x] e portanto 2" — a é redutivel sobre Q|z]. O

As préximas duas proposicoes também sao resultados que serdao usados
para caracterizar as solugoes da Equacao 2.2.

Proposicao 2.7. Sejama, b€ Q, a >0, b>0, n € N*. Ses =a'/"+b'/"
Q, entdo a'/",b"/™ € Q.

Demonstracao: Provaremos o resultado por inducao em n. Paran =1 é
trivial que a',b! € Q, pois por hipétese a,b € Q. Suponhamos agora que o
resultado vale para 1 < k <n —1, k£ € N, e vejamos que vale para k = n.
Temos:

a=(s—b/mMn = nz_l(—l)i <n> s"TIBM s (—1)"D.

- 2
=1

Logo, b'/™ é raiz do seguinte polindmio ndo-nulo de grau n — 1 p(z) = s +
(=1)" — a + S0 (—1)1(7)s"'a’. Seja g(x) o polinémio minimo de b'/".
Sabemos que o grau de g(x) é menor ou igual a n — 1. Como b'/™ é raiz de
™ — b, entao q(z)|z™ — b e portanto ™ — b é redutivel. Analogamente temos
que " — a é redutivel. Usando o Lema 2.6 temos que existem ni,m; €
N, ny,m; > 1eay,by € Q, a;,by > 0 tais que ny|n, my|n, a = a;™ e
b= 0,"". Entdo n = niny = mymsy. Suponhamos que nq,m; s&o maximais
com as propriedades acima. Temos trés casos:

i) Se n =n; =my, entdo a = a;™, b= b,", ou seja, a'/™ = a,,b'/" = b, €

Q.

ii) Se ny = my; < n, entdo ng = my = m com 1 < m < n. Como
al/m bt/ = VMY e Q, pela hipétese de inducao temos a; /™ =
CLl/n7b11/m — bl/n c @
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iii) Se n; # my, suponhamos n; > my. Notemos que b Y/™2 ¢ raiz de
pi(x) = 2™ — by e de po(x) = (s — )" — a;. De fato,

1 1 1 1
2

s=ar +br =amm +bmm = (an)" 4 (b)) = a7 + by
Entdo, s — b;"/™ = q;Y/" e portanto (s — bll/mZ)”2 —a; = 0. Como
ng < Mg, temos que ™ — by é redutivel. Logo, pelo Lema 2.6, existem
by € Q, by >0emz €N, mg > 1 tais que mg|msg e by = by"*, ou seja,
b = by com myms|n, myms > 1 e myms > my. Absurdo, pois m;
é maximal.

O

Proposicao 2.8. Se x,y,z € N*, m € Z*, n € N*, mdc(m,n) = 1 e
™" oy = 2™ entao existem d, x1,y1, 21 € N* tais que x = dx ™,y =
dy", z = dz".

Demonstracao: Seja d = mdc(x,y,z). Entdo x = dxs,y = dyo, 2 = dzo,
com mdc(za, Yo, z2) = 1. Temos trés casos:

i) Se m = 1, temos z5/" + /" = 2,'/", ou seja:

1/n 1/n
()" ()"
Z9 Z9

Logo, pela Proposigao 2.7, ( ) ( ) € Q. Neste caso exis-
(r,

tem p, q,r, s € N* com mdc(p,q) = 1 e mde(r, s) = 1 tais que:

Ty Pty 7"

)

Ze  q" 2y S
Entao, x2q" = z9p" € yas™ = zor™. Seja z; = max{r € N* : r"|z}.
Podemos ver que g < z; < z3. Como 2,"|z, entdo existe k € N* tal

que zy = kz". Portanto:

Toq" = kz1"p", yas" = kz"r" onde ¢"|kz" e s"|kz".
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Vejamos que ¢|z; e s|z;. Suponhamos por absurdo que ¢ 1 z;. Entao
q > 1 e ¢"|k e portanto zo = k’q"z". Dali, (gz1)"|22 € qz1 > z1, con-

tradizendo a defini¢ao de z;. Logo, ¢|z; e, analogamente, s|z;. Entao:

$2:k(ﬁp> ,3/2:%(27“) , 2o = k2"
q S

z z
onde 71 = Zp, y; = =r € N*. Mas mdc(za, Y2, 22) = 1, entdo k = 1
s
e: 1
r=dry =dr", y=dys =dy,", z =dz = dz".

ii) Se m > 1, temos 2o™/™ + 1,™/" = 2™/ ou seja;

((2)) = (())

m/n m/n
Logo, pela Proposicao 2.7, (ﬁ) e <@> € Q. Entao, usando
22 <2

2™, Y™™, 2o™ no lugar de x9, Y2, 22 € procedendo analogamente ao caso
anterior obtemos:

m n m n m n
T =T33, Y2 =Y3 , 22 =23

onde z3,y3,23 € N*. Como mdc(m,n) = 1, entdo todo primo que
aparece na fatoracao de x,™ possui expoente divisivel por mn. Logo,
existe 1 € N* tal que x,™ = 1™, ou seja, x5 = x1". Analogamente,
Yo = 1" e 2o = 21", de onde segue o resultado.

iii) Se m < 0, temos ™™ + y,™/™ = 2,™/", ou seja:

((2)) () -

o 2 —m/n % —m/n
Logo, pela Proposicao 2.7, | — e | —

L2 Y2
analogamente ao caso anterior obtemos o resultado desejado.

€ Q. Procedendo

OJ

Agora estamos prontos para a caracterizacao das solucoes da Equagao 2.2
para os casos m = £1, m = £2.
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Proposicao 2.9. As solugoes inteiras positivas de /™ + y'/™ = 2Y/™ sio da

forma x =rp", y=rq¢*, z=r(p+q)", comr,p,q € N* e mde(p,q) = 1.
Demonstracao: Da Proposicao 2.8 temos:
r=rp", y=rq", z=rs"
com p,q,r,s € N* e mde(p, q,s) = 1. Logo:
(rp")V" 4 (rg™) " = (rs™) V"

Dai temos diretamente que s = p + ¢, e portanto z = r(p + q)". O

Proposicao 2.10. Se n é impar, entdo as solucées inteiras de v2/™ +y*/™ =
22" sio da forma v = +r(p? — )", y = £2"rpq”, z = +r(p® + @)
ou x = E2"rp"q", y = £r(p* — A", 2z = £r(p® + A", onde p,q,r €
Z, mde(p,q) =1 e p e q possuem paridade oposta.

Demonstracao: Da Proposicao 2.8 temos © = *rx", y = £ryy", 2z =
+rz". Notemos que x1,y1, 21 ¢ solucao de 22 + y? = 22. De fato:

(rmln)Q/” + (ryln)Q/n _ T?/n . m12 + r?/n . y12 _ TQ/n(xIQ + y12).
(,r,Zln)Q/n _ T2/n . 212.
Logo, 212 + 112 = z12 e pelo Lema 2.1:
1= 0" —¢), y1 =2pg, 21 = (p*+¢°) ou

v =2pg, yi = (0" — %), 2= (0 + )
onde p,q € Z, mdec(p,q) = 1 e ainda p e ¢ possuem paridade oposta. Entao:

r=tre," = +r(p® — ¢*)" ou x = £ra" = £2"p"¢"

y = try," = £2"p"¢" ouy = +ry," = £r(p® — ¢)"
z=4rz" = +(p* + )"

onde p,q,r € Z, mde(p,q) = 1 e p e g possuem paridade oposta. O
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Proposicao 2.11. As solugoes inteiras positivas nao-nulas de x="/"4y=1/" =

27V sdo da forma x = rp"(p + @), y = rq¢"(p + q)", z = rp"q", onde
p,q,r € N* e mdc(p,q) = 1.

Demonstracao: Da Proposicao 2.8 temos x = rx1", y = ry,", 2 = rz"™.

Como z1, ¥, 21 é solucdo de z~! +y~! = 271, pela Proposicao 2.2 temos:

z1=plp+q), m=qlp+4q), 21 =pg

onde p,q € Z*, mdc(p,q) = 1, p+ q # 0 e ainda p e g possuem paridade
oposta. Entao:

r=rp"(p+q)", y=r¢"{p+q", z=rp"¢"

onde p,q,r € N* e mde(p, q) = 1. O

Proposicao 2.12. As solucées inteiras ndo-nulas de x=2/" 4+ y=2/" = z=2/"
sio da forma x = £r(p* —q¢*)", y = £2"rp"¢" (P* +¢°)", = = £2"rp"q" (p* —
Hr oux = £2Mrp gt (p? + )", y = xr(pt — M), 2 = £2rpng(p? — ¢*)"
q pa\p-r+q),Yy p —-q), pa\p-—q),
onde p,q,r € Z*, |p| # |q|, mdc(p,q) =1 e p e q possuem paridade oposta.

Demonstracao: Analogamente, da Proposicao 2.8 temos = = £rx", y =
+ry,", 2 = +rz®. Como q,y1,2 ¢ solucao de 272 +y~2 = 272, pela
Proposicao 2.3 temos:

= £0" = ¢*), yi = £2p(p* + ¢*), 21 = £2pg(p* — ¢*) ou

z1 = £2pq(p* + ¢%), y1 = (0" — ¢*), 21 = £2pq(p* — &)

onde p,q € Z*, |p| # |q|, mdc(p,q) = 1 e p e ¢ possuem paridade oposta.
Entao:

T = Zl:’f’(p4 - q4>n’ y = :l:zn,r,pnqn<p2 4 q2)n’ y = :|:2nrpnqn(p2 - q2)n ou
T = iznrpnqn<p2 _'_qZ)n’ y = :l:?’(p4 o q4>n’ o= j:2n7,pnqn(p2 . q2)n
OJ

Analogamente ao caso dos expoentes negativos, também podemos rela-
cionar as solucdes da Equacio 2.2 com as solucoes da equacao =™ + yl™ =
2™l conforme descreve a proposiciao abaixo:

31



Proposicdo 2.13. Seja m € Z*. Entdo as equagoes x™™ + y™/m = 2™ ¢
zl™ 4 ylml = 2™l possuem solucdo inteiras positivas ndo-nulas simultanea-
mente.

Demonstracgao: Seja (g, Yo, 2) solucdo de z™™ 4 y™/™ = z™/™  Entdo,
pela Proposicao 2.8, temos:

n n n
ro = dxi", Yo =dy1", 20 = d=".

Se m > 0, entdo (21,1, 21) é solucao de ™! + yI™ = zIml Se m < 0, entao
(x1,41,21) é solucao de 2™ + y™ = 2™. Mas, pela Proposi¢ao 2.4, existe
(22,2, 22) solugdo de ™™ +y~™ = 2™, ou seja, solucio de zI™ 44/ = 2™l

Reciprocamente, seja (21, yi, 21) solucio de zI™ + 4/ml = zImlSe m > 0,
entdo (r7 = X9, y1 = Yo, 21 = 22) € solucao de z™ 4+ y™ = z™. Se m < 0,
entdo (x1,y1, 21) é solucao de x™™ +y~™ = z~™. Entao, pela Proposicao 2.4,
existe (x2,ya, 22) solu¢do de ™ + y™ = 2™. Sejam:

— n _ n _ n
To=T2, Yo =Y2 , 20 = 22 -

Temos que (g, Yo, 20) ¢ solucdo de x™/™ 4 y™/" = zm/n, O
Este resultado garante, juntamente com o Teorema 0.1, que os casos ana-

lisados anteriormente (m = £1, m = +2) sao os Unicos em que a Equagao
2.2 possui solugao inteira, conforme afirma o resultado abaixo:

Teorema 2.14. Sejam m,n € Z* com n > 2 tais que mdc(m,n) = 1. Entdo
™" 4y = 2™ pgo tem solugdo inteira com xyz # 0 se m # +1, £2.
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Capitulo 3

O Caso Complexo

Neste capitulo vamos mostrar a segunda generalizagao desejada do Ultimo
Teorema de Fermat, dada pelo teorema a seguir:

Teorema 3.1. Sejam m e n numeros inteiros positivos primos entre si com
m > 2. FEntdo a equacao x™ + y™ = 2™ possui uma solu¢ao complezra
(a,b,c) com a™,b", " € Z se e somente se n € divisivel por 6. Neste caso,
a® =b" ="

Vale ressaltar que na prova deste teorema trabalharemos com raizes n-
ésimas dentro do conjunto dos nimeros complexos. No Capitulo 2 foi a-
presentada uma versao deste resultado que, restringindo as raizes n-ésimas
aquelas que estao dentro do conjunto dos nimeros reais, trabalha também
com os casos em que m=1em = 2.

Observacao 3.2. Cometendo um abuso de notacao e fazendo a; = a”, by =
b, ¢, = " temos que (ay, by, c;) é solucio de ™™ + y™™ = ™™ ou seja,
podemos pensar no Teorema 3.1 como uma generalizacao para expoentes
racionais do Ultimo Teorema de Fermat (que se obtém tomando n = 1).

Observacao 3.3. Notemos que a equacao x + ¢y = 2™ sempre possui

solucao complexa, pois C é algebricamente fechado. No entanto, com o Teo-
rema 3.1 estamos garantindo a existéncia de uma solugao muito especial.
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3.1 Exemplos

Antes de provar o Teorema 3.1 mostraremos alguns exemplos para ilustrar
o resultado.

Exemplo 3.4. Consideremos m = 5 e n = 6 e vejamos que (e™/3, e ™/3 1)
6 uma solucdo de z° + 1° = 2° tal que (e™/3)8, (e=™/3)6, 16 € Z. De fato:
(eﬂ'i/S)S + (e—ﬂi/3)5 _ 657ri/3 + 6—571'1'/3 _ e—ﬂ'i/?) + 671'1'/3
= (cos —7/3 +isen —m/3) + (cos /3 + isenn/3)
=2cos/3=2(1/2) =1=1°.

Exemplo 3.5. Ainda para m = 5 e n = 6, consideremos z € Z. Seja
V/|z| a raiz sexta real de |z|. Temos z = ¢|z|, com € = 1 ou ¢ = —1. Tome

a=e¥/|z]e™3 b=c¢/|zle7™/? e c = £¢/|z|-1. Neste caso, a® = b5 = b = |7
sao numeros inteiros e ainda usando o exemplo anterior temos:
ab + B — (E 6 |Z|€m’/3)5 + (€We_m/3)5
= (Y (€9 + (™)) = (YT 1° = &
Exemplo 3.6. Considerando m = 7 e n = 12 e também vejamos que
(e™/3,e7™/3 1) é uma solucdo de z7+y” = 27 tal que (e™/3)12, (e7™/3)12 112 ¢
Z. De fato:
(eﬂi/3)7 + (e—wi/f})? _ 677r7i/3 + 6—77ri/3 _ 6—7r7l/3 + 67ri/3
= (cos —/3 +isen —m/3) + (cos /3 + isenn/3)
=2cosT/3=2(1/2) =1=1".

Logo, analogamente ao exemplo anterior, <5 R/12]em/3 e ¥/]z]e ™3 e R |z|)

12 _ pl2 _ 12 _

é solucao de 27 + y” = 27 tal que a |z| para todo z € Z.

3.2 O Caso das Raizes Reais

Esta secao tem como objetivo desenvolver alguns resultados que nos
levarao a prova do teorema no caso em que tomamos raizes n-ésimas reais.
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Fixado um inteiro positivo n, chamaremos de T}, o conjunto dado por
T,={2€C/z"€Q,z" >0}
e de T, g a intersecgao de 7,, com o conjunto dos nimeros reais.

Lema 3.7. Sejaa € C. Se a™ é um elemento de Q e |a*| ndo é um elemento
de Q para k < m, entao x™ — a™ € o polinomio minimo de o sobre Q.

Demonstracao: Seja v uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Temos:

m

xm—am:H(x—vja).
j=1
Pela Proposigao 1.11, o polinomio minimo de « sobre Q, p,(z) = z" +

by_12" 1 + ... + by, divide 2™ — o™, o que nos d& m > r. Como Clz] é
um dominio de fatoracao unica, sabemos que by é o produto de r raizes de

™ — a™ e portanto by = v°a” para algum inteiro s. Mas by é racional e
lbo| = |a"|, entdao r > m, pois por hipétese |a*| ¢ Q para k < m. Logo,
r=me py(r) =2 —a™. O

Usando o Lema 3.7 obtemos:

Proposicao 3.8. Seja n um inteiro positivo. Se a,b € T, r sao tais que
a+b=1, entao a,b € Q.

Demonstragao: Seja k o menor inteiro positivo tal que |a*| = £a* € Q.
Pelo Lema 3.7, p,(z) = 2¥ — a*. Notemos que a = 1 — b também ¢é raiz de
(1 —2)" =¥ e daf 2% — @* divide (1 — 2)" — b*. Como estes polindmios tém
o mesmo grau, entao eles diferem apenas por uma constante multiplicada.
Assim:

(1-— :L‘)k —V=14+cz+..+cp 12"+ ezt —bF

= c(z" — a¥) = ca® — ca.

Mas c¢; sao os coeficientes do binémio de Newton no desenvolvimento de

(1-— m)k, e portanto ¢; # 0 para todo j = 1,...,k. Temos entdo, de um lado
da igualdade um polinomio com termos de grau 0, 1,2, ...,k e de outro lado
um polinomio com apenas termos de grau 0 e k. Logo, k =1ea € Q. Como
b=1—a, temos também que b € Q. O

Chegamos agora ao resultado que resolve o caso real.
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Proposicao 3.9. Sejam m e n inteiros positivos tais que mde(m,n) =1 e
m > 2. Entao 2™ 4+ y™ = 1 nao possui solugoes em T, r.

Demonstracao: Por absurdo, suponhamos que existam a,b € T}, g tais que
a”+b™ = 1. Como (a™)" = (a™)™ e (b™)" = (b")™ € Q, pela Proposigao 3.8
temos a™,b™ € Q. Mas a,b € T, g nos da a",0" € Q. Logo, gmde(mn) — ¢

t z
Q e pmdetmn) — p € Q. Obtemos entdo, a = —, b= —, com t,u, z,w € Z, e
u w
portanto:
" Zm w4 2™ tw)™ + (zu)™
l=ad"+b"=—+ — = :< ) ()

um ™ umw™ (uw)™

Mas dai obtemos diretamente que (uw)™ = (tw)™ + (zu)™, o que é absurdo
pelo Teorema 0.1. O

3.3 Alguns Lemas Importantes

Esta secao tem como objetivo provar alguns lemas que serao usados para
mostrar o teorema desejado.

Lema 3.10. Sejam m e n dois inteiros positivos e seja a um nimero real em
K = Q(e*/) tal que a™ € racional. Entdo a® também € racional.

Demonstracao: Sejam m e n inteiros positivos e seja a € K tal que a™ é
racional. Pela Proposicao 1.55, sabemos que o grupo de Galois de K : Q é
abeliano. Logo, todo subgrupo é normal. Em particular, se F' = K NR temos
['(K:F)<I'(K :Q). Temos entdo, pelo Teorema 1.54, que F' é o corpo de
decomposi¢ao para algum polinomio em Q[z]. Seja k o menor inteiro positivo
tal que a* € Q. Pelo Lema 3.7 temos que o polinémio minimo de a em Q[z]
é ¥ — a* e portanto este polinomio é irredutivel sobre Q. Como a € F, pela
Proposicao 1.32 todas as raizes de 2% — a* pertencem a F' e logo sdo reais.
Mas sabemos que as raizes deste polindmio sao da forma y7a, onde v é uma
raiz k-ésima primitiva da unidade. Logo, para que estas raizes sejam todas
reais precisamos ter k < 2 e portanto a? € Q. ]
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Lema 3.11. Se n é um inteiro positivo e o € um nimero real, entdo 2 cos (na) =
> gaj(2cosa)l, coma, =1 ea; € L.
Demonstracgao: Primeiramente notemos que:
cos(na) = cos((n — 1)av + a) = cos((n — 1)a) cosa — sen((n — 1)«) sen a,

cos((n—2)a) = cos((n—1)a—a) = cos((n—1)a) cos a+sen((n—1)a) sen a.
Logo, somando as duas equagoes obtemos:

cos(na) + cos((n — 2)a) = 2cos((n — 1)a) cos .

cos(na) = 2cos((n — 1)a) cosa — cos((n — 2)a).

Agora provaremos o resultado por inducao. Para n = 1 temos claramente

2cos () = 2]1.20 aj(2cosa)!, com a; = 1 e ap = 0. Suponhamos que o
resultado vale até n — 1 e vejamos que vale para n.
2 cos(na) = 2cos((n — 1)a)2cosa — 2 cos((n — 2)a). (3.1)

Mas, pela hipétese de inducao, existem b;,¢; € Z com b,_1 = ¢,—2 = 1
tais que:

[y

n—

2cos ((n—1)a) =) bj(2cosa)

1M

7
no

2cos((n —2)a) = cj(2cosa).
j=
Assim, substituindo as equagoes anteriores em 3.1, obtemos:

o

n—1 n—2
2 cos(na) = Z b;(2cos )’ .2 cos o — Z c¢j(2cos )’

=0 =0
n—1 n—2

= Z b;(2cos ) — Z ¢;(2cosa)!
=0 =0
n—1

= Z (bj—1 — ¢;)(2cosa)’ + g+ by_1(2cosa)™.
j=1

Finalmente, tomando a9 = ¢y, a; =b;,_1 —c; paral <i<n-—1ea, =b,_1,
temos o resultado. O
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Lema 3.12. Sejam k,n inteiros positivos. Se temos cos(2kw/n) € Q, entao
2 cos(2km/n) € Z.

Demonstracao: Seja o = 2km/n. Pelo Lema 3.11, existem a; € Z para
0<j<n—-1eaq,=1tais que:

2 = 2cos(2km) = 2cos(na) = Zaj(Q cosa)l.
=0

Entao:

3

a;(2cosa) —2 =0,

o

j=
Logo, 2cosa é raiz de um polinémio moénico em Z[x]. Temos dai que, se
2cosa =p/q € Q, entdo ¢ divide 1 e portanto 2cosa € Z. O

3.4 O Teorema Principal

Nesta se¢ao finalmente provaremos o Teorema 3.1 utilizando os resulta-
dos provados anteriormente. Para isto comecaremos com duas proposicoes
importantes.

Proposicao 3.13. Sejam n um inteiro positivo e 1,19 € T,, = {z € C/2" €
Q,z" > 0} tais que 1 + x9 = 1. Entao x1,29 € Q ou x; = aet e
To = ape™2 onde a1, ay, 01,0, pertencem a tabela a sequir:

01 02 aq a9
27 /3 /6 1 V3
7/6 /6 1/v/3 1/V3
/2 /4 1 V2
/4 /4 1/V2 1/V2
/2 /3 V3 2
/2 /6 1/V/3 2/V3
/3 /6 1/2 /32
/3 /3 1 1
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Demonstracgao: Se x1,25 € R, entao, pela Proposicao 3.8, x1,z5 € Q. Se
1 ¢ R, entdo o =1 — x; ¢ R. Logo:

Ty = a1, 19 = ae™?

com ay,as € Ry e —m < 1,19 < w. Como a parte imaginaria de xy + x5 é

igual a zero, temos que sen; e seny tém sinais opostos. Podemos entao

assumir que 0 < ¢ < me —m < Py < 0. Fazendo 0, = 9/ e 3 = —1)5, temos:
T = aleial, Ty = age’w2

com 0 < #,05 < m. Como x1,x9 € T, temos que x1",x," € Q e portanto,

para 7 =1,2:

x;" = a;"e "% = a;"(cos(£nb;) + isen(£nb;)) € Q.

Logo, sen(£n#;) = 0, de onde concluimos que +nf; = k;m, ou seja, 0; =
kjm/n. Dai, temos também cos(£n#;) = cos(k;m) = £1 e portanto a;" € Q,
ou seja, a; € T, g. Sabendo que x; + x2 = 1 e colocando estes niimeros no
plano complexo, obtemos o triangulo de vértices 0, 1 e x; conforme a figura
abaixo.

1] .H-.-.'

Seja 0y € (0,7) dado por Oy = m — 0 — 0. Entao:
klﬂ' k?gﬂ' 7T(TZ — k‘l — k’g) ]{3071'

00:71'— — = = .
n n n n
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0; _ =it

21
0,1,2, e que s é umaraiz quarta da unidade concluimos que sen ¢, € Q(e?mi/4m),
Aplicando a Lei dos Senos no triangulo acima, obtemos ainda:

ei

Sabendo que sent; = , onde 0; = kjm/n = 2k;m/2n para j =

ay senf; a; senbs

1 senfy, 1 senf,

Logo, a1, as € Q(e?™/*") NR e usando o Lema 3.10 concluimos a,2, ay? € Q.
Aplicando a Lei dos Cossenos no mesmo triangulo temos:
Cl12+1—&22 a22+1—a12
cosfhy = —— coslh = —v—.
2(1,1 2(1,2
Como a;?, as? € Q e cos(20) = 2cos?0 — 1 temos cos(26;) € Q. Entdo, usando
o Lema 3.12 temos 2 cos(26;) € Z, o que nos da 2cos(26;) € {0, £1, £2}, ou
seja, cos(26;) € {0, £1/2,£1}.
T 2r Am 3w 5w
Como 0 < 0; < 7, temos que 20; € 3333 50T e portanto:
0. e 2 3m 4w 67w 87 97 107
J 127127127127 127127 12 |

Suponhamos que 0; > 5. Temos as seguintes possibilidades para (61, 65):

CHEDEDEDEDEDED (5D

A partir destes valores de (61, 6;) basta analisar os triangulos obtidos com
estes angulos para chegarmos a tabela:

Triangulo 6, 0, ay as
30° — 30° — 120°  27/3 /6 1 V3
/6 /6 1/\/5 1/\/3
45° — 45° — 90° /2 /4 1 V2
/4 /4 1/V2 1/y/2
30° — 60° — 90° /2 /3 V3 2
/2 /6 1/v/3 2/V3
/3 /6 1/2  \/3/2
60° — 60° — 60° /3 /3 1 1
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Proposicao 3.14. Sejam m,n € Z, com mdc(m,n) =1 e m > 2. Entao
existem x,y € T, tais que x™ + y™ = 1 se e somente se 6 divide n e neste
caso " =y" = 1.

Demonstracao: Sejam z,y € T, tais que 2™ 4+ y™ = 1 e sejam o =

™, p

= y"™. Como a+ 3 = 1, entao pela Proposicao 3.13 temos as seguintes

possibilidades:

i)

ii)

a,f € Q. Como 2" € Q e xz € T, temos 2™, 2" € Q de onde
gmdetmn) — 21 — 2 ¢ Q. Analogamente obtemos y € Q. Absurdo,
pois ™ + y™ = 1, contrariando o Teorema 0.1.

a = a1 = 2™, 3 = ase” = y™ com a;, #; tomando valores da tabela
anterior para ¢ = 1,2. Como y € T,,, temos:

a™™ = |y"| € Q.

Logo, as™ é a m-ésima poténcia de um racional. Mas mdc(m,n) =
1, entao analisando os valores da tabela obtida na Proposicao 3.13,
concluimos que a; = 1, cujos unicos correspondentes sao a; = 1 e
0, = 0, = 7/3. Entdo a = €™/ 3 = e7™/3. Como a" = (2™)" =
(z™)™ € Q, temos a € T, e portanto o = e"™/3 € Q. Logo, 6|n e
a” = " = 1, nos dando ainda 2™ = 1, pois 2" = o’/™ € Q, é uma
raiz m-ésima da unidade. Analogamente temos que y" = 1.

Reciprocamente, suponhamos que 6 divide n e vejamos que existem solu-
cOes para a equacdo. Sejam z = e™™/3 y = e~™"/3  Entdo:

n _ eﬁkmwz/3 2kmmi __ 1.

T =€

yn _ e—6km7rz/3 _ e—kam -1

Das igualdades acima obtemos z,y € T,,. Como 1 = mdc(m,n) = mdec(m, 6),
temos m = 41 (mod 6) e portanto m? = +1 (mod 6), nos dando m? = 6g+1.

Logo:

™ +ym _ em271'i/3 _|_e—m27ri/3 _ e(qul)m’/B +€—(6qil)7ri/3 _ eiﬂ'i/?) + e:Fm'/S - 1.

OJ

Finalmente estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.1.
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Demonstracao de 3.1: Suponhamos que 6 divide n. Pela Proposicao 3.14,
™ 4+ y™ = 1 possui solugao (a,b) em T,, tal que a” = " = 1. Entao
a™ + 0™ =1=1", e portanto (a,b,1) é uma solucao de = + y™ = 2™ tal
que a” = b" = 1", ou seja, ™ + y™ = 2™ possui solucao da forma desejada.
Reciprocamente, suponhamos que (a, b, ¢) é solugdo de 2z + y™ = z™ e
que a™,b", " € Z. Logo,
a™+b" =",
Obtemos entao:
am™ b
l=—+ —.
cm cm

e e
nas hipoteses da Proposicao 3.14 e dai temos que 6 divide n e ainda:

-

Obtemos entao a” = b" = c". O

a b a b
Dai, | -, _> é solucao de ™ + y™ =1, onde —, - € T,,. Portanto, estamos
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Capitulo 4

A Generalizacao para
Expoentes Inteiros (Gaussianos

O objetivo deste capitulo é generalizar o Ultimo Teorema de Fermat
para expoentes inteiros gaussianos, sem a necessidade de hipoteses adicionais.
Para isto, comecaremos provando alguns lemas.

Lema 4.1. e?? — 2cosfe? 41 =0, para todo 6 € R.

0

Demonstracao: Sabemos que ¢/ = cos + isen 6, entao:

e —2cos0e” +1 = (cosf + isenf)? — 2cosf(cos +isend) + 1
= cos? 0 + 2isenf cost —sen? 6 — 2 cos® @ — 2isen 6 cos 6
+1=—cos?f—sen’60+1=—-1+1=0.

Lema 4.2. Sejam n,m € Z, m # 0. Entao:
Q) a4yt TR = g 4 y? 4 227y cos B, com 0 = mlog(%).
”) |Zn+im’2 — ZQn‘

Demonstracao:
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) |xn+zm+yn+zm|2 |J] 10g( )+yn610g y'm) |2 |xnezmlogx+ynezmlogy|2 —
2 __
|’2 -

|z™(cos(m log x) +isen(mlog x)) + y™(cos(mlogy) +isen(mlogy))
|z™ cos(m log x)+y™ cos(m log y)+i(z" sen(m log x)+y" sen(mlog y))
(2™ cos(m log x)+y™ cos(mlogy))*+(z™ sen(m log x)+y™ sen(m log y))* =
22" cos?(mlog z) + 2z2™y™ cos(m log ) cos(mlogy) + y*™ cos?(mlogy) +
2" sen?(m log x) +22"y" sen(mlog x) sen(mlog y) +4°" sen?(mlogy) =
22" 4+ " + 22"y cos(m log x — mlogy) = x*" + y*" + 22™y" cos f, com
0 = mlog(3).

netim|2 2|2 = | gnelos(="™)|2 — | gneimloaz|2 — |2n(cos(m log z) +

2n

i) |z |2 - |z"e
isen(mlogz))|* = 22" (cos*(mlog z)) + 2*"*(sen?(mlogz)) = z

O

Para provar o Teorema 4.4, necessitamos do seguinte teorema:

Teorema 4.3. (Gelfond-Schneider) Sejam «, 5 € C tais que o € algébrico
ea#0,1ef € algébrico mas nao é racional. Entdo o € transcendente.

Demonstracao: Ver [3]. O

Este teorema, que nao sera provado nesta dissertagao, respondeu em 1934-
1935 por Gelfond e Schneider um dos 23 problemas propostos por Hilbert na
conferéncia do Congresso Internacional de Matematica de Paris em 1900.

Finalmente estamos prontos para provar o teorema desejado.

Teorema 4.4. Sejam m,n € Z com m # 0. Entdo a equag¢ado

n+im + yn—I—im — ntim

T z

nao possut solucoes inteiras nao-nulas.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que existem x,y, z inteiros nao-
nulos tais que z" T ¢ = ZnHM T 600, tomando o médulo complexo
ao quadrado calculado no Lema 4.2 obtemos:

2 4 " + 22"y cos ) = 2*", com 6§ = mlog (£> .
)
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Concluimos entao que:

ZQn - x2n _a2n

cos = i € Q.
QInyn

Além disso, pelo Lema 4.1, €2 —2 cos fe® +1 = 0 para todo 6 real. Portanto,
para 6 = mlog(%) temos que € ¢ raiz de 22 — 2 cos fx + 1 € Q[z] e portanto

y
o0 _ gimlos(2) _ <€log(z))im _ <§)
Yy

é algébrico. Mas,

e vm ¢ um complexo algébrico nao-racional entao, pelo Teorema 4.3, temos
que x = y (ja que x,y,z # 0). Temos entao que 2x" "™ o seja,
(2)"*™ = 2. Aplicando novamente o Teorema 4.3 temos z = z, 0 que nos
d4 22"t = gt com x # 0. Absurdo. O

=z
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