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Resumo

Composigoes infinitas de um ntmero finito de fungoes de um espago métrico
compacto nele mesmo podem ser vistas como representantes de elementos de
um espaco de seqiiéncias. Através dessa analise, demonstra-se que o conjunto
dos pontos de acumulacao dos iterados dessas funcoes é igual & intersecao in-
finita dos conjuntos imagem das iteragoes. Como aplicagao, prova-se que
o conjunto limite das dire¢oes dos vetores apods iteracoes infinitas de duas
transformacoes lineares com autovetores expansivos suficientemente proxi-
mos é um conjunto tipo Cantor.



Abstract

Infinite compositions of a finite number of functions from a compact me-
tric space to itself can be seen as representatives of elements in a sequence
space. Through this analysis, one can prove that the set of accumulation
points of the iteration of those functions is equal to the infinite intersection
of the image of the compositions. As an application, the limit set of the vec-
tors directions after infinite iterations of two linear transformations whose
expansive eigenvectors are sufficiently close is a Cantor-like set.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Produtos infinitos de matrizes aparecem naturalmente em questoes recor-
rentes em Sistemas Dinamicos, como no calculo de expoentes de Lyapunov
e no estudo de cociclos lineares. Normalmente o maior interesse é na taxa
de expansao média dos produtos a medida que o niimero de matrizes a ser
multiplicado cresce. Na presente dissertacao, o foco é em estudar o conjunto
limite das dire¢oes. Veremos que mesmo num caso aparentemente simples,
com somente duas matrizes envolvidas, o conjunto limite emergente pode ser
tao rico quanto um conjunto tipo Cantor.

1.2 Planejamento

O Capitulo 2 percorre as preliminares de dindmica simbolica. No Capitulo 3
hé o desenvolvimento do problema da iteracao de duas contragoes no inter-
valo. Nosso resultado principal é que o conjunto limite das iteracoes é igual
a intersegao infinita das suas imagens (indexada pelo nimero de composi¢oes
executadas). Sao fornecidos exemplos em que o conjunto é um intervalo da
reta, ou um conjunto tipo Cantor. Ainda no mesmo capitulo, generaliza-
mos o resultado para um ntmero finito de contragoes em espagos métricos
compactos. No Capitulo 4 determinamos o conjunto limite das dire¢oes no
plano apos a acao de produtos infinitos de certas matrizes, mostrando, com
o auxilio do Capitulo 3, que ele é um conjunto tipo Cantor.



Capitulo 2

Espaco de seqiiéncias

2.1 Definicoes

Como preparacao para o Capitulo 3, vamos estudar um pouco de dinamica
simbolica. Aqui trabalharemos com um conjunto finito C' de m elementos,
embora, & revelia da Secao 3.4, precisemos tratar essencialmente do caso
m = 2.

Definicao. Seja C' um conjunto finito, #C = m > 2. C serd chamado de
alfabeto, e seus elementos serao chamados simbolos. Definimos o espaco de
seqiiéncias de C' como S = CN = {(x1,29,25...),2, € C}. Para x € S,
denotaremos x, a tmagem de x pela n-ésima projecao de S em C'.

Definigao. Uma palavra é um elemento x" de um (unico) C™, para algum
n € N. Denotamos W = |JC™ . Informalmente, uma palavra é uma seqién-
cia finita de elementos de C. O indice superior direito denota seu compri-
mento, e nunca € omitido. Para denotar uma seqiiéncia de elementos de S
ou W, usaremos indices inferiores esquerdos.

Alguns autores definem uma palavra de comprimento zero, chamada pa-
lavra vazia. No presente trabalho desconsideraremos a palavra vazia; todas
as palavras tém como comprimento um nimero inteiro e positivo.

Deve ser destacado que W NS = 0.

Mas cada x € S define de maneira natural vérias palavras, uma para
cada n € N, simplesmente desconsiderando os termos da seqiiéncia de-
pois do n-ésimo. Explicitamente, partindo de x = (x1, 22, 23...), obtemos
(1,22, ...,x,). Denotaremos tal palavra por ™.



Uma maneira alternativa pela qual uma seqiiéncia pode definir uma pala-
vra é aquela que de © = (z1, 29, z3...) forma (z,,x,_1,...21). Denotaremos
esta palavra por z".

Definicao. Dadas k palavras ;x™, 1 < ¢ < k, definimos sua justaposi¢ao

Tn, Sng . m l . I+1
como sendo a palavra z*™ com Zi = 1l o, para Yiogny < g < XNn,.

i=1"

Também podemos fazer a justaposicao de enumerdveis palavras ;x™, i € N,

v . o n l . +1
para formar uma seqiiéncia z € S, z; = | Cpara Xi_n; < j < XN Tn,.

1
j_zé:lnz
Uma maneira alternativa de denotar a justaposicao é escrevendo z =
(1), ..o 1apks 02 ?, ., 922 L), ou simplesmente z = (12, 222, .. .). Os

pontos-e-virgulas substituem algumas virgulas para facilitar o entendimento.

2.2 Topologia

Sabe-se (ver |Lp68|, pagina 87) que para uma colegdo < de subconjuntos de
um espaco X ser uma base de uma topologia, é necessario e suficiente que
Uoes = X e que VO,0, € S,2 € O, N 0,303 € S com z € Os.

Defini¢ao. Para cada palavra gx™ definimos o cilindro [pa"] = {x € S ‘Ox,- =
x; Vi <n}. Também S serd considerado um cilindro.

Proposigao 2.2.1. Os cilindros sao base de uma topologia T em S.

Prova. A uniado de todos os cilindros possiveis ¢ S. A intersecao de dois
cilindros é sempre ou vazia ou outro cilindro. [J

Para todo n, h4 m” cilindros de comprimento n; suas intersegoes sao
vazias duas a duas e sua uniao é S. Assim, um cilindro, além de ser aberto,
também é fechado, por ser o complementar de uma uniao de m™ — 1 abertos.

Também podemos estruturar S como um espago métrico, definindo nele
uma métrica ou distancia.

Defini¢ao. Dados x5 x € S, defina a distancia entre eles como d(1z, o) =
27% com k = max{n € N|1x,~ = ox;Vi < n} se1x # ox e d(1x, 2x) =0 caso
contrdrio. Informalmente, k € a primeira posicao em que 1x e ox apresentam
um simbolo diferente. Dados gx € S er > 0, definimos a bola de centro ox
e raio v como o conjunto B(oz,r) = {x € S|d(oz,z) < r}.



Assim como em todo espago métrico, podemos definir uma topologia que
tenha como base as bolas de S. Chamaremos de 7" tal topologia.

Proposigao 2.2.2. 7' =T.

Prova. Basta ver que as bases de 7' e T s@o conjuntos iguais. Um cilindro
[z"] pode ser visto como uma bola B(z,r), com z qualquer elemento de S
cujas m primeiras projegoes sdo " e v = 27". Uma bola B(z,r) pode ser
vista como o cilindro [2"], com o n tal que 27" < < 27" ge r < %, e S
inteiro caso contrario. [

A topologia produto 7" é um terceiro jeito de definir abertos em S.

Definicao. A topologia produto em S = CN € a que tem como base os con-
Juntos da forma [[, O, C S, com O, um aberto de C, para todo n, sendo
O,, = C,, para todos exceto finitos n.

Pode-se demonstrar que 7 = 7' = T" (ver [KH96]|, pagina 47), e é com
tal topologia que equipamos, em definitivo, o espaco S.

2.3 O shift

Definig¢ao. O shift € a transformacao s : S — S definida por s(x1, xe, 3, ...) =
(22, x3,...). Compactamente, s(x), = Tpyi1.

O shift é uma funcao sobrejetiva mas nao injetiva. Se #C' = m, cada
seqliéncia é imagem de exatamente m seqiiéncias de S. Isso também vale
para os cilindros; cada cilindro de comprimento n é imagem de exatamente
m cilindros de comprimento n + 1.

Proposigao 2.3.1. O shift s é uma transformagao continua em S.

Prova. Basta mostrar que a pré-imagem de um aberto bésico da topolo-
gia (um cilindro ou bola) é um conjunto aberto. Ora, a pré-imagem de um
cilindro é a uniao de m cilindros, que sao abertos, e portanto um conjunto
aberto. [

Usando o shift, podemos dar uma definigao alternativa (e equivalente) de
justaposicao de palavras. Dadas enumeraveis palavras ;2™, podemos dizer
i—1
que a justaposicio delas é a seqiiéncia z € S com [(s2i=1 ™ (2))™] = [;2"].



Capitulo 3

Dinamica no itervalo

3.1 Conjuntos de acumulacao

Nosso objetivo aqui é estudar iterados de certas fungoes a,b : [0,1] — [0, 1].
Queremos descobrir os pontos de acumulagao das composigoes ¢, . . . caci(p),
para (c,), familia enumeravel de fungoes, ¢, € {a,b} e n — oco. O limite
serd tomado de uma forma heterodoxa; como exatamente devera ficar claro
até o fim desta secao.

Vamos ser mais especificos ao delinear as condigoes satisfeitas por a e b.
Devemos ter a,b : [0,1] — [0,1] de classe C', fun¢des monodtonas crescentes
com derivadas limitadas superiormente por uma constante L < 1. Também
exigiremos a(0) =0 e b(1) = 1.

Consideraremos essas funcgoes fixadas por toda a secao.

Definigao. ¢ : A C R — B C R ¢ chamada contragao se existe L <1
com |c(p1) — c(p2)| < Lip1 — pal, Vp1,p2 € A. Toda contracao €, em especial,
continua.

Lema. Nas hipdteses acima, a e b sao contragoes.

Prova. Tome L = L, e ¢ € {a,b}. Pelo Teorema do Valor Médio, Vpy, p,3 ps
com |c(p1) — c(p2)| = ¢(p3)[p1 — p2| < Llpr — po|- O

O fato de a e b serem contragoes é muito forte. Pelo Teorema do Ponto
Fixo das Contracgoes, cada uma tem um e somente um ponto fixo. Por
estarmos interessados na dindmica da regiao entre esses pontos fixos, pedimos



que eles sejam distintos e, por conveniéncia ja os fixamos em 0 (para a) e 1
(para b).
Definimos, para cada p € [0, 1], o conjunto

(Ctl P 0201(p>7 CtQ “ e Ctl P CQCl(p), Ct3 “ e Ctg e Ctl . CQCl(p>7 . )
converge a ¢ na métrica usual de R

qE[0,1”Elcl,cg,...cn...,EItl<t2<...<tn<... tais que

As seqiiéncias (cn C .0 (x))n em geral nao convergem, mas como assu-
mem valores no intervalo [0, 1] elas possuem subseqiiéncias convergentes (a
cada um dos seus pontos de acumulagao, pela definicao de ponto de acu-
mulacao). Para cada ¢ € @Q),, ¢ é ponto de acumulacao de (cn . CQCl<CL’))n,
para alguma escolha da seqiiéncia (c,),. Os nameros t,,, chamados pontos de
parada, sao os indices da subseqiiéncia convergente a ¢ em questao.

Proposicao 3.1.1. Se p1,ps € [0,1] entdo Q,, = Qp, = Q.

Prova. Seja g € (),,; queremos mostrar que g € (),,. Ha seqiiéncia de fun-
goes (¢,), e pontos de parada tq,ts, ... tais que lim, ,o ¢, -+ cac1(p1) = q.
Utilizaremos a mesma seqiiéncia e os mesmos pontos de parada para ps € mos-
traremos que ha convergéncia. E dado ¢ > 0. Ha Ny com |cy, - - - cac1(p1) —
q| < § paran > Nj.

Escolha N, com LY2 < 5. Entao para n > N, temos

’CtN T Cl(pl) — Ct, "Cl(Pz)’
cn - c1(pr) — ¢ - cr(p2))|
LN2|p; — po

)

2

|Ctn T Cl(Pl) — G, 'Cl<p2)‘

ARVANVANIVAN

Via desigualdade triangular, temos que para n > N = max(Nj, Ny) vale
|ct,, - - cac1(p2) — q| < €. ou seja, g € @y,. Vale a pena notar que a conver-
géncia é uniforme em p: o mesmo N serve para todos. [J

Agora vamos estudar os conjuntos imagem sucessivos das seqiiéncias.

Dado n € N, defina R, = |J yImer-cn e R=(2, R

ci€{a,b

Proposicao 3.1.2. Q C R



Prova. Basta mostrar que se p € ) entao p € R,, para todo n. Primeiro
note que R, é uma unido (ndo necessariamente disjunta) de 2" conjuntos
compactos (imagem de compactos por fungbes continuas) e portanto é fe-
chado. R, interse¢do de fechados, é fechado. Como ¢, ---¢;(z) € R,, para i
suficientemente grande (por exemplo, para i > i,, > n) e p é um limite destes
numeros, segue que p € R,. [J

Agora vamos precisar entender melhor a estrutura subjacente aos elemen-

tos de R.

Proposicao 3.1.3. Ezxiste uma func¢ao continua sobrejetiva f : S — R, com
S = {a,b}" espago de seqiiéncias.

Prova. Antes de tudo, identificaremos palavras com func¢oes. Dada uma
palavra 2" em S = {a,b}", faz sentido falar na fungao composta x7 oz} o

coxl :[0,1] — [0,1]. Usaremos o mesmo simbolo da palavra, 2", para
denotar tal composta.

Para cada z € S e n € N, considere a funcao 2" = x10...0x, :
[0,1] — [0, 1]. Denotaremos R(z,n) C R, a imagem de &". Pela ordem em
que compusemos as fungoes, obtemos Im 2"t C Im 2", ou seja, R(z,n +
1) € R(z,n). Como a e b sdo contragoes o didmetro das imagens diminui
geometricamente a cada nova aplicac¢do, e portanto temos diam R(z,n) — 0
se n — 00.

Pela propriedade dos intervalos encaixantes na reta, cada x inicial deter-
mina um tnico elemento em (), R(xz,n) C (), R, = R. Ele elemento sera

nosso f(x).
Vamos passar a sobrejetividade. Se r € R, r € R,, para todo n. Com isso
podemos escolher, para cada n, uma palavra ,z" = (,27,...,,z}) satisfa-

zendo r € Im 2", Temos uma palavra para cada n (indice inferior esquerdo),
e esta palavra tem comprimento exatamente n (indice superior direito).

Vamos construir y com f(y) =r.

Cada primeiro termo ,z} é a ou b, de maneira que ao menos um dos
simbolos aparecera infinitas vezes. Definimos y; € {a,b} de maneira que y;
apareca infinitas vezes nos , 7.

Dentre os infinitos n com ,z} = y;, ha infinitos n com ,z5 = a ou
infinitos com , x4 = b. ys serd um dentre a ou b de modo que esteja presente
em infinitas seqiiéncias nessa posicao.

Dentre os infinitos n com ,z7 = y; e ,25 = y2, podemos escolher y3 de
maneira que também haja infinitos n com ,z% = y3. E assim por diante,

7



definimos y € S.

E importante frisar que a escolha de y pode nao ser tnica. Veremos
exemplos com f injetiva e com f nao injetiva na Secao 3.2.

Vamos mostrar que r € R(y,n). Ora, existe ¢ € N (infinitos, inclusive)
com R(y,n) = R(;z,n) = Imgax™ 2O Imga® > r. Logo r € R(y,n), e por
conseguinte f(y) = r.

Falta mostrar que f, uma funcao entre espagos métricos, é continua. Con-
sidere z € S. E dado € > 0. Escolha n de forma que diam R(z,n) < ¢. Seja
§ = 2" Entao, para todo y € B(z,d) = [2"] teremos f(z) € R(z,n) =
R(y,n), uma vez que z" = y". O

A forma como definimos a composicao foi decisiva. Caso tivesse sido
executada na ordem inversa, nao teriamos o essencial, que é a intersecao
unitaria dos R(z,n).

Proposicao 3.1.4. R C ()

Prova. Sejar € R. Como f: S — R é sobrejetiva, ha y € S com f(y) =r.

Considere entao a seqiiéncia ¢ = (Y15 Y2, Y15 Y3, Y2, Y1; -3 Yns -« - s Y2, Y15 -+ )5
justaposicao das palavras ¢, n € N. Essa sera a seqiiéncia de composigoes.
Os pontos de parada serao os numeros triangulares t, = 1+ 2+ ... +n =
U+l Teremos Im ¢, .- Cocp = Imé» CImy" = R(y,n). Logo paran € N
epel0,1], é(p) € R(y,n). Como diam R(y,) — 0 segue lim ¢'» = r por-
tanto r € Q. U

Poderiamos formar uma outra seqiiéncia com o mesmo efeito.

Defina w = (a;b;a,a;a,b;b,a;b,b;a,a,a;...) a justaposicao de todas as
palavras possiveis numa ordem ditada pelo seu comprimento. Usando os
pontos de parada adequados para destacar as palavras (yy . . ., y2, ¥1) quando
aparecerem, teremos, da mesma forma que antes, ¢ € (). Esta seqiiéncia
w independe de ¢ e y. Isso significa que para todo p € [0,1] a seqliéncia
(wt(p), w*(p), w3 (p),...) se acumula em todos os pontos de Q.

Teorema 3.1.1. ) = R

Prova. Segue trivialmente das Proposicoes 3.1.2 e 3.1.4. [J



3.2 Exemplos

Ha trés exemplos importantes, mutuamente exclusivos e complementares,
conforme b(0) for menor, igual ou maior que a(1). Queremos calcular os
pontos de acumulagao (no sentido da defini¢ao de @) em cada um dos casos.
Para tanto, basta estudar as imagens sucessivas das composigoes (no sentido
da defini¢ao de R). Também queremos conhecer a estrutura da funcao f :
S — R (definida na Proposigao 3.1.3) em cada caso.

Exemplo 1. b(0) < a(1)
Vamos mostrar por indu¢ao que R, = [0,1] para todo n. Primeiramente,
Ry = Ima VU Imb = [0,1]. Supondo verdadeiro até n,

R, = U Ima™t = U (Imx"oaU[mx"ob>: U Imzx" = R,

zn+1€Cn+1 I"EC" anC"

que pela hipétese de indugao € [0,1]. Logo Q@ = R = (R, = [0,1]. Isso
significa que todos os pontos do intervalo sao pontos de acumulacao.

f S — R nao € injetiva. Se hd p, 1™ e 2x™ com p € Imx™ N Imox™,
existem (pelos mesmos argumentos da Proposi¢ao 3.1.3) 1y, 2y € S com
4" =; " e f(1y) = f(ay) = p. Pode-se sempre escolher 1x' = (a) e yx' =

(b).

Exemplo 2. b(0) = a(1)

Também neste caso temos R,, = ImaUJImb = [0, 1] para todo n, e portanto
Q = R =1[0,1], e f ndo € injetiva. As demonstracoes sao as mesmas do
exemplo anterior.

Um caso particular ¢ aquele com a(p) = 2 e b(p) = 3 + 5. Nesse caso f

2 2
¢ a representagao de [0, 1] na base bindria, com a <> 0 e b > 1.

Antes do proximo exemplo, uma definigao (seguindo [PW96], pagina 105).

Definicao. Seja X um espago métrico e m € N. Considere conjuntos
A in © X, 1 <14, < m, todos fechados e limitados, dois a dois disjun-
tos para n fivo, satisfazendo A; . ;. ;i © A ., para qualquer 1 < j < m.
Suponha que diam A;, ;. — 0 quando n — oo. Conjuntos A;, ;. com
essas propriedades sao chamado conjuntos bésicos. Um conjunto da forma
K =M21Uny,iny Dir,.i € chamado conjunto tipo Cantor.



Exemplo 3. b(0) > a(1)

Como a e b sao mondtonas crescentes, verifica-se que R, € a uniao de 2"
intervalos disjuntos. Q) = R = NR,, € um conjunto tipo Cantor; com m = 2;
seus abertos bdsicos sao A;, ;. = Ima; o---0a;,, coma; =a eay =Db.

f € injetiva. Com efeito, suponha f(x) = f(y) = r. Entdo, para todo
n, R(z,n) = R(y,n) (eles sao disjuntos ou coincidem, e como contém r nao
podem ser disjuntos). Segue Imx™ = Imy" para todo n, e por conseguinte
T =y.

O conjunto de Cantor tradicional da Andlise € um caso particular deste

exzemplo. Ele € obtido quando as fungdes iteradas sao a(p) = £ e b(p) = %—1—%.

3.3 Generalizacao para espacos métricos com-
pactos

Vamos mostrar que os resultados da Se¢ao 3.1 néo valem somente para [0, 1].
Na verdade, eles se estendem para espagos métricos compactos, sem perda
de informacao. Nao obstante, sao ancorados nas mesmas demonstragoes.

Sejam agora X um espaco métrico compacto e d : X x X — R a sua
métrica. Sejam a,b : X — X duas contracoes. Sempre que mencionarmos,
¢; € {a,b}. Estas serdo nossas tnicas hipoteses para a e b nesta segao.

Um olhar atento nota que esta foi a tnica propriedade de a e b usada nas
provas da Secao 3.1. Omitiremos as provas desta se¢ao; para reconstrui-las
basta trocar [0, 1] por X e | * — x| por d(x, *).

Defina, para cada p € X

q€X|E|cl,02,...cn...,3t1<t2<...<tn<... tais que

Qp:{ (Ct1."C2cl(p>7ct2“'ct1"'0201(p>7ct3"'CtQ"'Ctl”'0201<p>7'--) }

converge a ¢ na métrica de X
Proposicao 3.3.1. Se py,p; € X entao Qp, = @Qp, = Q.

Novamente vamos estudar os conjuntos imagem sucessivos das seqiiéncias.
Dado n € N, defina R, = Ucie{a’b} Ime ---cp,e R=()_, Rn.

Note que como X é compacto e a, b sao continuas, R, e R sao conjuntos
fechados (na topologia de X induzida pela métrica d).

Proposicao 3.3.2. Q C R

10



Onde requisitamos a propriedade dos intervalos encaixantes na reta, po-
demos usar a seguinte generalizacdo para espagos métricos completos (em
especial, para espagos métricos compactos). (Uma demonstragao pode ser
encontrada em [Li09], pagina 189.)

Lema. Em um espaco métrico completo X toda seqiiéncia decrescente I C

=

Fy € ... de subconjuntos fechados nao fazios de M, com lim,,_, diam F,, =
0, tem como intersecao um conjunto unitdrio.

Proposicao 3.3.3. Eziste uma funcgao continua sobrejetiva f : S — R, com
S = {a,b}" espaco de seqgiiéncias.

Proposicao 3.3.4. R C ()

Teorema 3.3.1. Q) = R

3.4 Generalizacao para ntimero finito de fun-
coes

Assim como a exigéncia do espago métrico compacto X ser o intervalo [0, 1],
a exigéncia de termos somente duas fungoes disponiveis para iteracao pode

ser eliminada. Podemos considerar que temos finitas fungoes aq,...,a, :
X — X, todas elas contragoes, e estudar produtos c¢,c,_1---¢; : X — X,
com ¢; € {ay,...,an}. E valerdo todos os resultados das segoes 3.1 e 3.3. As

provas sao praticamente idénticas.

Atencao para o fato de serem finitas as possiveis funcoes a serem iteradas.
Se fossem infinitas, varias etapas das demonstracoes seriam invalidadas. Para
ficar s6 em um exemplo especifico, R,, seria uma uniao infinita de fechados,
e portanto nao necessariamente fechado.

Defina, para cada p € X

Qp:

(Ct1 . e C2cl(p>7ct2 .. 'Ct1 .o ‘0201(]9),0153 e Ctz .. .ctl e 0201(p>, . )

{ q€X|E|cl,02,...cn...,E|t1<t2<...<tn<...taisque }
converge a ¢ na métrica de X

Proposicao 3.4.1. Se p1,p2 € X entao QQp, = @Qp, = Q.
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Pela terceira vez vamos definir e estudar os conjuntos imagem sucessivos
das seqiiéncias. Dado n € N, defina R, = UCZ_E{%._’M} Imecy---c,e R=
N, R,. Desta vez, R, é uma unido nio necessariamente disjunta de m”
compactos.

Proposicao 3.4.2. Q C R

Proposicao 3.4.3. Eziste uma fungao continua sobrejetiva f : S — R, com
S ={ay,...,an}" espaco de seqiiéncias.

Proposicao 3.4.4. R C ()
Teorema 3.4.1. Q) = R

Como exemplo desse contexto mais geral, considere que X é um trian-
gulo com borda e interior, com a métrica herdada do plano. Se pensarmos
que aq, as, az sao homotetias de razao % com centro em cada vértice, temos
ai,as, a3 : X — X contragoes. Quando iteramos tais contragoes na ordem
que desejarmos, o conjunto limite é () = R o conhecido triangulo de Sier-
pinski.

Seria possivel ir além, generalizando ainda mais a questao, embora sem

garantia de resultados analogos. Uma abordagem mais geral pode ser encon-
trada em [MUO3|, pagina 1.
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Capitulo 4

Matrizes

4.1 Preliminares

Consideraremos conhecidos os conceitos de espaco vetorial, transformagao li-
near, matriz, determinante, trago, autovalor e autovetor, todos em dimensao
finita. Fixaremos a notagao: gl = ¢l(2,R) = {M : R?* — R?*/M linear},
GL = GL(2,R) = {M € gl|M invertivel} e SL = SL(2,R) = {M €
GL|det M = 1}.

Definigao. Defina o espaco RP' pelo quociente RP* = R?\{(0,0)}/ ~, com
~ q relagio de equivaléncia definida por (x1,x2) =~ (y1,y2) se e somente se
hik € Rk #0 com k(x1,25) = (y1,92). RP' € o conjunto das diregées do
plano, também podendo ser identificado com o conjunto das retas passando
pela origem.

Definigao. Defina S = R*\{(0,0)}/ =, (z1,22) = (y1,v2) se e somente
se ha k € R,k > 0 com k(z1,22) = (y1,2). S' pode ser pensado como o
conjunto dos vetores de norma 1 em R? ou como o conjunto de semi-retas
partindo da origem.

Nosso interesse é estudar as direcoes dos vetores apds sucessivas trans-
formacoes lineares. Para tanto ficaremos satisfeitos em estudar somente SL.
Ha duas formas de abordar o problema: em RP' ou em S'. Escolhemos S*
pela facilidade de visualizagao. Isso exigira a hipotese de autovalores positi-
VoS, mas nao nos importaremos em sacrificar um pouco da generalidade se
obtivermos um ganho em clareza.
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Uma transformagao linear M € SL é comumente descrita como uma

matriz real 2 x 2, M = (CCL Z), com ad — bc = 1, agindo linearmente em

pontos (z,y) do R?.

Também ¢é possivel escrever M de um ponto de vista radial em vez de
linear. Cada ponto de R?\{(0,0)} pode ser escrito de forma tinica como um
par (6,r) € ST x R*, seu angulo e seu comprimento.

Na perspectiva linear, as entradas a, b, ¢ e d determinam a matriz. Na
perspectiva radial, a transformacao linear é caracterizada por duas fungoes
Dy St — Ste Ny ST — RY definidas através da equacao

cosf\ cos @y (6)
M (sin 6) = Nu(0) (sin (IJM(Q)>
® s, Ny em principio seriam funcoes de 6 e r. Contudo, como M é linear a
dependéncia é somente em 6. M leva (6,7) € S' x R em (®y(0), Ny (0)r) €
St x RT.

Podemos dar expressoes analiticas para ®,; e Ny, em fungao de 6:

0+ dsind
®,/(0) = arctan (CCOS +asin )

acosf + bsinf

Nu(0) = /(acosf + bsin )2 + (ccosd + dsin )2

A funcio @y, : St — S ! desce (pela identificagao dos pontos antipodas
de S') naturalmente para ®,; : RP' — RP'. Podemos entdo escrever

- c+ dtanf
oy (0) = (£ 0)
an @y (0) a+ btanf
o que mostra que @y, é conjugada a transformacao de Mébius T'(z) = %

restrita a R U oo através da bijegao tan : RP* — R U {oo}.

S! tem uma estrutura de variedade diferenciavel através de mapas que sao

- . . 0 )

restrigoes locais da funcao ¢ : R — St 4(0) = Zfs 9>. Tais mapas, além
de nos permitirem falar em derivagao em S!, nos ddo uma nocao natural de
ordem em subconjuntos de S! que sejam homeomorfos a intervalos da reta (a
ordem é aquela que faz 1 ser crescente). Essa ¢é a justificativa para a pratica
corriqueira de denominar elementos de S* por niimeros reais moédulo 27 para

fins de calculo e comparacao.
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Conduzindo alguns calculos, pode-se verificar que as fungoes @, e Ny
sao relacionadas por

d 1

Definicao. M € SL € dita
e hiperbdlica se [tr M| > 2;
e parabolica se [trM| =2 e M # +1, I a matriz identidade de SL;
e cliptica se |tr M| < 2.

Tais descrigoes sao mutuamente excludentes e, com excecao de £1I, esgotam

todo SL.

Se M & hiperbolica, teremos dois autovalores A}, e Ay, reais e distintos
com A}, + Ay = tr M e A\j; A\, = 1. Por notacdo |\y| < 1 < |A\};|. Tam-
bém existirdo dois autovetores, u}, e uy;, os quais definem diregoes fixas em
RP'. Vamos chamar de 0}, 0,,, —0,, —0;, os angulos correspondentes em
S1. Esse ¢ mais um pequeno preco a se pagar por trabalharmos em S': as
direcoes que representam os autoespacos unidimensionais em RP! néo tém
um representante canonico em S*.

Se os autovalores sao positivos, teremos que @), : ST — St tem em 6},
e 0, (e em —0,, e —0,,) pontos fixos. A partir de agora, consideraremos
somente matrizes hiperboélicas com autovalores positivos. Essa nao é uma
exigéncia muito forte; se M é hiperbodlica e nao tem dois autovalores positivos,
entao —M os tem.

Numa pequena vizinhanca (um intervalo) de S* em torno de 8;,, ®,,(6) =

M> de
1

N Z < 1 e portanto ®,, é uma contracao nessa vizinhanca, com 93} um

ponto fixo atrator. Note também que a ordem dos angulos é preservada.
Para ver isso, considere 6, 6 € S na vizinhanca, com 6; < 0,

( ) ( ) - : ] - : !
) 6,) — P 0 / —&,,do —5
M\V2 M\V1 . 0 M . N2

e portanto 0 < @/ (0s) — Dy (01) < 05 — 0.

do
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4.2 Uma aplicacao

Alguns resultados obtidos no Capitulo 3 tém uma aplicacao muito interes-
sante em produtos de matrizes.

Considere duas matrizes, A e B, de determinante 1, hiperbélicas e com au-
tovalores positivos. Suponha os dois maiores autovalores \}; e Af; forem gran-
des, com autovetores associados proximos o suficiente a ponto de delimitarem
um intervalo Q em S* no qual os vetores sao expandidos a uma taxa suficien-
temente grande tanto pela acdo de A como por B; pedir Na, Ng > J > /2
em {2 sera suficiente. Isso garantira que as imagens de € por &4 e ®p sejam
conjuntos disjuntos em 2. Quando pegarmos um vetor inicial v = (0,r), e
fizermos agir sobre ele as matrizes A e B, em qualquer ordem, veremos uma
6rbita em R2. A norma estara crescendo exponencialmente a cada aplicacao:
¢ multiplicada por pelo menos. Ja 6 fica perambulando por um certo con-
junto de {2; sua oOrbita eventualmente se acumula em alguns angulos de €.
O conjunto dos angulos passiveis de serem pontos de acumulagao de alguma
orbita é, conforme o teorema abaixo, um conjunto tipo Cantor.

Teorema 4.2.1. Sejam A, B € SL matrizes hiberbolicas e com autovalores
positivos, J > /2, Q um intervalo em S* com extremo inferior em ul e
superior em u}; tais que Na(6), Np(0) > J para todo 6 € Q. Entao o conjunto
Q (conforme definicio da Secao 3.3), relativo a ®4,Pp : Q@ — Q € um
conjunto tipo Cantor.

Prova. Como Ny(6),Ng(f) > J para todo § € Q, A e B expandem os
vetores na regiao 0 C S'. Isso implica, em particular, que A} > V2 e A >
V2. Também significa que u, e up (além de —uj e —up) ndo pertencem
a  (afinal, Ny(uy) = A\, = ﬁ < < e Np(up) = )\gﬁ < Z). Também
—ujg, —ujg, nao pertencem a €2; do contrario €2 teria um comprimento de pelo
menos 7 e conteria u,, Uz, —U, Ou —uUg, O que ja vimos ser impossivel.

Para todo 6 € Q temos ®(6) — ®4(0}) = f;X Niidé < 6 — 6%. Logo
$,4(2) € Q. Raciocinio semelhante resulta em ®g(Q2) C Q, garantindo
(I)A, CI)B Q0 — Q.

Vamos entao identificar 2 com o intervalo [0, 1] através de uma bijecao
h:[0,1] — Q definida por



Essa é a expressao analitica de uma curva percorrendo 2 C S! no sentido
positivo e com velocidade constante 05 — 6.

Definaa,b : [0,1] — [0,1] por a = h™to®@4|qoh e b= h~to®pg|,0h. Temos
a(0) = 0 e b(1) = 1. Usando a preservacao da orientagdo, a invariancia da
velocidade 7'(p) e a Regra da Cadeia, obtemos a'(p) = ', (h(p)) < 5 € [0, 5]
et/(p) = P(h(p)) < 55 € [0, 3] para todo p € [0, 1]. Temos a e b satisfazendo
todas as hipoteses da Se¢io 3.1. Definimos Q e R como na Secéo 3.1, relativos
aa,b:[0,1] = [0,1]. Temos Q = R, segundo o Teorema 3.1.1. Pelo Teorema
do Valor Médio, a(1) < 1 < b(0), portanto a situagao ¢ a do Exemplo 3
da Segao 3.2. Assim, os iterados no mundo a,b : [0,1] se acumulam num
conjunto tipo Cantor Q = R.

A bijecao h : [0, 1] — € preserva as relagoes de pertinéncia dos conjuntos
basicos A;, . ;,, de maneira que @) relativo a ®4, @5 : 2 — 2 é também um
conjunto tipo Cantor. [J
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