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RESUMO

Este trabalho contitui-se de duas partes: na primeira consideramos X
espago métrico compacto e uma aplicagao T : X — X. Esta induz uma aplicagao
o : P(X) — P(X) dada por () = Ty(p), e chamada de push forward de T
Temos entao que ® é continua, e assim, obtemos um sistema dinamico. Nosso
objetivo entao é estudar as propriedades topolédgicas desta dinamica, assim como
as propriedades ergddicas.

Na segunda parte passamos a estudar dinamicas que nao sao do tipo push
forward. Os nossos principais resultados sao a respeito da dinamica dada pela
convolugao de medidas em um grupo topolégico. Mais precisamente, dado G
grupo topoldgico e v € P(G) temos uma aplicagao 0, : P(G) — P(G) dada por
O, (1) = v * p. Nossos principais resultados concentram-se no caso em que G é
um grupo abeliano finito. De fato, caraterizamos as érbitas da dinamica.
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ABSTRACT

This work is about two dynamics: the first one is the dynamic given by the
push forward of a continuous map 7' : X — X on a compact metric space. The
push forward map is a map on P(X) and is given by ®(u) = Ty(x). The map
is continuous, then we have a topological dynamical system @ : P(X) — P(X).
We studied the properties of this dynamic and proved, for example, we proved
that if the entropy of the map T is positive the the entropy of ® is infinity. We
also studied the ergodic properties of the map ®.

The second dynamic is given by the convolution of measures on a topological
group G. The main results were obtained when G is a finite abelian group. The
dynamic is defined as follows: take v € P(G) and define the map p € P(G) —
v* p. When G is a finite abelian group is possible to characterize completely
the orbits of this dynamic.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo dos iltimos anos alguns autores dedicaram-se a tentar munir o
espago de probabilidade (de um espago métrico) com uma estrutura de ver-
iedade Riemanniana. Entender como esta estrutura é definida passa por en-
tender o espago tangente de tal variedade, que precisa ser deifinido neste caso,
e isto motivou, por exemplo, o trabalho de Kloeckner [10]. Este autor fixa
um certo espaco métrico (o circulo S') e uma aplicagao sobre este conjunto
(®g : * — dx mod 1); esta aplicacdo induz uma transformagao no espago de
probabilidade P(S!), conhecida como a aplicacio push forward. Definida tal
aplicacao este autor passa a estudar certas propriedades do sistema dinamico
como, por exemplo, a entropia deste sistema e ele da, para este caso especial,
uma descri¢ao do espago tangente em uma probabilidade do circulo.

Motivados por este trabalho, boa parte do nosso consiste em tentar entender
a relagao um sistema dinamico sobre o espaco métrico e o sistema dinamico
induzido no espago de probabilidades pelo push forward. Nosso objetivo é ver
quais propriedades sao comuns aos dois sistemas dinamicos e quais nao sao
exatamente as mesmas.

Algumas propriedades topoldgicas sdo herdadas pela dindmica dada pelo
push forward, mas sob hipéteses muito fortes sobre a dinamica no espago métrico:
por exemplo, para obtermos recorréncia por cadeias no caso probabilistico é
necessario assumir que a aplicagdo no espago métrico é topologicamente transi-
tiva.

A entropia topoldgica, por outro lado, pode ser limitada, por baixo, pela
entropia da aplicagao original, e se esta for positiva, entao a entropia no mundo
probilistico serd infinita.

Além de estudarmos propriedades topoldgicas da dinamica dada pelo push
forward também dedicamos uma parte deste trabalho ao estudo das propriedades
ergddicas desta aplicagao. Mais uma vez tentamos ver a relagao entre as pro-
priedades ergodicas da dinamica no espago métrico com a dindmica no mundo
probabilistico. Para tanto, obtivemos algumas medidas invariantes para o push
forward e em seguida passamos a estudar a estrutura do conjunto das medidas
invariantes para esta aplicagao.



A ultima coisa que fizemos com respeito a dinamica dada pelo push forward
foi tentar definir uma nova entropia para esta aplicagao, uma vez que se a
entropia da aplica¢ao no espago métrico for positiva teremos que a aplicagao do
caso probabilistico serd infinita. A esta nova entropia damos o nome de entropia
fraca em medida, e esta nomenclatura é justificada pelo fato de ser inspirada
pela entropia em medida da aplicagao no espaco métrico.

Por 1ltimo, nos concentramos em construir e estudar dindmicas sobre P(X)
que nao sao induzidas por push forward de aplicagoes no espago métrico. De
fato o que fazemos é construir duas dinamicas, para a primeira delas, usando
um resultado muito interessante de Bowen [2] , mostramos que possui entropia
positiva. A outra é obtida pela convolucao de medidas em um grupo topolégico
compacto. Para esta temos um estudo mais detalhado.

Este trabalho estd organizado do seguite modo: primeiramente introduzimos
os principais conceitos e provamos alguns resultados basicos com o objetivo de
mostrar que P(X) é um espago métrico e que a aplicagao induzida é continua.

No capitulo 3 temos uma parte que pode ser considerada como de motivacao
onde exploramos o caso em que X é um conjunto enumeravel, onde mostramos
que a aplicacao T — X tem ponto periddico se somente se seu push forward
tem ponto fixo.

No capitulo 4 passamos a estudar a propriedades topolégicas da aplicagao
push forward, neste capitulo provamos que o fato de T ser transitiva nao im-
plica em transitividade para ®, mas supondo que T é topologicamente mistu-
rador concluimos que seu push forward é topologicamente misturador. Neste
capitulo também mostramos que se T' é equiconinuo, entao ¢ satisfaz a mesma
propriedade.

O capitulo 5 inicia-se com resultados que tratam de atratores. Nesta parte
mostramos que se T tem um atrator ponto entao o delta de Dirac neste ponto
é um atrator para ®. Logo em seguida definimos o conceito e atrator uniforme
para um sistema dinamico e entao mostramos que se 1" possui um atrator uni-
forme, entao ® possui um atrator uniforme.

No capitulo 6 provamos o nosso pricipal resultado, que trata da entropia da
aplicagao push forward. Mostramos que a entropia de ® é sempre maior ou igual
do que a entropia de T, e que se a entropia de T for positiva entao a entropia
de @ ¢ infinita.

No capitulo 7 passamos a estudar as propriedades ergédicas da aplicagao
push forward. Vimos que dado um sistema dindmico topolégico (X, T') é possivel
estabelecer uma espécie de projecdo do espago M(P(X), ®) no espago M(X,T),
com ® sendo o push forward da aplicagao T. Também, devido ao fato de a
entropia topoldgica ser infinita em muitos casos, introduzimos o conceito de
entropia fraca em medida. Vimos que esta nova entropia é menor ou igual do
que a entropia topoldgica, e que esta entropia é invariante por conjugacgoes.

O capitulo 8 é dedicado a estudar dindmicas em P(X) que nao sejam push
forward de uma aplicagao T : X — X. Fixamos um grupo topoldgico compacto
G e uma medida v € P(G) e consideramos O, = v * p. Nossos principais
resultados sobre essa dindmica concentram-se no caso em que G é abeliano
finito. Neste caso caracterizamos as 6rbitas da dinamicas.



No tltimo capitulo sdo apresentados duas aplicagbes sobre P(X) que néo
sao dadas por push forward. Neste capitulo apresentamos alguns resultados in-
teressantes sobre a entropia e conjunto w-limite da dinamica da pela convolugao
de medidas.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Uma topologia para P(X)

Neste capitulo estudaremos o espago P(X), sendo X um espago métrico. Ve-
remos algumas métricas sobre P(X) e alguns resultados bésicos.
Comegamos considerando X um espago métrico compacto separdvel e P(X) o
conjunto das medidas de probalidade de Radom sobre X. Nés estamos interes-
sados em trés métricas particulares. A primeira delas é conhecida na literatura
como métrica de Prokhorov e é definida por

dp(v,p) = inf{a>0: u(A) <v(A,)+a and v(A4) < u(Aq)+a, VA € B(X)},

onde Ay :={z € X : d(z,A) < a}. Asegunda é a distancia fraca-+ e é definida

por
dur) =3 5 /X gi(e)dp — /X gi(e)dv

onde g; : X — [0, 1] é continua para todo i € N e {g; }ien é conjunto enumerdvel
denso em C(X,[0,1]). Finalmente temos a métrica de Wasserstein dada por

9

1

Wy (p,v) = (irﬁf{/xxxdp(x,y)dﬂ})E, p € [1,00)

onde II é um transporte de p para v, isto é, sendo p; : X? — X e py: X2 — X
as projecoes na primeira e segunda componente respctivamente, temos que

(p1)sIl = p e (p2):(I1) = v,

onde (p;)yI1(A) = I(p; ' (A)).
No que segue veremos que as trés métricas geram a mesma topologia, ou
seja, sao equivalentes. De fato, elas geram a topologia fraca em P(X).



Definicao 2.1.1. Seja {u;} en uma sequéncia em P(X). Dizemos que {4 }ien
converge para i na topologia fraca se

‘/Xg(x)d/lj*/Xg(x)dlu‘ —0, VgeC(X).

Lema 2.1.2. As trés métricas acima geram a topologia fraca, ou seja, $Go
equivalentes.

Demonstragao. Ver [8] e [9]. O

O Lema 2.1.2 serd ttil ao longo deste texto, pois em certos momentos uma das
trés métricas torna-se mais interessante para uma demonstragao que as outras
duas.

Como o nosso objetivo é estudar o sistema dindmico sobre P(X), ou seja,
uma aplicagdo continua ® : P(X) — P(X), é importante sabermos sob quais
hipéteses o espago métrico P(X) é compacto, separdvel, completo, etc.

Lema 2.1.3. Se (X,d) € um espago métrico compacto entao o espa¢o métrico
P(X), munido com qualquer uma das trés métricas acima, € separdvel.

Demonstragdo. Seja X espaco métrico completo . Entéo existe A = {ay, }nen
sequéncia densa em X. Consideramos o conjunto

k k
A= {Zaﬁat :Zai =1, aj,...,ap €[0,1]NQ, a; € A, k= 1,2,...}.
i=1 i=1

Nés afirmamos que A é denso em P(X). De fato, seja u € P(X). Para cada
m > 1, U5, B(ay, %) = X. Tomamos k,, tal que

1 1
k

Ul B( -,—)>>1——.
,u( i=1 4 m - m

Agora modificamos as bolas B(a;, %) de modo a obtermos conjuntos disjuntos.
Definimos entao

)
= 5(on D)8 1)

o |

Entao A7", A%, ..., A? sao disjuntos e U{ZlA;" = U{ZlB(ai, %) para todo j.
Em particular, p(UF» A7) > 1 — L logo

k:"‘ﬂ

3 u(Ar) e {1 - % 1}.

i=1



Agora nés aproximamos
HOAT S0, + oo+ (AR ),

por
fom = 01" 0ay + ... + Q! Oay
onde nés escolhemos os a7 € [0,1] N Q de modo que 2?21 a'=1e

km

m m 2
Z|H(Aj)_aj‘<a'

j=1

Notamos que para cada m, p,, € A. Vamos entdo mostrar que p,, — MU.
Tomamos entao g € C(X,R). Entao

k"’i
’/gdum f/gdu‘ = ’ZO&}”Q(%) */gdu’
j=1
km 9
<D uAMg(ay) */gdu’ + = sup |g(ay)|
j=1 J

IN

2
/Zg(aj)XA;ndu—/gdu’ + —llglloe
j=1
o

2
< Z/ (g((lj)XA;_n —gXA;_n) —/gX(Uj:gllA;_n)cdu‘ + —lglls
j=1

k
- 2
<> lgay) = g@)l(A7) + llghoons (U, A7) + e
j=1

Entao observamos que cada Ag” estd contido em uma bola de centro a; e raio
1/m. Como X é compacto e g é continua, segue que g é uniformemente continua.
Logo dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que |g(x) — g(y)| < € sempre que |z —y| < J.
Com isto temos que |g(z) — g(a;)| < € para todo x € AT* para todo j. Entao
para m > 1/0 segue dos célculos acima que

’/gdum—/gdu‘ Se+llgllm(%+%)-

Assim [ gdpn, — [ gdp, quando m — oo. Entao pn, — p. O

O lema 2.1.3 mostra que, muitas vezes, quando queremos provar alguma pro-
priedade para uma medida, basta provar tal propriedade para uma sequéncia
de medidas, que converge para a primeira, mas que sao muito mais simples,
ja que sao combinacoes convexas de deltas de Dirac. Uma observagao impor-
tante é que se X é apenas um espago métrico mas nao é compacto, entao



o mesmo resultado ainda é valido, com a diferenga de que devemos tomar
g € Cp(X,R) := {g : X — R : g é continua e limitada }. Outro resultado
importante diz respeito & compacidade de P(X).

Como sabemos, todo conjunto compacto é separavel, assim o resultado acima
é apenas uma consequéncia se P(X) for compacto.

Lema 2.1.4. Se (X,d) € um espago métrico compacto entdo o espago métrico
P(X) é compacto na topologia fraca.

Demonstragdo. Como X é compacto temos que C(X,R), munido com a
norma do supremo definida por

1F1l = sup |f ()],
zeX

é um espaco de Banach. Seja C'(X,R)’ o dual de C(X,R), e consideramos
M:={p e C(X,R) :|¢|l <1, (1) =1, o(f) > 0Vf € C(X,R) com f>0}.

Para p € P(X) definimos ¢, (f) := [ fdp, f € C(X,R). Pelo Teorema de repre-
sentacao de Riesz, a correspondéncia T' : p +— ¢, é uma bijecdo de P(X) sobre
M. Mais ainda, temos que T é homeomorfismo, onde estamos considerando
sobre M a topologia fraca-*. Pelo Teorema de Alaoglu temos que a bola fechada
no dual B = {¢ € C(X,R)" : ||¢|]| < 1} é compacta na topologia fraca-x e
portanto M é compacto na topologia fraca-*, sendo que é fechado em B na

topologia fraca-x. Como T é homeomorfismo, segue que P(X) é compacto.
O

Com os resultados anteriores ja temos que P(X) é um espago métrico separavel
se X o é e compacto se X o é. Um resultado topoldgico importante é o que diz
respeito a completude de P(X). Este resultado apenas enunciaremos.

Lema 2.1.5 (Ver [8] e [9]). Se (X,d) é um espago métrico completo entdo o
espag¢o métrico P(X) é completo.

2.2 A aplicagao ¢ : P(X) — P(X)

O objetivo desta secao é mostrar que o push-forward de uma aplicagao continua
T :X — X, define uma aplicagao continua denotada por ® : P(X) — P(X).
Comecamos considerando X espago métrico compacto, uma aplicagao continua
T:X — XepePX) Amedida Typu € P(X), chamada de o push forward
de u por T é definida por

Tyu(E) = u(T~Y(E)), YVE C X Boreliano.
Temos entao definida uma aplicacdo ® : P(X) — P(X), dada por
O:peP(X)— d(p) :=Tiu e P(X).

A seguir mostraremos que a fungdo ® é continua, mas antes precisamos do
seguinte Lema:



Lema 2.2.1. (Mudanc¢a de Varidveis) Sejam f: X =R eT : X — X fungodes
continuas. Entao

[ sa@ ) = [ (ror) @

X

Demonstragio. Seja A € B(X) um conjunto mensurével e ¢ = X4 a fungao
caracteristica de A. Entao nés temos que

/ 0d(®' (1 / Xad(u(T™) = u(T~(A)).
X
Por outro lado temos que

J o Tau= [ sy = (T (4)).

~ . k . . s
Agora se tomamos uma funcao simples ¢ = > -, a;X4;, por linearidade, nds

Jj=1
temos que

k
/wd (& ( /ZaJXA d(® :Zaj/ Xa,d(®
=1 X
k
:Zaj/ (Xa, oTi)du:/ > aj(Xa, o Tdp
j=1 X Xj=1

= / o Tdpu.
b'e
Como a integral de uma funcgao f é o supremo de integrais de func¢oes simples
que sao menores do que f, o resultado segue. O

Lema 2.2.2. Seja X espago métricos compacto , T : X — X uma aplicagao
continua. Entdo ® : P(X) — P(X) € continua. Mais ainda, se T : X — X é
homeomorfismo, entdo ® : P(X) — P(X) também é homeomorfismo.

Demonstragao. Comecamos supondo que 7' seja continua. Tomamos pu €
P(X) e suponhamos que exista uma sequéncia {uy, }, em P(X), tal que p, — p
quando n — oco. Entao dada g € C(X,R) temos, pelo Lema 2.2.1, que

Jin [ g@d@e) = i [(go )@, = [(goT) @)= [ gla)a (),
( a terceira igualdade vem do fato de que go T € C'(X,R)). Logo temos que ®
é continua, pois o fato de p, — p implica ®(u,) — D(w).

Para vermos que se T' é homeormorfismo, entao ¢ é homeomorfismo basta ob-
servamos que ®~1(u)(A) = u(T(A)), e entdao aplicarmos o mesmo raciocinio
anterior. O



Capitulo 3

Caso Discreto

O objetivo deste capitulo é estudar as principais propriedades da dindmica
dada pelo push forward de uma aplicacao T : X — X, onde X é um conjunto
enumeravel discreto. Neste caso o espago P(X) pode ser idetentificado com um
subconjunto do R™ (se X for finito) e com um subconjunto de R*> (se X for
infinito). O resultado mais importante provado neste capitulo trata da relagao
entre pontos periédicos de T e pontos fixos do seu push forward.

3.1 O Caso Finito

Nesta se¢ao consideraremos X como sendo um espago discreto e finito. Note
que neste caso X nao é conexo. Suponhamos entdo que X = {z1,...,z,},
identificamos cada fungao f : X — R™ com um vetor em R™ pelo isomorfismo
linear £ : C°(X) — R™ dado por

L(f) = (f(@1); o f(20))-

Entao
CYX)={f:X — X| f é continua} = R"™,

e isto implica que C%(X)" = (R™)* cuja base serd a dual da base candnica

{0u1s s 02y }s
isto é,
/fdémi = f(x;), fori=1,...,n.

pela identificagao

L(v) = 5*(Zpi5m) = (P1s - Pn)-

10



Como sabemos o conjuntos das medidas com sinal em X, denotado por
M(X), satisfaz M(X) = C°(X)’, entao

= {(pl""’p”) eER":0<p; <0e sz‘il}.

=1

Entao, neste caso, o push-forward de T, digamos ®, é uma aplicagao sobre o
simplexo

n
A, = {(pl,...,pn) eER":0<p;<0¢ Zpi = 1},
i=1
d: A, — A,.
Dada T : X — X continua, nés podemos coniderar uma matriz n x n de
entradas de zeros e uns [T], que representa T' como segue:

X1 T(Jfl)

onde ()
_ 1, se T T;) =Ty
[TTi; = { 0, c.c.

Nos também podemos identificar as integrais no espaco original com o produto
interno:

/ v = (L0, £°(0)) = Y pif (z)

Para calcularmos a matriz da aplicacao push forward de T nés lembramos a
férmula da mudanca de varidveis (ver Lema 2.2.1),

/fonVz/fdd)(y).

Afirmamos entdo que L(f oT) = [T]L(f). De fato, para qualquer 1 <i <n
nos temos a i-ésima coordenada dada por

(L(foT))i= flx;) if T(x;) = x;,
isto é,
(L(foT))i= fx;) = f(T(x:)) = ([TIL(f))s:

provando a igualdade.
Com isto, nés provamos o seguinte.

11



Proposicao 3.1.1. Seja @ o push forward associado a T e [®] sua matriz como
acima, isto é, se v = Z?:l Pibzi entao

(D opide) = D aidar & [B1L7 (W) = L)),
i=1 i=1
Entao, [®] = [T]' (a matriz adjunta,).

Demonstragao. Nés apenas observamos que, a mudanga de varidveis

/fonVz/fd(I)(y),

(L(foT), L)) = (L(f), L7 (2(¥))).
[T]L(f), entao
[ );

TIL(f), £ (v)) = (L), [T L™ (v)),

é equivalente a

Nés mostramos que L(f oT) =

(L(foT), L)) =

(L), [T]L () = (L(f), L7 (@), Vf(ieVfERT),

entao nés obtemos [®] = [T]*. O

Exemplo 3.1.2. Seja X = {xg,21,...,¥n—1} € considere a aplicacao T : X — X
dada por

T(2:) = ;11 mod n-
Entao a matriz de T" é
0 0 o ... 0 1
1 0 0 0 0
[T] = 0 1 0 0 0
o ... 0 0 1 0

Dado v = Z?;(}piém € P(X), se ®: P(X) — P(X) é o push forward de T,

entao
n—1

o(v) = Zpi(sziJrl mod n-
i=0
Se nés consideramos v como sendo o vetor v = (pg, ..., pn—1), vemos que P(pg, ..., pn—1) =
(Pn—1,P1,DP2, -, Po). Assim nds concluimos que

01 0 0 ... 0
00 1 0 ... 0
d=1|: 0 0 1 ... 0
0 U |
1 0 0 0 0
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Para o analogo da aplicacio de grau d sobre S' nés temos:

Exemplo 3.1.3. Seja X = {xg, 21, x2, 23} e considere T : X — X, dada por
T(xi) = Ty; mod 4-

Entao nés temos que T(X) = {zg,22}. Dado v = E?:Opiézi € P(X), se
®: P(X) — P(X) é o push forward of T, nés podemos ver que

(I)(V) = (pO +p2)§zo + (pl +p3)5:1:2'

Se consideramos a medida v como o vetor [v] = (pg, p1,p2,p3)t entdo

o(v) = [2][],
onde
1 0 1 0 Po
oo o0 o0 P
[(I)][V}_ 01 0 1 Do
00 00 P3

Entao temos que [®] é igual a transposta [T].

1 2 8
Exemplo 3.1.4. Seja X = {0, 59 §} eT : X — X definida por

T(z) = 2z mod 1.

~—

m
o~ epr s 2 4 5 7 8 . o .
Nao ¢ dificil de ver que os pontos —, 9°9°9°9 9 sao perioddicos de periodo

‘QQOM—l

3 . . Ly .
6. Por outro lado os pontos —, sao também periddicos, mas de periodo 2,

(X) — P(X) o push forward de T e tome

Yo

e 0 é um ponto fixo. Seja P :
8
v= Zplﬁgi € P(X). Entao
i=0

8
() =Y pidp(s) = Podo + 18z + Pads + pads
i=0
+p453 +p55é +p65g +p7(5% +p85%.

Se escrevermos v como o vetor [v]' = (po, ..., pg), entao
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onde,

100000000 Po Po
0000710000 n s
01 0000GO0T 0O P2 n
0000O0O0T1TO0O0 Ps e
[@]=|0 01000000 i | = po
00000O0O0GO0T10 . D7
000100000 D6 P3
00000O0O0GO OO 01 D7 s
(0000 1000O0]|[ps]| [pa)

entdo [®] é uma matriz 9 X 9 estocdstica.

Consideraremos sobre o conjunto P(X) a distancia dada por d((p1, ..., pn), (¢1,
> i Ipi — @il
Proposicao 3.1.5. Seja T : X — X wuma aplicacdo qualquer e X € finito.
Valem as seguintes afirmacgoes:
(i) Se T € bijetiva, entdo ® é uma isometria.
(ii) Se T néo € bijecdo, entdo ® é uma contragdo.

Demonstragao. (i) Para facilitar a notagdo assumiremos que X = {1,...,n}.
Como T : X — X é uma bijegdo e X = {1,..,n} é finito, T é uma permutagao.
Assim dada p = ). p;d;

P(p) = ZPMT@) = ®(p1,.esPn) = (Pr-1(1) - PT-1(n))-
Logo se p =Y, pi0; e v =y _.¢;0;, entdao

A(®(p1, oo Pn), (a1, @n)) = Y IPr—103) — ar—1(0)| = Y Ipi — @il* = d(p, v).
=1 =1

(ii) Se T nao é bijecao entdo, se aplicamos, na soma que envolve a distancia,
desigualdade triangular segue que ® é uma contragao. O

Corolario 3.1.6. Dada T : X — X uma aplicacdo qualquer e X € finito, entao
h(T) = h(®) =0, onde h € a entropia topoldgica.

Demonstragao. Basta observar que a entropia de uma contragao ou de uma
isometria sao sempre nulas. O

Observagao 3.1.7. Se é definida como no exemplo 3.1.3 entdo temos que
h(®) = 0. De fato, se consideramos (p1,p2, ps, p4), temos que

3
" (p1,po, p3,pa) = (1,0,0,0) for n > 1, ie., @"(Zpi&ci) =4, forn> 1,
1=0

entdo ®" = §,,, para n > 1. Assim h(®) = 0.

14
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3.2 O Caso Infinito

Nesta se¢ao assumiremos que X é um conjunto infinito, enumeravel e discreto.
Neste caso X = {z1,22,...} . Se munimos X com a topologia discreta, entao a
distancia em X dada por

1, sen#m

d(zn, Tm) = { 0 c.c. ’

gera a topologia discreta em X, e com esta topologia X nao é compacto. Nao
é dificil de ver que o conjunto das probabilidades sobre X é dado por

0 oo
P(X) = {Zpidm cx; € X, pi >0, Zpi = 1}7
i=1 P

e que este também nao é compacto.

Consideramos entdao T': X — X e & : P(X) — P(X) seu push forward.
Como no caso finito, nés podemos associar a T" uma matriz de entradas de zeros
e uns, mas agora esta matriz serd infinita. Novamente, se [T] é a matriz associada
a aplicagao 7', entao a matriz associada a ® satisfaz a condigao [®] = [T]*. Como
P(X) é convexo mas nao é compacto, nao podemos aplicar o Teorema do Ponto
Fizo de Schauder, mas nés temos o seguinte:

Teorema 3.2.1. Seja T : X — X uma aplicagio e ® : P(X) — P(X) seu push
forward. Entao T tem ponto periddico se e somente se ® tem ponto fixo.

Demonstragao. Se existe p € X e n € N tal que T"(p) = p, entdo ndés temos
que
1
e (635 +0pa) + oo+ 5Tn71(z)) € P(X)

é um ponto fixo para ®. Para a reciproca, dividiremos a demonstracao em dois
casos e para o primeiro nds suporemos que T é uma bijegdo N de N (note que
isto ndo muda em nada a demonstragao, sendo que X é enumerével), isto é,
T:N—N. Sepu=>77 pd; étal que P(u) = p, entdo

= sz@i = ZPﬂST(i) = ZPT%(@')@
=1 =1 1=1

Logo nds temos que p; = pr-1(;), para todo i € N. Como p é uma medida
de probabilidade, existe p; # 0. Sendo que ®(u) = p, entdo ®*(u) = p e isto
implica que p; = pp-#(;) para todo k € N. Se T7%(j) # j para todo k € N,
entdo o conjunto {T~%(j) = jx : k € N} é um subconjunto infinito de N, e nés
podemos escrever p como segue

M:ijk5jk+ Z pi(;i:ZpT*k‘(j)(;ijr Z pi5i:ij5jk+ Z pid;.
k=1 k=1 k=1

i#j, Vk i#j, Yk i#j, Vk
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Assim p(N) = 00, 0 que nos dé uma contradigao.

Para o segundo caso seja T uma aplicacao qualquer e pensamos 1" como
uma aplica¢do de N em N. Seja = > "2 p;d; € P(X) ponto fixo de ®. Como
®* (1) = p para todo k € N, nés temos que

= Zp,5 = o Zpi“éz,

onde pf =372, pi» = pi ¢ dado pelo conjunto T7k(i) = {ak,ik, 4%, ...}. Como
p é uma medida de probabilidade, existe p; tal que p; # 0. Se T7"(j) N
T7™(j) # 0 com m < n, entdo existe ¢ € N tal que T™(¢) = T™(i), e isto
implica T™~™(T™ (1)) = T™(3), isto é, Tm(') é um ponto periddico para T'. Se
T="()NT~™(5) = @ com m # n, entdo nés podemos escrever i cOmo segue

oo oo oo oo
n= > p;} 052 + > P?ffsjf + Y P?f‘%f ot > Pids.
JteT-1(35) J2ET2(j) FPET3(j) igT—F(5), VheN

Esta igualdade implica p(X) = oo, pois Z pfk = p; para todo k € N, mas
l
JFET=F(5)
isto ¢ uma contradigao. Entao existem m,n € N tal que T~"(j) N T~ (j) # 0,
e disto segue que T' tem ponto periddico.

Exemplo 3.2.2. Seja X = {z1,22,...}, z; # xj parai # j, e T : X — X dada
por T(x;) = x;41. Note que T ndo possui ponto periédico, assim, pelo Teorema
3.2.1, segue que ® nao tem ponto fixo.

Se consideramos sobre

= {Zpidac,- cx; € X, p >0, Zpi _ 1}7
=1 i=1

a distancia dada por

d((p1,p2, ), (01, 42, --.)) lez ail,

temos entao uma distancia bem definida em P(X) e vale o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.3. Seja X = {z;}ien infinito, discreto e T : X — X uma
aplicacdo qualquer, entdo

(i) Se T é uma bijecio, ® é uma isometria,

(ii) Se nao € bijetiva, ® é uma contragao.

16



Demonstragao. Andloga & demonstracao do Lema 3.1.5. O

Coroldrio 3.2.4. Seja X = {x;}ien infinito, discreto e T : X — X uma
aplicagcao qualquer, entao h(®) = 0.

17



Capitulo 4

Propriedades Topoldgicas
da Aplicacao Push Forward

Neste capitulo iremos estudar propriedades topoldgicas da aplicagdo push for-
ward. Também mostraremos que algumas dessas propriedades sao provenientes
da aplicagao T. De agora em diante assumiremos que X é um espago métrico
compacto.

Proposigao 4.0.5. Se T ¢ uma aplicacao continua, entdo ® tem um ponto fixo.

Demonstragao. Notamos que ® é uma aplica¢do continua e P(X) é um con-
junto compacto convexo. Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schowder, nés
temos que ® tem um ponto fixo. O

Uma observacao importante a ser feita é que a Proposigao 4.0.5 poderia ser
provada usando o fato de que todo homeomorfismo sobre um compacto tem
medida invariante.

Proposigao 4.0.6. Sejam T : X — X e S :' Y — Y sistemas dinamicos
topoldgicos conjugados. Entio ® : P(X) — P(X) e ¥ : P(Y) — P(Y) sdo
sistemas dinamicos topoldgicos conjugados, onde ® € o push forward de T e ¥
€ o push forward de S.

Demonstragao. Seja H : X — Y a conjugagao entre T e S. Entao nds temos

HoT=S50H.

Consideramos a aplicagao X : P(X) — P(Y), dada por X(u)(A4) = u(H~(4)).
Entao ¥ é um homeomorfismo. Tomamos v € P(Y) e vemos que

YoboX Hu)=So®(poH)=X(noHoT)
=poHoToH '=poSoHoH™!
=poS="(u).

18



Logo
YodoX =1

3

0 que implica o resultado. O

b

O préximo resultado trata da
métrico compacto.

"construcdo de wma grade "em um espago

Lema 4.0.7. Dado X wum espa¢o métrico compacto e § > 0, existe uma cober-

tura mensurdvel de X, {P;}}_,, tal que P; é aberto para todo j, int(P;) N

int(P;) =0 e d(z,y) < para todo x,y € P;, para todo j. Mais ainda existem
e >0 e pontos p; € P; tais que Be(p;) C P;.

Demonstracao. Dado § > 0, existem 1, ...,z € X tais que X = U?ZlB% (x)).
Definimos entao
P1 = B% (1‘1),
Py = (By(w2)) — (By (1))

S
Py = (B (1)) — (UjZ1 By (2))-
Entao nés temos que X = Uf?:le, e int(P;) Nint(P;) = 0, se i # j. Como
P; C B%(xj) , d(z,y) < 6 para todo z,y € P;.
Como a cobertura X = U?ZlB% (x;) é finita e, por construcao de cada P;, nds

podemos tomar ¢ > 0 adequado e escolher pontos p; € P; tais que B.(p;) C P;.
O

Definicao 4.0.8. Dizemos que T': X — X ¢é topologicamente transitiva, (ou
transitiva) se existe z € X tal que a semi-érbita OF (x) := {T"(x) : n € N}, é
um conjunto denso em X.

Observagao 4.0.9. T transitiva nao implica ¢ transitiva.

Demonstracdo. Se T : S' — S! é a rotacdo irracional no circulo dada por
T(z) = = + «, o é um numero irracional, nés temos que 7' ¢ transitivo. Como
T é uma translagao, segue que ® é 1-Lipschitz, se considerarmos sobre P(X) a
distancia de Prokhorov. Suponhamos, por absurdo, que ® é transitiva. Logo
existe p € P(X) tal que a semi-érbita {®"(u) : n € N} é densa em P(X).
Tomamos ¢ > 0 tal que 0 ¢ A = (5,1 — 5) el —2 > e Assim dada a

medida de Lebesgue A € P(X), existe n € N, tal que dp(®"(n), ) < Z Seja
p = 0 € S'. Pela densidade da sequéncia {®*(u)}ren, existe I € N, tal que
dp(®" (), 80) < Z Como @ é 1-Lipschitz e A é ®-invariante, vemos que

dp(®" (1), N) = dp (2" (1), @' (V) < dp(®" (1), N) <

W |
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Pela desigualdade triangular, segue que

dp(\,00) < dp(@"F! (1), A) + dp (@™ (), do) <

N ™

Isto implica que

A(A) < d0(Ag) + 5, and o(4) < A(Aj) + 5, VA € B(S").

[NIL)

Em particular, se A = (8, 1-— 5), 0¢ A:. Entao

1—2e=)(4) §50(A%)+§=%,

0 que é uma contradigao. O

Definig¢ao 4.0.10. Dizemos que T : X — X é um misturador topoldgico, se
dados U,V conjuntos abertos em X, existe N € N tal que T"(U) NV # () para
todo n > N. Notamos que, T~! é também um misturador topoldgico, desde
que T seja bijetiva.

Lema 4.0.11. Suponhamos que T : X — X € um misturador topolégico. Seja
P ={Py,..,P} uma grade finita de X. Dadoe >0 ep € X, existem N €N e
pontos p; € P; tais que se K > N, entdo d(T* (p;),p) < e.

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Consideramos conjuntos abertos U e V; C P;,
onde p € U, e U tem didmetro menor do que €. Entao existem inteiros N (U, V),
tais que, T"(V;)NU # @, para todo n > N (U, V;). Agora tomamos N o maximo
sobre os N(U,V;) e fixamos K > N. Logo, existe no minimo uma pré-imagem
pi € V; C P; de T contida em U, para cada elemento da grade, e assim o
resultado segue. O

Pela observagao 4.0.9 nds nao podemos concluir que 7' transitiva implica ®
transitiva, mas temos Transitividade por Cadeias como o seguinte mostra.

Definigao 4.0.12. Seja T' : X — X um homeomorfismo sobre um espago
métrico compacto. Nos dizemos que T é Transitiva por Cadeias se dados
r,y € X,e>0e N €N, existem x = x1,T3,...., 2. =y € X e ny,...,np_1 € N,
n; > N para todo i € {1,...,k — 1}, tais que d(T" (x;); Tit1) < €

Proposicao 4.0.13. Sejam p € P(X),p€ X, e >0 e N € N. Entao ezistem
N <K eN ey €P(X) tais que d(u, 1/') < € e d(®E (1), 9,) < e.

Demonstragao. Nés usaremos a distancia fraca-x para provar a Proposigao.
Seja {g; }ien uma sequéncia densa de fungoes continuas em C(X,[0,1]) usada
para definir a distancia fraca-*. Dado € > 0, existe ng € N tal que

=1
n>ng = Z 5 <&
i=no+1
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Como cada g; é continua, existe 0 < § < g, tal que
d(z,y) <= lgi(z) — gi(y)| <e, Vie{l,...,no}.

Tomamos entdo uma §-grade P = {P, ..., P;}. Entédo, pelo Lema 4.0.11 | existe
K € N e pontos p; € P;, tais que d(T¥ (p;),p) < 6. Entdo nés consideramos a
medida g/ = p(P1)dp, + ... + w(Pr)dp,, € notamos que

gz Z/ g9i(x) — gi(p;)dp
<z2,z |, o) =
—Z Z/ lg:(z) — g:(p;)|du
+ 2 ;Z_:/P |9:(x) — gi(p;)|dp
= 2122122“ Z ZM ) <e,

i=1 j=1 i= n0+1 j=1

d(p, 1)

onde a ultima desigualdade vem do fato de que P é uma J-grade de X. Nos
também temos que

05,20 = 3 5 Z [, (00~ 7))

') 1 l

< §Z|91(P) 9i(T* () |(Py)
i=1 j:l

- Z X Z 10:(0) — 9:(T* () (P))

[eS) 1 l

+ ) 5 > gi(p) = 6:i(T*(p)) I(P;)
i=no+1 Jj=1
no 1 l c e’} 1

< §Z§N(PJ)+ Z ?Z/‘L(Pj)<57
i=1 j=1 i=ng+1 j=1

Assim segue o resultado. O

Observagao 4.0.14. Como dissemos antes, se 7' é um misturador topoldgico
entdo T—! é um misturador topoldgico. Logo a Proposicio 4.0.13 aplica-se &
oL
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Teorema 4.0.15. (Transitividade por Cadeias) Seja T — X um homeomor-
fismo. Se T é um misturador topoldgico entao seu push forward ® : P(X) —
P(X) é Transitivo por Cadeias.

Demonstragao. Tomamos p,v € P(X),e >0e N € N. Pela Proposicao 4.0.13
existem N > K7, Ky € Ne y/,v/ € P(X) tais que

€ £
d(p, i) < 5 e d(@"H (1), 0p) < 3,
d(v, V') < g e d(® (1), 5,) < %
Consideramos entdo pg = p,p1 = p' pe = @ K2(0'), u3 = ve Ki,Ky € Ne
assim o resultado segue. O

Proposigao 4.0.16. Se T : X — X é um misturador topolégico, entao ® é um
misturador topoldgico.

Demonstracao. Notamos que dado k € N, a aplicacao
T8 .= (T,..,T): X* - Xx*

¢ um misturador topoldgico se e somente T' é. Se nds tomamos u,v € P(X)
e € > 0 e consideramos as bolas abertas B(u,e) e B(v,e) em P(X), entdo
existem u' = Zle a0y, € B(u,e) e = Zle bidy, € B(v,e). Seja {fi}ien
uma sequéncia densa de fungdes continuas em C(X, [0,1]) usada para definir a
distancia fraca-+. Tomando os pontos (x1,...,2x), (Y1, ..., yx) € X¥ e § > 0 tal
que

) k
(1, ooy ug), (V1,0 00)) <O =D 2% > 1fi(wi) = £(vi)]| < eo,
j=i i=1

onde g é tal que d(u, 1) +ep <eed(v,v)+¢e <e.
Consideramos entdo as bolas abertas B((z1, ..., %), 0) € B((y1, ..., yx),d) em X*.
Como T* um misturador, existe N € N tal que

n> N = (T (B((21, s 1), 8)) N B((y1, - 1), 6) # 0.
Logo existe (21, ..., z1) € B((x1,...,x1),0), tal que (T*))™(21, ..., z;) pertence &

B((y1, -, yx), ). Por tltimo consideramos a medida i = Zle a;d,,. Como

') k
A((21y ey k) (21, 000y 28)) < 6 = Z 2% > 1fw) — fi(z)| < eo,

j=i 7 i=1
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e

0o k
AT (1), e T ) (o)) < 5= D o ST () — fy(w0)] < <o,

=i i=1

nés obtemos
d(f, 1) <e, and d(v,®" (1)) < e.

Isto implica que ®"(B(u,e)) N B(v,e) # 0. O

Outro fato interessante, e que provaremos a seguir, é que se T é Lipschitz,
entao ® Lipschitz.

Proposicao 4.0.17. Se T : X — X é C-Lipschitz, entio ® : P(X) — P(X)
é C-Lipschitz com respeito d métrica de Wasserstein . Se nds consideramos a
métrica de Prokhorov ou a distancia fraca-+ ® é Lipschitz, mas C pode mudar.

Demonstragao. Comegamos considerando a aplicagao (T, T) : X xX — X xX
definida por (T, T)(z,y) = (T'(z),T(y)). Nés temos que (T',T') é continua, entdo
o push-forward de (7,7 sobre P(X x X), o qual denotamos por ¥, é uma
aplicagao continua. Logo se Il é uma medida sobre X x X nés temos, pelo
Lema 2.2.1

/XXX dp(x,y)d(\I/(H))Z/ d?(T'(x), T (y))dIL

XxX

Observamos entao que se p, v € P(X) e I é um transporte paralelo de y para
v, entdo ¥(II) é um transporte paralelo de ®(u) para ®(v). Entao, se T é
C-Lipschitz nés temos

W (®(p), ®(v)) =i

==

y {/ dP(z,y)dIl' : TI' é transp. de ®(u) para @(y)}
XxX

=1=)

f{/ dP(z,y)d(¥(II)) : II é transp. de p para V}
XxX

= inf {/ dP(T(z),T(y))d(II) : II é transp. de u para 1/}
4 xxx

< Cinf {/ dP(z,y)d(IT) : TI é transp. de p para u}
4 xxx
= CWp(p,v).

Sendo que a métrica de Prokhorov e a métrica fraca-* sao equivalentes & métrica
de Wasserstein, o resultado segue. O

Observagao 4.0.18. Para uma consulta sobre a equivaléncia entre as normas
em P(X) ver [8].
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No que segue nés assumiremos que 7' é um homeomorfismo cujos pontos
perioddicos sao densos em X, isto é: dado & > 0, existe um ponto p € X de
periodo K, tal que sua érbita é d—densa. Nés também podemos falar a respeito
de medidas periddicas, isto é, medidas que sao pontos periddicos da dinamica
.

Proposigao 4.0.19. SejaT : X — X um homeomorfismo com pontos periodicos
densos, entao os pontos periddicos de ® sao densos em P(X).

Demonstragao. Para esta demonstracdo usaremos a métrica fraca-x. Dada
uma medida qualquer p € P(X), precisamos mostrar como ela pode ser aprox-
imada por uma medida periédica. Tomamos ¢ > 0, logo existe ng tal que

1
Z 5 < €.
i=no+1

Usando a continuidade das g;, existe § = §(ng, €), tal que

d(z,y) < d=d(gi(x),9:(y)) <e, Vie{l,..,n}

Consideramos uma d—grade de X, P = {Py,..., Pk}, e tomamos uma drbita
periédica em X, {p,T(p),...,T""(p)}, a qual é 6—densa. Claramente, existe
no minimo um ponto da érbita em cada elemento P; da grade (e entdao K > N).
Vamos entao renomear os pontos da érbita como segue: seja g1 um ponto da
6rbita em Py (qualquer ponto da érbita pode ser escolhido); ¢; algum ponto da
orbita em P; e assim seguimos até gy € Py. Entao definimos a medida

N
W= pu(P)d,
=1

Entao nés temos que

d(p, ) =Zl

[ a@in- [ g

gz gi(Qj))dM‘

I
||M8
w‘,_.

< Z o Z/ |9i(2) = g:(g;)|dps
no
2121121/}) ‘gz( — 3G QJ |d/l+ Z Z/ |g’L — G %)|d/u'
1= J= J

1= no+1 Jj=1

no K
<3 Yaur) e 3 1S ) <
i=1 j=1

i=no+1 Jj=1
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Onde a tltima desigualdade vem do fato u(X) = Zszl w(Py) =1 O

Definigcao 4.0.20. Seja T : X — X um homeomorfismo de um espago métrico
compacto. Dizemos que T é equicontinuo se a sequéncia de iteradas de T,
{T"},en, é uma sequéncia equicontinua de homeomorfismos.

Proposigao 4.0.21. Se T ¢ equicontinua, entdo ® é equicontinua.

Demonstracao. Suponhamos T equicontinua e consideramos a sequéncia
{®"}en. Tomamos € > 0, entdo existe 6 > 0 tal que

d(z,y) <6 =dT"(x), T"(y)) < e.
Considerando a métrica de Prokhorov nés temos que
dp(p,v) < d=dp(®" (1), ®"(v)) < e&,¥n € N.
Para ver isto suponhamos que dp(u, ) < 0 e notamos que
T="(A)y € T™(AL),

onde A, = {z € X : d(z,A) < v}, para qualquer A C X. De fato, se
x € T7"(A)s, entdo existe z € T7"(A) tal que d(x,z) < §, mas isto implica
d(T™(z),T"(z)) < e. Como z € T-"(A), T"(z) € A, entdao T"(x) € Ac , logo
x € T7"(A.). Entéo temos que

" (11)(A) = p(T"(A)) < V(T (A)s) +6 < YT "(A)) + & = D" (1)(A.) + ¢
<

D" (v)(A) =v(T(A)) < u(T7™(A)s) + 0 < u(T™(Ac)) + e = D" () (Ac) + ¢,
( £ O

o
e isto implica dp(P™(u), P"(v)) <
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Capitulo 5

Conjuntos Limites

O objetivo deste capitulo é estudar alguns conjuntos limites da apliacacao ®
e a relagao destes conjuntos com os conjuntos limites de 7.

5.1 Conjunto nao-errante

Definicao 5.1.1. Dado p € X, dizemos que p é nao-errante se para toda
vizinhanga U de p, existe n € N tal que T™(U) N U # 0.

Proposicao 5.1.2. Se p € X € ndo-errante, entdo 6, € nao-errante.

Demonstragao. Seja p nao-errante. Entao dado ¢ > 0, existe n € N tal que
T"(Be(p)) N Be(p), i-e., existe ¢ € T™(Be(p)) N Be(p). Agora tomamos d, e
notamos que

dp(0p,6q) < d(p,q) = 64 € B:=(0p),
e como g € T"(B.(p)), existe x € B.(p), tal que ¢ = T"(z). Entao
5(1 = 6Tn(w) = @n(él) S q)n(BE(dp)).

Finalmente nds concluimos que §, € B:(,) N " (B:(d,)) # 2. O

5.2 w-limite

Definigcao 5.2.1. Seja T : X — X uma aplicagao continua. Seja x € X. Um
ponto y € X é um ponto w—limite se existe uma sequéncia de niimeros naturais
n, — oo (quando k — o0) tal quet T (z) — y. O conjunto w(z) é o conjunto
de todos os pontos w—limite.

Proposicao 5.2.2. Se g € w(p), entao 64 € w(dyp).
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Demonstragao. Nés precisamos mostrar que existe uma sequéncia { @™+ (6,) }n, en,
tal que, ny — oo e ®"#(§,) — J,. Sendo que g € w(p), existe uma sequéncia
{T™ (p) }n,en, tal que, T™ (p) — ¢. Dado g € C(X) nds temos que

| [ s@a@,) - [ st

Como g é continua e T (p) — ¢, g(T™ (p)) — g(g). Assim obtemos que

/X() d(®"* (4 H/ 8y), VgeC(X).

Consequentemente

= |g(T™*(p)) — g(q)l.

d(®"*(dp), dq) — 0.
]

Definicao 5.2.3. Um ponto z € X ¢ dito recorrente se = € w(z). O conjunto
R(T) de pontos recorrentes é T-invariante.

Logo, pela Proposicao 5.2.2, dado z € R(T'), temos que d,, € w(d;). Entdo

z € R(T) = 0, € R(D).

5.3 Atratores

5.3.1 Atrator pontual

Lema 5.3.1. Seja T : X — X wma aplicagdo continua tal que T : X —

T(X) € um homeomorfismo . Se lim T"(x) = p, para todo © € X, entdo
n—oo

a sequéncia de aplicagoes {T"}nen converge uniformemente para a aplica¢do

constante F': X — X, F(x) = p para todo x € X.

Demonstragao. Consideramos a seguinte sequéncia de aplicagoes continuas
G, =T":X — X e aaplicacido F : X — X dada por F(z) = p para todo
x € X. Notamos que G,(z) — P para todo z € X, i.e, G,, converge to F
pointwise. Como X é compacto segue que G,, — F, uniformemente. O

Proposic¢ao 5.3.2. Seja T : X — X continua tal que T : X — T(X) é
um homeomorfismo. Se lim T"(z) = p, Yo € X, entdo lim ®"(u) = 9,

Ve P(X).

Demonstragao. Seja € > 0. NO&s precisamos mostrar mostrar que existe
ng € N tal que
n>ng = d(®"(n),d,) <e.
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Agora pelo Lemma 5.3.1 vemos que dade § > 0, existe ng € N, tal que
d(T™(z),p) < d, para todo x € X e n > ng. Tomamos entdao g € C(X) e
vemos que

‘ /Xg<‘”)d(‘1””(u))— /X g(x)ds,

= | [ o) = gt
< /X (9(T" (2)) — g(p))\du

< sup [(g(T"(x)) — g(p))-
zeX

Como g € C(X) nés obtemos ‘/ g(x)d(®™ (1)) — / g(z)dé,| — 0, para todo
X X

g € C(X). Logo d(®™ (1), 6p) — O. O

Observacgao 5.3.3. A demonstracao acima, como a de outros resultados fi-
cariam menos extensas se usassemos ideias probabilisticas, mas devido ao nosso
objetivo neste trabalho de estudarmos propriedades dinamicas do push forward,
nossas demonstragoes sao em sua maioria feitas com ideias de dinamica.

5.3.2 Atrator Uniforme

Nesta se¢ao definiremos o conceito de atrator uniforme e veremos o que acontece
com a dindmica ® quando T possui um atrator uniforme.

Defini¢ao 5.3.4. Seja A C X conjunto compacto tal que T(A) € A. Nés
dizemos que A é atrator uniforme para T, se para todo € > 0, existe ng € N tal
que

n>ng = d(T"(z),A) <e, Vr e X.

Para provarmos que se T possui um atrator uniforme entao ® também pre-
cisamos de algumas lemas.

Lema 5.3.5. Sejam T : X — X um homeomorfismo X em T(X) e A = {a;}jen
denso em X. Entao T™(A) € denso em T" X, para todo n € N.

Demonstracgao. Sejam x € X e ¢ > 0, nds devemos mostrar que para todo
n € N, existe a; € A tal que d(T"(z),T"(a;)) < e. Sendo que T™ é uma
aplicagao continua, existe § > 0 tal que

d(y,a;) <6 =dT"(y), T"(a;)) < €.

Usando a densidade de A em X obtemos o desejado. O

Lema 5.3.6. Se u = Zizl ;jlg, eV = Zizl a;0p,, entdo

dp(v,n) < min{d(a;,b;)}.
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Demonstragao. Tomamos v > min{d(a;,b;)} e A € B(X). Notamos que
da;e A=b;c Ay, edbje A= a; € A,
para todo A € B(X). Entao, pela definigdo de dp, nds concluimos que

dp(v, p) < min{d(a;, b;)}.

Teorema 5.3.7. Seja A C X um atrator uniforme para T. Dado
k k
Di={> by > =1, gehe acl1nQ keN},
i=1 i=1

entdo D € um atrator uniforme. € um atrator uniforme para P.

Demonstragao. Sabemos que se A é um conjunto enumerdvel denso em X
entao

k k
A:{Zaiéai:Zaizl, a;, €A e aiG[O,l]ﬂ@}
i=1 i=1

também é um conjunto enumerével denso em P(X). Afirmamos entdo que

lim d(®"(v),D) =0,

n—oo

uniformemente, para todo v € A . De fato, se nés tomamos € > 0 , existe
ng € N tal que
n>ng = d(T"(a;),A) <e, Va; €A

Dado a; € A, existe ¢; € A, tal que d(T"(a;),q;) < . Logo se v = Zle 0;i0q; €
nés consideramos v/ = Zle a;0q,, onde d(T™(a;),q;) < €, ndés vemos que, pelo
Lema 5.3.6,

dp(2"(v),v") < min{d(T"(a;), q:)} < max{d(T"(a;),q;)} < e.
Tomamos entdo p € P(X) e € > 0. Sabemos que existe ng € N tal que
n>ng = dp(®"(v),D) <e, Yv e A,
entdo, usando a continuidade de ®", temos que existe § > 0 tal que
dp(p,v) < § = dp(P™(pn), 2" (v)) < e.

Como A é denso em X, existe v € A, tal que dp(v,u) < 0. Finalmente nds
obtemos

n>ng = dp(®"(u),D) <dp(®"(v),D) + dp(P" (1), 2" (v)) < 2e.

Note que a desigualdade acima ¢é independente de 1 € P(X). O
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Exemplo 5.3.8. Seja X = [0,1] x [0,1] e T': X — X dada por T(z,y) =
(z,(3+32)y), se A= {(z,y) : & =1, ouy = 0}, entdo A é um atrator uniforme
para T. De fato, (z,y) € X,

(1+z)"
2n

(1+az)"

d(Tn(l‘,y),A) = d((l‘, on

y)aA) :mln{l_'xa y}
Se tomamos 0 < e < 1, temos que z < eoue < x. See < z,entdo 1 —z < €.
Se x < &, vemos que
n n
1+ ) < (I1+¢) .
2n - 2n

Isto implica a existéncia de ng € N tal que

(1+x)" < (1+e)"

n>ng= on Y= on y<e
Logo obtemos que
1 n
n >ng = d(T"(z,y),A) = min{l — z, %y} < €.

Por outro lado, se aplicamos Teorema 5.3.7, obtemos que se

(zi9) = (2:,0) or (ws,i) = (L), e o € 0,10 Qf,

entao D é um atrator uniforme para &.

Exemplo 5.3.9. (Um atrator hiperbélico uniforme) Seja 7 = S* x D? o toro
s6lido, onde S* = [0,1] mod 1 e D? = {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}. Fixamos
A € (03) e definimos T : 7 — T por

T(6,,) = (26, Az + 5 cos(2m9), \y + 3 sin(2m5).

A aplicacao T é injetiva, dilata por fator de ordem 2 na direcio S*, contrai por
um fator de ordem \ na direcao D?, e enrola a imagem duas vezes dentro de 7.

A imagem F (7)) estd contida no interior de int(7) e F"1(T) C int(F™(T)).
Uma fatia F(7)N{¢ = ¢} consiste em dois discos de raio A centrados em pontos
opostos pelo didmetro a uma dsitancia de % do centro da fatia. Uma fatia
F™(T)N{¢ = c} consiste em 2" discos de raio \": cada dois dentro de 2"~*
discos de F*" Y (T)N{¢ = c}.

O conjunto S = NS, F™(T) é chamado de solendide. Ele é um subconjunto
fechado e T-invariante 7, sobre o qual T' é bijetiva. O solendide é um atrator
uniforme para 7. Mais ainda S é um conjunto hiperbélico (para a defini¢do de
conjunto hiperbdlico ver [15]), entdo S é dito um atrator hiperbélico uniforme.
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Entao, pelo Teorema 5.3.7,

k k
D::{;aiéqi:Zaizl, GES e 041-6[0,1]0(@}7

i=1

é um atrator uniforme para ®.
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Capitulo 6
Entropia Topoldégica

Neste capitulo estudaremos a entropia da aplicacao ® e a relagao desta en-
tropia com a entropia de T'. Veremos que se h(T") > 0, entdo h(®) = co.

6.1 O caso h(P) =0

Nesta secao mostraremos que a existéncia de um atrator pontual para T
implica h(®) = 0. Para tanto nés relembramos aqui as definigdes bdsicas
necessarias para o calculo da entropia de uma aplicagao.

Definigao 6.1.1. Seja T : X — X uma aplicagdo continua. Um subconjunto
A C X é dito (n,e)—separado se quaisquer dois pontos distintos z, y satisfazem
d = d(T*(x), T"(y)).

n(@,y) = max  d(I"(x),T%(y))

Cada d,, é uma métrica para X, mais ainda as métricas d; sao todas equivalentes.

Um conjunto A C X é dito (n,e)-separado, se para todo z,y € A, tem-se
dn(z,y) > €.

Lema 6.1.2. Seja T : X — X uma aplicagao continua tal que T : X — T(X)
é um homeomorfismo . Se lim T"(x) = p, para todo x € X, entdo h(T) = 0.

Demonstragao. Notamos que se lim T"(z) = p, pelo Lema 5.3.1, temos que
n—oo

a sequéncia de aplicagoes {T"},ecn converge uniformemente para a aplicagdo
constante G = p. Tomamos entdo A C X (Vg e)-separado com cardinalidade
méxima e observamos que A é (n,e)-separado para todo n > N.. Mais ainda,
se B é (n,e)-separado, a cardinalidade de B é no maximo igual 4 caridnalidade
de A. Logo
he(T) = Hl log sep(T,n,e) =0,
n—oon,
o que implica
h(T) = 811_r>13J he(T) = 0.
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O

Se nods aplicamos a Proposicao 5.3.2 e depois aplicamos o Lema 5.3.1 obtemos
o seguinte:

Teorema 6.1.3. Se lim T"(x) = p, entdo h(®) = 0, onde h(P) € a entropia

n—oo

topoldgica de ®.

Corolario 6.1.4. Se T is C-Lipschitz com C < 1, entdo h(®) = 0.

Demonstragao. Como T é C-Lipschitz, entao ¢ é C-Lipschitz, com C' < 1.
Logo temos que lim ®"(u) = J,, onde p é o ponto fixo para T, para todo
n—oo

p € P(X). Logo, pelo Lema 5.3.1 h(®) = 0. O

Exemplo 6.1.5. Consideramos a aplicacio T : S — S! dada por T'(z) = z2+a,
« irracional, entdo h(®) = 0. De fato, como T' é uma isometria nés temos que
® ¢é também isometria , entdo h(®) = 0.

6.2 O caso h(P) =0

Nesta secao nos veremos que o fato de a aplicagao T ter entropia positiva
implica entropia infinita para o seu push forward.

Definigao 6.2.1. O conjunto de medidas de probabilidade com suporte finito
¢ dado pela uniao D = U, >1D,,, onde

D, = {u = Zpidm c(p1y -y pn) ERY, Zpi =leux; € X}.
i=1 i=1

Para um p = (p1,...,pn) € R" fixado tal que > .- p; = 1 nés definimos o
conjunto

Dn(p) = {u = zn:piémi tx; € X}.
i=1

E possivel obter uma cépia do espago X dentro de P(X) como segue:
j: X =Dy CPX)
T 0.
Se consideramos Dy, entdo ®(D;) = Dy, isto é, Dy é P-invariante.

Lema 6.2.2. (Ver [6]e [8]) A aplicagio j é um homeomorfismo sobre Dy. Se
nds consideramos a distancia de Wasserstein , j é uma isometria.
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Lema 6.2.3. Seja S : Z — Z uma aplicacdo continua de um espago métrico
compacto. Se F' C Z € um subconjunto fechado de X e invariante por S, entdo

h(S|r) < h(S).
Demonstragio. Ver [15]. O
Proposicao 6.2.4. h(®) > h(T).

Demonstragao. Né6s sabemos que j o T(x) = 0p(z) = ® 0 j(x), i.e,
joTl'=®oj.
Logo T é topologicamente conjugada & ® restrita ao conjunto Dy, o que implica
h(®) > h(®|p,) = h(T),
pois Dy é ®-invariante. O

Nés temos uma outra importante relagao entre h(T') e h(®). Para provar esta
relagao precisamos de alguns resultados, os quais omitiremos as demonstracoes.

Lema 6.2.5. (Goodwin, 1971)Sejam X e Y espagos Haussdorf e sejam T : X —
X eS:Y =Y aplicagées continuas. Entdo

h(T x S)=h(T)+ h(S),
onde h denota a entropia topolégica e T x S : X XY — X XY € definida por
(T x S)(z,y) = (T'(x), S(y)), para (z,y) € X X Y.
Teorema 6.2.6. Se h(T) > 0 entdo h(P) = oco.

27271

an —1°
Notamos entéo que D, (p) é um subconjunto fechado de P(X), sendo que

D, = ZpiDL
i=1

Consideramos a aplicagdo d, : X™ — D,,(p) definida por

Demonstragao. Sejam n € Nep € R", tais que p = (p1,..,pn) € pi =

61)('1:17 73777.) = szém
i=1
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Também considarmos a aplicacdo T : X™ — X" dada por
T (21, .y 20) = (T(21), oy Tan))
Nao ¢ dificil de ver que 6, e T(™) s&o continuas, e elas satisfazem
®od,=0,0T™.

Afirmamos que §, é injetiva. De fato, se 0,(z) = 0,(y) e y # x, entéo

(ipiézi) (4) = (ipﬁyi) (A), para todo aberto A C X.

Logo existe k tal que xx # yr. Seja A um conjunto aberto tal que x; € A
mas yr ¢ A (estamos assumindo X Haussdorf). Consideramos entdo o con-
junto de pontos z; que estdo em A, o qual denotaremos por {z;,,...,z;} C
{z1,...,z5}. Usando a mesma idéia consideramos o conjunto de pontos y; € A,

seja {Yjys Y.} C {y1,...,Un} este conjunto (observe que yr & {Y;,, .., Yj. })-
Entao nés temos que

n 5. 9im—1

Z 22::11 - (Zpi‘sri)(A) = (ipzayl)(A) = Z T

t=1 i=1 m=1

e isto implica
l s

t=1 m=1,jmAk+1
Logo temos que o € N tem duas representacoes diferentes em base 2, o que
é uma contradicao, e assim §, injetiva. Claramente §, é sobrejetiva, e entao
dp € uma bijecdo. Como 4, ¢é continua e X™ e D, (p) sdo compactos (pois X
é compacto e D, (p) é um subconjunto fechado de um conjunto fechado de um
conjunto compacto) temos que d, é um homeomorfismo. Como ®o06, = §,0T™
e 0p ¢ um homeomorfismo, ¢, é uma conjugagao. entao

nh(T) = h(T™) = h(®|p, ;) < WD),
como h(T) > 0, nés obtemos h(P) = occ. O

Coroldrio 6.2.7. Se T € continua e h(T) > 0 entdo h(P) = co.

Demonstragao. Na demonstracdo acima nao usamos o fato de T ser um
homeomorfismo. Com isto obtemos um homeomorfismo J, : X" — D, (p) tal
que ® 04, = &, o T™. Isto implica A(T™) > h(®|p, (). Por outro lado
temos que 6, o ® =T 1 E disto segue h(T™) < h(®|p, (). Finalmente
obtemos

nh(T) = h(T™) = h(Blp, ) < h(®).
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Exemplo 6.2.8. Seja S! = R/Z e considere a aplicagao ¢4 : S — S! definida
por
¢a(x) = dr mod 1.

Sabemos que h(¢) = logd. Entado se ® é o push-forward de ¢4, segue que
h(®) = 0.
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Capitulo 7

Teoria Ergodica

O objetivo deste capitulo é estudar as propriedades ergédicas da aplicacao push
forward. Mais uma vez tentaremos ver as propriedades que passam de T' para
o seu push forward ®. Inicialmente construiremos algumas medidas que s@o
®-invariantes.

Seja ® : P(X) — P(X) o push forward de uma aplicagdo continua
T : X — X. Tomamos entao uma medida de probabilidade IT € P(P(X))
®—invariante, isto é,

(@ 1(A) =TI(A), VA € B(P(X)),

onde B(P(X)) é o conjunto de Borelianos P(X). Podemos entdo considerar
M(®,P(X)) como sendo o conjunto de medidas invariantes para ®. Pelo Teo-
rema de Krylov-Bogolubov (ver [15]), temos que M(®,P(X)) é ndo-vazio, pois
P(X) é compacto e ® é uma aplicagdo continua.

Exemplo 7.0.9. Seja z € X tal que T'(z) = z. Entao temos que ®(J,) =, e
0y € M(T, X). Agora considermos a medida dada por Js,. Entdo vemos que

05, (D71 (A)) = b5, (A),

isto ¢, 05, € M(®,P(X)). De fato, se p € M(T,X) entdo 6, € M(®,P(X)).
Entao nés podemos identificar M (T, X') como um subconjunto de M(®, P(X)).
Outro exemplo de medida invariante para ® pode ser obtido se nés supomos
que T é periodica de periodo K, isto é, T (z) = z para todo x € X. Entdo nds
temos que
TK(z) =2 Ve € X = &% (u) = u Vu € P(X).

Definimos entéo II € P(P(X)) por
1
II = ?((L + ...+ 5@1{71(”)).

Logo temos que II é ®-invariante. Logo obtemos uma medida em M(®,P(X))
que nao é induzida por uma medida em M (T, X).
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O teorema abaixo, em geral, é enunciado para T : X — X aplicacao continua
e X espago métrico compacto. Como o nosso objetivo é estudar ® : P(X) —
P(X), e esta satisfaz a hipdtese de continuidade e P(X) a de compacidade,
enunciaremos o Teorema Ergédico de Birkhoff para este caso.

Teorema 7.0.10. (Teorgma Ergodico de Birkhoff) Seja II uma medida ®-
invariante e ¥ : P(X) — R, tal que ¥ € L*(P(X),I1). Entdo o limite

n—1

_ 1 .
T(v) = lim — 2_: U(*(v))
existe para quase todo v € P(X), € Il-integrdvel e ®-invariante e
/ W(v)dIl(v) :/ U (v)dI(v)
P(X) P(X)
Demonstragio. Ver [15]. O

Defini¢ao 7.0.11. Dizemos que uma medida II € P(P(X)), ®-invariante é
ergddica se para todo v € LY(P(X), B, 1) o limite

n—1
P(x) = lim EZw (@F (v
k=0

é constante II-q.t.p. v € P(X).
Proposicao 7.0.12. Sao equivalentes

(i) I1 ¢ ergodica,
(i) @1 (A) = A=TI(A) =0 or II(A) =
(iii) ¥ € LY(P(X),B,11) e o ® = w:weconstanteﬂqtp vePX).

Demonstragao. Ver [15]. O

Exemplo 7.0.13. (Um caso particular) Dada ¢ € C°(X,R), definimos

\IJ(I/):/ch(x)dI/(x).

Entao dada IT € M(®,P(X)) o limite

n—1

— 1
U(v)= lim =) ¥(®*())= lim — (T*(x
() = Jlim o) ¥ n;ﬂ;@nZ/ ))dv(x),
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existe II-q.t.p. v € P(X), e

_ U (v V) = im — k
/P(X)\I/(y)dﬂ(z/) —/P(X)\I/( )dIl(v) / ) HLMLZ‘I’ (2%( @)

:/73(X)nh—>néonz/ (T* (z))dv (x)dI(v),

/P(X)\If(z/)dl'[(u) _/P(X)/Xgﬁ(f)dy(:p)dﬂ(,/%
/73(X) "lg&ﬁz/ (T (@) ()Tl / / dll(v).

7.1 Medidas Definidas Dinamicamente

mas

Seja v € P(X) e considere a sequencia {II,, } nen, onde

_ % S Gy (A), VA € BP(X)).
k=0

Observe que II,, € P(P(X)) para todo n € N. Como P(X) é um conjunto
compacto, existe uma subsequéncia {II, }nen, digamos {Il,, },,en, que é con-
vergente. Seja II,, o limite de {II,, }n,en, entao temos o seguinte:

Lema 7.1.1. (Outra medida ®-invariante) II,, é uma medida ®-invariante.

Demonstragao. Observe que

J(@ -y, = i L 3" (@1 0) - vt o)
7 k=0
= lim @™ () - V)] =0
pois P(X) é compacto e 1 : P(X) — R é continua. O

Observagao 7.1.2. Se existe p € X tal que lim T"(x) = p para todo z € X,
n—oo

entdo II,, = IT,, para todo p,v € P(X). Neste caso ® ¢é ergodica com respeito a
medida IT,,.
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Demonstragao. Seja A C B(P(X)) um conjunto aberto. entdo temos que

lim T"(z) =p, Ve € X = lim ®"(u) =6,, Vu € P(X).

n—oo n—oo

Logo se ¢, € A, existe N € N tal que

n>N=®"(u) € A, VneNand Vu € P(X).

Entao )
= . n—N
T, (A) = Tim — > G (A) = lim ——,
k=0
por outro lado
1 n—1 n—N
Hép (-A) = nh—>Holo " ; 5<I>’“(5p)(-’4) = nh—>Holo n

Se 0, ¢ A, entao existe N € N tal que
n>N=®"(u) ¢ A, Vn €N and Vu € P(X),

entao II,(A) = 0 = II;,(A). Consequentemente IT,(A) = II;s, (A), para todo
aberto A C B(P(X)). Como II, e Il5, sdo medidas de Borel nés obtemos que
I, =1l .
Lembramos que ® é dita ergddica, com respeito a uma medida II,, se e
somente se )
N K 11, (A)
s kZ:o (@ W) = Ty

Como a igualdade é verdadeira nds concluimos que ® é ergddica. O

7.2 Medidas definidas por conjuntos

Considere v € P(X) e A € B(X) tal que v(A4) > 0. Definimos entdo o seguinte
operador linear: A : C°(P(X)) — R, onde

AW) = ﬁ /A D(62)d0(z).

Note que A é operador linear continuo e positivo sobre C°(P(X)) tal que A(1) =
1. Pelo Teorema de Representacao de Riesz existe I14 € P(P(X)) tal que

M) = oo [ vavte) = [ v,

P(X)
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Observagao 7.2.1. Dado U € B(P(X)), temos que

Ta(U) = ﬁ /A (8, () = (z)y((s*l(m N A).

Logo,
supp(Il4) = é(supp(v) N A).

Lema 7.2.2. Se v € T-invariante, entao Ilx € ®-invariante.

Demonstracao. Notamos que
Ao ®) = [ (o@)E)dvta) = [ 6(Ene)ivia)
= [ vG)de0) @) = [ wib)dvin) = Aw).
X X

e que isto implica ITx = IIx(®~1).
O

Observagao 7.2.3. Seja J : X — P(X) uma aplicacao definida por J(x) = 0.
Entao temos que
HX = Jﬁu,

onde Jyv é o push forward da medida v pela aplicagao J.

Lema 7.2.4. Jyv é ®-invariante se e s6 se v € T-invariante.

Demonstragao. Note que dado A boreliano de P(X), temos

Oy (Jyv)(A) = Jw (@71 (A) = v(J " o (Ty) " (A))
=v((Tyo JI)7HA) =v(T o T A)
= TﬁV(Jfl(A)) = TﬁJﬁI/(A).

Assim, se v é T-invariante entdao TyJyv(A) = Jyw(A), e isto implica Jyv ®-
invariante. Por outro lado se Jyv é ®-invariante, entdo TyJyv(A) = Jyw(A), e
pela defini¢do da aplicagdo J obtemos que v é T-invariante. O

Lema 7.2.5. Jyv € ergédica se e somente se v € ergddica.
Demonstragao. Suponhamos que v seja ergddica. Lembramos entao que

AW) = /X B(6,)dv(z).
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Considere U € B(P(X)), tal que ®(U) = U, e observe que
M (t) = Mo = [ H6.)dv(o) = v(3(0X) N1,

como ®(j(X)NU) =j(X)NU , temos que
v(X)NU)=0ourv(d(X)NU) =1

e isto implica I x (U) = 0 ou IIx (U) = 1.
Agora suponhamos que jgv seja ergddica. Se v ndo é ergddica, entdo existem
vi,vg € M(T,X) and t € (0,1) tais quev = tvy + (1 — t)re. Assim temos que

/w )dv(x —t/1/1 vy (z 1—t/1/1 )dva(z

e disto decorre que Jyv = téyry + (1 — t)dy12, contradizendo o fato de jyv ser
ergddica. 0

Definicao 7.2.6. Seja ¥ : P(X) — P(X) uma aplicagdo continua. Nés dizemos
que U é atrativo se existe v € P(X) tal que lim U"(u) = v paratodo u € P(X).

Note que se ® é atrativa e é o push forward de um homeomorfismo 7', entao
teremos que v = §, where p € X é o ponto fixo de T'. Mais ainda, T" terd apenas
um ponto fixo.

Observagao 7.2.7. Se ® é atrativa, entao T tem apenas uma medida invari-
ante. De fato, se lim ®"(u) = v Vu € P(X), entao
n—oo

®(v) = ®( lim ®"(v)) = lim ®"T'(v) =v.

n—oo n—oo

Entao v é T-invariante. Se v/ é T-invariante entao

V= lim ®"() = v,
n—oo

e assim obtemos a unicidade. Como v é tnica, T é ergddica.

Observagao 7.2.8. Seja T : X — X continua com um ponto fixo p, isto é,
T(p) = p. Se ® é atrativa, existe v € P(X) tal que

lim ®"(p) =v, Yue P(X).

n—oo
Entao vemos que
0p = lim ®"(6,) =v = v =J).

n—oo
Agora se tomamos = € X, temos que
lim ®"(d,) =9, & lim T"(x) =p, Vz € X.
n—oo n—oo

Assim concluimos que 1" nao pode ser um homeomorfismo, logo temos o seguinte:
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Proposicao 7.2.9. Se T : X — X é um homeomorfismo, entio ® : P(X) —
P(X) nao € atrativa.

Proposigao 7.2.10. Se T : X — X € uma contragido e T € unicamente
ergddica, entao ® : P(X) — P(X) € atrativa.

Demonstragao. Apenas observamos que toda contragdo em um conjunto com-
pacto tem apenas um ponto fixo. O

Exemplo 7.2.11. Consideramos X = S' e T : S' — S! uma rotacao irracional.
Temos que T é unicamente ergédica. Considere 6, com = € S! tal que w(x) =
S (isto é possivel porque T' é uma rotagao irracional). Entao temos que ®(v) =
dr(z)- Se @ é atrativa, existe u € P(S'), tal que, nlingo ®"(v) = p para todo

v € P(S1). Assim
lim ®"(6;) = lim 6pn(y) = p.

Mas, se p é um ponto fixo de T', a tltima igualdade implica que

lim T"(z) = p,

n—oo

o que é um absurdo.

7.3 A Estrutura de M(®, P(X))

Para estudarmos o conjunto M(®,P(X)) iremos considerar uma espécie de
projecao sobre o conjunto M(T, X). Com isto teremos um meio de relacionar
as propriedades ergddicas de T com o seu push forward ®. Consideramos a
aplicacao p : M(®,P(X)) — M(T, X), onde nés temos que

/f )dp(I1 ~/73(X)/f x)dv(x)dI(v).

Devemos mostrar que p estd bem definida, isto é, dada II € M(®P,P(X)),
p(Il) € M(T, X). De fato, se IT € M(®,P(X) entdo

/f )dd(p / / o T)(x)dv(z)dI(v /P(X)/f 2)d® (v)dII(v)
:/P(X)/Xf(x)dud(HmI)1)(1/):/73()()/Xf(x)dudﬂ(v)
- /X £()dp(10)
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Assim concluimos que p(IT) € M(T, X). Note que se f = X4, onde A € B(X),
temos
- [ Aa@d@) = [ [ @)
X P(x)Jx

= / v(A)dII(v).
P(X)

Lema 7.3.1. A aplicacao p € continua.

Demonstragao. Comecamos observando que dado f € C(X,R), a aplicagdo

U : P(X) — R dada por
V) = [ f@n

é continua e limitada. Suponhamos que II, — II na topologia fraca. Entao
temos que

Ajw@( L“/f 2)dv(z)dIl,, (1)

—/ V()L (1) — [ W(a)dII(g)
P(X) P(X)
/ f(x)dp(II
Logo p(IT,,) — p(II). O

Lema 7.3.2. A aplicacdo p é uma contracdo se considerarmos a métrica de
Wasserstein sobre M(®,P(X)) e sobre M(T,X).

Demonstragao. Por [6], temos que dados X espaco métrico compacto, u,v €
P(X), entéo

Wonr)= s [ f@pdn- [ g},
fl@)+g(y)<dr(zy) ~J X X
onde f € L*(u) e g € L'(v). Assim temos que dados IIy, Il € M(®,P(X)),

W) o) = s L[ @) - [ gwan)}

_ / /f Jaja() T, (1)
fx)— g(y)<dp z,y) P(X)

/p(x)/ y)dv(y)dy (v )}

Tt~ [ B}

swp
f(fﬂ) g(y)<dp(z,y) P(X)
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onde

- / Flx)du(z) e B(v) = / 9(y)dv(y).
X X

Como f(z) — g(y) < dP(z,y), tomando um transporte plano = de p para v,
vemos que

f@) —g) < @)= | f@) - gly)dn < /X ()i

XxX

- / f@dnto) = [ owivt) < [ @G

P(p) = B(v) < Wyl v).

Também temos que como f € LY(p(I})) e g € L' (p(Il2)), entdo

/ / F(@)dpu()dIL (1) < oo / / 9(y)dv(y)dIy () < oo
P(X)JX P(X)JX

S [ B () < o e / B()dIL (1) < oo

P(X) P(X)
=1 € L) e p € L*(1Ly).

Finalmente observamos o conjunto da fungdes v € LY(I}) e p € L'(Ily),
que satisfazem ¥ (u) — p(v) < W,(u,v) e que sdo induzidas por aplicagdes
fe LY (p(Il)) e g € L' (p(Ilz)), que satisfazem f(z) — g(y) < d’(z,y) é
um subconjunto das aplicagoes 1 € L'(II;) e ¢ € L'(Ily) que satisfazem
(1) — (V) < Wy (). Assim

f(x)—g(y)<dr(z,y)

< s { [ wgam- [ e}
P () —p(V)<Wp(pov) - JP(X) P(X)

= W, (I, I1,).

W) p) = s [ G - [ g

0

Também iremos considerar a aplicacao J : M(T, X) — M(®,P(X)), dada
por J(v) = §,. Claramente J estd bem definida e se estivermos trabalhando
com a distancia de Wasserstein , J é uma isometria. N6s podemos pensar em p
como uma projecao e em J como uma inclusao de M(T, X) em M(®,P(X)).

Lema 7.3.3. Sejam p e J como acima, entdo

(i) poJ =1Id,

(it) p € sobrejetiva (e preserva a invaridncia mas nao preserva ergodicidade,
veja Obervagdao 7.3.7),

(i1i) J € injetiva.
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Demonstragao. (i) Tome v € M(T, X), entao

| s@iwo 1) - /P N [ r@dnas, = [ swpivta)

disto segue que po J = Id.

(i) Seja v € M(T, X), pelo {tem (i), temos que p(j(v)) = v. Entao p é sobreje-
tiva.

(iii) Claramente J é injetiva (§, é ergddica para todo v € M(T, X), pois v é
ponto fixo para ). O

Definigao 7.3.4. Sejam X espago métrico e T : X — X aplicagao continua.
Dizemos que T é unicamente ergédica se existe uma tnica medida de probabi-
lidade T-invariante.

Proposigao 7.3.5. Se ® € unicamente ergddica, entdol’ € unicamente ergddica.
Se T é unicamente ergddica entdo p(M(®, P(X))) = u, onde u € a inica medida
T-invariante.

Demonstragao. Seja IT a tinica medida ®-invariante. Como sabemos, p(IT) =
€ T-invariante. Suponhamos entao que v seja uma probabilidade T-invariante.
Entéo temos que §, é ®-invariante, logo II = 4,,. Assim

Se T' é unicamente ergédica com p sendo a tnica medida T-invariante, entao
pM(®,P(X))) = pM(T, X)) = p.
O

Definimos entdo uma relagio de equivaléncia em M(®,P(X)), usando a
projegao p. Dados Iy, Iy € M(®, P(X))

II; ~ Il < p(I;) = p(Ilz).

Nao ¢ dificil ver que ~ é uma relacao de equivaléncia. Consideramos entao o
conjunto quociente M(®,P(X))/ ~.

Proposicao 7.3.6. O quociente M(®,P(X))/ ~ € isomorfo d M(T,X) e
M@ P(X))/ ~= {8 v € MIT, X)),

onde [II] = {Il € M(®,P(X)) : p(Il;) = p(II) }.
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Demonstragao. Defina a aplicagdo p : (M(®,P(X))/ ~) — M(T,X) por
p([I1]) = p(II). Claramente p é bijetiva. Para ver que

(M(®,P(X))/ ~) = {ldv] : v € M(T, X) },

observe que po J = Id. O

Observagao 7.3.7. Observe que, para qualquer v € M(T,X), temos que
jv) =4, € M(®,P(X)), é ergddica. De fato, de [8] estes sdo sempre pon-
tos extremos de P(P(X)), logo também sdo pontos extremos de M (P, P(X))
o qual é um subconjunto convexo de P(P(X)), cujo os extremos sdo medidas
ergddicas para .

Entao, se tM(T,X) > 1 existe uma medida nao ergédica v € M(T, X) e
jv) =6, € M(®,P(X)) é uma medida ergddica com projegio nao-ergédica v.
Logo nés concluimos que a projegao nao preserva ergodicidade.

Sendo que j € injetiva, uma outra consequéncia é a que

JM(T, X)) C {II € M(®,P(X)) | II é ergodica para P},

isto é, o conjunto de medidas ergddicas para ® tem no minimo a cardinalidade
de M(T, X).

O préximo passo é analizar cada fibra [6,].

Lema 7.3.8. A projecio p € linear, em particular cada fibra [6,] € um subcon-
Junto convexo de M(®,P(X)).

Demonstragao. Tomamos I1,II5 € [§,] e t € [0, 1], entdo 11y + (1 — ¢)IIy €
M(®,P(X)) e

p(ty + (1 — t)Ily) = tp(Ily) + (1 — t)p(Il) = v,
isto é, tIl; + (1 — t)HQ € [(5,,] O

Observe que pelo Lema 7.3.3 (ii), necessitamos do seguinte coroldrio:

Corolario 7.3.9. Seja v € M(T, X) uma medida de probabilidade T-ergddica.
Os vértices de [6,] estao contidos no conjunto de vértices de M(®,P(X)), em
particular eles sao ergodicos. Mais ainda, se [6,] # {0, }, entdo eziste II € [9,]
ndo-ergédica (existe I nao-ergddica que é projetada em uma medida ergédica
v, veja Exemplo 7.4.3).

Demonstragao. Para provarmos a afirmagao, consideramos o vértice Iy € [d,]
e suponhamos que Iy ndo é ergédica. Entao existem II;, I, € M(P,P(X)) e
t € (0,1) tais que Iy = ¢II; + (1 — ¢)II; € M(®,P(X)) e IT; ou Il ¢ [4,], sendo
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que que Iy é um vértice de [0,]. Se necessdrio 1 —¢t = s et =1— s entdo nds
podemos assumir que IIy & [d,].
Tomando a projecao de Iy nés obtemos:

p(Ilp) = p(tlly + (1 — t)Iz) = tp(Ily) + (1 — ¢)p(Il2)

v =tp(Tl) + (1 = )p(Il2)

o que contradiz a ergodicidade de v pois p(II1) # p(Ila).

Se II; # I, sao probabilidades ergédicas em [d, ] entao o segmento (I3, II5) =
{tIl; + (1 — t)IIz | t € (0,1)} é formado por probabilidades nao ergddicas com
projecao v. O

Exemplo 7.3.10. Tomamos v € M(T, X) e consideramos seu push forward j;v
pela aplicacao j. Temos que p(j3v) = v. Se v é tal que existem vy,v, € M(T, X)
et € (0,1) tais que v = tvy + (1 — t)vs, entdo temos que a medida definida pelo
funcional linear positivo

A) = (o) + (1— 1) /P v

onde p(n) = v, estd na fibra [d,].

7.4 Decomposicao Ergédica

Um outro caminho para entendermos melhor o conjunto M (®,P(X)) é usar o
Teorema da Decomposicao Ergddica.
Um conjunto boreliano A C P(X) tem medida total se

I(P(X)/A) =0, VIL e M(®,P(X)).
Em [5] temos o seguinte resultado:

Lema 7.4.1. (Mané) Para qualquer medida de probabilidade invariante I1 €
M(D,P(X)) temos

/P ) = /P N / ()T, () dTI(),

onde ¥ C P(X) tem medida total e, para qualquer v € X, nds temos uma medida
ergodica 1l dada por

n—1
. 1
II; = nh_)fgo n kZ:O 54)"(7)7

que contém U em seu suporte.

48



Demonstragao. Ver [5]. O

Assim voltamos nossa atengdo para as medidas ergédicas II;. Considerando a
projegéo p : M(®, P(X)) — M(T, X), onde nés temos que

/X f(@)dp(TT) (z) = /P V) dw)

onde v(f) = / f(z)dv(z), obtemos o teorema seguinte.
X

Teorema 7.4.2. sejam v € ¥ medidas de probabilidade, temos trés possibili-
dades para 113
a) Sev € M(T,X), entao p(Ily) =7;
b) Sev ¢ M(T,X) e B C X ¢ invariante e por T (T~*(B) = B), entdo
p(I1;)(B) = 7(B);
c) Sem hipdteses sobre U nds temos que para quaisquer € >0 e B C X, existe
ce = IIx(A%) > 0, onde A% € uma vizinhanga de U na topologia fraca-+, dada
por

5 = (v e P(X) | [v(B) — 7(B)| < <},

tal que, para qualquer 0 < § < ¢ existe N = N; . tal que Vn > N

Hk < n | [7(T7(B)) - 7(B)|| < e} = n(ce - 9).

1
Em particular, c. = lim —4{k < n | |[7(T~*(B)) - 7(B)| < €}.
n—oo n

Demonstragao. Para provarmos (a) e (b) obervamos que a projecao p(Ily) é
dada por:

p(I1,)(B) = / dp(ITy) = /p ) ()

B
1 n—1 1 n—1
= nh*}H;o E Z 5<I>’“(D)(V(XB)) = nlgrolo ﬁ Z (ﬁk(v)(XB)
k=0 k=0
1 n—1 1 n—1
= Jim = w(x, oT") = lim —> 7(xr-s)
) k=0 k=0
1 n—1
= lim —Y w(T*B)).
Jim ~ ’;) v(T74(B))

Desta equagao, podemos concluir os itens (a) e (b), pois se 7 € M(T, X)
entdo 7(T~%(B)) = ¥(B) e mesmo que ¥ ¢ M(T, X) mas T~'(B) = B, entdo
p(Iy)(B) = 7(B).
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Para o ftem (c¢) nés usaremos a definigdo da medida IT5 para a fungéo ¢ (v) =
Xas, (V):

n—1

1
X 4o (V) dlIz(v) = lim — X e (@k(ﬁ))
/7><x> 45 n—00 11 ];) 45

Sendo que 7 € supplly, nés temos

ce =Iz(AR) = / X 4 (V) dlI(v) > 0.
P(x) " F

Por outro lado,

v [ L TTHB)) -
XA%((I)’C(V)){ 0, H?(T*k

- XH?(T*MB»—V(BH\«(

v(B)|| <e
(B)) —v(B)|| = ¢

Substituindo , equagoes na fémula acima, obtemos,

1 n—1

c. = lim — E k

€T oo n Xllv(T*’°<B>>—v<B>||<e( )
k=0

T 4k < n | [(THB)) - (B < ).

Este limite implica que, para qualquer 0 < § < ¢ existe N = N;. tal que
Vn > N,

%ﬂ{k <n | |[Z(T7(B)) ~#(B)| < e} > e 4,

o que conclui nossa demonstragao. U

Exemplo 7.4.3. Este exemplo mostrara que nés podemos ter, na mesma fi-
bra, duas medidas ergddicas para ®, sendo que uma contém a projecao em seu
suporte e outra que nao. Nés também podemos concluir, através do presente
exemplo, que nossos resultados anteriores estao proximos dos otimais.

Suponhamos que T : X — X tem no minimo um ponto periédico de periodo
2, seja xg este ponto. Definimos entao duas medidas de probabilidade dadas
por

1 1
vy = 55% + §5T(x0) and vy = 0g,.
Disto, nés podemos podemos construir duas medidas de probabilidade em
M(®,P(X)),
1 1
HO = 6y0 (§ H1 = 56510 + 5557,(10).
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Note que Iy é ergédica, pois ela é um extremal em M(P,P(X)),e II; €
M(®,P(X)) é também ergédica pois é suportada na 6rbita de vq, um ponto
periddico de periodo 2 para ®.

Notamos entao que IIy # II; mas p(Ily) = p(Il;). De fato, se tomamos uma
vizinhanga U de d,, que nao contém d7(,,) e uma fungao 1 suportada nesta
vizinhanga temos que

[ o)) = 0(62) # [ 608, @) = 566,
assim Iy # II; Para vermos que p(Ily) = p(Il;) usamos a defini¢ao de p:

pI0)(f) = [ (o) = 55 (e0) + 5 (T (an)

/ £)dIL, (v
05y + &sT(zo))( v(J)

S0z (f) + 5T(:ro)(f)
f(zo) + §f(T($o))-

Por outro lado

(
1
2
1
2

Entao p(Ho) = p(Hl)7 isto é [Ho] = [Hl]

Como, IIy = 4, sabemos que vy € supplly e necessariamente vy ¢ suppll,
pois IIy # II; sdo ergddicas e distintas, o que implica que seus suportes sao
disjuntos.

Do 1ltimo exemplo concluimos que na mesma fibra, mesmo que esta tenha
projecao ergddica, nés podemos ter medidas ergddicas que podem ou nao conter
a projecao em seu suporte. Mais ainda, a fibra deste tipo, pode ter cardinalidade
um somente se T nao possui pontos peridédicos exceto os pontos fixos, também
temos que toda medida no segmento (IIp,II;) é uma combinagdo convexa nao-
trivial, obviamente nao-ergddica, que projeta-se em uma medida ergddica v.

Observagao 7.4.4. O Teorema 7.4.2 é provavelmente a melhor resposta para
esta questéo pois se U ndo é T-invariante (®(¥) # v), mas ®V (V) = 7, entdo
Iy = &% Zk 0 5<I>k(,,) é ergddica, tem 7 em seu suporte e p(Ily) # 7.

De fato, tomando V = 84y, € T(z0) # 0, T?(20) = 70, para € > 0 suficien-
temente pequeno (e < = , neste caso) e para qualquer B, vizinhanga de z¢ que
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nao contenha T'(xy), entdo ¢, = % De fato,

co = Tim (k< | [P(T4(B)) - (B <)

Jim e < ] 8, (TH(B) — 0oy (B)] < )

. 1
T~ {0 < 0| S gay) (B) = bau(B)] < 2}

= i 5k <0 | (T @0) - X a0)]| < <}

Como [6,] é um subconjunto compacto convexo de P(P(X)), nés podemos
aplicar o Teorema de Representagao de Choquet ( ver [8]) a este conjunto:

Teorema 7.4.5. (Chogquet) Para toda p € M(T,X) eIl € [6,], existe uma
medida de probabilidade p, suportada no fecho de

ex([6,]) ={T € [0,] que € extremal em [§,]},

tal que, todo funcional linear continuo \ € representado por
M = [ D)D)
P(P(X))

Existem escolhas 6bvias para A nos quais podemos aplicar o teorema acima,

1 A(T) = /P PR, < CUPLX))

2 A(T) = /P D), ] € 0

3- D) = / v(E)dT(v), E C X mensuravel.
P(X)
Cada uma é um caso particular da anterior.
Substituindo na primeira nés obtemos

/ P()dTI(v) = / [ w@)dr(u)] dpy(T), & € CO(P(X)).
P(X) cl(ex([d,]) |/ P(X)

Este teorema mostra que nés podemos nos restringir ao estudo das pro-
priedades ergddicas apenas para as medidas ergddicas na fibra.
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7.5 Entropia Fraca em Medida

Como vimos anteriormente, a entropia topoldgica da aplicacao push forward ® é
infinita, desde que a entropia de T" seja ndo-nula. Assim, pelo pricipio variacional
da entropia, nés podemos encontrar medidas ®-invariantes com entropia em me-
dida arbitrariamente grandes. Isto nos motiva a tentarmos uma formulagao mais
fraca para a entropia em medida para a aplicagio II € M(®,P(X)) ao invés de
considerarmos a de Kolmogorov. Nosso desejo é conseguirmos uma cota supe-
rior para esta nova entropia em medida.

Definicao 7.5.1. Nés dizemos que {A4; }1<i<k é uma particdo do sistema dinamico
(X,T) se

(1) X = U, 4;,

(i) Existe um conjunto X, C X de medida total tal que 4; N A; C X\X, para
todo i # j.

Lema 7.5.2. Sejam (X, T) e (Y,S) dois sistemas dindmicos conjugados. Se h
€ a conjugacao entre T e S e a € uma particao de (X,T), entdo h(a) é uma
parti¢io de (Y, S).

Demonstragao. Como X = U¥_| A;, entdo Y = h(X) = U¥_, h(4A;). Por outro
lado temos que h=1(M(T, X)) = M(S,Y), onde h é o push forward de h. Entao
dada v € M(S,Y), existe u € M(T, X) tal que h=1(v) = p, e isto implica

V(h(A: N Ag)) = B (1) (A 1 Ay) = plAs 01 A,) =0,
estao contidas em X\X,, onde X, tem medida total em (X,T). O

Agora consideramos o sistema dindmico (X, T'), nés tentaremos extender o con-
ceito de entropia em medida para a aplicagao ®.

Dadas v € P(X) e « ef particoes do espaco de probabilidade nds temos que
a entropia de a, com respeito a medida v, é dada por

Aca

e a entropia condicional, com respeito a medida v,

H(alf)v) =~ Y p(ANB)),

Aca,Bep
onde p : [0, +00) — R é definida por
0, sex=0

ple) = { zlogz, sex >0
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Definigao 7.5.3. Dadas IT um medida sobre P(X) e «, 3 partigdes do espago
de probabilidade, nés definimos a entropia fraca em medida da particao a por

H(a) = H(a)(v)dI(v).
P(X)
e a entropia fraca condicional por
H(alB) = H(al|B)(v)d(v).
P(X)

Lema 7.5.4. Se p(Il) = 7, entao H(a) < H(a)(D).

Demonstragao. Comecamos obervando que, com p é uma fungdo convexa,
pela desigualdade de Jensen,

| stat@nas > o [ atwas).

Isto implica

ey = [, H@E@E) == 3 /P o, PATe)
— v(AYdII(v) ) = — IN(A)) = H(a)(v
< Azeap(/m (Ayd1i(v)) /ép(p( )(4)) = H(a)(?)

O

Definigao 7.5.5. (i) Dadas «, § parti¢des, nds definimos seus refinamentos por

a\/ﬂ::{AimBjZ/hEOéijGﬂ}.

(i) Nés escrevemos a < 3 se todo elemento de @ é uma unido de elementos de
3. Neste caso temos que oV 3 = f.

Lema 7.5.6. Dadas «, 3,7 particoes do espago de probabilidade, nds temos que

(1) H(a V Bly) = H(a|B V) + H(BlY),
(ii) H(T*a|T~18) = H(c|B), se 1T é ®-invariante.

Demonstragao. (i) Como H(aV S|y) = H(«|BV v) + H(B]7), ndés obtemos

H(aV Bly) = ) H(aV Bly)(v)dIl(v)

= H(a|B V) (v)dl(v) + H(B]y)(v)dIl(v)
P(X) P(X)
=H(alB V) +H(Bly)-
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(ii) Primeiro nés notamos que

T-'ANT 1'B)
v(T~1B) )

—— Y wTN(ANB))log (W)

HT T 8)w) =~ Y V(T’lAﬁT’lB)log(y(
Aca,Bef

Aca,Bep
- ®(v)(AN B)
_ Aeaz;geﬁ ®(v)(AN B)log (W>
= H(a|p)(2(v)).
Entao nds obtemos
H(T 'alT™'B) = H(a|B)(®(v))dII(v)
P(X)
nem@ecey [ H@H@IW)
P(X)
= H(«|B).

0

Coroldrio 7.5.7. (Monotonicidade da Entropia para Parti¢oes) Dadas particioes
a, 3,7, com a < 3, nds temos que

H(aly) <H(Bly) and H(a) < H(B).

Demonstragao. Ver [15]. O
Considere T : X — X e uma partigdo o = {4;};en. Definimos
VAT ={A,, NT A, n..nT~ " VA A ca,i=0,.,n—1},

e escrevemos H,(a) = H(V]_T a). Entao definimos

Hy(a) = H(VI, T ) = ) H,(a)dIl(v).

Como H(aV ) < H(a) + H(B) e H(Tta) = H(a), temos que
Hptm () < Hp(a) + Hp ().

Isto implica que a sequéncia {H,(a)}nen é subaditiva.
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Definicao 7.5.8. A entropia fraca da particao « relativa a transformagao & :
P(X) — P(X) é definida como o limite

h(®, ) = lim

n—oo n n n

Observagao 7.5.9. Note que 0 < h¥(®?, a) < H(a).
Lema 7.5.10. Se p(IT) = v, entdo
hw((I)’ a) S hD(Ta Oé),

onde hy(T,a) é a entropia da parti¢io «.
Demonstragao. Pelo Lema 7.5.4, temos que

< inf

h*(®, ) = inf Hn () Hnfa)

n n n n

= hs(T, ).

Lema 7.5.11. Dadas particoes o, 3, temos que

h(®, ) < (P, B) + H(B).

Demonstracao. Como \/;Lz_olT*ia < (\/?Z_OlT’ia) \Y (\/?Z_olT*iﬂ), obtemos

H(\/?QolT_ia) < H((V;:olT_ia) \ (VzlgolT_iﬂ))
=H\VI G T ) + HVI T el VIS T7B).

Note entao que
H(szolT_iM V;L;(Jl T7'3) < H(alB) + H(V?QOQT_iM V?goz T7'8),
e por indugao, obtemos
H(ViZg T a| Visg T~'8) < nH(alp),
e isto implica
1 i 1 g
CH(VIZT ) < SH(VIZIT6) + H(alf).

Assim

h(®, ) < B (P, ) + H(aB).
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Exemplo 7.5.12. Seja IT = §,, onde p € M(T, X). Entao segue que

H(a) = H (o) (v)dll(v) = H(o)(n),
P(X)

Neste caso a entropia fraca da particao «, para a medida Il = ¢,,, e a entropia
da particao «, para a medida p, coincidem.

Definicao 7.5.13. Dada ® : P(X) — P(X) e Il € M(®,P(X)), definimos a
entropia fraca em medida da aplicacdo ® por

h(®) = sup hY (P, ).
{a:H(a) <400}

Teorema 7.5.14. Seja ® : P(X) — P(X) o push forward de uma aplicagao
T:X — X. Sell é uma medida ®-invariante , entao hiy(®) < h(T), onde
h(T) denota a entropia topoldgica de T'.

Demonstracao. Note que

BE@) = s hU(®,0)
{a:H(a)<+o0}

< sup  hp(T, ) = hy(T)
{o:H(a)<+o0}

< sup hy, (T) = h(T)
veM(T,X)

O

Como um exemplo, nés calcularemos a entropia fraca em medida da aplicagao
® com respeito a medida 114, a qual é induzida por um conjunto A € B(X),
definida na segao 7.2.

Exemplo 7.5.15. A entropia fraca de uma aplicagdo ® : P(X) — P(X) com
respeito a medida I 4, é zero. Dada uma particao o de X, temos que

H(a)(0,) = =) 6,(A)log(8,(A)) =0,

Aca
pois se © € A, entdo 0,(A) =1 e log(d;(A)) = 0. Se x € A entdo
9z(A)log(62(A)) = 0.

Assim segue o resultado.
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Definigao 7.5.16. (Isomorfismo entre sistemas dindmicos) Sejam (X;, B;, ;)
para ¢ = 1,2 dois espagos de probabilidades; entao um isomorfismo entre duas
transformagoes que preservam medida T7 : X7 — X7 e T : Xo — Xo é uma
aplicacao h : X; — X, tal que

(i) h é uma bijegao,

(ii) h e h™! sdo mensurdveis,

(iii) hypn = po e hy tpg =,

(iv) hoTy =Tsoh.

Proposicao 7.5.17. Sejam T : X — X ¢ S : Y — Y sao dois sistemas
dinamicos conjugados tais que push forward da conjugacdo h : X — Y, diga-
mos h, é um isomorfismo entre (P(X), ®p,10;) e (P(Y),®g,Il,). Se & € o
push forward de T, ®g € o push forward de S, II; € M(®r,P(X)) eIl €
M(®5,P(Y)), entdo hij, (1) = hiy, (Ps).

Demonstragao. Dada « parti¢io de (X, T), temos que

H(Pr, « / H(a)(v)dII; (v / H(a)(v)d(Ily o ®7") (1)

d(Ily o h~ odglo h)(v)

A (1)) ds (1)

/ Ha
/ H(a)(v)d(ILy 0 h)(v)
_/ I

= H (h())(p)dITz(pe)

P(Y)
= H(h(®s, h()).

Assim segue que

Hn(q)T, a) .

n n n

\
=
=8

h* (®r,a) = inf
Agora observamos que

f (@)= sup  hU(Pr,a) = sup he(®g, h(a))
{aH(a)<+oo} {aH(h(a),®s5)<+o0}
< sup h*(®s, B) = hi, (Ps).
{B:H(B,®s)<+co}

Se fizermos os mesmos calculos usando a aplicacdo h~! obtemos a outra de-
sigualdade. O
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Capitulo 8

Outras Dinamicas em P(X)

O objetivo deste capitulo é abordar dindmicas em P(X) que nao sejam dadas
por aplicagoes do tipo push forward. Inicialmente construiremos uma dinamica
com entropia positiva finita. Logo apds este exemplo estudaremos algumas pro-
priedades do sistema dinamico obtido a partir da convolugao de medidas.

8.1 Uma Dinamica com Entropia Positiva

Consideramos um subconjunto A C X e dois pontos p, g taisque p € Ae g & A.
Seja f :[0,1] — [0,1] uma aplicagdo continua com entropia positiva. Definimos
entdo uma aplicagao ¥ : P(X) — P(X) dada por

W(p) = (1= f(1(A)))dq + f(1(A))p-

Como a aplicagao push forward preserva combinagoes convexas e ¥ nao satisfaz
isto, temos que a aplicacao ¥, definida acima nao é dada por um push forward
de uma aplicacao continua 7' : X — X.

Observacgao 8.1.1. Notamos que a partir da segunda iterada ¥ passa ser uma
aplicac@o de [0y, 0] := {td, + (1 —t)d4 : t € [0,1]} em [d, 04]-

Lema 8.1.2. As aplicagoes V|5, 5,1 € f sio topologicamente conjugadas .

Demonstragao. Consideramos H : [d,, 64 — [0,1] dada por
H(t6, + (1 —1)5,) = t.
Entao temos que

H(W(tp + (1 = 1)dg)) = H(f(#)0p + (1 = f())3q) = f(t) = f(h(tdp + (1 = 1)d,))-
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Logo Ho ¥ = fo H. Claramente temos que H é continua e bijetiva, assim
um hoemomorfismo. Com isto temos que \I'\[(;p)(;q] e f sao topologicamente
conjugadas. O

Coroldrio 8.1.3. h(¥|s,s,1) = h(f), onde h denota a entropia topoldgica.
Lema 8.1.4. O cojunto nao-errante de ¥ ¢ dado por

Qg = {tdp + (1 — 1) € [0p,0q) : t € Qf}
onde §1y € o conjunto ndao-errante de f.

Demonstragao. De fato, se p = tod, + (1 — t9)d, € Qu entdo existe ny — 0o
tal que

lim @™ (p) = lim ™ (t0)d, + (1 — F™ (t0))d, = tod, + (1 — to)d,.

ng— 00 ng— 00

Isto implica lim f™*(¢y) = to, ¢ assim ¢y € Q. A reciproca ¢ trivial. O
ng — 00

Teorema 8.1.5. (Bowen) Seja T : X — X um sistema dindamico topoldgico,
onde X é um espago métrico compacto. Entao temos que

MT) = h(Tlar),

onde Qp € o conjunto nao-errante de T' e h € a entropia topoldgica.
Demonstragado. Ver [2]. O

Coroldrio 8.1.6. h(®) = h(¥|q,).

Observamos entdo que h(f) = h(¥|;s,5,1) = h(¥]a,). Com isto se 0 <
h(f) < 0, entdo construimos uma aplicacdo ¥ : P(X) — P(X) tal que 0 <
h(T) < 0.

8.2 A Dinamica dada pela Convolucao

O objetivo desta secao é abordar o sistema dinamico obtido a partir da operagao
de convolugao entre medidas. Comegamos entao com (G, *) um grupo abeliano
topoldgico compacto e seja P(G) o espago métrico compacto das medidas de

probabilidade sobre G. Dada v € P(G) definimos a aplicacdo de convolugao
0, : P(G) — P(G) por O,() = v * u, onde

v x p(E) = /G /G X (@ % y)dv(@)du(y).
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Lema 8.2.1. Sejam f € C(G,R) e p € P(G). Entdo

[ rat@.w) - /G fdvsp= /G /G F (@ + y)dv(@)dpy).

Demonstragao. Mostraremos o resultado para uma fungio simples f(z) =
Zle aixg,. Assim

[ a0 - /G fduwzzfjai /G /G X (& + y)dv(@)dpu(y)

- /G /G F(a x y)dv(w)du(y).

Logo o resultado é valido para f funcao simples. Como qualquer fun¢@o continua
é o limite de uma sequéncia de fungoes simples o resultado segue. O

O Lema 8.2.1 serd ttil em muitas situagoes, a primeira delas serd para
mostrar que de fato a convolucao induz um sistema dinamico topolégico.

Proposicao 8.2.2. A aplicagio ©, : P(G) — P(G), onde

O, (1) (E) = v+ u(E) = /G /G (@ + y)dv(@)du(y),

€ continua na topologia fraca.

Demonstragao. Seja u € P(G) e considere uma sequéncia {py, nen, tal que
tn — o quando n — oco. Entao tomamos f € C(G,R) e pelo Lema 8.2.1 temos

que
[ v = [ [ seyavia)du )
G /el
Como f é continua, segue que a aplicacdao
siveGr [ foxivio)
G
é também continua. Assim, se u, — p na topologia fraca, entao

[ [ e naeunt — [ [ 1 naw)
O

Com a Proposicao acima temos entdo o sistema dinamico topolégico 6, :
P(G) — P(G). Outro aspecto importante de se observar diz respeito & ex-
isténcia ou nao de ponto fixo. Assim se O, possuir ponto fixo, teremos que
existe u € P(G) tal que v * p = p.
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Teorema 8.2.3. Dada v € P(G), a aplicagio O, : P(G) — P(G) tem um
ponto fizo.

Demonstragao. Sabemos que P(G) é um conjunto compacto convexo e que
O, é continua. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schowder temos que ©, tem
um ponto fixo. O

Observagao 8.2.4. Pelo Teorema 8.2.3 nds vemos que sempre existe uma me-
dida de probabilidade p € P(G) tal que v * u = p.

Nosso préximo passo € entender como sao as orbitas da aplicagao ©,. O
préximo resultado dd4 uma caracterizagao das drbitas de ©, e mostra uma
relagao da orbita de um elemento com a médida v.

Lema 8.2.5. Dada p € P(G), a drbita de p pela aplicagao ©, é dada por
Op)={v"*xp:v" =pv*vx*..*xv, neN}

n

Demonstracao. Note que

02 (1) (E) = (v (v 1))(E) = /G /G X (@ * y)dv(@)d(y * 1) (y)

:/G/G/GXE(x*y*z)du(x)du(z)du(x).

Por outro lado, temos

(v 5 v) % u(E) = /G /G X * y)d(v + v)(@)du(y)

_ /G /G /G (@ %y 2)dv(@)dv(2)dp().

Assim obtemos que ©2%(u) = (v *v) * u = v?* p. Por inducio o resultado segue.
O

8.2.1 Classificagao Topoldgica

Uma questao interessante é: dados (G, o) e (Ga, -) grupos topoldgicos isomorfos,
v; € P(G;), sob quais condicoes os sistemos dindmicos ©,, : P(G1) — P(G1) e
©,, : P(G2) — P(G12) sdo topologicamente conjugados?

Para responder esta pergunta consideramos (G1,x*) e (Gg,0) dois grupos
topolédgicos compactos e ¢ : G; — G2 um isomorfismo de grupos entre G e G.
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Lema 8.2.6. Seja ¢y : P(G1) — P(G2) o push forward do ismorfismo ¢ : G —
Gy. Entao temos que

oi(v* p) = pp(v) * 4(p), para quaisquer v, € P(Gh).

Demonstragdo. Tomamos v, u € P(G1), f € C(G2,R) e notamos que

ool 5 1)(f / F(9)des (v + w)(g) = / (f o @) (@)d(v * ) (z)

/ / 0 ) (@ * y)dv(x)du(y)
G JGy
- / £(g * )ds () (g)digs (1) (1)
Gao JGo
= (pg(v) * ps(p))(f) Yf e C(Ga,R).
Assim @y (v * 1) = p4(v) * pg(). O

A aplicacao push forward tem um papel importante na classificacdo topoldgica
dos sistemas dinamicos obtidos a partir da convolucao. Seja v; € Gy e vy =
©(11) € Ga e considere as aplicagoes

0,, : P(G1) — P(G1) e ©,, : P(G2) — P(G2).
Entao nés definimos a aplicagao
H P(Gl) — P(Gg)

[ pyp.
Lema 8.2.7. A aplicacio H : P(G1) — P(G2), onde H(u) = pyu € um homeo-

morfismo.

Demonstragao. Como ¢ é um isomorfismo de grupos topoldgicos o resultado
segue. O

Lema 8.2.8. Se ¢4(v1) = 1o, entdo Ho©,, =0,,0H.

Demonstragao. Tomamos p € G1 e notamos que

Ho®,, (1) = py(v1 + ) = p4(v1) * o (1) = va * py(p) = ©,, o H(p).
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Proposigao 8.2.9. Seja ¢ : G — G2 entre grupos topologicos. Considere vy €
P(Gh), vo € P(G2) tais que py(11) = o, entdo as aplicagées O, : P(G;) —
P(G;) para i = 1,2 sdo topologicamente conjugadas.

Demonstracgao. Seja H como no Lema 8.2.7 e entao aplicamos Lema 8.2.8.
O

Para um grupo topolégico (G, %) nés definimos o conjunto de G como sendo
Aut(G) = {¢ : G — G | ¢ é isomorfismo continuo com inversa continua},

o qual é obviamente um grupo com a operagao de composicao de funcoes,
(Aut(G), o).

O préximo resultado mostra como este grupo classifica os sistemas O, :
P(G) — P(G) por meio da conjugagao topoldgica.

Proposicao 8.2.10. Seja ~ a relagio sobre P(G) dada por
v ~ vy <= Jp € Aut(G) s.t. py(r1) = va.
Entao ~ € uma relagdo de equivaléncia e , para cada v € P(G) o conjunto
{0, |V €[] € P(G)/ ~},

€ tal que qualquer dois sistemas ©,, e ©,, sdo topologicamente conjugados.

Demonstragao. Para provarmos que ~ é uma relagao de equivaléncia, nos
observamos que Id € Aut(G), todo ¢ € Aut(G) tem uma inversa em Aut(G) e
Aut(G) é fechado para a composicdo, logo ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.
Por outro lado, dada v € P(G) nds aplicamos 8.2.8 para mostrar que 0,/ é

topologicamente conjugada & ®,, para cada v’ € [v].
O

Observamos que se 0,/ é topologicamente conjugada a ©,, nds nao podemos
afirmar que [V'] # [v].
8.2.2 w-limite

E usual em probabilidade, estudar as ponténcias da convolugao de uma dada
medida, isto é, a convergécia da sequéncia

{v" |n € N},

e seus pontos de acumulagao I', = {v"|n € N}. Em [18], Chakraborty con-
siderou v uma uma probabilidade sobre o conjunto das matrizes d X d nao-
negativas, S, o suporte de v e provou um resultado interessante sobre a con-
vergéncia da sequéncia {v"} baseado no conceito de ciclicidade, o qual é definido
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como segue: Sejam Aj, ..., Ay subconjuntos disjuntos dois a dois de {1,...,d},
entdo S, é ciclico com respeito & A, ..., Ay se para cada x € S, com Agy; = A,
1 <1 <k, temos

x>0, > m;=0i€A, 1<k<m.
JEAm41 JEAL 11

Teorema 8.2.11 (Ver [18]). Seja v uma medida de probabilidade sobre o con-
junto das matrizes d X d ndo-negativas e S, o suporte de v. Denote por S o
semigrupo gerado por S,. Suponhamos que a sequéncia {v"} € tight e o posto
minimo das matrizes em S é 2. Também suporemos que nenhuma das matrizes
em S tem uma linha nula. Entao a sequéncia {v"} ndo converge se e somente
se S, ciclico.

Proposicao 8.2.12. Dado g € G, temos que w(dy) = (Rq)3(I',).

Demonstracao. Nos sabemos que, pelo Lema 8.2.15, ®,,(d,) = (Ry)sv. Agora
se T = (1,...,Tp—1), temos que

@g—l(@u((sg))(m:L/GXE(xl*...*xn)du"—l(f)d(RQ)ﬁmn)
:/ / X (Ry (1 5 oo )™ (F)dv ()
GJG

= /G/GX(RQ)A(E)(:M ok Ty ¥ T )d(Ryg)g (V) (2)dv(y)

Isto implica que
0y (0g) = (Rg)s".

Logo
v= nan;o O, (0y) = nlirrgo(Rg)ﬁy = (Rg)u(nll)ngoy )
Logo, se v/ € T, entéo (Ry)y' = € w(dy). O

Coroldrio 8.2.13. w(d.) = (Re)4(T,) =T,.
Proposicao 8.2.14. Seja p € P(G) e considere o conjunto Iy, entdo
Poxpi={vxp:vel,} Cw).

Demonstragao. Se 7 € T',,, entdo existe uma sequéncia {ny }ren, tal que

lim ®"(v) = lim ™! =p.
k—o0 k—o0
Logo, pela continuidade de ©,,, temos que

lim O™ (u) = lim v™ ™ %y = 7% .
k—o0 k—o0

Assim 7% p € w(p). O
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8.2.3 Entropia Topolégica

Veremos nesta se¢ao que sob certas condigoes o sistema dindmico O, : P(G) —
P(G) tem entropia zero.

Lema 8.2.15. Se g € G, entdo ©,(d,) = (Ry)3v, onde (Ry)y € o push forward
da translagao d direita definida por g.

Demonstracgao. Dado g € GG, temos que
/ / xe(z*y)dv(z)dd,(y) = /GXE(x*g)dV(x)
= [ @R (@) = (R ()

Lema 8.2.16. Dada p, 1’ € P(G), temos que

d(©, (1), 0, (1)) < sup d((Ry)sp; (Ry)sp'),

onde d representa a métrica fraca-*.

Demonstragio. Sabemos, pelo Teorema de Fubini e pelo Lema 8.2.1, que
1,000,600 = 3 5| [ a@it o) - [ @it ) (o)

=S5l [ [ sttt - [ st va@ado)
=S5l [ [ ot vty - [ atervai @)

; /G | / g1 % y)dp(z) — /G i = y)dpt ()| do(y)
-

(
gi(x * y)d,u'(gc)‘
el

fsup}/gzw*ydu
yeG

> 2| [ o@atme — [ e nam )
yeG 2 G G
< sup d((Ry)gh, (Ry)gp') = sup d(©,(6y), O, (0y))-

O
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Definigao 8.2.17. Uma métrica d : GxG — R sobre um grupo topolégico G é
dita invariante & direita (ou esquerda) se d(xxy, z*xy) = d(z, z) (ou d(y*x, y*z) =
d(z, z)) para todo y € G.

Corolario 8.2.18. Se G ¢é metrizdvel, e a métrica compativel com a topologia
€ invariante a direita, entdo ©, € ndo-erpansiva.

Demonstracao. Neste caso temos que

d(©, (1), 0, (1)) < sup d((Ry)gps (Ry)gp') = d(p, 1),

e isto implica d(©,(n), ©, (1)) < d(p, 1) O

Teorema 8.2.19. Se G é metrizavel, e a distancia compativel com a topologia
é invariante & direita, entdo h(©,) = 0, onde h(©,) € a entropia topoldgica de
0,.

Demonstragao. Pelo Corolario 8.2.18 ©, ¢é nao-expansiva e isto implica
h(©,) =0. O

Em particular, temos que se G é um grupo de Lie existe uma métrica
comptivel com a topologia de G que ¢é invariante a direita. Logo o Teorema
8.2.19 é verdadeiro para o caso em que G é um grupo de Lie.

8.2.4 Grupos Finitos

A partir de agora consideraremos G como sendo um grupo abeliano e finito.
Nosso objetivo é entender como a dinamica dada pela convolugao atua no espaco
P(G).

Consideramos entao (G = {go, g1, -, gn—1}, *) um grupo finito de ordem n,
onde go = e é o elemento neutro da operagao .
Relembramos entao que o espago de fungoes continuas sobre G, a saber C(G, R)
pode ser identificado com R"™, onde

f(G) = (f(90), f(g1), s f(gn-1)) € R™.

Como é usual, temos que o dual de C(G,R), que esta identificado com o espago
(R™)* ~ R™, é o espago das medidas com sinal sobre G,

n—1
C(Ga R)I = {M = Zpi(sg-n b= (p07p17 "'7pn71) S Rn} .

=0

Assim temos que,

n—1
/G fdu="pif(g) = ((G).p),
=0
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onde (-, ) é o produto interno usual.
Neste setting, se A, = {p e R" | p; €]0,1], e E?:_Ol pi = 1}, entdo

n—1
P(g) = {Zpiagi €C(G,R) |pe An} .
=0

Se p = Z?;Ol pidg, €V = Z?;OI gid4,, definimos a convolugao entre estas medidas
por

(ux)(f) = /G /G F(g * W)dpu(g)dv(h).
Definindo f(G?) por

flgo*xgo) -+ f(go*gn-1)
(@GP = : : :
fgn-1%g0) -+ f(gn-1%9gn-1)

obtemos uma caracterizagao da convolucao em coordenadas, como segue:

Teorema 8.2.20. Se v = E?:_ol Pidg, > p € p = Z?:_Ol ¢i0g, ~ q, entdo

(v ) (f) = (. F(G*)p).

Demonstragao. De fato, note que

(v p)(f) = /G /G F(g * W)dv(g)dp(R)
:/ S pid (g * h)du(h)
G i=o
n—1
=X /G F(gi + B)du(h)

n—1 n—1
=>4 Y _ piflgihy)
i=0 =0
n—1 n—1
=> a; > _pif(gi*h;)
i=0  j=0
= (q, f(G*)p).
O

Do Teorema 8.2.20 nés definimos a aplicagao convexa 0, : P(G) — P(G),
onde

O, (1) (E) = v u(E),
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para qualquer E C G.
Como, P(G) é um subespago afim de codimensao 1 de C(G,R)’, temos que
0, ¢é dada por uma matriz biestocéastica:

Lema 8.2.21. O,(u) =v*pu=p-v(G7xG).
Demonstracgao. Sejam p = Z?;()l pildg, € V = Z?;()l ¢idg,, sabemos que

n—1
O,(p)=v*pu= Z ardg, -
k=0

Pelo Teorema 8.2.20 sabemos que,
n—1
ar=> pigj= Y {piaj | 9 =97 " *gx}.
9i*9j =9k 1=0

Como a equacao g; * g; = g tem uma Unica solucao para um k fixado e para
cada 4, nés temos j(i, k) bem determinado. Isto nos permite escrever,

Ak = Po " 4j(0,k) T - T Pn-1"qj(n—1,k)-

Usando matrizes nés temos

450,00 " 9i(n-1,0)
[a0 =+ a1 ]=[p0 = poa ]| 1 -
dj0,n-1) " dj(n—-1,n—-1)
Se denotamos,
9% ' %90 g0 *gn1 ]
G_l * G = i . ’
-1 -1
go * gn—1 Tt Qn_1 * gn—1 ]
entao _
4j0,00 " 9j(0,n-1)
V(G G) = L : )
4j(n-1,00 °°  dj(n—1,n-1) ]

nés obtemos assim a férmula

vip=p v(G Q).

Por exemplo, se nés desejamos calcular as iteradas de O, (u), temos
O () = pu-v(G L+ @)™,

e assim nds podemos estimar o comportamento a longo prazo de ©,,.
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Lema 8.2.22. A aplicacao ©, € nao-expansiva.

Demonstragao. Como em R” todas as normas sao equivalentes, consider-
aremos em R" a norma dada por

IPlloc =, _max pif,

com p = (pg,...;Pn_1). Como v(G~! x G) é uma matriz bi-estocéstica bi-
stochastic sua norma ¢ 1, i.e.,

V(G % Q)||so = m?xz lai;| = 1.
j=1

Por outro lado, se u1 ~ ¢1 € R™ e ps ~ g2 € R", entao

160 (k1) = @ (p2) |0 = (a1 = g2) - V(G x Gl
<l = @2llso[P(G™H % G)loe = llar — dolloc-
]

Definicao 8.2.23. Uma matriz estocéstica A = (a,;) é chamada semi- positiva
se todas as entradas de alguma poténcia de A, digamos A™, sao positivas.

Definigao 8.2.24. Uma matriz A é dita bi-estocdstica se suas linhas e suas
colunas somam 1.

Teorema 8.2.25. Se A é uma matriz m X m, semi-positiva e bi-estocdstica,
entao

lim A" = L

n— o0 m

onde J = (a;;), ai; =1 para todo i, j.

Demonstragao. Ver [17]. O

Aplicaremos entdo o Teorema 8.2.25 para obter um resultado interessante
sobre as érbitas da aplicagdo O,,.

Definigao 8.2.26. Seja G be um grupo abeliano de ordem n. Dizemos que G
é finitamente gerado se existem g1, ..., gx € G tais que para todo g € G , temos
g=g1'---g.F, comr; €{0,1,...,n}.

Agora relembramos a definigdo de suporte de uma medida, que usaremos
em seguida. Seja G um grupo abeliano finito e v = (po, ..., pn—1) € P(G). O
suporte de v é o conjunto

supp(v) =: {g;: € G : v(gi) = p; > 0}.

Denotaremos por H o subgrupo de G gerado por supp(v), i.e., H = (supp(v)).
Para o proximo resultado nds precisaremos de uma uma definicao e um lema,
comecemos com a definigao:
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Definigao 8.2.27. (Probabilidade Aciclica) Dada v = p € P(G), defininos o
conjunto Z4 (p)™ por
Z+(P)™ = AGir - Gin * gir, € SUPP(V)}.

Seja H o subgrupo de G gerado por supp(v). Dizemos que v é uma probabilidade
aciclica se existir N € N tal que Z,(p)N = H. Em particular, Z,(p) =

Z.(p)" = supp(v).
Exemplo 8.2.28. (a) Sejam g € G um elemento de ordem 2 e v = §,. Neste
caso H = {e,g} e

m | e, ifmépar
Z+(p) _{g, if m é impar.

Entao v nao é uma probabilidade aciclica.
(b) Seja H um grupo ciclico gerado por g e v = ad. + (1 — a)dy, a > 0. Entéo
v é uma probabilidade aciclica. De fato, se H = {e, g, ..., g" '}, entdo

Zp(p)" = {e",e" g, e 2% etg" ) = H.

Exemplo 8.2.29. Seja G um grupo abeliano de ordem n e v = p € P(G). Se
Z(p) = {g,h} e H = (g~1h), entdo v é uma probabilidade aciclica. De fato,
para ver isto notamos apenas que

gn—khk — (g—lh)k

Exemplo 8.2.30. Seja H = (g1, ..., gx) um subgrupo abeliano finitamente ger-
adode G GeveP(G). Sev=peP(G) étal que

Z+(p) = {67917 '-~7gk>}a
entao v é uma probabilidade aciclica.

Observagao 8.2.31. Seja v = p € P(G) uma probabilidade aciclica e H sub-
grupo gerado por Z, (p)!. Consideramos entao as classes de equivaléncia deter-
minadas por H em G, i.e,

gH ={g+h:he H}
Sabemos que G pode ser escrito como uma uniao disjunta das classes de equivaléncia
determinadas por H. Assim escrevemos G como segue
G= {67 hla ceey hka glh17 seey gl7glh/€7 g2h15 - 92, thka - 91, glhla ceey glhk}
= {H7 ng7 ceey ng}7

onde g;H NgjH = () for i # j. Entdo temos que a matriz A = p(G~! x G) é
dada por

p(H™' x H) p(H' x g H) ... p(H ' xgH)
. plgy '"H™ ' x H) plgi"H ' xg1H) ... plgy'H™' x g, H)
plgy "H™ x H) . plgg"HY x g H)

onde os blocos na diagonal sdo sempre a matriz p(H ' x H).
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Lema 8.2.32. Os blocos p(gi_lH_1 x g;H), p(gi_lH_1 x H) e p(H™! x g;H)
sao todos iguais ¢ matriz nula.
Demonstragao. Tomamos o bloco p(gle*1 x goH) e notamos que
p((gr ! *hi ') (g2 hy)) > 0 (g xhi ') (g2 hy) € Zo(p) C H
=g, vga€ H= g H=gyH,

mas isto é uma contradigao, pois g1 H NgoH = (). Por um raciocinio andlogo ao
anterior obtemos o resultado para os outros blocos. O

Pelo Lema 8.2.32, nés que a matriz p(G~! x G) é dada por

p(H-! x H) 0 0

0 p(H ' x H) ... 0

p(GT'xG) = . . .
0 . p(H x H)

Isto implica que as poténcias da matriz p(G~! x () sdo dadas por
p(H™t x H)" 0 0

(G x Q)" = 0 p(H*1'>< H)"™ 0
0 . . p(H-Vx H)®

Lema 8.2.33. A matriz p(H™! x H) é semi-positiva.

Demonstragio. Consideramos a matriz A = (a;;); ; := (p(h; '*h;)); ;. Entao
temos
a;; >0& h;l * hj S Z+(p)
& 3h € Z,(p) such that h; ' s h; =h
54 hj =h; *E, h € Z+(p)
Isto implica que a;; > 0 se e somente se h; € Ly, (Z4(p)). Como Ly, é uma

bijegao, em cada linha nés temos | Z 4 (p)| coeficintes positivos. Tomamos agora
A2, a qual denotaremos por A% = (afj)i,j. Assim temos que

n—1

a?j >0 Zp(hi_1 s hy)p(hy ' * hy)
k=0
& 3k € {0,...,n — 1} such that p(h; "'« hg)p(h, ' * hj) >0
< p(h; ' % hy) >0 and p(hy '+ hy) >0
< 3’ W' € Z,(p) such that hy = h; * h', h; = hy * h"”
& hj=h;*h «h"
& hy € Ln,(Z+(p)?).
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Novamente, podemos ver que A% tem |Z(p)?| coeficientes positivos em cada
linha. Seguindo por inducao, se A™ = (af}); ;, entao

ai; >0 hj € Ly, (Zy(p)").

Como v é uma probabilidade aciclica nés obtemos, da Definigao 8.2.27 que existe
N € N, tal que paran > N

a?j >0 hj € Ly, (Z4(p)") = hiH = H.

Isto implica que paran > N amatriz A" = (a;,); ; tem |H| coeficientes positivos
em cada linha (e em cada coluna). Como a matriz A tem ordem H nds temos
que A é semi-positiva. O

Teorema 8.2.34. Seja G = {go, ..., gn—1} um grupo finito, v =p € P(G) e H
(Z(p)) . amatrizp(G™*xG) = (p(g; ' *9;))i,; satisfaz lim p(G™'xG)" =

onde B ¢é a matriz dada por

B,

1

WJ 10 0
0 W‘] 0
. . : 1:
0 0 WJ

com 0 sendo a matriz nula de ordem |H| e J a matriz de ordem |H|, com todas
as entradas iguais a 1.

Lema 8.2.35. Sejam p,v € P(G) e o uma permutacdo dos elementos de G.
Entao temos que

pov((0(G) 7 x0(@) = p-v(GTH % G).
Demonstragao. Basta observar que a convolugao nao depende da enumeragao
dos elementos de G, logo
p-v((0(G) P xo(G) =pxv=puxv(G ' xG).
O

Observagao 8.2.36. O fato principal usado no Lema 8.2.35 foi que que a
integral nao depende da enumeragao dos elementos de G.

Usando o Lema 8.2.35, o Teorema 8.2.34, e fazendo uma permutacao nos
elementos de G obtemos o
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Teorema 8.2.37. Seja G = {go, ..., gn—1} um grupo abeliano finito e v =p €
P(G) uma probabilidade aciclica para H = (Z,(p)) . A matriz p(G~! x G) =
(p(gi_l % g;))ij satisfaz lim p(G~' x G)" = B, onde B ¢ a matriz dada por

. {O, segitxg ¢ H
ij = 1 —1
K e S€ i xg; € H

Exemplo 8.2.38. Considere G um grupo finito, a,b € G tais que a2 = e b> = e,
G = {e,a,b? ab,b,ab’} e seja v =p = ade + (1 — @)d, com 0 < a < 1. Entdo
temos que

e 0 0 0 (1-a) 0

0 « 0 (1-a) 0 0

1 | I-0a) 0 ! 0 0 0
WG xG) = 0 0 0 a 0 (1-a)

0 0 (1-a) 0 « 0

0 (1-a) 0 0 0 e

Neste caso Zy(p) = {e,b,b} e (Z,(p)) = {e,b,b?}, e pelo Teorema 8.2.37 segue
que

lim v(G~ ' x G)* =

n—oo

O Wl O wl— O wl—
O wl- O wl— O wl—

Owl- O wl— O wl—
W= Owlik Owli- O

Wi Owlm Owl— O
Wi Owlm Owl O

assim dada = (qg, ..., q5),

. 1
lim ©7(n) = *(q +q2+q4,q1+q3+q57qo+q2+q4,q+q3+q5,qo+qz+q4,q1+q3+q5).

n— o0 3

8.2.5 Uma anadlise do conjunto w-limite

Icialmente observamos que a propriedade de ser aciclica é densa em P(G).

Teorema 8.2.39. Seja vy € P(G), onde G € um grupo finito. Dado € > 0,
existe v € P(G) tal que 0 € uma probabilidade aciclica e d(v,1y) < €, i.e., das
probabilidades que sao aciclicas € denso em P(QG).

k—1
Demonstragao. Sejame > 0eyy=p= Zplﬁhi com
i=0

Zi(p)=4{9€G:v(g) >0} e H={(Z:(p)) ={ho,-s his—1}

74



1
Entéo definimos a = min{p; : p; >0} e € = 3 min{e,a}. Assim consideramos a

k—1
probabilidade v = p = Zpiéh“ onde
i=0
£ Y
Di = { k*|Z+(P)€J’ %f pi=0
P~z P> 0

Obviamente 7 € P(G) e como

d(v, v Z|pz pil Z T Z |Z+ —2§<s,

pi=0

noés obtemos o desejado. O

Observagao 8.2.40. Da prova do Teorema acima pode-se concluir que, o valor
do limite das entradas da matriz é instavel, isto é, préxima a uma probalidade
fixada podemos ter probabilidades convergindo para muitas outras, sob a per-
turbagao dos pesos desta probabilidade fixada. Mais ainda, o valor méximo
é uma propriedade aberta. De fato, pelo nosso teorema, a matriz limite B é
formada por blocos da forma ﬁJ (além dos blocos nulos), assim se nés aumen-

tamos o conjunto Z4 (p) nés decrescemos o valor de W

Usando o Teorema 8.2.34, tentaremos encontrar condigoes para duas medidas
terem o mesmo conjunto w—limite, onde v = ) . p;d, € uma probabilidade
aciclica. Primeiro nés observamos que se p = Y. qidy, € P(G), entdo w(p) =
{1 - B}. Identificando p com o vetor ¢ = ) . g;e; in R™, onde {e;}o<i<n—1 é a
base canonica do R™, temos que

= (;%&) 'B—;(Ii(ei'B)~

Isto implica w(p) = >, ¢iw(dy,). Logo, para determinar o conmjunto w—limite
de uma medida é suficiente determinar o w—limite das medidas d,,, para todo
g; € G. Entao notamos que se H = Z,(p), |H| = k, |G| = |H|l, p =
(Goy -3 Gn—1), 1 = gy, € SE ESCrEVEMOS

2k—1 n—1

Qo = th Q) = Z iy ey - Z qi
i=n—k—1
p-B=p-B
@(1 1 1 0 0) (1 1 1 1 1 1 )
T Ty ey T = —Q ey T O, TQ LT . T LT
kaka ak77 ) kOa 7]{/’ O,k 1 7]@’ 1 ’kla akl
~—_————
k k k k
2k—1 n—1
W N VTR
i=n—k—1



k—1
Isto implica que w(dy,) = w(i), se e somente se Z ¢; = 1, onde u = (1,0,...,0).

i=0

Pelo mesmo argumento usado acima podemos ver que
w(dg,) =w(dg,) for 0 <i <k —1, w(dy,) =w(dy,) for k<i<2k—-1,...,
w(dg,) =w(dg, . ,)forn—k—-1<i<n-1,

!
e disto segue que w(u) = Zqiw(égi) = Zajw(égjk), ese i = (qoy--yqn—1) €
i §=0
tomamos p = dg4,, com mk < i < mk — 1,

mk—1
w(fi) =w(d,) & am= Y ¢ =1, ea;=0forj#m.

i=mk

Finalmente, dadas ;1 = (qo, ..y qn—-1) € &' = (¢4 -+, q}p_1)s

k—1 k—1 2k—1 2k—1 n—1 n—1
wp) =w) > a=> 4 Y. a=> d D, = > d
=0 1=0 i=k i=k i=n—k—1 i=n—k—1

Definicao 8.2.41. Seja v € P(G) uma probabilidade aciclica e n € P(G). Nés
chamamos de bacia de atracao de 1 o conjunto

{neP(G): lim O5(u) =n}.
Exemplo 8.2.42. Voltamos agora ao Exemplo 8.2.38 onde
G = {e,a,b?, ab,b, ab®},

nesta situagao particular, v = p = ad.+ (1 —a)dp, 0 < a < 1 e podemos escrever
G = {e,b,b? a,ab,,ab®} como no Lema 8.2.32. Entao, dados u = (qo,...,q5) €
w = (g, .-, q5), nés temos

2

2 5 5
wip)=wW) &> a= d.e > 6= d
=0 =3 1=3

=0

f_ (11101
Logo, se i’ = (3,3,0, 5,0, 5), temos

o 1

Jim @7(u') = g(% t A+ Gty Gt At s G+ 0 +qg)
/1111 1 1
C\474747127 12712

w(y') = 1.

Assim, a bacia de atragdo de n = (l 11 1 1 1 ), isto é, o conjunto

{1 ="(q0,-95) | lim ®J(p) =mn}
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é dado por

go +q1 + g2
g3 +qa +gs
q0,---, 945

m |l
Ol

1]

o qual é um subconjunto convexo de um hiperplano de dimensao 4 em R®, mais
precisamente

a,b,c,d € [0,1]
é a bacia de atragao de n = (1,1, 1, 5, L L),

O fato de a bacia de atragdo de uma probabilidade ser um subconjunto
convexo de um hiperplano vale em geral, como mostra o

Teorema 8.2.43. Seja v = p € P(G) uma probabilidade aciclica para H =
(Z4(p)), com |H| =k e |G| =|H|l. Dadan € P(G) onde

n= (QO7 ey q0y g1y s Ly ooy QI—15 -0y QI—l)a
S—— —— ——
k k k

a bacia de atracao de n € um subconjunto convero de um hiperplano de dimensdo
k=l o R
T .

Demonstracao. Para provarmos a convexidade da bacia de atracao de uma
certa medida 7 apenas notamos que que se 1,12 € P(G) e 0 < a <1, entao

O, (v + (1 — a)pz) = (e + (1 — a)pg) - (G x @)
=ap- V(G XxG)+(1—a)u-v(GT' x Q).

Assim, se 11, 42 estao na bacia de atragao de 7 segue que
lim O (ap1 + (1 —a)pe) =« lim O (u1) + (1 —a) lim O (u2)
=an+ (1-a)p=n.

Para provarmos a segunda afirmagcao do teorema observamos que se i = (qf, ¢}y .-y @ly—1)
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estd na bacia de atracdo de ), entdo lim, . ©F (1) = 7 se e somente se

=k (8.2.1)

| =
)
|
2
L

qo, -y qdn—1 S [07 1]

n—1
Se esquecemos a restrigao Zqi =1eqy,.,qn-1 € [0,1], temos um sistema
i=0
linear com n varidveis e [ equagoes linearmente independentes. Logo o espaco
de solugoes deste sistema é um hiperplano de dimensao
n  nlk—1)

n—l=n—-—=

k k

Entao a solugao de (1) é um conjunto convexo dado pela intersecdo de um
hiperplano de dimensao k=D com o simplexo A, = {(z0, ..., Tn—1) : >, T; =
1, z; € [0, 1]}
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