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RESUMO

O método de identificacdo por minimizag&o do erro de predigérelacionado com
um problema de otimizagdo ndo convexo. E comum utilizarritgos iterativos para
resolver o problema de otimizacdo. Contudo, os algoritrrevativos podem ficar pre-
sos em minimos locais da fung¢éo custo ou convergir para aluralominio de busca.
Uma analise da funcao custo e condi¢Oes suficientes paratigaraconvergéncia dos
algoritmos iterativos para o minimo global sdo apresestaéate trabalho. Observa-se
gue estas condi¢cdes dependem do espectro do sinal de eutit@adado no experimento.
Este trabalho apresenta ferramentas para melhorar a géneg dos algoritmos para o
minimo global, as quais sdo baseadas na manipulacdo ddresp@sinal de entrada.

Palavras-chave: Identificagéo de Sistemas, ConvergéncRojeto de Experimentos.



ABSTRACT

The Prediction Error Method is related to a non-convex og@tion problem. It is
usual to apply iterative algorithms to solve this optimiaatproblem. However, iterative
algorithms can get stuck at a local minimum of the cost fuorctir converge to the border
of the searching space. An analysis of the cost function affidient conditions to ensure
the convergence of the iterative algorithms to the globadimim are presented in this
work. It is observed that this conditions depend on the specbf the input signal used
in the experiment. This work presents tools to improve theveagyence of the algorithms
to the global minimum, which are based on the manipulatiah@input spectrum.

Keywords: System Identification, Convergence, ExperimenbDesign.
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1 INTRODUCAO

Modelos matematicos de sistemas dinamicos séo fundamentaiarias areas do co-
nhecimento. Basicamente, existem trés maneiras de sewbtsrodelo matematico. A
primeira é conhecida commodelagem matematica qual utiliza leis basicas da fisica
para descrever o comportamento dinamico de um fen6menmoagso. A segunda, cha-
mada dadentificacéo de sistemas caixa-pretiliza uma abordagem experimental, onde
0s parametros de um modelo sdo ajustados aos dados coldtagomesso. A terceira
chamada d&dentificacdo de sistemas caixa-cinzme as duas abordagens anteriores; a
estrutura do modelo é escolhida utilizando leis da fisiazs parametros do modelo sdo
ajustados a partir de dados coletados em um experimento.

A identificagdo de sistemas pode ser vista como a interfaite ermundo real das
aplicacdes e o mundo matematico dos modelos abstratos. lBdaeada em trés ele-
mentos: um conjunto de dados obtido do sistema em operag@oclasse de modelos
candidatos e uma regra para escolher um modelo dentro d& classeada no conjunto
de dados coletado. (LJUNG, 2010).

As técnicas de identificacdo por minimizacao do erro de paé@dsdo uma ampla fa-
milia de métodos que sdo baseados na resolugédo de um pralgetimizacao (LJUNG,
2002). Nestes métodos, € escolhida como fungdo custo a senizada, o erro médio
quadratico entre a predicdo do modelo e os dados coletadistdma. Utilizando hipo-
teses razoaveis, estes métodos geram estimativas na-gpads para os parametros do
modelo.

E amplamente sabido que para muitas escolhas das estrdturasdelo, a fungéo
custo possui um formato bastante complicado, o que difiauksolucéo do problema de
otimizacéo (LJUNG, 1987). Os artigos (ASTROM; SODERSTRAM74; SODERS-
TROM, 1975; SODERSTROM; STOICA, 1982) apresentam algussaspecificos que
a fungdo custo possui apenas um minimo, mas mesmo nesteéasdfacil obter a so-
lucéo 6tima do problema de otimizacéo, dada a complexidadientao custo.

Para resolver o problema de otimiza¢do, muitas vezes d&addts algoritmos itera-
tivos baseados no gradiente da fung&o custo. Quando as;0eadniciais destes algorit-
mos estao bastante proximas dos parametros 6timos, ogralg®conseguem alcancar
o minimo global com bastante facilidade. Entretanto, ne®@€a@m que as condi¢cdes
iniciais estdo longes dos parametros 6timos, muitas vexgdere a convergéncia para
minimos locais ou para o limite do dominio de busca, o queahtse indesejavel. Para
evitar estes problemas, a literatura sugere que sejarpadlids condicdes iniciais para
os algoritmos que estejam o mais proximas possiveis do riglobal. Para obter as
condicdes iniciais sao utilizados problemas de otimizae@&ondarios, mas estas técnicas
falham inUmeras vezes mesmo com niveis de ruido bastamtesi{i@iUNG, 2010).

Uma das contribui¢cdes inéditas deste trabalho é obtenc@&oriticdes suficientes
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sobre a convergéncia dos algoritmos de otimizacdo para ionmiglobal do critério de
otimizacdo. Estas condi¢des expressam como os parame&asugudrio pode modificar
estao relacionadas com a convergéncia dos algoritmosbBervado que se as condi¢des
iniciais dos algoritmos pertencem a uma regido em que a fuogsto é semi-convexa
entdo os algoritmos convergem com mais facilidade para omoiglobal do critério. Foi
também observado que o formato da fungéo custo e a regidoemstpufuncao é semi-
convexa estao intimamente relacionados aos dados cadafadsistema. Desta maneira,
€ proposto nesta tese que sejam modificados os sinais ddadtyeexperimento para
tornar a funcéo custo mais “comportada” evitando que axisténimos locais proximos
do minimo global.

Nesta tese sdo propostas duas ferramentas para melhoraeagémcia dos métodos
de identificacdo por erro de predi¢do, as quais também sd@obeogdes inéditas. Estas
ferramentas modificam o espectro dos sinais de entrada cdrjetivo de modificar o
formato da funcédo custo e melhorar a convergéncia dos afguside otimizag&o. A pri-
meira ferramenta € baseada no projeto de experimentosrgongjee a segunda é baseada
na filtragem dos dados.

A escolha dos sinais de entrada de um experimento é realieadtapa do projeto
do experimento. Esta escolha é feita de maneira que os dpdeseatem caracteristi-
cas desejadas (GEVERS; BOMBOIS, 2006). Caracteristicaegatias tipicas sdo que 0s
dados sejam tais que os modelos identificados tenham a n@#isdo possivel para
um certo nivel de esfor¢co do experimento (medido pela eaalgs sinais de entrada-
saida ou pela duracdo dos experimentos). Outra possid®lidansiste em escolher o
sinal de menor energia que gera uma estimativa do modelo comwalor maximo de
incerteza especificado. O projeto de experimentos foidlm@nte proposto como um
problema de otimizagdo n&do convexo e de dimenséo infinitajeotgrna sua solugao
impraticavel. Na Ultima década, Hakan Hjalmarssem trabalhado intensivamente no
problema de projeto de experimentos, obtendo resultadosrtantes que tornaram a so-
lucéo do problema de otimizacéo viavel. A partir de uma pataracao finita e linear
do espectro do sinal de entrada, o problema tornou-se comvertéo pode ser resolvido
por meio de desigualdades matriciais lineares (LMIs) (LQWDST; HJALMARSSON,
2001; JANSSON; HJIALMARSSON, 2005). A partir destes resldtafoi possivel esten-
der o método para obter sinais adaptativos (GERENCSER; MMRSSON, 2005), uti-
lizar dados obtidos com o sistema operando em malha-fe¢hddd MARSSON, 2005;
HJALMARSSON; JANSSON, 2008), projetar sinais para iderdifgio de sistemas nao-
lineares (HJALMARSSON; MARTENSSON, 2007), estender pistesas com multi-
plas entradas e multiplas saidas (BARENTHIN et al., 2008JA%) HJALMARSSON;
HILDEBRAND, 2009) e para o problema de filtragdifa 6tima.

A inclusado de restricdes ao projeto de experimentos paexcens caminho natural
para melhorar a convergéncia dos algoritmos de identificpgéa os parametros 6timos.
A segunda contribuicdo desta tese € a obtencéo de restdgfiesxas, que podem ser
utilizadas no contexto de projeto de experimentos, as gxasndem a regido de atracao
do minimo global da funcéo custo. Neste trabalho sdo apest@ndois tipos diferentes
de restricOes para o projeto de experimento, ambas baseaslasndicoes previamente
obtidas sobre a convergéncia dos algoritmos.

Em muitas aplica¢cdes, os dados coletados do sistema sdosatartir de um experi-
mento que n&o pode ser escolhido pelo usuario. Podemosgitesistemas econémicos

10 professor Hakan Hjalmarsson foi o supervisor do estagidisahe realizado no Royal Institute of
Technology - KTH na Suécia.
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e bioldgicos dos quais existem séries historicas de dadoeo@ao existe liberdade para
a escolha do experimento, o projeto de experimentos ndogewddilizado. Neste caso,
€ necessario utilizar outra ferramenta para melhorar aecgéucia para o minimo global
da funcéo custo. A terceira contribuicdo deste trabalho éétmdo ndo baseado em pro-
jeto de experimentos, que também melhora a convergéncelglmstmos para o minimo
global. Este método é baseado na filtragem dos dados ob&dosiéxperimento. Os
dados filtrados possuem espectro distinto do espectro dios daiginais. Este trabalho
apresenta uma forma de escolher os filtros para melhoranarg@mcia dos algoritmos
de otimizagdao.

A literatura ja apresentava, no contexto de controle atlapta controle baseado em
dados, a ideia de modificar os dados de um experimento paterael convergéncia
de algoritmos (RIEDLE; PRALY; KOKOTOVIC, 1986; LEE et al.995; BAZANELLA
et al., 2008). Os projetos de controladores baseado em éaaltaptativo consistem na
escolha dos parametros de um controlador que minimizam i@nicrdiretamente rela-
cionado com dados de entrada e saida do processo. O prol@estientzacao é bastante
similar ao apresentado para identificacdo de sistemasre dg@fmesma dificuldade na
resolucéo do problema devido ao formato da funcdo cust@asHs&tnicas haviam sido
profundamente estudadas em (ECKHARD; BAZANELLA, 2009,2M®011a, 2012) re-
sultando em métodos para melhorar a convergéncia dostatgsrpara os parametros o6ti-
mos para os controladores. Este estudo resultou na pudiciglivio (BAZANELLA;
CAMPESTRINI; ECKHARD, 2012) no qual sédo apresentadas t&anpara o projeto de
controladores que sdo muito similares as técnicas utdizadra a identificacao de siste-
mas. Nesta tese estas técnicas sdo adaptadas e melhoradasifizzacdo no contexto
de identificacdo de sistemas.

Esta tese € organizada organizada da seguinte forma. Quiddbépresenta o método
de identificacdo por minimizacao do erro de predicao, sugsi@dades e caracteristicas.
No Capitulo 3 sdo introduzidos os algoritmos de otimizaca&ofeita uma analise da
estabilidade destes algoritmos utilizando a teoria dersias ndo-lineares. O Capitulo
4 apresenta condi¢cfes suficientes sobre a convergéncidgiognaos de otimizacéo.
Estas condi¢ces expressam como a convergéncia dos algeesta relacionada com o
espectro dos sinais utilizados na identificacdo dos sistef@gprojeto de experimentos
é descrito no Capitulo 5, onde sdo apresentados métodotiedes utilizadas para a
escolha do espectro do sinal de entrada. O Capitulo 6 destwestipos de restricdes para
0 projeto de experimentos que melhoram a convergéncia dositatos de otimizagéo
para o minimo global do critério de otimizagdo. FinalmenteCapitulo 7 é apresentado
o método baseado na filtragem dos dados, que pode ser wikesd a necessidade de
realizar um experimento especifico no sistema, o qual tammbélimora a convergéncia
dos algoritmos de otimizac&o. A concluséo e trabalhosdstséio descritos no Capitulo
8.
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2 IDENTIFICACAO DE SISTEMAS

Um modelo é a descricao de algumas propriedades do sistensdquiteis por algum
motivo. A identificagdo de sistemas consiste em métodoensédicos para obtencéo
desses modelos.

A identificacdo de sistemase diferencia danodelagem matematic@ois a mode-
lagem matematica se baseia em um profundo conhecimente®ld@des matematicas
que descrevem os fendmenos envolvidos no processo do qdessg obter o modelo,
enquanto que a identificagdo de sistemas nédo utiliza esteeciomento prévio. A iden-
tificacdo de sistemas é baseada em trés elementos: um sdequal pode-se coletar
dados de entrada e saida, um conjunto de modelos e um cpigééd@ escolha do modelo
dentro do conjunto que melhor representa o sistema.

2.1 O sistema

O principal elemento da identificacéo de sistemas consistestema do qual se deseja
obter um modelo matematico. Neste trabalho assume-se tpi@resesso € linear e
invariante no tempo, que possui apenas uma entrada e unagesqie pode ser descrito
pela seguinte relacao:

S y(t) = Golq)u(t) + Ho(q)eo(t). (2.1)

O sinalu(t) é a entrada, o singlt) é a saida e o sina}(t) é ruido branco com variancia
Xo- Além dissoGo(q) e Hy(q) séo funcdes de transferéncia racionais, proprias e estavei
gue descrevem a dinamica do processo. Aqui foi introduziojpevador de avangp

qu(t) =u(t +1).
Assume-se qué/y(oco) = 0, ou seja, que o sistema possui pelo mehasraso de
tempo entre sua entrada e saida. Sem perda de generalidadieca-se qué/y(oco) = 1,
ou seja,Hy(q) € mdnica e portanto a resposta impulshyét) do filtro Hy(q) satisfaz

ho(0) = 1. Além disso o filtroH(q) é de fase minima.
O sinalu(t) é quasi-estacionarigLJUNG, 1987), ou sejaC' tal que

o |[Eu®)]|<C Vt
o |Eu(t)u(r)]| <C Vt,r

o Efu(t)u(t—71)] = Ry(1)
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onde

_ 1 &
Bl = Jm 52 Bl
e F [] denota ovalor esperado

O espectro de(t) é definido como

O, (w) = Y Ry(r)e ™.

T=—00

Assume-se também que 0s sina($) e e(t) respeitam

Elu(t)eo(s)] =0 Vt,s,

0 que ocorre quando os dados sao coletados em malha-aberta.
Os dados de entrada e saida de um experimento realizadogespocsao coletados,
armazenados e formam o seguinte conjunto

2N = {u(1), y(1), u(2), y(2), u(3), y(3). ..., u(N), y(N)}

ondeN é a quantidade de dados coletados do processo.

Deseja-se com a identificacdo de sistemas obter um modedonatito que descreva
a dindmica do process®. Para tanto, sdo utilizados os dados coletados, visto gse el
contém informacdes sobre esta dinamica.

Existem varios métodos diferentes para obter um modelo @amecesso, e estes
métodos podem ser divididos em dois grandes grupos: 0S p¥fmtameétricos e 0s
métodos ndo-parameétricos. Os métodos ndo-paramétrgidsam em uma representacao
grafica que caracteriza a dindmica do sistema, como a radpysilsiva ou a resposta em
frequéncia. J& os métodos paramétricos resultam em um arodédmatico que pode ser
descrito por fungdes de transferéncia. Este trabalhoseaéld nos métodos paramétricos
para estimacdo de modelos matematicos.

2.2 0O modelo de predicéo

Um modelo probabilistico comple{f@ JUNG, 1987) pode ser especificado por
y(t,0) = G(q,0)u(t) + H(q, 0)e(t) (2.2)

ondeG(q, 8) e H(q,0) descrevem a dinamica do modele(e) é ruido branco com vari-
ancia). Logo, para caracterizar um modelo probabilistico conoplielve-se especificar
G(q,0), H(q,0) e .

Note que as fungdes de transferéncia foram parametrizad@se R". Este vetor
6 contém todos os parametros desconhecidos das fun¢coesdietéacia, os quais se
deseja estimar.

Uma das principais aplicacées de um modelo é predizer afséinlia do sistema. Para
fazer a predigdo sdo usados valores presentes e passadogmifode entrada e saida. Um
modelo que prediz a saida do sistema um passo a frente éecenadd por

g(tlt —1,0) = Wau(q, 0)u(t) + Wy(q, 0)y(t) (2.3)
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ondeW,(q,8) e W,(q,0) séo fungbes de transferéncia que também séo parametrizadas
poré.
Para simplificar a notacdo,modelo de predi¢casera escrito como

y(t,0) = W(q, 0)z(t) (2.4)

onde
Wi(g,0) = [Wulq,0) Wy(q,0)] e z(t)=[u(t) yt)".

QuandolV (e, 0') = W (e™,6?) para quase todo vamos simplificar a notagéo e
dizer que
W(e™,0") = W (e, 6%).

Um modelo de predicdo étimmonsiste em um sistema que prevé “da melhor maneira
possivel” a saida do processo no instantatilizando os sinais(t) e y(t) apenas até o
instante de tempb— 1.

Note que nédo é possivel estimar de maneira exata qual sel@ dasaida no instante
t pois este sinal é corrompido por ruido com caracteristiwecéstica. O melhor preditor
é definido como aquele que minimiza a variancia da diferentya a saida do processo e
a predicdo do modelo.

O processo pode ser reescrito como (SODERSTROM; STOIC/A)198

y(t) = Golq)u(t) + (Ho(q) — 1) eo(t) + eo(t). (2.5)

Isolandoeq(t) em (2.1), substituindo em (2.5) e reorganizando os termt#soke

y(t) = [Hy'(q)Golq)u(t) + (1 — Hy'(q)) y(t)] + eolt)
y(t) = o(t) + eo(t).

Sejay*(t) um preditor arbitrario, que utiliza os sinais de entrada@ssaté o instante
t—1 para estimar a saida do processo. Lembre que o preditor étmoele que minimiza
a variancia entre a saida e a predicdo. A variancia do preatitdrario é definida por

Variancia= E [(y(t) — y*(t))*] = E [(¢(t) + eo(t) — y*(1))?] -

Note que o sinaty(t) ndo € correlacionado com o singlt) pois por definicadd,(q) é
monico. Note também que(¢) ndo é correlacionado copf(t) pois o preditor utiliza
apenas dados da saida até o instanté. Logo, pode-se escrever a variancia do preditor
como

Variancia = E [(¢(t) — y*(t))*] + E [eo(t)?]
= E(¢(t) =y ()] + X = X

Portanto a menor variancia possivel é obtida quayidd = ¢(t), logo o preditor
otimoé dado por

§(t) = Hy " (q)Golq)u(t) + (1 — Hy ' (q)) y(t). (2.6)

Como Hy(q) € mbnico, este preditor utiliza dados do sinal de saida ape@eao ins-
tantet — 1, o que esta de acordo com as hipoteses utilizadas.



19

Uma propriedade desfeeditor 6timoé que o erro de predicdo € exatamente o sinal
do ruido

y(t) = 9(t) = eo(t).

O Unico erro que este preditor comete, ao estimar o valorida da processo no instante
t, € exatamente o ruido neste instante, cujo valor é impdsi\y@ever.

Ao estimar um modelo cujo objetivo é prever a saida do sistelee-se procurar
obter o modelo mais proximo possivel do preditor 6timo. Carapdo (2.4) com (2.6)
observa-se que uma maneira natural de parametrizendelo de predi¢cédé dada por

Wul(q,0) = H (q.0)G(q,0) e W,(q.0)=1—H "(q,0).

2.3 A estrutura do modelo

Os métodos de identificac&o utilizam o conjunto de dadosandsZ ™ para escolher
0 modelo que melhor descreve o sistema. Para tanto, devefisg@ dm conjunto de
modelosdentre os quais o método deve escolher o melhor. Como o méaofazer
uma busca neste conjunto, € interessante parametrizar@odntao fazer a busca em
um conjunto de parametros.

Formalmente, o conjunto de modelos € definido por

M={W(q,0) | 0 € D}

onded representa os parametros que se deseja estimar e o coRjespecifica as restri-
coes destes parametros. WmodelolV (¢, #) dentro do conjunto é definido por

Wiq,0) = [Wulq,0) Wy,(q,0)].

A estrutura do modeldefine a maneira como o vetor de paramefrageta um mo-
delo. Uma estrutura de modeld () € um mapa diferenciavel de um conjurifopara
um conjunto de modelo€m notacdo matematica tem-se que

M) : D— M

A estrutura do modelo é um elemento muito importante naiiiteagéo de sistemas
pois ela relaciona os parametros que serao identificadossduoncdes de transferéncia
gue descrevem a dinamica do modelo.

Diz-se que uma estrutura de modéidd) éuniformemente estavet os filtrodh (¢, 6),
%W'(q, 0)e g—;W(q, 0) séo BIBO-estaveis para todgertencente ®.

E importante saber se o mapé(0) é injetor ou ndo, ou seja, se um mesmo modelo
W (q, 0) pode ser mapeado por diferentes valores.dguando um certo modeld (¢, 6*)
pode ser mapeado por apenas um ogrttiz-se quel/ (/) é globalmente identificaveim

6'. Uma definicdo formal é dada a sequir.
Definicdo 2.1 Uma estrutura de modeld/ (6) é globalmente identificavel eri' se
W(q,0") = W(q,0)

parad!, 6?> € D implica
0! = 6.



20

Quando a estrutura do modelo é escolhida de tal maneira queeesso pode exata-
mente ser descrito pelo modelo, diz-se gue M. Vamos formalizar esta hipétese.

Hipotese 2.1 O sistemaS pertence ao conjunto de modeldd (S € M), isto €, existe
6° € D tal que
G(Qa 00) = GO(Q) € H(Qv 00) = HO(Q)

¢

Vamos definir aqui também o conjunto dos parametros quecaarifa Hipotese 2.1.
Dr = {0 € D|G(q,0) = Go(q); H(q,0) = Ho(q)} -

QuandoS € M o conjuntoDy possui um ou mais elementos. Se além disso, a
estrutura de modeld/ () for globalmente identificavel ed?, entédo o Unico elemento no
conjunto &°, ou seja,

Dr = {0°}.

A escolha da estrutura do modelo é uma etapa critica pos difettamente a quali-
dade do modelo obtido. Deseja-se muitas vezes que a eatdaturodelo possa descrever
o sistema, e qué/(6) seja globalmente identificavel effi, mas fazer a escolha da es-
trutura muitas vezes néo € uma tarefa facil. Ca$né desconhecido pelo usuario, esta
escolha tipicamente envolve testes com diferentes esdritii(¢). Avalia-se os modelos
obtidos com diferentes estruturas e escolhe-se aquele gjlhemepresenta o sistema.

2.4 O método da minimizacdo do erro de predicéo

Os métodos de identificacdo de sistemas consistem em regasigterminar qual
o modeloW(q, #) do conjuntoM que melhor representa o sistefidaseando-se no
conjunto de dados coletados do procegsa Como o modeldV (g, 6) é parametrizado
pord, um método é um mapa que leva do conjunto de daibpara umfy do conjunto
D

ZN 50y eD

ondedy é a estimativa dos parametros obtida pelo método.

A diferenca entre cada método de identificacéo esta na naareiguey é estimado.
O método daninimizacao do erro de prediggmocura pelos parametros do modelo que
minimizam o erro entre a saida do processo e o modelo de gcedic

O erro de predi¢ac definido como

e(t.0) = y(t) —y(t,0) (2.7)
H™(q.0) [y(t) — G(q.0)u(t)], (2.8)

e a estimativa dos parametros do modelo é obtida como a saliacdeguinte problema
de otimizagao:

A~

Oy = argminVy (0, ZN) (2.9)
6eD
1 N
Ny _ + 2
Vn(0,2Y) = Ntzla(t,ﬁ). (2.10)

Note que a funcéo custo depende dos parametros do mbeelo conjunto de dadag”™
coletado do processo.
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2.4.1 Propriedades assintoticas da estimativa

A estimativa do modelo sempre vai conter erros devidos atglzate limitada de
dados e ao ruido presente no sinal de saida. Neste caso é qealirar uma analise
assintéticaa qual considera que a quantidade de dados tende ao infinito.

Considere que o conjunto de dad®s é obtido sob as mesmas condi¢des do conjunto
ZN quandoN — oo. Diz-se que o conjunt& é informativo se ele permite distinguir
entre dois modelos distintos.

Definicdo 2.2 Um conjunto de dados quasi-estaciona#es é suficientemente informa-
tivo com respeito ao conjunto de modeldd se, para dois modelds’ (¢, 0') e W (q, 6?)
nesse conjunto

E[((Wla,0") = W(q,6) 2(1))*] =0
implicaW (q, 0%) = W(q, 6?). &

Vamos definir também a fung&o limité(d) para a qual a fungéo custd, (6, ZV)
converge com probabilidadequandoN — oo:

V(9) = E[%(¢,0)] .
Quandoc(t,0) é quasi-estacionério pode-se utilizar o teorema de Par6&\2) para
escrever a fungao custo na forma integral

_ 1 i )
V(e = — w) |H (!, 0)(Go(e) — G(e*, 6 ’ dw

—/ Xo |[H™ (e, 0 ej“)lzdw.

onded, (w) € o espectro de(t) (LJUNG, 1987).
Pode acontecer da fungéd@) nao possuir apenas um minimo global. Neste caso
pode-se definir o conjunto dos valores que minimizam a funQéwo

D, = arg minV (). (2.11)

6eD

Um dos principais resultados da teoria de identificacéo p@h@mizacéo do erro de
predicdo pode entdo ser apresentado.

Lema 2.1 (LJUNG, 1987) Sejd, definido por (2.9)D, definido por (2.12)M(0) uma
estrutura de modelo uniformemente estavel e o conjgntalefinido anteriormente. En-
tao

6x — D., com probabilidadd quandoN — oco.

Outro importante resultado é dado a seguir.

Lema 2.2 (LJUNG, 1987) Sej&> um conjunto infinito de dados como definido anteri-
ormente M (f) uma estrutura de modelo uniformemente estavel talfjgeM. Assuma
que 2~ é suficientemente informativo com rela¢éa/dd). Entao

D.=Dr.
Se além dissd/ () for globalmente identificavel e € D7, entdo
D.={6"}.
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Quando estes dois importantes resultados sédo aplicadpstamente temos que
G(q,0n) — Golg) © H(q,0n) — Holq)

com probabilidadé quandoN — oo, e entdo dizemos que o estimadacansistente
Além disso, neste caso pode-se mostrar (LJUNG, 1987) qualqué — oo

VN(Oy — 6°) = N(0, Py) (2.12)
onde
Py = Ao (E [1b(t,6°)07(t,67]) (2.13)
w(ta 00) = %g(tv 0)|9:60-

O termoN (0, P) representa uma distribuicdo normal com médeea matrizP é entao
a matriz de covariancia da distribuicdo assintotica.

Da estimativa assintdtica normal dos parametros, segue gaigavel aleatoria
. P\
(On — %" (WG) Oy —6°) (2.14)

tende a uma uma distribuicdo Qui-quadrado quaNdes co. Portanto, o parametity
pertence assintoticamente ao conjunto

Uy = {0|<9N - 6" (%) (On —0°) < xi} (2.15)

com probabilidader, ondex? é o valor da distribuigdo de probabilidade para o nivel
de confianga. A Tabela 2.1 mostra alguns valoreg’deara alguns niveis de confianga

e diferentes graus de liberdade, ou seja, quantidade dee@od que serdo identificados
n (SPIEGEL, 1992).

Tabela 2.1: Distribuica@? para alguns niveis de confianga diferentes graus de liber-
daden.

n @ 90% 95%  97,5% 99%  99,5%
2,7055 3,8415 5,0239 6,6349 77,8794
4,6052 59915 7,377/78 19,2104 10,5965
6,2514 7,8147 19,3484 11,3449 12,8381
7,7794 9,4877 11,1433 13,2767 14,8602
9,2363 11,0705 12,8325 15,0863 16,7496

10,6446 12,5916 14,4494 16,8119 18,5475

12,0170 14,0671 16,0128 18,4753 20,2777

N O O = W N~

Deste resultado podemos chegar a uma aproximagéo bastiapterdia covariancia
de@N:
A P,
Cov [GN] ~ Ne
quandoN é um valor elevado. Esta aproximacéo revela que o erro daasta decai
na proporcao dé/N, logo estimativas melhores sédo obtidas quando sédo cotetadis
dados.

Contudo, além do tamanho do experimeitoo espectro do sinal de entrada também

influencia a covariancia da estimativa. A maneira pela qe@sipectro atua ey € dada
no proximo lema.
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Lema 2.3 O inverso da matriz de covarianci&, ' é dado por

Pt = oo [ e 008 @ F ) + R (2.16)
27'(')\0 —r
onde L
Ry— & / Fule, 00) F2 (7%, 6y ) do
2 ).
e
. 1 s OG(e7%)0)
g i g - H 1o jwy 22\ 277
.F(e s 0) 0 (6 ) o0 o—to
. . jw
-Fe(ejw,eo) _ Ho—l(ejw)w .
00 =0,

O

Prova: Insira (2.6) em (2.13) e utilize o teorema de Parséia?) para obter a expressao
na forma integral. |

A matriz P, €é uma medida do tamanho dos erros nos parametros. O Lema &u&amo
como espectr@, (w) afeta a matriz.

2.4.2 Obtendo a estimativa

Foi mostrado na secao anterior que quando algumas condigOesatisfeitas o me-
todo de identificacdo pela minimizacdo do erro de predicam @€stimador consistente
para o sistemd&. Foi mostrado na equacao (2.9), que o método consiste erlveeso
um problema de otimizagéo, que procura pelo vetor de parédsteto qual minimiza a
funcéo custd/y (0, ZV). A solugdo deste problema de otimizacao foi denotada

Contudo, nada foi dito até agora sobre como resolver o prabtie otimizacéo. Para
encontrar uma maneira de resolver este problema é imperattdar a fungdo custo
Vn (0, ZY) e o conjuntdD. Infelizmente, muitas vezes a funcéo cublgd, ZV) pode
apresentar varios extreno®ara dificultar ainda mais o problema, o conjuRttambém
nao é convexo, 0 que torna a solucao deste problema de atémizinda mais dificil.

O método de identificacdo pela minimizacéo do erro de pregliggpde um estimador
com propriedades estatisticas muito boas, mas que so faadcssmfor possivel encontrar
6y. Todos os resultados assintéticos apresentados anteriterdependem da correta
solucdo de (2.9). Logo, é importante utilizar as ferrametaretas na resolugéo do
problema de otimizagéo.

Tipicamente sao utilizados algoritmos iterativos paraatesolucionar este problema
de otimizacdo. Estes algoritmos utilizam informacdestadies do problema para tentar
a cada iteracéo obter uma melhor estimativégleAp6s um certo nimero de iteracdes o
algoritmo termina e resulta em uma estimativa para o minigtmegda funcéo custo. Esta
estimativa sera denotadaEstes algoritmos funcionam muito bem em muitas classes de
problemas, mas também é sabido que eles falham em muitas.oOtproximo exemplo
apresenta um caso bastante simples em que os algoritmpadds costumam falhar.

Exemplo 2.1 Considere a identificagcéo do sisteiia
0,033157

'Uma definico formal de extremos sera apresentada no prasdpitulo.

Golq) = Hy(q) =1 (2.17)
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onde o ruido possui variancia, = 0, 1.
Foi escolhida a seguinte estrutura de mod#{d0)
0

G(q,0) = Hy(q,0) =1 2.18
(@9) @+ 026% + 03q + 04 o(2,9) ( )

onded = [0, 6, 05 047, tal queS € M. Note que a Hipétese 2.1 é satisfeita.

O conjunto de dadog” sera coletado em um experimento onde o sinal de entrada
u(t) consiste eniV = 1.000 amostras de ruido branco com variandi& o conjuntdD é
tal que o modelo de predicdo deve ser estavel.

Foi utilizado o comandme do toolbox de identificacdo “System Identification Tool-
box” do MATLAB (LJUNG, 2000) para estimar os parametros daleto. A solucéo
obtida foi a seguinte

6 = [—0,0005708 1,5911 0,2946 — 0,36012]";
a qual gera a seguinte funcao de transferéncia

_ —0,0005708
G(q,0) = . :
(g —0,3607)(q> + 1,952¢ + 0, 9985)

O toolbox retornou o valof, mas isto n&o significa que o minimo global da fung&o custo
Vy (0, Z") foi alcangado. Observe que a estimativa do modelo é basthfgente do
sistema realS . O modulo do nUmero complexo que representa o par de pélogleras

€0, 9992, ou seja, 0 algoritmo parou muito proximo da fronteira do@gpde buscd e
portanto n&o convergiu para o0 minimo glok.

A correta estimativa déy depende de varios fatores dos quais podemos citar: 0
algoritmo utilizado, a funcéo custdy (¢, Z¥) e o conjuntoD. Neste trabalho serdo
analisados diversos destes fatores que influenciam a ¢ésadio problema de otimizacéo
(2.9) para entender como eles afetam a estimétjv@retende-se entéo apresentar novas
ferramentas que auxiliardo a resolucao do problema dezag&o.

2.5 O método dos minimos quadrados

Apesar do método da minimizacg&o do erro de predicdo apegamapriedades esta-
tisticas muito boas, ele depende da solucéo de um probleptardeacdo complexo. Na
literatura sdo apresentados outros métodos para a idagdificde sistemas cuja estima-
tiva € mais simples de ser obtidan@todo dos minimos quadradasnbém é baseado na
solucéo de um problema de otimizag&do, mas utiliza uma fuogétm que € quadratica,
cujo minimo pode ser encontrado com eficiéncia.

Considere que o modelo do sistema € parametrizado da sefprima:

BT(¢)6 1
Gla,9) = 1+ AT(q)0 (4:6) = 1+ AT(q)0 (2.19)

onde os elementos d&(q) € R" e B(q) € R" séo fungBes em. Esta parametrizacéo
possui as seguintes propriedades. Primeiramente, tantmerador como o denominador
de G(q,0) sé@o fungbes afins et Além disso,G(q,0) e H(q,0) possuem 0 mesmo
denominador.
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Utilizando esta parametrizacdo, o modelo preditor é dado po

§(t.0) = B" (q)0u(t) — A" (q)0y(1).

Vamos definir o vetor regressor como

p(t) = B(q)u(t) — A(q)y(t)

de maneira que o erro de predicao é dado por

e(t,0) = y(t) — " (1)0.

Logo, a fungéo custo torna-se

Viv(0, ZV) = T(1))*

\\Mz

a qual é quadratica ethe possui um minimo que pode ser calculado por

N9 = [% > @(t)soT(t)] [% > @T(t)y(t)] : (2.20)

Nota-se que neste caso a solucéo do problema de otimizagainéente obtida pela
resolugéo de (2.20). Apesar da parametrizaca@ (@ef) ser bastante flexivel em (2.19),
a parametrizacdo d# (¢,0) ndo é. Logo, em poucos casos a hipotsse M sera
satisfeita, a qual foi fundamental na se¢céo anterior paea ab caracteristicas assintoticas
do estimador.

O método dos minimos quadrados propde um estimador para@sgiaos do mo-
delo que é facil de ser calculado, mas em contrapartidastiah@dor ndo € consistente
considerando um caso geral. Nos casos em que o sistema redbémd (2.19), o es-
timador possui as mesmas propriedades do método baseadaimazacdo do erro de
predicdo. Logo, este método pode ser entdo visto como unpeascoular do método da
minimizacao do erro de predicao.

2.6 O meétodo das variaveis instrumentais

Foi mostrado anteriormente que quando o preditor 6timo éiderado, entdo o erro
de predicéo se torna ruido branco. Por consequéncia, umloroola é aquele cujo erro
de predicao é descorrelacionado dos valores passadosaldeemtia saida do processo. O
método das variaveis instrumentais utiliza tal raciocfraaodentificacdo dos parametros:
ele procura pelo modelo cujo erro de predicdo é menos coiwakdo com umaariavel
instrumental Esta variavel é escolhida de maneira que seja correlataor@n os dados
do processo, mas descorrelacionada do ruido.

O método propde a seguinte fung¢éo custo

fn(0, 2Y) = NZc

onde((t) é chamada de variavel instrumental e € escolhida de mans@acrrelacio-
nada com os dados do processo, mas nédo correlacionada cédo.o ru
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Considerando novamente a estrutura do modelo (2.19) ten®os q

N
fn6, 2%) = NZc 0 et

A melhor estimativa para o vetor de parametros € aquela quedia que o erro de
predi¢do seja descorrelacionado com a variavel instruaheRazendofy (6, ZV) = 0

temos que .
! = [% > cmﬂw] [% > <T<t>y<t>] . (2.21)

Note que o estimador de variaveis instrumentais é bastamtarsao estimador de mi-
nimos quadrados. Contudo, suas propriedades estat&icasstintas. Antes de enunciar
uma das principais propriedades deste método € necessggiraigumas hipoteses.

Hipotese 2.2 A estrutura de modeld/(0) é escolhida de maneira que
d0c € D | G(q,ﬁg) = Go(q)
¢

Esta hipétese assume que € possivel descrever a dinAmiezaesntradai(t) e a
saiday(t) do sistema com a estrutura do modelo escolhida. Contudoé m&cessario
fazer hip6tese sobre a dindmica do ruido, diferentemengeiedoi feito na Hipbtese 2.1.

Agora podemos enunciar uma importante propriedade do méggivariaveis instru-
mentais.

Lema 2.4 (LJUNG, 1987) Sejd) definido por (2.21)M (6) uma estrutura de modelo
uniformemente estavel que respeita a Hipotese 2.2 e quebalgiente identificavel em
0c, Z°° o conjunto definido anteriormenté(t) uma variavel instrumental escolhida de
maneira a n&o ser correlacionada com o ruido tal qig((¢)¢” (t)] ndo seja singular.
Entéo

G(q,0%") — Go(q) com probabilidadd quandoN — oo.

OJ

Quando as condi¢des do Lema 2.4 séo satisfeitas 0 métodarnitageis instrumentais
€ um estimador consistente €@g(q).

Este método apresenta duas desvantagens. Primeiramerdmado ndo estima a fun-
¢ao de transferéncia do ruidf(q, #). Em muitas aplicages é necessario o conhecimento
do modelo do ruido, como é o caso do projeto de controlade@sidima variancia. A
segunda desvantagem esta relacionada com a variénciairdat%té}? . Pode-se mos-
trar que a variancia da estimativa obtida com o método d#sveas instrumentais € maior
que a variancia da estimativa obtida com o método da mingézdo erro de predigéao.

Este método é largamente utilizado como condi¢&o inicieh ps métodos basea-
dos na minimizacéo do erro de predi¢do. O toolbox “Systemtifigation Toolbox” do
MATLAB é um dos aplicativos que utiliza esta técnica. Cowtudto ndo € suficiente
para garantir que os métodos alcancem o minimo glébala funcdo custo. O Exem-
plo 2.1 mostrou um caso tipico em que néo foi possivel obter ma estimativa para o
modelo. Surge entdo a necessidade de entender melhor agéneia dos métodos para
propor formas de melhorar a convergéncia.
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2.7 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentados conceitos basicos sobhétodo de identificacdo
por minimizacao do erro de predicdo. O método consiste ng&olde um problema de
otimizacao cujo critério esta relacionado ao erro do modelpredic¢ao.

Devido ao ruido e a quantidade limitada de dados os parénestomnados sempre
contém erros. Uma analise das propriedades estatististesaftimador foi apresentada
considerando que a quantidade de dados coletados tendeéo.in

Foi apontado que em muitas casos nao é facil resolver o pnabtke otimizagao.
Algoritmos iterativos sdo muitas vezes escolhidos pam@veso problema, mas sabe-se
que ndo é incomum a falha em encontrar o minimo global da fuagsto.

Apresentou-se também outros dois métodos: o método doswErquadrados e o
método das varidveis instrumentais. A estimativa destedoétpode ser computada de
maneira fechada, o que é uma grande vantagem em relacaoaordatminimizacao do
erro de predicdo. Contudo, as propriedades estatististssd@méetodos restringem suas
aplicacdes. Os dois métodos séo largamente empregadasparama estimativa apro-
ximada do modelo o qual seré utilizada como condic¢ao iniwahétodo de identificacdo
pela minimizag&o do erro de predicéo.

Pretende-se neste trabalho estudar o método da minimidagéwo de predicdo, 0s
algoritmos, a funcao custo e o dominio de busca para enteoder afetam a solugéo do
problema de otimizacdo. Pretende-se entdo apresentar fieokamentas que auxiliem na
tarefa de determinahy, o minimo global do critério utilizado.
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3 OTIMIZACAO

Neste capitulo serdo introduzidos conceitos centraisesofimizacéo, os quais sao
Uteis para a identificagdo de sistemas. Serdo apresentaulositos basicos de célculo
multivariavel, conceitos da teoria de sistemas ndo-leearda estabilidade de sistemas
discretos utilizando a teoria de Lyapunov. Desta forma \&afixar a nomenclatura uti-
lizada no trabalho e introduzir conceitos necessarios panalise dos algoritmos de
otimizacdo. Uma andlise da convergéncia de dois algorifom@amentais seré feita: do
método do gradiente e do método de Newton-Raphson. Em seggrié apresentado um
resultado sobre a robustez dos algoritmos utilizados. Rosdrao feitas consideracoes
sobre a escolha de que algoritmo € mais indicado em cadg&itua

3.1 Definicoes

Sejal/(-) : R*™ — R* uma fungdo analitica no domini C R™. O gradiente desta
fungéo é um vetor coluna definido como

A OV ()
09

A Hessiana desta funcao é definida como a seguinte matritrgiené

VvV (6)

A 0PV (0)
092

A Hessiana é simétrica e portanto seus autovalores sdo @asdov>V (6) > 0 diz-se
gue a matriz Hessiana é definida positiva.

V2V (0)

Definicdo 3.1 Extremo
Um pontod* € D C R™ é um minimodeV/(-) se

Je> 0| V(0) > V(6) Vo€ B(67)
B.(6%) = {016 — 0)7(6 - 0%) < €}

Ele € ummaximode V' (-) se
de>0|V(0) <V(0") VO e B().

Ele € umextremose ele € um minimo ou um maximo.
Um minimad* é dita

!Definicdes similares existem para 0s maximos.
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e um minimo isoladosede > 0 tal queV (0) > V(0*) VO € B.(0%);

um minimum globalemD seV () > V(0*) V6 € D;

o minimo global tnicoemD seV () > V(6*) V0 € D;

um minimo localse € um minimo mas ndo € um minimo global.

o
Vamos também definir:
Definicdo 3.2 Um dado pont@* é ponto criticodeV () seVV (6*) = 0. &
Uma propriedade dos extremos é
Lema 3.1 Qualquer extremo € um ponto critico. O

Prova: Considere qué* ndo é um ponto critico d¥(-) — ou seja,VV (6*) # 0. Vamos
provar qued* ndo pode ser um extremo.

Sejad um vetor unitario tal quel” VV'(*) # 0. ComoV/(-) é analitica ed é unitério,
podemos escrever utilizando a Série de Taylor

V(0" +6d) — V(0°) = VV(0")6d + hot(6)

para qualquers € R, ondehot(9) representa os termos de alta ordem, neste caso sendo
os termos de ordem maior que um, o que significa que

lim hot ()

§—0 0 =0

Logo,dd, tal que||VV (6%)dd|| > ||hot(9)|| para todod tal que|d| < &,. Portanto, para
|0] < dg, 0 sinal deV (6* +od) — V' (6*) é determinado somente pelo proddtd (6*)od:

sign[V (0" 4+ 6d) — V(0")] = sign[VV(8*)od] Vd: [d] < dy.

Fica claro que quandé cruza o zero}/ (#* + dd) — V (#*) muda de sinal. Ent&o existem
pontos arbitrariamente proximos dé para os quais/ (6) > V' (6*) (o que implica que
0* ndo é um maximo) e outros pontos tais §u@) < V' (0*) (o que implica qué* ndo é
um minimo). Portanta]* ndo € um extremo.
|

E importante notar que esta condi¢&o é necessaria mas néciénse, ou seja, nem
todos os pontos criticos sdo extremos. Pontos de inflex&3oéransdo pontos criticos,
mas nao sao extremos.

O Lema 3.1 estabelece que o gradiente é sempre zero nos nsé&ximamimos. O
préximo lema vai apresentar outras propriedades dos méimo

Lema 3.2 Sejad* um ponto critico dé/(-). Entéo os seguintes fatos séo verdade.
e 0* € um minimo isolado d€(-) se V2V (6*) > 0;

e 0* é um maximo isolado dé(-) seV*V/(6*) < 0.
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O

Prova: O primeiro item sera provado, enquanto que a prova elguado € a mesma
mutatis mutandis ComoVV (6*) = 0 podemos escrever
62dTv2v(0*)d

V(6" +8d) — V(0*) = 5 + hot(5)

onded é um vetor unitario éot(J) agora satisfaz

lim hot ()

§—0 02 =0

Pelo mesmo argumento do Lema 3.1, o sinaldé* + §d) — V' (6*) é determinado
exclusivamente pelo primeiro termo da expressao para \&lficientemente pequenos de
d, ou seja:

sinal[V (0" + 0d) — V(6*)] = sinal[d" V>V (0*)d] Vo : 0] < & (3.1)

para algumd, > 0 e para todo vetor unitarial. Se a Hessiana é positiva definida, entao
o lado direito de (3.1) é sempre positivo, e portanto

V(0" +dd) > V(6*) Vo: |0] <o

Ou sejag* € um minimo isolado.
[
Um fato 6bvio derivado do teorema acima é que uma funcéot@aatsempre apre-
senta um comportamento convexo na vizinhanca de um minotaais.

Definigdo 3.3 Uma fungéol/(-) é dita convexa no dominid se V2V (9) > 0 Vh € N e
entdo o conjuntd? é chamado de umominio de convexidadeEle é dito concavo el
seV2V(6) < 0 V0 € Q e entdo o conjunt® é chamado de udominio de concavidade

%

Dada esta nomenclatura, fica claro da definicdo de extremexdsie um conjunto
de convexidade nédo vazio em torno de qualquer minimo isaladona funcao analitica
V(-). Similarmente, existe um conjunto de concavidade néo \&midorno de qualquer
maximo isolado de uma fungdo analiticé ).

3.2 Algoritmos de otimizagao

SejaV(f) : R" — R* uma funcéo custo diferenciavel com um minimo glotyal
o qual deseja-se encontrar. Um algoritmo de otimizacaatiteré uma recurséo, o qual
gera sucessivas aproximagdes para o minimo glob&l(de

0 = f(0") (3.2)

ondef(-) : R® — R™. Note que a cada iteracdo a funggoe) € calculada na aproxima-
céo atuab’, ou seja, somente a informacéo “local” (informacéo na apragdo atual) é
utilizada na otimizacao.
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Para o algoritmo ser util, a fungdf(-) deve, enquanto as itera¢cdes passam, gerar
aproximacde®’ que tendem a um minimo, eventualmente convergindo paraReke.
ferencialmente, o algoritmo deve convergir para um minitoba. Portanto, o estudo
desses algoritmos e da suas convergéncias para um minibal go de maior relevan-
cia.

A equacéo (3.2) que define o algoritmo, nada mais &€ que unmsisten tempo dis-
creto, onde)’ é o estado do sistema no “tempo” (iteracéolParece razoavel entéo tirar
proveito deste fato e utilizar a teoria classica de estiil de sistemas para estudar a
convergéncia dos algoritmos. O problema de convergéncdaadmrdado considerando
que o algoritmo € um sistema dinamico nao-linear, e que aecgéucia depende da es-
tabilidade deste sistema. Vamos fazer entdo uma brevéioesobre a teoria de sistemas
nao-lineares.

Definicdo 3.4 Ponto fixo.

Um vetord* € chamado urponto fixode um algoritmo (3.2) s¢(6*) = 6*. Um ponto
fixo é atrativo (ou assintoticamente estavel) se o algoritomverge para este ponto para
inicializagBes suficientemente proximas ao mesmo, ousegxiste um escalar positivo
e tal que para todd' € B.(6*), lim; ., 0" = 6*. %

O nome “ponto fixo” expressa o fato que para este algoritmm sto é fixo. Em
outras palavras, uma vez que o algoritmo encontra este, pdatodo pode mais sair dele.
Em termos formais

OF =0 — 0" = 0" Vi > k.

Se o0s pontos fixos sdo atrativos ou nao talvez seja o printepa da analise de
sistemas néo-lineares. Este problema pode ser tratad® g@kbmétodos de Lyapunov:
o direto e o indireto. O método indireto envolve a lineardado sistema nao-linear (3.2)
no ponto fixo e é util para analisar se o ponto fixo é atrativodm n

Teorema 3.1 (KHALIL, 1996) Método Indireto de Lyapunov
Sejad* um ponto fixo do algoritmo (3.2) ondg:) : D — R ef* € D. Seja

_ 0f(9)
A=Z5|

Entao,

1. O ponto fixa@y* € atrativo se todos os autovalores depertencem ao interior do
circulo unitario;

2. O ponto fixa@* é instavelse algum autovalor dé pertence ao exterior do circulo
unitario.
0

Contudo, é também importante analisar para qual conjuntoicializa¢des o algo-
ritmo converge ao ponto fixo, o que nao € coberto pelo métaticeto. Este conjunto de
inicializagbes € chamado de dominio de atracao.

Definicdo 3.5 Sejad* um ponto fixo atrativo do algoritm@' ™! = f(6%). O conjunto
Q1 c R™ é umdominio de atracaAdDOA) ded* selim,_, ., 0" = 6* V! € Q. O
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Note quef2 na definicAando € o conjunto deodas as inicializacbes que convergem
para o ponto fixo. Este conjunto pode ser bastante complexme ger muito dificil
caracteriza-lo de maneira significativa. Por outro ladm, @&ealmente importante co-
nhecer todas as inicializagdes que convergem para o pontafxs apenas se estas ini-
cializagbes formam um conjunto “suficientemente grande”maneira que o algoritmo
converge para este ponto fixo mesmo quando inicializadg#dbddele. Neste trabalho
vamos focar em conjuntos que séo faceis de caracterizamatitemente, como € 0 caso
dos elipsoides:

E={0:(0—0)TPOH-0) <1}, (3.3)

onde P & uma matriz simétrica definida positiva. O elipsafddescrito em (3.3) é cen-
trado env*, seu tamanho é determinado pelos autovalords eé® formato depende dos
autovetores. QuandB = al,, para algum escalar positivoo conjunto € uma hiperesfera
(o qual sera chama de “bola” neste trabalho).

Agora é possivel enunciar o teorema do método direto de Inmapu

Teorema 3.2 (KHALIL, 1996) Método Direto de Lyapunov
Considere o algoritmo (3.2) com um ponto fikoe 2. O ponto fixa?* é atrativo se
existe uma funca®/(-) : Q — R tal que:

W) =0 (3.4)
W) >0 V0:0#6", 6eQ (3.5)
W (f(0) —W(@) <0 V6ecQ (3.6)

O

Uma funcad/V/ (-) que satisfaz as condi¢gdes do teorema é chamada de funcaa-de Ly
punov. Contudo encontrar tal funcédo pode ser uma tarefaldifi principal utilidade do
método direto é determinar dominios de atragdo para o powmtoviisto que 0s conjun-
tos de nivel servem como dominios de atracdo. Os conjunta$vdesao definidos na
sequéncia.

Definicdo 3.6 Conjuntos de nivel
Os conjuntos de nivel da fungéo de Lyapuiioy) sdo definidos como

L.2{0: W(O)<c}

para um escalarc > 0. Note que por construcad € L. Vc (pois por definicdo
W (0*) =0 < ¢). O

A Figura 3.1 ilustra uma funcao de Lyapunov tipica e seuswrdog de nivel. Um
conjunto de nivell. € um dominio de atracdo de um ponto fikose L. € 2, onde(2
€ conjunto do enunciado do Teorema 3.2. Para uma dada fued@gagdunov, o maior
¢ para o qual esta incluséo é satisfeita proporciona o methaiof) dominio de atragéo
que pode ser obtido com esta fungéo de Lyapunov. Na proxigéosestes conceitos
serdo utilizados para analisar os algoritmos de otimizag#e comuns.
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Figura 3.1: Uma funcéo de Lyapunov e seus conjuntos de nivel.

3.3 Alguns algoritmos e propriedades de convergéncias

Que informacédo esta disponivel no passe uma otimizagdo? Conhecenéoé
normalmente possivel computar informacgées sobre a funggto emy’: o valor, o gra-
diente, a Hessiana, etc. Tipicamente estas séo as infoesatbzadas pelos algoritmos
de otimizacdo. Varios algoritmos podem ser descritos por

f(0") = 0" =~ (0" ) R(6")VV (0") 3.7)
ondeR(#') € uma matriz e/(6") € um escalar positivo. A matriz(¢*) define a direcéo da
atualizagdo dos parametros no paspois esta matriz projeta o gradieri&/ (¢%). Ja o
escalary(6’) define o tamanho da atualizagdo a cada iteracdo. Cada edeslies para-
metros implica diferentes implementacdes com diferemegsrigdades. Algumas destas
escolhas receberam um nome especifico onde método do geadiewton-Raphson e
Gauss-Newton sdo as mais conhecidas. Vamos analisar cadest®s algoritmos sepa-
radamente.

3.3.1 O método do gradiente
Um dos algoritmos de otimizagdo mais simples é o método diieyte. Para este
métodoR(f) = I,, na equagéo (3.7), ou seja, a itera¢do é dada por
Ot = 0" — (") VV(6) (3.8)

com~(6) > 0 V6. O principio do método é simples: as atualizacdes séo feitdgrecio
oposta ao gradiente, entdo, para pequenos valoregéde a cada iteragdo um valor
menor da funcdo custo é encontrado. As propriedades dettdorgerdo analisadas na
sequéncia, onde vamos comecar com a caracterizacao dos fizos.

Teorema 3.3 Um dado pont@* no espaco de parametros € um ponto fixo do método do
gradiente se e somente se ele for um ponto critico da fungsto Bif). O

Prova: Comag* é um ponto fixo entad(0*) = 6*. A partir de (3.8) fica claro que para
o método do gradiente isto € equivalent® & (0*) = 0. |
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Entdo, todos os minimos, maximos e pontos de inflexdo sd@pdrbs do algo-
ritmo do gradiente. Mas quais destes pontos sao atrativgg®@Ximo teorema apresenta
algumas respostas.

Teorema 3.4 Considere o algoritmo (3.8) ondéV’ () € o gradiente de uma fungéo custo
diferenciavel. Entdo existe uma sequéncia de pas&$ tal que os minimos da funcéo
custo sejam atrativos. Além disso, ndo existe uma sequéagiassos (¢?) tal que os
maximos da funcéo custo sejam atrativos. O

Prova:
Vamos utilizar o método indireto de Lyapunov.

of(0
A= % = I, —(8) V2V (0)],_,.

Considerando que para um ponto de minimo isolado a Hessigoaiéva entéo para
este ponto os autovalores depertencerdo ao interior do circulo unitario sg6*) for
suficientemente pequeno. Logo, um minimo isolado é atratignas para uma escolha
adequada de/(¢").

Considerando que para um ponto de maximo isolado a Hessiaregativa entao
para este ponto os autovalores depertencerdo ao exterior do circulo unitario para
qualquer valor positivo de(6"). Logo, os maximos isolados ndo séo atrativos. W

Este teorema mostra que se o tamanho do passo utilizaddifeestemente pequeno,
entdo um minimo isolado é atrativo para o método do gradi@uteoutro lado, todos os
maximos isolados néo sao atrativos, ndo importando qualksegcolha para o tamanho
dos passos. Este resultado mostra que apesar dos maximoss@rtos fixos do algo-
ritmo, o algoritmo n&o converge para eles. Este resultalds&ado no proximo exemplo.

Exemplo 3.1 Considere a seguinte fungéo custo
V() =€ (0 — 1)

a qual é apresentada da Figura 3.2. Esta funcdo custo temealdremos isolados em
f=—-1ef=1.0pontod =1 ¢é um minimo e o pontb= —1 € um maximo da funcao.
Vamos aplicar o algoritmo (3.8) para procurar pelo minimofdacao.

O gradiente da funcé&o custo € dado por

VV(0) =€(20 — 2) + (6 — 1)

Seguindo a discussao apresentada na se¢ao anterior, umtahgaconverge para um
ponto se este ponto é atrativo e se o algoritmo é iniciadordete seu dominio de atra-
céo. Foi mostrado que um ponto de minimo € atrativo se fa teita escolha adequada
para o tamanho dos passos; e que 0S maximos nao sdo atratRars. ilustrar estas
propriedades vamos testarcondi¢gdes iniciais diferentes, com regras para o tamanho do
passo também diferentes.

A primeira condigao inicial @' = —0, 5. Vamos utilizar um passo constantg’) =
0,2 Vi. A evolucdo do algoritmo para0 iteracdes € apresentada na Figura 3.3, onde
pode ser visto que o algoritmo converge para 0 minimo glékall. O minimo global é
um ponto fixo atrativo para o método do gradiente com estaardgrtamanho de passo.
Além disso, a condicéo inici@l = —0, 5 esta dentro do dominio de atragéo.
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Figura 3.2: Fungéo custo(9) = (0 — 1)2.
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Figura 3.3: Convergéncia do método do gradiente com a caadinjcial 6*

passosy(6') = 0,2 Vi.
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Para uma segunda escolha, vamos testar a condigdo iniéiat 1,1 com~(¢?) =
0,7 Vi. O comportamento para as primeiras iteracdes pode ser visto na Figura 3.4. O
algoritmo divergiu do minimo glob#&l= 1. Embora a condi¢&o inicial estivesse bastante
préxima do minimo, foi utilizada uma regra que nao era adetgupara o tamanho dos
passos. Com essa regra para 0s passos 0 minimo global ndo éntmfjxo atrativo.

8 T
V(6)

71| —e— lteracoes

V(6)

Figura 3.4: Divergéncia do método do gradiente para a céndigciald! = 1, 1 e passos
¥(0") = 0,7 Vi.

A terceira escolha @' = —1,5, v(6") = 0,5 Vi. Novamente o algoritmo divergiu,
como mostrado na Figura 3.5, pois a condicao inicial estawatondistante do minimo
global e ndo pertencia a um dominio de atragéo.

8 T
V(8)
71| —e— lteracoes

Vv(©)
n
T

Figura 3.5: Divergéncia do método do gradiente para a canditicial ' = —1,5 e
passosy(6) = 0,5 Vi.

Foi mostrado teoricamente e por exemplos que o método deegtactonverge para
um minimo desde que uma escolha apropriada do tamanho dosspseja feita. Mas
esta € somente uma das propriedades do método. Gostariambtedresultados sobre
a convergéncia do método para o minimo global da funcéo ceigi@ra 0 maior conjunto
possivel de condi¢des iniciais. O proximo resultado avaesses aspectos.
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Teorema 3.5 Considere uma fungéo diferenciavél-) : R” — R*. Assuma que esta
fung&o possui um minimo glol@&l € C e que existe umtal que

B.(0*) CC (3.9)
O —09TVV() >0 Y9eC,0#0" (3.10)

Entdo existe uma regra para o tamanho dos pasgé9 tal queB.(¢*) seja um dominio
de atra¢@o do minimo global dé(#) para o algoritmo (3.8). O

Prova: Seja/ () = (6—6*)"(#—6*) uma fungédo de Lyapunov candidata para o sistema
em tempo discreto (3.8). Entéao
V(O =V (0) = (0" — % VV(0) — 69)T x
x (0" — 3 VV(0") — ) — (6" — 0*)T (0" — 0%)
= —2%(6" — 6")TVV(0") + ¥ VV(6)VV(§')
0 que é negativo desde que
(6" — 6TV V(6

0') < 2 : - 3.11
") < X6 (3-11)

Paraf’ € B.(0*) a existéncia de ta}(6") é garantida pela condicéo (3.9). A prova é
completa por notar qué.(#*) € um conjunto de nivel dé(9). [

Note que a prova do Teorema 3.5 € construtiva: ela apresera@ondicdo explicita
paray(6') em (3.11), masgy(¢’) depende do minimo globél, o qual é desconhecido.
Embora esta condicdo ndo possa ser verificada, ela fornezénfmnmacao importante
sobre como deve ser a escolha destes passos. Se o tamanassissfpr suficientemente
pequeno, entéB. (#*) € um dominio de atragdo do minimo globallde).

Uma das regras mais utilizadas para a escolha do tamanhaskissronsiste em uma
busca linear. De posse do gradiente da funcédo custo em um floritvalia-se o valor
da funcao custo para diversos tamanhos diferentes de [izsm=suhe-se entédo aquele que
gera o0 menor valor para a funcéo custo (POLAK, 1973; ARMIXEBE).

No Teorema 3.5 foi assumido qse(6*) C C. O conjuntoC possui diversas proprie-
dades que serédo exploradas na Secéo 4.1.

3.3.2 O método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um pouco mais sofisticado quaaniondo gra-
diente, tanto em sua concepg¢do como em sua implementacéce dgfinido como a
seguinte recursao:

O = 0" — (V2V(6)'VV () (3.12)
ondeV?V (6) = Bg;g” € a Hessiana da funcéo custo. Observe que o método ndo pode
ser utilizado nos pontos que a Hessiana é singular. Observesie método ndo exige
nenhuma escolha de parametros, como é o caso do tamanhosdos pa método do
gradiente.

O método foi inicialmente desenvolvido para encontrar &esade um sistema de
equacdes ndo-lineares. Sabendo Yigd) = 0 para os minimos de uma funcéo custo,
podemos tentar resolver tal equacao para encontrar um mifontudo, note que para
qualquer ponto critico d& (0) o gradiente é nulo, e portanto o método pode encontrar
minimos, maximos ou pontos de inflexdo. Vamos analisar geipdades deste método,
como foi feito anteriormente.
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Teorema 3.6 Um dado pont@* no espaco de parametros é um ponto fixo do método de
Newton Raphson (3.12) se ele é um ponto critico da fuhgag. OJ
Prova: Sef* é um extremo, entdo pelo Lema 1 (6*) = 0, o que implicad’™! = ¢
na equacao (3.12). |

Agora, em relacao a atratividade dos extremos temos a seguiopriedade.

Teorema 3.7 Sejad* um ponto critico dé/(#). Entdo6* é um ponto-fixo atrativo do

método de Newton-Raphson. O
Prova:
Vamos utilizar novamente o método indireto de Lyapunov.
af (0 A(V2V(9))~1
A= P01 vy veve) - Y e
90 oy 00 0=0*

= I,~1,-0,=0,.

Logo, os autovalores dé pertencem ao circulo unitario. |

Entéo, infelizmente, a atratividade do método de NewtophRan néo é restrita aos
minimos. Este fato € um problema para a utilizagcdo do métadm lpuscar os minimos
da funcéo custo. Como existem mais pontos fixos atrativognoirdo de atracéo de
cada minimo tende a ser menor. Como consequéncia, 0 metoNevd®n-Raphson
requer uma melhor inicializagéo para que ele convirja paraninimo. Por outro lado, o
método apresenta uma taxa de convergéncia bastante altzopalicdes iniciais proximas
do minimo. Para obter uma estimativa da taxa de convergédoamétodo de Newton-
Raphson, vamos considerar que a fungéo custo € quadratisaje

V() =a+bo+0"Co

ondea, b e C = O7 s&o constanteg, ndo é singular €* é o Gnico ponto critico da
funcao, pois coma@’' nao € singular existe apenas um ponto critico. O gradierftengao
custo é

VV () =b+2CH (3.13)
e 0* é a solugdo da equagdo lin€al’ (0) = 0, ou sejag* = —(2C)~'b. Somando e
subtraind@C#* em (3.13) gera
VV(0) =b+2C0" +2C(0 —0") =2C(0 — 0") (3.14)

Finalmente, isoland@" em (3.14) gera
0" =6 — (20)"'VV(0). (3.15)

A equacdo (3.15) mostra que o ponto critico da fungédo podexsgamente calculado por
esta expressao para qualgden qual € exatamente a recursdo do método de Newton-
Raphson poisv?V(0) = 2C. Portanto, para qualquer condicéo inicial, o método de
Newton-Raphson encontra o ponto critico em apenas um passo.

Concluindo, se a funcao custo fosse quadratica, entdo almita encontrar o ponto
critico em apenas uma iteragcdo. Logo pode-se esperar qusdarte Newton-Raphson
convirja em poucas iteracdes se a funcao custo for aproximeandte quadratica. De fato
isto acontece, e 0 método de Newton-Raphson converge mait napidamente para
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um minimo que o método do gradiente, desde que a condicaal idcalgoritmo esteja
proxima do minimo, pois perto de um minimo fungfes duplamdiferenciaveis podem
ser aproximadas por quadraticas. Para aumentar a taxa dergéncia, o método de
Newton-Raphson utiliza uma informacédo extra sobre a furngéto: a Hessiana. Em
muitas aplicacdes pode ser bastante custoso calcular ehi®ss que pode inviabilizar a
utilizagdo do método.

Estas propriedades serao ilustradas no Exemplo 3.2.

Exemplo 3.2 Considere novamente a seguinte funcao custo
V(0) =0 — 1)

que € apresentada na Figura 3.2, a qual possui um minimodsoéand = —1 e um
maximo isolado eri = 1. O método do gradiente e o método de Newton-Raphson serdo
utilizados para procurar o minimo da funcéo.

O gradiente da funcé&o custo € dado por

VV(0) =€(20 — 2) + (6 — 1)

e a Hessiana por
V2V (0) = 27 +2e7(20 — 2) + (0 — 1)2

O algoritmo do gradiente converge para o0 minimo global se rdagho inicial per-
tence ao conjunt®sp = (—1 ;00). Para condigdes iniciais fora deste conjunto o algo-
ritmo diverge.

Com o método de Newton-Raphson, tanto 0 minimo como o ma&opmatos fixos
atrativos. Utilizando um busca exaustiva, pode-se verifigge 0 método de Newton-
Raphson converge para o minimo se as condi¢des iniciai® esi&conjuntoQyy =
(—2,41 ;—1,93) U (0,25 ;0,28) U (0,42 ;00). Por outro lado, o conjuntdyy =
(—1,89 ;0,24) € um dominio de atra¢éo para 0 maximo. Para condi¢cdes que a&o p
tencem nem &7%% nemQy% o algoritmo diverge.

Algumas destas simulacdes ilustrativas sdo apresentadagur. A Figura 3.6 mos-
tra a convergéncia do método do gradiente para 0 minimazatido a condicdo inicial
6! = —0,8 e o tamanho de passp= 0, 2. A Figura 3.7 mostra a convergéncia do Mé-
todo de Newton-Raphson para o maximo, com a condicéo iritial 0, 2. A Figura 3.8
mostra a convergéncia do Método de Newton-Raphson para imnmicom a condicdo
inicial 9 = 0,5. Quando o método de Newton-Raphson converge, ele o faz maiiso
rapidamente (utilizando menor numero de iteracdes) quetodonalo gradiente.

3.3.3 Outros algoritmos de busca

Muitos outros algoritmos de busca podem ser descritos came aombinacao do

método do gradiente e do método de Newton-Raphson. O méwtiewton-Raphson
possui uma excelente taxa de convergéncia quando o algaeita préximo do minimo,
e utiliza em sua formulacdo uma estimativa da Hessiana. #admdo gradiente possui
um dominio de atra¢do muito maior que o do método de Newtquinétan, ao custo de ser
mais lento. Parece natural entdo combinar os dois métodasguaar obter um algoritmo
com um grande dominio de atracéo, alta velocidade e baixo camputacional.

Vérios algoritmos foram criados mas na esséncia sdo apegas diferentes para a
escolha dey(#") e R(6"). Muitos dos algoritmos combinam estimativas menos custosa
para a Hessiana da fungéo custo, mas que se comportam beimgsde um minimo,
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Figura 3.6: Convergéncia do método do gradiente com a caadiigcial 6*

tamanho de passag6’) = 0,2 Vi.
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Figura 3.7: Divergéncia do método de Newton-Raphson conmdicéo iniciald! = 0, 2.
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—6— lteracoes

V(6)

Figura 3.8: Convergéncia do método de Newton-Raphson coomdigdio iniciald! =
0,5.

com regras de passos mais conservadoras quando os algoegtdo distantes dos mini-
mos. Alguns desses algoritmos foram batizados de GausssNgvevenberg-Marquardt
e quasi-Newton.

3.4 Robustez

As informacdes necessarias para utilizar os algoritmos$inezacao apresentados an-
teriormente sdo o gradiente da funcdo custo e em algumas ad#essiana. Em muitas
aplicacdes, apenas uma estimativa da funcéo custo é cdah&xgo apenas estimativas
do gradiente e da Hessiana estédo disponiveis para o algadignotimizacdo. Natural-
mente uma questao surge: as propriedades dos algoritmtsuzon validas se apenas
aproximacdes do gradiente (e da Hessiana) estdo dispsghiddgumas respostas serdo
respondidas no préximo teorema.

Teorema 3.8 Considere um sistema discreto
6+ = 1(6")
com ponto de equilibrig*. Este sistema admite uma funcdo de Lyapunov quadratica
V(0 = (6" — 09T (0" — 6%)
ondedfs < 1,a > O tal que
V(f(9)) < B2V (0), VO € B,(6%).

Onde
Ba(6") ={0: (6 —0")|| <a}.

Considere que este sistema € perturbadoggor
o = £(0") + g; (3.16)

onde||g;|| < d Vi.
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Considere ainda o COI’]jUﬂtO
sy =0 0-0) < ——
: : .

e queS(6*) C B,(6%).
Entdo, para toda condigdo inici#l' € B,(6*) o sistema perturbado (3.16) converge

para o conjunto invariante& (6*). O
Prova:

Para estudar a convergéncia do sistema é utilizada uma fudea_yapunov quadra-
tica V (6").

Para todof' € B,(6*) o sistema perturbado (3.16) converge pa&d*) se
V(0T — V() < 0; V0" € {B,(6°) — S(6)}. (3.17)
Usando as condig6es do teoreividt € B, (6*)

V(O = V(OT) = (I(FO) =07 = [I(6" = 67)* + 20 (£(6") — 0°) + g 9
< B = )7 = 110" = 07)|1* + 2081 (6" — 07)]| + 67

Entdo uma condicdo suficiente para garantir (3.17) é
(BIIO" =07 +0)* = (6" = 0)]|* < 0 V0" € {Ba(67) — S(67)}.

Da definicdo deS(6*) é facil notar que a condi¢céo acima é respeitada.
Ainda é necessario mostrar que o conjust@*) é invariante. Usando as hipoteses
do teorema, sé’ € S(0*) entéo

0 =0l = 50 = 0" + gl < 150 = 0" + gl
B0 0

< 16" 0"l + ol < T=5 +8 =75

0 que garante qué(0*) é invariante. |

O teorema mostra que se 0 sistema possui uma taxa de corsiargépecificada por
3, entdo quando uma perturbagg@ge sobre o sistema, ele converge para uma bola cujo
raio éﬁ, a qual é centrada no ponto fikb. Se o sistema € inicializado fora desta bola,
entao ele converge para este conjunto e permanece neleepgvees

Note que o tamanho da bola € proporcional ao tamanho do listéré também
funcéo da taxa de convergéngia Portanto, caso um algoritmo convergiria para um
ponto fixo se ndo fosse perturbado, entdo este algoritmaeogepara uma vizinhanga
deste ponto fixo quando um distarbio o afeta.

3.5 Qual algoritmo escolher

Este capitulo apresentou dois métodos diferentes paraimizéigdo de uma funcao
custo. Primeiramente foi apresentado o método do gradéealgumas de suas proprie-
dades. Para este método apenas os pontos de minimo saomsat@tue € uma vantagem
com relacdo a outros métodos. A convergéncia do método demnescolha do tama-
nho do passo a cada iteragcdo, o que € uma escolha do usuaoncta®anho do passo
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€ demasiadamente grande entdo ndo € possivel convergio paramo global da fun-
¢do custo. O conjunto dos pontos a partir dos quais o algogtonverge para 0 minimo
global € chamado de dominio de atragéo.

Para o método de Newton-Raphson qualquer ponto criticoaévair e portanto o
dominio de atracdo de um ponto de minimo de interesse destelan& menor que o do
método do gradiente. Para que o método de Newton-Raphsweitjagrara o0 minimo
global é necessario que a condicao inicial esteja proximaiddmo global. O método
de Newton-Raphson possui uma excelente taxa de conveaggramdo a funcéo custo se
assemelha a uma funcao quadratica. Como qualquer funcénueme diferenciavel se
aproxima de uma quadratica para 0s pontos proximos de urmminimétodo € bastante
eficiente para condig¢des iniciais proximas do minimo global

Dadas as propriedades dos métodos apresentados, € aadoseihizar inicialmente
0 método do gradiente, tomando a cautela de utilizar pegupassos a cada iteracao.
Desta maneira, apds uma série de iteracdes sera obtida timat®s muito mais pro-
xima do minimo global que a estimativa inicialmente utiiaa Pode-se avaliar a taxa
de convergéncia do algoritmo pelo decaimento do valor dedfiicusto de iteracdo em
iteracdo. Quando a taxa de convergéncia do método do gradieriornar muito baixa
aconselha-se trocar para o método de Newton-Raphson. QongtoNewton-Raphson
possui uma taxa de convergéncia elevada para condi¢coégsmecdximas do minimo
global, e deve encontrar 0 minimo em poucas iteracdes. Betaagem foi utilizada
com sucesso em (CAMPESTRINI et al., 2012).

O momento para a troca de um método para o outro é uma escalweuguario deve
fazer. Idealmente esta troca ndo é necessaria pois 0 méatadiente consegue encon-
trar o minimo global se utilizado um grande nimero de itegac@ontudo, na pratica,
a taxa de convergéncia do método do gradiente é muito bamneapoatos proximos do
minimo, o que torna o custo computacional muito alto. Umé&idderessante consiste
em avaliar a taxa de convergéncia do método do gradientagdquataxa se tornar muito
baixa pode-se entéo trocar de algoritmo. Deve-se contudartmuito cuidado para néao
utilizar o método de Newton-Raphson muito cedo. Como o dandimatracado do método
tende a ser pequeno, a troca precipitada de métodos podevadia lconvergéncia para o
minimo global. Este cuidado ndo € tomado por muitos usuarigdores de aplicativos
e vé-se na pratica que muitas vezes o minimo global ndo é tadorpela mé escolha
de algoritmos de otimizagdo. Podemos citar aqui tanto oté8ysdentification Toolbox”
como “University of Newcastle Identification Toolbox” pav®ATLAB como aplicativos
que escolhem de forma ndo aconselhavel os algoritmos deati&o.

3.6 Consideracoes finais

Este capitulo apresentou alguns conceitos importantes stdporitmos de otimiza-
céo e seus pontos de equilibrio. Foram apresentados os dmslas de Lyapunov, 0s
quais sao ferramentas muito utilizadas para a andlise dhilggde de sistemas néao li-
neares. Na sequéncia foram apresentados dois algoritnatsrdzacado muito utilizados
na identificacdo de sistemas. Foi apresentado o método deegi@ e uma analise da
estabilidade de seus pontos de equilibrio. Foi também epiato o0 método de Newton-
Raphson, que possui duas propriedades relevantes: senida®iatracdo é menor que
o do método do gradiente e sua taxa de convergéncia € mafsaadtgpontos proximos
do minimo global. Por fim este trabalho propds que os doigitigos apresentados se-
jam utilizados em sequéncia para combinar 0 maior dominiatidgdo do método do
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gradiente com a maior taxa de convergéncia do método de Neéwaphson.

Uma das contribui¢cdes deste trabalho € a andlise de rolilcterétodos para avaliar
a sensibilidade aos erros na estimativa do gradiente d@adurigsto. Esta contribui¢ao
resultou na seguinte publicacdo (ECKHARD; BAZANELLA, 2012
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4 CONVERGENCIA PARA O MINIMO GLOBAL

No Capitulo 2 foi apresentado o método de identificacéo denses baseado na mi-
nimizacgéao do erro de predicdo. Foi mostrado que este mé&totaertas condi¢des, gera
uma estimativa consistente dos parametros do sistemaarnigaeia decai com a tamanho
do experimentaV utilizado para coletar os dados.

Foi mostrado também que este método € baseado na resolugao g®blema de
otimizagdo, onde procuram-se em um conjunto 0s parametr®sninimizam o valor
médio quadratico do erro de predi¢cdo. S&o utilizados dfgos iterativos na busca pelo
minimo global do critério deste problema de otimizagéo.

No Capitulo 3 foram apresentados algoritmos iterativogarutilizados na resolucéo
de problemas de otimizagao. Foi apresentado o algoritmeoatbente e algumas de suas
propriedades. Este algoritmo possui uma regido de atragém oue outros algoritmos
e portanto é indicado quando ndo se possui uma boa inigiabzaEm contrapartida, o
algoritmo possui uma taxa de convergéncia mais baixa e n&bcado nos casos em que
€ sabido que se esta proximo de um minimo. J& o algoritmo deéaNeRaphson possui
uma taxa de convergéncia bastante alta, mas somente édngliaea 0s casos em que a
estimativa dos parametros esta préxima de um minimo. Lag@réposta a utilizacéo
dos dois algoritmos em sequéncia: o algoritmo do gradievie & estimativa para pro-
ximo do valor do minimo e o algoritmo de Newton-Raphson fa@ab procedimento de
otimizacdo encontrando efetivamente um minimo do critério

E importante ressaltar que o objetivo do problema de otigdiag encontrar o minimo
global do critério, pois € desse minimo que foram obtidas as prdgulies estatisticas no
Capitulo 2. O Capitulo 3 mostrou que os algoritmos convengam 0 minimo global da
funcéo custo se a condigéo inicial pertencedaminio de atragdao minimo global.

Ao estudar o dominio de atracao do algoritmo do gradientéytfmduzido na Secao
3.3.1, o conjunte, no qual(d — 6*)TVV(#) > 0 V4 € C; 0 # 6*. Neste capitulo vamos
estudar este conjunto para obter condi¢des sobre a conecagi®s algoritmos iterativos
para 0 minimo global da funcdo custo do método de identiftcaea minimizacdo do
erro de predicéo.

As condic¢des sobre a convergéncia dos algoritmos sdo untadabuicdes inéditas
desta tese e sdo a base para a construcdemlamentas para melhoria da convergéncia
dos métodos de identificacdo por erro de predigiee sdo propostas nos capitulos a
seguir.

4.1 Funcgao semi-convexa

Antes de estudar a convergéncia dos algoritmos para o migiotal precisamos
definir a regido em que a funcdo custo € semi-convexa. As ¢édisia seguir ndo séo
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usuais e portanto vamos definir alguns conceitos e apreganjariedades relativas a
estes conceitos.

Definigéo 4.1 Fungao semi-convexa
Sejad* o minimo global de uma funcgéo diferenciavgld). Esta funcéo € dita semi-
convexa em um conjuntbs 6* se

O—0)VV(O) >0 VIeC 0+ (4.1)
&

O conjuntoC no qual a funcdo é semi-convexa possui diversas proprisdatiyan-
tes. A primeira delas é qug é o unico ponto critico d& (6) no conjuntaC. Matemati-
camente temos que

VV(0) #£0V0 #£0", 0 cC.

Neste caso, o Unico ponto €hpara o qual o método do gradiente e o método de Newton-
Raphson podem convergir € o minimo glo#atla fungéo custd’ (#). Quanto maior for
o conjuntoC, mais distantes do minimo global estardo outros pontasasita funcao
custo. Portanto € de se esperar que quanto maior for o corjumais facil sera para um
algoritmo convergir para o0 minimo global.

A condicao (4.1) possui também algumas interpretacdes geicas. Dentro do con-
juntoC o anguloa entre(f — 0*) e VV(6) € sempre menor qugrad — veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Direcao do gradiente.

A propriedade apresentada mostra que a convergéncia ddorsi@radiente para o
minimo global da fung&o custo é mais facil para os pontogdeiat regido que a funcéo
custo é semi-convexa.. Lembre que o método do gradiente we maadirecdo oposta ao
gradiente. Quando este método é utilizado, a cada iteragague?’ ¢ C o algoritmo
se aproxima mais um pouco do minimo global, se for dado unopagicientemente
pequeno. O Unico cuidado que deve ser dado é para ndo utitizaamanho de passo
excessivamente grande.

Outra propriedade interessante das funcdes semi-congexeselas sd@dialmente
crescentes A definicdo de funcdo radialmente crescente € dada a seguir.



47

Defini¢cdo 4.2 Sejad* um ponto de minimo de func&ad). Esta funcdo éadialmente
crescenteem(C se para quaisquer dois pontés, ¢ € C onde

0 = 0° +k(6° —06%) (4.2)

0 < k<1 (4.3)

o valor da funcéo é tal que
V(0) < V(6°).

o

O teorema a seguir mostra que funcdes semi-convexas sabmadte crescentes.

Teorema 4.1 Uma funcéo semi-convexa &he radialmente crescente em O
Prova:

O valor da funcéo no pont6, € igual ao valor en®, somado a integral de linha do
gradiente entre os dois pontos.

V(6°) =V (6?) + / vvT(#)-db
C

ondeC € areta que liga o ponté, ao pontad,.
Vamos parametrizar a retd’ em fun¢éo de uma variavel

0(k) = 0" + k(6° — 6%)

de maneira que quandi(1) = ¢° e 4 (Hgb:g”) = e
Portanto temos que

! do
by __ a T R
V(0°) =V (6*) + . VvV (0(k)) dk:dk
lleb—ox |
que pode ser reescrita como
1
V(6°) =V (6%) + vVT(O(k)) - (6° — 6%)dk. (4.4)

162 =6 ||
6> -6

Para qualquerd € C tal quef # 6* temos que
vVT(6)(6 —6%) > 0.
Logo, para qualquek tal que0 < k& < 1 temos que
VVT(OK) (0" + k(0" —07) —6") >0
e portanto
VVT(O(k)k(0" — 6%) > 0.
Comok > 0 entdo
VVT(0(k)) (6 —67) > 0.
Logo, o integrando de (4.4) é positivo e portanto a integaaibém € positiva. Conclui-
se entdo qué&’ (¢°) > V(6?).
[
O fato de uma fungéo semi-convexa ser radialmente creséemigito conveniente

para a otimizacao desta funcao, pois os conjuntos de nigdldades radialmente cres-
centes possuem propriedade importantes.
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Definicdo 4.3 Um conjunto de nivel de uma func&@d) é definido como

Q.2{0: V(h) <c}.

Uma das propriedades dos conjuntos de nivel de uma funcdeceanexa é

a<b = Q, C Q.

Se um algoritmo consegue a cada iteracdo encontrar um noio pojo valor da
func@o custo é menor que o anterior, entdo a cada iteracggootado entrara em um
novo conjunto de nivel, o qual € um subconjunto do conjuntaidel anterior. Desta
maneira o algoritmo estara, a cada itera¢do, mais préxinmoidiono globalh*. A Figura
4.2 mostra um exemplo dos conjuntos de nivel de uma funcaiscsgvexa hipotética.

Figura 4.2: Exemplo de conjuntos de nivel de uma fungcéo semiexa.

Outra propriedade dos conjuntos de nivel de uma funcéo semiexa € que se um
ponto pertence a um conjunto de nivel entdo qualquer coigdneonvexa entre este

ponto e 0 minimo globa#* também pertence ao conjunto de nivel. Matematicamente
temos

0! € Q. = ()\19* + )\291) € Q.Sel\+N\ =1

el

Figura 4.3: Exemplo de conjuntos de nivel de fun¢gbes semiec@s (a direta) e ndo
semi-convexas (a esquerda).

A Figura 4.3 apresenta dois conjuntos de nivel. O conjuntiiréi#ta pode representar
um conjunto de nivel de uma funcéo semi-convexa. Ja o canfilmesquerda ndo pode
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representar um conjunto de nivel de uma funcdo semi-conyp®ia a reta pontilhada
passa por pontos que nao pertencem ao conjunto.

Outra propriedade das fun¢des semi-convexas é que todacfwogvexa é também
semi-convexa. Foi mostrado anteriormente que em tornoditertonimo isolado de uma
fungéo existe um dominio de convexidade. Portanto, em tdentmdo minimo isolado
existe uma regido em que a funcéo € semi-convexa.

Todas as propriedades apresentadas das funcdes semiaonvestram que € mais
facil encontrar o minimo global de uma funcéo se estamosupsiodo apenas em um
conjunto que a fungéo é semi-convexa. Portanto, se a fung@migconvexa em todo o
dominio de busca, entédo é mais facil encontrar o minimo ghidsta funcéo utilizando
um algoritmo iterativo.

Neste trabalho vamos estudar a funcéo custo relacionada coimmizacao do erro
de predicédo para entender em que regido esta funcéo é sevexeo Pretende-se entdo
criar ferramentas para garantir que a funcao seja semeganvo maior conjunto pos-
sivel. Desta maneira vamos melhorar a convergéncia dodogtte identificacdo que
utilizam a minimizacgé&o do erro de predicéo.

4.2 Propriedades da funcad/ ()

Foi apresentado na secao anterior o conceito de fusegido-convexa Foi mostrado
que é mais facil convergir para o minimo global de uma fune@Eocura é feita apenas
em uma regido que a fungdo € semi-convexa. Nesta sec¢ao vstmdare fun¢éo custo do
método de identificacdo pela minimizacdo do erro de preqieéa observar que fatores
influenciam o conjunto em que a fungcéo € semi-convexa. Umigsardas caracteristi-
cas da funcédo custo para algumas estruturas de modelo &t em (GOODWIN;
AGUERO; SKELTON, 2003; ZOU; HEATH, 2009, 2012). Neste cafgitvamos estudar
0 conjunto que a a funcao custo é semi-convexa consideratadugas mais genéricas
para os modelos e portanto estender os resultados enamtraditeratura.

A funcao custo pode ser descrita na forma integral por

V) = 2 [ @) [H 1, 0)(Gol™) — G, 0))| du

2r )

1 4 ) )
+2—/ Xo [HY (e, 0)Ho () — 1]" dw + Xo.
T J—x

Ao analisar a funcao custo na forma integral podemos obt&s/éaracteristicas impor-
tantes desta funcéo. Observe que o valor da fungéo custoesémpsitivo, pois tanto os
integrandos das duas integrais sdo sempre positivos, assimo nivel do ruidad,.

Note que diversos fatores afetam esta fungéo custo: asdard® transferéncia do
sistema’y(q) e Hy(q), o nivel de ruido\y, as fun¢des de transferéncia do mod&(g, 0)
e H(q,0) e o espectro do sinal de entradla(w). Os fatores relacionados ao sistema
(Go(q), Ho(q) € \g) sdo desconhecidos e ndo podem ser modificados pelo usiéigs.
pardmetros do modeld-(q, #) e H(q,0)) e o espectro do sinal de entraflg(w) podem
ser escolhidos pelo usuéario.

Neste capitulo vamos fazer algumas hipoteses sobre aeatdas modelos e analisar
como os fatores que o usuéario pode modificar influenciam odtorma funcdo custo e o
conjunto em que a fungéo € semi-convexa.
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4.3 Parametrizacdo genérica

Vamos assumir neste ponto do trabalho que o modelo posswestmaura fixa deter-

minada por
BT (¢)0 1+ CT(q)0

1+ e 109 =110
onde os vetoreB(q), C(q), D(q), F(q) € R" séo formados por fungdes de transferéncia
conhecidas @ € R" € o vetor de parametros que se deseja estimar. Esta estéutura
bastante genérica e consegue representar uma grandeadariée modelos incluindo:
ARX, ARMAX, Output-Error e Box-Jenkins.

Nesta estrutura tanto o numerador como o denominador s@odamfins no vetor de
parametro® que se deseja estimar. Esta propriedade simplifica o caladalerivadas
parciais, como sera visto na sequéncia.

B(q)  B'(g)0F(q)
1+ FT(q)0 (1+ FT(q)0)?

G(q,0) =

VG(q,0) =

D(g)  (1+D"(9)0)C(q)
1+ C7T(q)0 (1+C7(q)0)?

Utilizando esta estrutura de modelo podemos obter consligéi@ que a fungao custo
seja semi-convexa em um um conjunto.

VH Yq,0) =

Teorema 4.2 Sejad® o minimo global da fungad (). A fung&o custo é semi-convexa
em um um conjunt@ se

~ a0 (Gole) - Gl )

™ ™
R {LECTE@)6 14 FT(e)8 14 DT (c)6"
1+ CT(ei)0 | 1+ FT(e)g 1+ DT (ei=)d

1+ CT(e?%)g°

—|—)\0 ’Ho(ejw)([_[*1<€jw’ 9) — H51<€jw))‘2 R {m

}dw>0 Yo €, 006"
(4.5)
[

Prova:

Nesta prova serdo omitidas as dependéncias das fun¢gfesanaseisf e w para
simplificar a notagéo.

Primeiramente vamos calcular o gradiente da fun¢éo custo cglacdo ao vetor de
parametros

V() = —/ 8,V (H(Gy— Q) (H\(Co - @) duw
%/ ®, (H 1 (Go— @)V (H Gy — G)) dw
+%/ MoV (Ho(H™ ' — Hy ") (Ho(H ™' — Hy'')) dw
+%/ Xo (Ho(H™ ' — Hyg "))V (Ho(H™' — Hy ")) dw
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que pode ser rearranjado como
_ _/ 20,R {(H 1 (Go — G))" V (H1(Go — G)) } dw
+%/ 2MR {(Ho(H™' — Hy"))" (HoVH ™) } dw.

A primeira integral depende do espectro do sinal de entr&ganquanto que a se-
gunda depende no nivel de ruidg Vamos utilizar este fato para dividir a expresséo em
duas parcelas:

VV () = VV,(0) + VV.(0).

A primeira parcela pode ser simplificada como

UV, (0) = l/ *R{(H (Go—G)) (VH ' (Gy— G)— H 'VG) } dw

m
enquanto que a segunda como

ACEE / AR (Ho(H — Hy ) (HoVH ™) do

Agora vamos utilizar a estrutura do modelo para expandir aaslexpressdes. O
primeiro termo se torna

_ 1 [7 1+ DTo BTo i
VVau(0) = ;/,rq)“%{l(l +CT0) (GO 1 +FT0)}
D (1+ DTo)C o BTH
' KlJrCT@ a (1+CT9)2) ( o 1+FT9)
B <1+DT0) < B BTOF )]}dw
1+C7To 1+ FT0 (14 FT6)?
enguanto que o segundo pode ser escrito como

ACE /_ﬂ Ao { (Ho(H ' — HyY)) Hy <1 - ((11112209))3) } .

Relembre que a condi¢ao fundamental utilizada para caraeuma funcao semi-
convexa é dada por

O —0NTVV () >0 VoecC, 00"

Assim como expandimos o gradiente em duas parcelas, vambgma dividir a ex-
pressao acima da mesma forma:

(0 — TV (0) = (0 — 0TV, (0) + (0 — 0°)TVT,(0).

O primeiro termo pode ser computado como

(6 — 0"V V,(0) = / %%{K%) (GO_%)T

K (6 — 69 (1+DT9)CT(0—90)) (GO BTG)

1+CT9 (14 CTh)2 1+ FTY

_(L+DT0N (BTO—0")  BTOFTO—)\|
1+CT9 )\ 1+ FT¢g (11 FT9) n
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o qual pode ser expandido como

(0 —60°)"'VV.(0) = _/_ (M%{K%) (Go—%)]*
(e e (T

1+ CTe a (1+C7h)2 1+ FT4
_(LEDTON (L4 FTOBT(O —6°) — BTOFT(0 — °)\]
1+ 070 (1+ F76)? -

Utilizando a hipétes& € M sabemos qué'(q, §°) = G, e portanto podemos rees-
crever a expressao acima como

ooronn=t [on{[(:225) (o 25)]
[( (0 — 6°) (1+DT8)CT(0—00)) (GO— BTH)

1+CT9 (14 CTh)? 1+ FT¢

N 1+ D70\ ((1+ FT6°) o BT p
1+ 070 ) \ (1+ FT0) O T 14 FTg “
Rearranjando os termos podemos chegar em

reerevin-3 fan((:) (e )]

D@6 CT(0—6")  1+F"¢
1+ D79 1+CT9 ' 1+ F70

1+ D74 o BTo "
1+CT0 O 1+ FTg

a qual pode ser simplificada em

) e DT(O—6) CT@O—6) 1+ FT60
— 0T — —
(667 VVa(®) w/f)“%{ D70 14C76 +1+FT9}

14+ DTo o BTp
1+CT9 0 1+ FTg

T T n0 T n0 T n0
1/ q)u%{ 1+ Do 1+C*0 1+F9}

2

dw

€ novamente em

_ NI () — — _
(6= V) =2 | 1+D70 T T1CT8 T 1+ FTg
|H Gy~ G)| dw.

Podemos fazer todos os mesmos procedimentos para a péiceld’)’VV,.

(0 —6°)'VV,(0) = %/ﬂ AR { (Ho(H™' — Hy"))"

DT(0—6°) (1+DTO)CT (6 — 6°)
'H°< 1+CT0 — (1+CThp2 >}dw
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a qual pode ser reescrita como

<0—WFv%w%=%/ﬂ%%HHdH*—fHUY
'(Ho(Hl—Hol))%{1+C ’ }dw

1+ CTo

e simplificada para

_ 1 /7 2 14 CTH°
_ gO\T _ = -1 _ gr-1
(A AVAAT) ﬂ/ )\O}HO(H H, >y 3%{ 1+CT9}dw.

—T

Agora podemos juntar os dois termos anteriormente separpdm obter a seguinte
expressao

(0 — "Y'V (9) = * /w B, |H(Gy— )

™

—T

R 1+CT00+1+FT00_1+DT00
14+CTo 1+ FT0 1+ DT@

-1 1,2 1+CT00
+ X |[Ho(H™' — Hy")| %{71+CT0 dw.

Para que a fungéo seja semi-convexa no conjdnéaecessario que a equacao acima
seja positiva para todé dentro do conjunto com excecdo do minimo glalaNote que
esta € a condicdo do enunciado e portanto esta demostradwente. |

O Teorema 4.2 apresenta uma condi¢do que garante que a twsté@ semi-convexa
em um conjunto. Esta condigdo € interessante pois aprederitama explicita como
diversos fatores afetam o formato da fungdo custo. Nedballra sera dada especial
atengdo para o espectro do sinal de entddglas). Se este espectro for escolhido de
forma adequada é possivel garantir a positividade da aidtpgra um grande conjunto
de parametros e consequentemente ampliar o conjunto em fgueao custo é semi-
convexa.

No Teorema 4.2 foi utilizada uma parametrizacdo bastamérig= para a estrutura do
modelo. Nas préximas sec¢fes serdo desenvolvidos ressifpada estruturas especificas,
0 que resultara em algumas condi¢des mais simples sobrguntmgue a funcéo custo
€ semi-convexa.

4.4 Parametrizagdes usuais

Vamos agora calcular a expressao (4.1) para algumas eagdieimodelo comumente
utilizadas.

4.4.1 Estrutura ARX generalizada

Vamos considerar que a estrutura possui a seguinte prapgeétlq) = 0 e F'(q) =
D(q). Entéo

6=V == [ Bw) [ 0)(Gole) - e, 0)

™

—T

+ Ao [Ho(e’)(H ' (e, 0) — Hy ' (') dw > 0 V0 € T
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Observe que neste caso a condicao é sempre satigfedtd’.

Este tipo de estrutura pode representar a estrutura ARX{fagressivo com entrada
exogena) se os vetorégq) e B(q) forem parametrizados da seguinte forma

q° 0
q? :
: 0
q " 0
Blg)=|—5—| eFla = |—=
0 q?
5 ¢
0 :
. 0 L ¢

E amplamente sabido que para a estrutura ARX a funcdo custovéxa e portanto
pode-se obter de forma eficiente 0 minimo da fung&o custo.s@taelo acima mostra
que mesmo para estruturas mais complexa (com qualgjugre F'(¢)) a condigéo (4.1)
é satisfeita, o que torna a convergéncia para o minimo gtoba facil.

4.4.2 Estrutura ARMAX generalizada

Caso a estrutura seja tal ghgq) = D(q),

0 —0NTVV(0) = 1

™

2

(#1710 Gole) — Ger )

1+ CT(e7%)f° }
—  _tdw

+oi | Ho(e) (H (e, 0) — Hgl(eJW))ﬂ 3%{ T CT(a)

Observe que a positividade da integral depende do termo

5 1+ CT(e3%)g°
15 C7(c%)d

jA que se ele for positivo a integral também é positiva. Qoaresta proximo dé° este
termo é préximo de um, o que faz a integral ser positiva.

Esta estrutura pode representar a estrutura ARMAX (Augoessivo com média mo-
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vel e entrada exdgena) se

4.4.3 Estrutura OE generalizada

Nesta estrutura os vetor€$q) = D(q) = 0 e o que significa que(t) € ruido branco.
Neste caso

0 —"TVV(9) = 1

™

1+Fnawm}
e w

[ w) lGoter) - et o v { T

s

(4.6)

Observe que a positividade da integral depende do termo

14 FT(ei)9°
i 0

ja que se ele for positivo a integral também é positiva. No&e quandd® esta proximo
ded® este termo é proximo de um, o que faz a integral ser positiva.

Este tipo de estrutura pode representar a estrutura OE Etpor) se os vetores
F(q) e B(q) séo parametrizados da seguinte forma

— qil — — 0 —
q? 0
q? :
: 0
qg "™ 0
Blg)=|—g—| eFld) = |—=
0 q_2
: q*?’
0 :
L 0 ] L ¢ "]

Na sequéncia vamos apresentar alguns resultados imgsrtswibre a convergéncia
no caso em que o sistema tem a estrutura tipo OE.
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Corolario 1 O conjunto em que a funcao custo é semi-convexa nao depesderds do
processo se for utilizada uma estrutura do tipo OE.

Prova: Note que a condi¢éo (4.7) ndo depende do teBg o qual corresponde aos
zeros do processo. [

Um outro resultado bastante interessante que pode seoaluisdresultados apresen-
tados trata dos processos de primeira ordem.

Corolario 2 Considere uma estrutura OE de primeira ordem. Se o modeloigtensa
sdo estaveis entdo a funcao custo é semi-convexa em toduoitmdn

Prova: Vamos definir a funcao

" 1+ FT(e/v)6°
N0 = T Frome

Usando as condigfes do teorerfige’, §) tem um polo, um zero, é estavel e de fase
minima. Entéo é facil mostrar queZrad < ZT(e’*,0) < Zrad o que significa que
R{T(e’*,0)} > 0 Vw. Como o integrando é positivo, a integral (4.6) também étpasi
|

O resultado mostra que para todo processo de primeira orderé gstavel ndo exis-
tem problemas de convergéncia. De outro ponto de Vig{d(¢’“, )} > 0 somente
se

|Z(T(e7,0)| = |£(1 + FT(e7)0%) — £(1 + FT(e7)0)| < gmd. (4.8)

Esta condicdo somente pode ser satisfeita se a ordem degodoe dois ou mais. Além
disso, a condicéo (4.8) é violada apenas quahelsta distante dé.

4.5 Parametrizacao independente

Vamos assumir agora que o modelo possui uma estrutura fixasofushcdo de trans-
ferénciaGG(q, 0) é funcdo d& mas que a fungéo de transferéncia do ruido é independente
do vetor de parametros

B"(q)0 :
G(q,0) = T4 FT ()0 H(q,0) = H(q)
onde os vetore®(q), F'(¢) € R" séo formados por fungbes de transferéncia conhecidas
e € R™ é o vetor de parametros que desejamos encontrar.

Este tipo de modelo pode ser utilizado quando ndo se desajafidar o modelo do
ruido. Neste caso é utilizada apenas uma estimativa do mddelidoH (¢) na identifi-
cacgao dos parametros do modelo, mas o modelo do ruido em seré@aentificado.

Nesta estrutura tanto o numerador como o denominador sgddarafins nos para-
metrosf, o que simplifica o calculo das derivadas parciais, pois

VG(0.0) - B(g)  B'(9)0F(q) 7
1+ FT(q)0 (1+ FT(q)0)?
VH (q,0) = 0.

Utilizando esta estrutura de modelo podemos obter consligéia que a fungao custo
seja semi-convexa em um conjunto.
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Teorema 4.3 A fungé@oV/(9) é semi-convexa no conjunfese

1 [" ~
—/ o, |H™
™ —T

'(q) (Go = G(0))

20 [+ FTY°) 0

O

Prova:
Para garantir que a funcad’(0) seja semi-convexa no conjuréalevemos garantir
que
0 —0NTVV(H) >0v0eC, 6+6.

Necessitamos portanto calcul&V/ (),

V) = 5 w( <><GO—G<9>>)*(A-1<q><GO—G<e>>) o
\Y

—/ (a)(Go — G(0)))’

que pode ser rearranjado como

(A7 (@)(Go — G(6))) da

V() = o / 2 { ()G~ €(0)) ¥ (B (0)(Go — G(6))) } @

e simplificado como

v - | 2.0 { (57(0)(Go— ) (~H@VG60)) } do

™

Vamos agora calcular

o-0rvve) = [ {1 @G- cO)]

o (e et

a qual pode ser reescrita como

o-vve) = [ ®{[1 0 G- e

{ﬁ_l(q) (-(1 + FTH)BTg ; i:)T);)QBTHFT(H - 90))} } oo

Utilizando a hip6tesé&(0°) = G, = G(6°) pode-se escrever

o-0vve - [ w{[67(0) (G0 - c0)]

o (35) (o ) o
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que pode ser simplificada para

(0 — V() = / o,

™

7(0) (Go - GO {%} o

Para que a funcad’ (f) seja semi-convexa no conjurd@ necessario que a equagao
acima seja positiva para todé dentro do conjunto com exce¢do do minimo glai¥al
Note que esta é a condicdo do enunciado e portanto esta derdost teorema.

[

Este teorema mostra que é possivel convergir para o métel®°) mesmo quando
o modelo do ruido € desconhecido. No teorema foi utilizadommdelo para o ruido

H(q) o qual ndo é necessariameti{g(q). Mesmo neste caso é possivel encontrar um
algoritmo que converge paéd e portanto obter uma estimativa adequada parat).

4.6 Considerac0es finais

Este capitulo apresentou condi¢Ges inéditas para que @&fuii¢) seja semi-convexa
em um conjunta@’, considerando diversas estruturas para o modelo. Todamdg;des
obtidas estdo na forma de uma funcao integral, a qual deyeoséiva para todo ponto
dentro de um conjunto, para garantir que fungdé) seja semi-convexa neste conjunto.
Estas fungdes integrais dependem de varios fatores: deSdsie transferéncia do sis-
tema (Go(q) e Hy(q)), da estrutura do modela-(q, 0) e H(q,0), da variancia do ruido
Ao € do espectro do sinal de entrablgw).

Nos proximos capitulos vamos analisar mais profundamem® © espectro do sinal
de entradab, (w) influencia o conjunto em que a fung&dd) é semi-convexa. Vamos
mostrar que é sempre possivel escolher um espectro pam desientrada o qual garante
que a funcéo custo seja semi-convexa em um dado conjuntm dikso, vamos mostrar
como escolher o espectro do sinal de entrada para ampliaramteo do conjunto em que
a funcéol’ (#) é semi-convexa e como melhorar a convergéncia para o miriohalgla
funcao custo.

Nos procedimentos para a identificacdo de sistemas, a astolsinal que sera uti-
lizado em um experimento € chamadapdejeto de experimentodNo proximo capitulo
vamos apresentar o projeto de experimentos no formato dealmlema de otimizacao.
Apds, no capitulo seguinte, vamos apresentar restricGaogaojeto de experimentos as
quais garantem que a funcéi@d) seja semi-convexa em um certo conjunto pré-escolhido.
Desta forma, podemos projetar um sinal de entrada para oiexgrego que facilitara a
convergéncia dos algoritmos para o minimo global da fung&toc
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5 PROJETO DE EXPERIMENTOS

O projeto do experimento consiste em fazer diversas escslilare o experimento
que sera realizado para coletar os dados que serdo utdiredwmentificagdo. De uma
certa forma, as variaveis associadas ao projeto de expgedre&0 mais cruciais que as
outras escolhas que devem ser feitas em todo o processontiicgdedo. Enquanto que
a estrutura de modelo e os métodos de identificacdo podenscahigos e testados
diversas vezes através do uso do computador, os dadosbiticmte o experimento so
podem ser trocados se realizado um novo experimento, o gqgétooo principal custo e
o fator limitante na aplicagdo de métodos de identificacéo.

A primeira escolha consiste em definir quais os sinais ser8aidas e as entradas do
processo, ou seja, onde posicionar 0s sensores e quas d@vaim ser manipulados de
forma a excitar o sistema durante o experimento. Outra @eamsportante a ser tomada
€ quando medir. Geralmente 0s sinais sdo amostrados usanidonpo de amostragem
T constante, valor que deve ser escolhido pelo usuéario.

Os sinais de entrada determinam o ponto de operacao e quaastas e 0s modos
do sistema que séo excitados durante o experimento. A #ilerdue o usuario tem para
escolher os sinais de entrada pode variar consideravedrdependendo do processo a ser
identificado. Em processos industriais, por exemplo, péaeser permitido manipular o
sistema quando este estd em modo de operacdo. Em sistemémas e ecoldgicos
pode ser impossivel afetar o sistema com o objetivo de fisagédo. Ja em aplicacdes
didaticas ou durante fases de desenvolvimento de um eqeigamovo, a escolha do
sinal de entrada so6 é restringida por limitacdes fisicagda3@stas restricbes devem ser
consideradas ao projetar o sinal de entrada de um expeament

Serd visto neste capitulo que muitas das restricdes das dmantrada séo feitas em
relacdo ao espectro do sinal, ou seja, na sua representagéericial. Logo, € comum
fazer o projeto do sinal de entrada no dominio da frequéri2epois que o espectro é
projetado é necessario escolher a maneira que este espaétrealizado no dominio do
tempo. E comum realizar os sinais como soma de senoides auredmo branco filtrado.

Por fim, ainda é necessario escolher o tamanho do experimgrdo seja, 0 numero
de medidas de sinais de entrada e saida que serdo coletados.

5.1 Projeto do sinal de entrada
Uma forma de escolher o melhor sinal para um experimento &ales o que se

deseja na forma de um problema de otimizacdo. Podemos esoreeguinte problema
de otimizag&o conceitual para fazer a escolha do sinal daden{HJALMARSSON,
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2005):

min objetivo 51
Inin - obj (5.1)

sujeito a restricdes de qualidade,
restricdes no sinal e
restricbes de convergéncia.

Muitas vezes @bjetivoesta relacionado com a qualidade da estimativa do modelo
gue sera obtido com os dados gerados pelo projeto de expgosn€ontudo, outros ob-
jetivos podem também ser utilizados e € comum minimizar egendo sinal de entrada.
Diversas restricbes podem ser impostas ao problema, dasppgemos citar as restri-
cOes nos sinais, na qualidade da estimativa e na conveaggémanétodo de identificacéo.
As restricoes de sinal incluem restricbes na energia dg siaamplitude do sinal no do-
minio do tempo e na amplitude do espectro em certas faixaggeéncia. As restricdes
de qualidade tratam da qualidade do modelo que sera obtiétapa de identificacéo.
Ja as restricdes de convergéncia serdo propostas nestaeseobjetivo de facilitar a
convergéncia dos métodos de identificagdo para o minimaiglob

Embora pareca natural o problema de otimizacdo apresergbé intratavel, por
diversas razoes:

e 0 problema possui dimenséo infinita;
e as restricbes sado tipicamente ndo-convexas;

e as condi¢cdes dependem dos parametros reais do sistemaogilessanhecidos.

A fim de solucionar os dois primeiros itens, algumas adaptagao realizadas em
(JANSSON, 2004), de forma que o projeto de experimentosapeessolucionado. Para
iss0, 0 espectro do sinal de entrada é parametrizado de foreaa e de dimenséao finita
com o intuito de eliminar o primeiro dos problemas. As reés podem muitas vezes
ser reescritas de forma convexa, o que elimina o segundadbemas.

Considerando o terceiro problema, diversas condi¢cdesal&lgde e de convergéncia
dependem dos parametros reais do sistema que nao sado dosh&r estes parametros
fossem conhecidos, ndo seria necessario identificar umlopale o sistema. Na pratica,
assume-se que esta disponivel uma estimativa para o magelodg € suficientemente
precisa. Esta estimativa € utilizada no projeto de experiosepara fazer a escolha do
espectro do sinal de entrada. Este sinal de entrada pod= sartéitilizado em proce-
dimento de identificacdo para obter uma estimativa maisgargrara os parametros do
modelo. Portanto, estimativas dos parametros do modelattizadas nas condi¢des que
dependem dos parametros reais.

Genericamente, o espectro do sinal de entrada pode seitaescr

O, (w) = cxBy(e) (5.2)
k=1

onde as fung¢des de baBg(c’“) sdo escolhidas pelo usuarie,ec R. Note que existem
infinitos parametrog, nesta parametrizagao, o que torna a dimenséo desta paragasir
infinita. Para tornar a dimensao finita € proposta a seguprtexenacao para o espectro
do sinal de entrada:

M
O, (w) = cxBy(e) (5.3)
k=1
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onde agora 0 somatério possui apefdstermos. Esta aproximacgao € utilizada para
simplificar o problema de otimizacéo e tornar factivel a suacsio.

Note contudo que néo é qualquer combinacédo de valprgse pode ser utilizada. O
espectro de um sinal possui a seguinte propriedade

®,(w) >0, Vw. (5.4)

Logo é necessario impor restricdes nos valoreg.qera garantir que o espectro obtido
possa ser realizado. Nas proximas secdes vamos apredgataas escolhas usuais para
abaseB;(e’v) e algumas restricdes aos valorgpara garantir a positividade do espectro.
Mas antes disso vamos apresentar algumas restricdes uslizaslas nos espectros.

Uma das restricdes mais usuais esta relacionada com a jaatéédia do sinal (BOM-
BOIS et al., 2006). A restricdo da poténcia média do sinalndeada pode ser expressa
por

Blu(t)? = - / "y (w)dw < (5.5)

= % .
enquanto que a restricdo da poténcia média do sinal de saddaspr dada por

B(®) =5 [ @) <. (5.6)

:% o

Podemos incluir restricdbes na amplitude do espectro, ais godem ser generica-
mente expressas por
a(w) < P(w) < Bw) Vo (5.7)

Outro tipo de restricdo muito utilizada depende da masiza qual representa a
variancia da estimativa que sera obtida da identificacagurbls das restricbes mais
usuais sdo (MEHRA, 1974)

e L-otimalidade

TT’(WPQ) <7
W=vv*

)
TT(V*PQV) <7
)

Tr(Z) <~
VBV < Z
)

Tr(Z) <~

zZ Vv
[ Ve Bt ] =Y

onde foi utilizado o complemento de Schur (BOYD et al., 1994)

e A-otimalidade -T'r(FPy) < v

Basta substituil” pela matriz identidade na condi¢céo de L-otimalidade.
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e E-otimalidade -\,,..(FPy) < v

T

’}/[ —PFPy>0
T

~[ T ]
_ >0

N
e D-otimalidade det(Fp) < v

det(Pg) <7y

T
log(det(Fy)) < log(7)

T

—log(det(P, 1)) < log(7)

Para todas as restricbes apresentadas na matriz de coiafiaexiste uma condicao
convexa equivalente, a qual depende da inv&ysa Como a inversa da matriz de covari-
ancia (2.16) é afim ao espectro do sinal de entfagda)) e o espectro é afim as variaveis
de decisaa;, entao as restricdbes na matriz de covariancia podem seennepitadas de
forma convexa no problema de otimizag&o do projeto de exatios. As restricbes de
convergéncia, as quais sao propostas nesta tese, seréerdadas no capitulo seguinte.

Vamos apresentar a seguir duas bd3g&’) diferentes para a parametrizacéo do
espectro. Serdo apresentadas realizacdes para estasosspeondicdes convexas para
as diversas restricbes apresentadas nesta secao.

5.2 Espectro discreto

Uma das parametrizacdes mais utilizadas para o espectinalals entrada consiste
em escolher

Bi(e?) = §(w — wy) + 6(w + wy)

de maneira que
M

D, (w) = ch(cS(w —wy) + 0(w + wy)). (5.8)

k=1

Nestas expressdeés$ ) representa a funcételta de dirace portanto o espectrd, (w) €
discreto.
Podemos realizar este espectro no dominio do tempo da sequaneira

M
u(t) = Z \/ % sin(wyt + o). (5.9)
k=1

onde o parametrg, € R pode ser livremente escolhido.
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5.2.1 Positividade do espectro

Para que o espectro (5.8) seja realizavel é necessarictiga@ad o mesmo seja Nao
negativo para todas frequéncias. Isto pode ser garantld@aaotio as seguintes restricdes:

CkZO k’:]_,,M
Note que estas restricdes sdo convexas e podem ser incloipagjeto de experimentos.

5.2.2 Restricdo em poténcia média

A restricao da poténcia média do sinal de entrada é dada por

M
1 [ 1 [
o) ¢, (w)dw = o W;Ck (0(w —wg) + 0(w + wg)) dw < 7y

que pode ser escrita como

1 & ™
%Z%(
k=1

A restricdo na poténcia média do sinal de entrada pode splisocada como

O(w — wg) + d(w + wk)dw) <.

—Tr

1M
— Z cp <. (5.10)
T

k=1

pois
/ O(w — wg) + 0(w + wg)dw = 2.

A restricao (5.10) pode ser incluida no projeto de expertoseja que € convexa.
J& a restricdo na poténcia média do sinal de saida € dada por
1 ™

2 ),

P, (w)dw = % /_7T (\Go(ej“)\QCI)u(w) + q)e(w)) dw < ~

que pode ser escrita como

M

> (5 [ IGHEP (6w — ) + 6w+ ) o) + 20 <.

k=1

Esta condicéo pode ser simplificada como

M
Ao+ Y aBl <y (5.11)
k=1
onde
. M
BY — / (GolE™)? (8w — wi) + 8w+ we)) dr = 2 [ Go(e#0) 2.
- k=1
Note que a restricdo (5.11) também é convexa e pode serdaahoi projeto de experi-

mentos. Contudo, esta restricdo dependé€gle’~) o qual é desconhecido. Para utilizar
esta condigdo é necessario obter uma estimativapara”).
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5.2.3 Restricdo na amplitude do espectro

As restricbes na amplitude do espectro podem ser implechentaomo
ak<ck<ﬁk k’:l,,M
visto que as condi¢des sdo convexas.

5.2.4 Restrigdo na matriz de covariancia

Diversas restricoes de qualidade séo expressas em fungdatidade covarianci&.
Foi mostrado anteriormente que diversas restricoes possaerdicdes equivalentes que
sdo convexas com relacdo a inversayleA equacdo (2.16) mostra qéi ' € uma funcéo
afim no espectro no sinal de entrada. Utilizando (5.8) podesiraplificar a expressao
(2.16) como

M

Py'=Ro+ Y aBf (5.12)
onde

1 4 . .
BY = oo [ R0 (0 — ) + B+ ) Fi(E )

TAQ -

1 M
P — Jwr 00 *(_Jjwi 00 —jwr, 00 *( —jwr N0
B! QMOZF 7k 00V Fr (7%, 0°) 4+ Fu (e 00) Fr(e77x, 6°)

B = MOZ%{JT (e7%, 0°) Fr (e, %)} .

A representacdo (5.12) para a inversa da matriz de covaifjc é afim nas varia-
veis ¢, e portanto pode ser utilizada no projeto de experimentaanger uma restricdo
convexa. Contudo, esta restricdo dependé’de qual é desconhecido. Para utilizar esta
condicdo é necessario obter uma estimativa ffara

5.3 Espectro continuo

Outra parametrizacdo muito utilizada para o espectro do dsmentrada consiste em
escolher
By (e7%) = e/ kv 4 omih=De — 9co5((k — 1)w)

de maneira que

b, (w) =2 Z e cos((k — Dw). (5.13)
k=1
Note que neste caso o0 especirgw) é continuo.

O espectro (5.13) pode ser modelado por um filtro do tipo FIBr&apto ele pode ser
realizado utilizando um filtro FIR de orde e ruido branco. O sinal de entrada pode
ser obtido a partir de

u(t) = w(g)e(t)

ondee(t) € ruido branco com varianciae w(q) € a funcdo de transferéncia de um filtro
do tipo FIR. Como o ruido branco possui mesma amplitude eastadrequéncias, basta
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escolher um filtro tal quBV (¢/*)|? = ®,(w). Isto pode ser feito utilizando uma fatoragéo
espectral.
Considere que o filtro é

e]w E ae]k Dw

Para encontrar os parametrgsbasta resolver a seguinte equacao

(W(e)]? =W()W(e) = o)
M M M
<Z akej(k—l)w) (Z ake_j(k_l)w> _ ey (P01 4 k=1
k=1 k=1 k=1

Como existem varias solugfes para 0s parametfragie respeitam a equacao acima, €
usual escolher o conjunto de parametros que gera um filtrofasenminima, ou seja,
todos os zeros do filtro estdo dentro do circulo unitario (R&M, 1970; LJUNG, 1987).

5.3.1 Positividade do espectro

Para que o espectro (5.13) seja realizavel € necessarittiggree 0 mesmo seja nao
negativo para todas frequéncias. Uma condi¢cdo convexaayaatg a positividade do
espectro é apresentada no seguinte Lema.

Lema 5.1 Existe) = Q7 tal que

_ AT _ AT T
gt e 1) B A EU R CY

onde

_ |:01><M 2 :|
T2 OM 2x1
= [10 0]"

[c2 S

S aw
Il

Se e somente se

b, (w) =2 chcos((k —1lw)>0 Yw

U

Prova: Basta utilizar o Lema KYP (A.1) onde= 1, u = [¢/* &> ... ¢/Me] e
0 ct

M=\c p+pr .

Na condicdo (5.14), as variaveis livrgsestado presentes apenas nos termiasD,
0 que torna a condicdo (5.14) uma LMI (Linear Matrix Ineqydl{(BOYD et al., 1994).
Para simplificar a notagdo vamos escrever a condi¢ao (50h4) c

K(Q,A,B,C,D)>0
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5.3.2 Restricdo em poténcia média

A restricao da poténcia média do sinal de entrada é dada por

% _7; P, (w)dw = %/_:: <; cx cos((k — 1)w)> dw < 7y

que pode ser escrita como

Note que
/ cos(Qw)dw =21 e / cos(kw)dw =0 Vk >1

—T —T

e portanto a restricdo na poténcia média do sinal de entatiager simplificada como
2c1 < 7. (5.15)

A restricdo (5.15) é convexa e pode ser incluida no projeexgerimentos.
J& a restricdo na poténcia média do sinal de saida € dada por

1 g 1 T '
_ P = Go(e?) 2D + @
2 J_, y(W)dw 2T /_w ‘ 0(6 )‘ u(w) e(w)dw =7

gue pode ser escrita como
M

>a (5 [ 1Gu(e ) cos(lk = 1)) ) 4 da <

k=1
Esta condicéo pode ser simplificada como

M

M+ aBl <y (5.16)
k=1

onde -
B] = ;/ |Go(e?)|? cos((k — 1)w)dw.

A restricao (5.16) também € convexa e pode ser incluida rjetprde experimentos.
Contudo, esta restricdo depende@gc’v), a qual é desconhecida. Para utilizar esta
condigdo é necessario obter uma estimativa pgfa’).

5.3.3 Restricdo na amplitude do espectro
Se as restrices na amplitude do espectro podem ser exppessa
a(w) € P(w) < Bw) Yw (5.17)
ondea(w) e f(w) séo funcdes racionais, entdo podemos implementar as;éestrie
maneira similar ao que foi feito para garantir a positiveldd espectro.
Precisamos adicionar duas condi¢fes extras:
O(w) — a(w) >0 Y, (5.18)
Blw) — P(w) >0 Vw, (5.19)

as quais podem ser representadas de maneira convexandiaiz®ls como foi feito no
Lema5.1.
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5.3.4 Restrigdo na matriz de covariancia

Diversas restricdes de qualidade sdo expressas em fungdatidade covarianci&.
Foi mostrado anteriormente que diversas restricoes possaerdicdes equivalentes que
sdo convexas com relagdo a inversayleA equacao (2.16) mostra qéi ' € uma funcao
afim no espectro no sinal de entrada. Utilizando (5.13) padesimplificar a expresséo

(2.16) como
M

Py'=Ro+ > aBy (5.20)
k=1
onde
1 i ) )
Bl = T/ Fu(e?,60°) cos((k — 1)w)Fr (e, 0°)dw
TAY J—r

A representacéo (5.20) para a inversa da matriz de covaif¢ é afim nas varia-
veis ¢, e portanto pode ser utilizada no projeto de experimentaanger uma restricao
convexa. Contudo, esta restricdo dependé’dequal é desconhecido. Para utilizar esta
condicdo é necessario obter uma estimativa gfara

5.4 Exemplos

Neste capitulo serdo apresentados exemplos que demomstmaorutilizar os lemas
e teoremas descritos nas sec¢des anteriores.

5.4.1 Sistematipo FIR

Seja o sistema verdadeiro
S: y(t)=u(t—1)+0,8u(t —2) +ep(t) (5.21)

ondee,(t) € ruido branco com variancia
Desejamos encontrar os parametros da seguinte estrutura

y(t) = 01u(t — 1) + Ou(t — 2) + eo(t). (5.22)

Gostariamos de encontrar o espectro com menor energiainajgsssa ser usado
para estimar os parametrése 6, com precisdo melhor qué 01 em um intervalo de
confianca d®5%. Além disso, gostariamos de utilizar um experimento deqiod’ =
5000 amostras.

Inicialmente vamos parametrizar o espectro do sinal atilito parametrizagéo espec-
tral de dimens&o finita com baBg, = e/**.

M
By (w) =Y o [P 4 g7 hm1e]
k=1

Utilizando este espectro temos que

1

B = —
k 7TAO

/ Fu(e?, 0% cos((k — 1)w)F (e, 0%)dw

Note queBZ = 0 para todok > 2, portanto vamos escolhgf = 2.
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Logo,
Peil = Cle + CQBg

pois Ry = 0.
Para garantir a positividade do espectro € utilizado o Letha&@m as seguintes ma-
trizes:

A =0 (5.23)
B = (5.24)
C = ¢ (5.25)
D = ¢. (5.26)

A parametrizacdo da restricdo em energia torna-se entao
201 <7

ondey é o valor que sera minimizado.
Para garantir esta restricdo de qualidade podemos utlizeguinte restricao

0,01)2N  0,0001 %5000 50
)\mam(PG) < ( B} ) = = ~AA
2o 5,99 599

a qual pode ser escrita de maneira convexa como

50
B L]
6

Portanto o problema de otimizacao que deve ser resolvideguirge

min
60701,%ny
sujeito a
201 < y
50
5991 ! >0,

I Cle + CQB2P
K(Q,A,B,C,D) > 0.

Utilizando o solvet m | ab do MATLAB obtém-se:

¢, = 5,99
Cy = 0
Q = 5,99.

Como apenas,; é diferente de zero o sinal 6timo é ruido branco com variénéa.
A Figura 5.1 apresenta uma simulacao por Monte-Carlo tawf rodadas. A figura
mostra que as simulagdes respeitam as restricdes do pablem
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1.01

1.005

0.995

0.99-

i i i i Sk i i i

-0.815 -0.81 -0.805 —0.68 —0.795 -0.79 —-0.785

Figura 5.1: Simulag&o Monte-Carlo e Intervalo de Confiare8%06.

5.4.2 Sistema tipo ARX

Seja o sistema descrito por
S: yt)=0,5u(t—1)+0,9y(t — 1)+ eo(t) (5.27)

ondeey(t) € ruido branco com variancia
Desejamos encontrar os parametros da seguinte estrutura

y(t) = Oru(t — 1) — Oy(t — 1) + eo(t). (5.28)

Gostariamos de encontrar 0 espectro com menor energiainajgsssa ser usado
para estimar os parametrése 6, com precisdo melhor qué 01 em um intervalo de
confianca d®5%. Além disso, gostariamos de utilizar um experimento degiod =
5000 amostras.

Inicialmente vamos parametrizar o espectro do sinal atilito parametrizacéo espec-
tral de dimens&o finita com baBys, = e/“* + e—7wk,

20

o, (w) = Z Ch [ejwk + e_jwﬂ

k=1

Para garantir a positividade do espectro € utilizado o Letha&@m as seguintes ma-
trizes:

O1x1 0
A = [ ]188 O18x1 } (5-29)
B=1_[10--0]" (5.30)
Cc = [ Cy C3 -+ Cy } (5.31)
D = ¢ (5.32)
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A parametrizagao da restricdo em energia torna-se entao
201 <7

ondey é o valor que sera minimizado.
Para garantir esta restricdo de qualidade podemos ualizeguinte restricao
N(0,01)2  0,0001 %5000 50

)\mam P < — FAan
(Fo) X205 5,99 599

a qual pode ser escrita de maneira convexa como

07 g
599
{ I P! } >0

onde

20

Py' = Ry+) aBf.
k=1

Portanto o problema de otimizacao que deve ser resolvideguirge

min
€1, ,¢20,7,Q
sujeito a
201 < y
50 71 T
599 0 >0

] R(] + Zi:l Cka
K(Q,A,B,C,D) >0

Utilizando o solvet mi | ab do MATLAB obtém-se que

[c1-+-c0] = 16,0018 —0,1040 — 0,0886 — 0,0754 — 0,0638 — 0,0539 — 0, 0452
—0,0378 - 0,0314 — 0,0259 — 0,0212 — 0,0172 — 0,0137 — 0, 0108
—0,0083 — 0,0063 — 0,0045 — 0,0030 — 0,0018 — 0, 0008].

A Figura 5.2 apresenta uma simulacao por Monte-Carlo tawfi rodadas. A figura
mostra que as simulagdes respeitam as restricdes do pablem

A Figura 5.3 apresenta o espectro obtido através da otidmzag Figura 5.4 apresenta
uma realizagéo do sinal’t).

5.5 Consideracoes finais

O projeto de experimentos consiste na escolha de diversoertos do experimento
relacionados com a identificagdo do modelo. O elemento mmgsrtantes é o sinal que
sera aplicado na entrada do processo. A escolha do sinalsgodeita resolvendo um
problema de otimizacdo. Diversos critérios de qualidadanfoapresentados para duas
parametrizagfes do espectro do sinal de entrada. O pr@ebgperimentos sera utilizado
para construir a primeira ferramenta para melhorar a cgéneia dos métodos de identi-
ficacdo por erro de predi¢do. Esta ferramenta nada mais esfuigdes para o projeto de
experimentos, 0s quais vao ampliar a regido em que a fungiio do método de identifi-
cacao é semi-convexa, e portanto melhorar a convergéneiaméimdos de identificacado.
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6 RESTRICAO DE CONVERGENCIA

Nos Capitulo 3 e 4 foram apresentadas condi¢cdes para quewnti@of seja semi-
convexa em um conjunto. Foi mostrado que a convergénciagarmimo global da
fung@o custo € mais facil se a condicdo inicial dos algostmertencer ao conjunto em
que a funcao é semi-convexa.

As condicdes obtidas do Capitulo 4 dependem de varios &tdemtre os quais foi
dada atencéo especial ao espectro do sinal de entrada. Qrespgw) possui grande
influéncia sobre o formato da funcdo custo e sobre o domirgoetpé semi-convexa.
Escolhendo apropriadamente este espectro € possiveligaam a funcdo custo seja
semi-convexa em um certo conjurfo Seguindo esta ideia, vamos neste capitulo apre-
sentar maneiras de projetar o espectro do sinal de entrealggoantir que a funcao custo
seja semi-convexa em um conjunto previamente escolhido.

No Capitulo 5 foi apresentado o projeto de experimentos aome ferramenta para
a escolha do espectro do sinal de entrada. O projeto de mquens foi descrito como
um problema de otimizagao convexo no qual pode-se incluargos tipos de restri¢cdes.
Foram utilizadas restricdes tanto no espectro dos sinastiada e saida como na cova-
riancia da estimativa que sera obtida na etapa de idenéificac

Neste capitulo vamos apresentar mais uma contribuicadandekta tese: um novo
tipo de restricdo para o projeto de experimentos, o qual édasderramentas para me-
Ihoria da convergéncia dos métodos de identificacado poiderpedicao.

6.1 Restrigbes infinitas

No Capitulo 3 foi mostrado que uma fungédd) é semi-convexa em um conjurfo
se

VVT0)(0—-6°) >0 VoeC,0+#06. (6.1)

Esta condicao possui algumas propriedades que facilitammaenyéncia dos algoritmos
para o minimo global da fungéo custo.

Quando o metodo de identificacdo pela minimizacao do erraetiiqéo € utilizado,
deseja-se encontrar o minimo global da funcdo cl§i®), conforme apresentado no
capitulo 2.
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No Capitulo 4 foi mostrado que V7 (9)(6 — 6°) > 0 é equivalente a

! / " 0, (w) [H U, 0)(Gole) — G, 0))°

T

s

5 1+ CT () 1+ FT(e*)§° 1+ DT(e/v)0" d
' { 1+ CT(e)) ' 11 FT(e)8 1+ DT(ei")d } T
1 4 . . ) 1 T ejw 90
- /W Xo |Ho(e™)(H (7, 0) — Ho—l(em)}2 R {%} dw > 0. (6.2)

Utilizando a condigdo acima é possivel garantir que um catguntoC seja um
dominio de atracdo para o minimo glolWal Para tanto, basta garantir que a condigdo
seja satisfeita para todloque pertence ao conjunto. Seguindo esta ideia, um usuae po
especificar um conjunt® no qual ele gostaria que a funcéo custo fosse semi-convexa. N
sequéncia, este usuario pode verificar a condi¢ao (6.2)tpaoa os pontos do conjunto
e entdo concluir se a funcdo custo é semi-convexa nestentonju

Observe que a condicao (6.2) depende explicitamente dotesjge sinal de entrada
o, (w). Desta forma, pode-se escolher tal espectro para garagiacondicdo seja
satisfeita para todos os pontos@@le

No capitulo 5 foi apresentado o projeto de experimentos aoma ferramenta para
a escolha do espectro do sinal de entrégav). Podemos portanto utilizar o projeto de
experimentos para fazer a escolha do espectro do sinalmdelawke forma sistematica. O
projeto de experimentos foi apresentado como um problemémeacdo no qual pode-
se incluir diversas restricbes. Vamos neste capitulo aptasalgumas novas restricées
que estéo relacionadas ao dominio em que a funcéo custo-€geveixa.

Relembre que no projeto de experimentos o espectro do ®reitdada foi parame-

trizado da seguinte forma:
M

O, (w) = cxBy(e’).

k=1

Utilizando esta expressao para o espectro, e fixandd' podemos escrever a con-
dicdo (6.2) como

M
P(0") + Zcm(@l) >0 (6.3)
k=1
onde

(@) =~ [ Bue)|H8)(Go - GO

- 1+CT90+1+FT90 1+ DTg° p
1+oter "1 Fter 1+ pre [

1 [" 1 Tgo
o0 =2t [t - P { G
A condicéo (6.3) é convexa nas variavejse portanto pode ser incluida no projeto
de experimentos. Contudo, observe que a condicdo diz tespapenas um valor fixo
6, e necessitamos garantir a condi¢do para tbdentro do conjunt@. Como existem
infinitos pontos dentro do conjunéh a principio precisamos incluir infinitas restricdes no
projeto de experimentos para garantir que a furi¢é) seja semi-convexa no conjunto
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C. Como esta abordagem nao é factivel, vamos procurar poxig@gedes para estas
condicoes.

Vamos obter duas aproximacdes para verificar a condicapy6.8 C. A primeira
abordagem é baseada 8cenario ApproacfCAMPI; GARATTI; PRANDINI, 2009)
a qual apresenta restricdes aleatdrias que sdo necegsddagarantir que a condicdo
seja satisfeita com uma probabilidade pré-definida. A segabordagem é baseada em
S-procedure qual apresenta condic¢des suficientes.

6.2 Scenario Approach

Para que a funcad(6) seja semi-convexa em um conjuiitescolhido pelo usuério, é
preciso garantir que a condigdo (6.3) seja valida paradagd¢. Como existem infinitos
pontos dentro do conjunt® precisamos de infinitas restricdes para alcancar o objetivo
A Figura 6.1 apresenta um exemplo de conjutgue pode ser escolhido pelo usuario.
Para que a fun¢a@® (#) seja semi-convexa neste conjunto precisamos garantiregBle (
seja valida para toda a area hachurada.

Figura 6.1: Exemplo de conjunth

Como nao é possivel incluir infinitas restricdes no projetcegperimentos, vamos
propor que apenas um conjunto finito de restricdes seja itmpasproblema de otimiza-
¢do. Em vez de utilizar infinitos pontos dentro do conjuntowamos escolher aleatori-
amente um grande nume¢pde pontos dentro do conjunto. Entdo vamos apenas impor
restricbes ao projeto de experimentos que estdo rela@sraum estes pontos escolhi-
dos aleatoriamente. A Figura 6.2 apresenta o conjdrg@lguns dos pontos escolhidos
aleatoriamente.

Para incluir ag) restricbes no projeto de experimentos vamos adicionaraadema
de otimizagao as seguintes inequagdes

M
')+ erti(07) i=1,...,Q (6.4)
k=1

onde os vetore§’ € C sdo os) pontos escolhidos aleatoriamente. @sondigées em
(6.4) sdo convexas e podem ser incluidas no projeto de ex@eids.

Como néao foram utilizados todos os pontos do conjuném vamos garantir (6.3)
paratodosos pontos do conjunto; as restricdes se aplicam apendg postos escolhi-
dos. Embora seja possivel implementar (6.4) no projeto gerarentos, esta condicdo
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Figura 6.2: Exemplo de alguns pontos do conjunto

nao garante que (6.3) sera satisfeito para todo o confiuint@ontudo, é razoavel pen-
sar que quanto maior o nimero de pontpgscolhidos dentro do conjunt melhor
serd a aproximacao utilizada. Se fosse possivel utilifenitos pontos entdo estariamos
cobrindo o conjunto todo. Precisamos entdo de uma métrieagalie a qualidade da
aproximacdo com relagéo ao numero de pogtos

O trabalho (CAMPI; GARATTI; PRANDINI, 2009) apresenta umaitnica para a
utilizacao de restricdes escolhidas aleatoriamente ebigimas de otimizacao convexos.
Esta técnica foi batizada pelos autoresStenario ApproachComo os pontos sao es-
colhidos de maneira aleatoéria, a abordagem é classificada estocastica e todos os
resultados que utilizam esta abordagem passam a apenasides ¢om um certo nivel
de confianca.

O trabalho estabelece que dentro do conjdhtieve existir um outro conjunto o qual
é uma fracde deC. Isto significa que o tamanho deste novo conjuri@ézes o tamanho
do conjuntoC. A Figura 6.3 apresenta um exemplo destes conjuntos. Alésodeste
novo conjunto é desconhecido, apenas sabe-se 0 tamanhie guossui.

Figura 6.3: Exemplo dos conjuntos.

O trabalho (CAMPI; GARATTI; PRANDINI, 2009) estabelece ababilidade com
que a condicédo (6.3) seja valida para todo o conjdhtoom excecao da fracdo Esta
probabilidade é funcéo tanto do nimero de poiiasomo da fracde que representa o
conjunto dos pontos que a condi¢do nao precisa ser verifi€gaincipal resultado do
trabalho é apresentado no seguinte lema.

Lema 6.1 (CAMPI; GARATTI; PRANDINI, 2009) Selecione parametro de violagcéo
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e € (0,1) e umparametro de confian¢a& € (0,1). Se (6.4) é satisfeita e

ni(?)ei(l—e)cg‘%ﬁ

1=0

entdo, com probabilidade ndo menor gque 3, a condicado (6.3) é satisfeita pax# < C
se desconsiderada uma fracado conjunto. O

Considere que do conjunébseja retirada uma pequena fragdo correspondentSea
a condicao do lema é satisfeita, entédo a probabilidade diig@mser verificada para todo
este conjunto reduzido € maior ou igudl & /.

Este resultado é interessante pois ajuda na escolha dadgadentle ponto§. Pode-
se por exemplo escolher= 0.01 de maneira que o conjunto reduzido repres®fate
do conjuntoC. Se for escolhidg = 0.01, 0 que representa uma probabilidadedd,
podemos escolher a quantidade de podlpsle maneira que a condi¢cdo do lema seja
satisfeita. Desta maneira, vamos garantir, ©f de probabilidade que a condi¢&o))
seja satisfeita para ao meriis§; do conjuntaC.

Observando a condi¢cdo do Lema 6.1 podemos notar que se tesidevalor des
para zero entdo o nimero de ponfpsende ao infinito. Por outro lado, se tendemos o
valor ¢ a zero, 0 numero de pontéstambém tende ao infinito. O resultado expde que
nao é possivel garantir que a condi¢éo seja satisfeitag@watconjunta’, pois segundo
a condicao do lema seriam necessarios infinitos pontosu@oneém muitas aplicacdes é
aceitavel a utilizacdo de um intervalo de confianca razoameie granded pequeno) e
de um conjunto razoavelmente grand@équeno).

No proximo exemplo vamos mostrar como utilizar esta abanhago projeto de ex-
perimentos e como calcular o nUmero minimo de pontos paeatjaas condi¢cdes com
um nivel de confianga pré-estabelecido.

6.2.1 Exemplo
Considere o sistema

Golg) = =% 2073¢" — 0,5083¢2 + 0, 5564¢ > + 0, 1592
N = 3 12501 +3.977¢% — 2. 38243 + 0, 5677~

Ho(Q) = 17 )\0 = 20.

o qual representa um sistema de poténcia que consiste dgetlatores sincronos conec-
tados a rede, cujos dados foram retirados de (ANDERSON; HQUA77). A funcdo
de transferéncidr,(q) descreve a relacdo entre a tensédo aplicada no campo de um dos
geradores com a velocidade angular do mesmo gerador, em tenmdeado ponto de
operacao. A Figura 6.4 apresenta o diagrama de Bod# @ge.

Vamos identificar um modelo para este sistema utilizandoastratura Output-Error:

G0.0)= 1y ey Hla0)=1

onde

F(z)=[0000g "¢ %¢?q"".
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Bode Diagram
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Figura 6.4: Diagrama de Bode d&(z).

O sistema pertence ao conjunto de modelos definido pelawstrou sejazy(z) =
G(q,6°) onded® é dado por

0" = [-0,2073 —0,5083 0,5564 0,1592 —3,125 3,977 —2,382 0,5677]".

Antes de rodar o experimento é necessario escolher o siradttida que seré apli-
cado ao sistema. O sinal sera escolhido utilizando o prdexperimentos apresentado
no Capitulo 5. O nimero de amostras utilizado $éra 1.000 e o0 espectro sera discreto
com a seguinte parametrizacao:

Ow) = e (6(w — wi) + 6w + wi))

k=1

onde

wp = 10255221

As frequéncias foram escolhidas de maneira a cobrir umaaafapla do espectro (ob-
serve a Figura 6.4).

Vamos utilizar diferentes restricoes no projeto de expenitm. O primeiro espectro
serd denotad@, (w) e sera obtido pela minimizagdo do maior autovalor da matiz d
covariancia, tal que a poténcia média do sinal de entradansepor ou igual a 1. O
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problema de otimizacéo € o seguinte:
min -y
C1,-.-,€40,7Y
sujeito a
>0 i=k, ... 40

40
1
- E Cr S 1
™

k=1

~vI 1 }
>0
{ I Ziozl By,

ondeB! sdo as matrizes definidas anteriormente.

Este problema de otimizacao foi resolvido utilizando o eolwi | ab do Matlab. A
solugéo do problema gerou o espectro apresentado na FigueenGorma de quadrados.
O menor autovalor d&,; ' €0.0044.

A matriz P, ! calculada com o primeiro espectro foi computada como

55,2193 48, 6381 30, 7532 6, 5475 —575, 9925 —1334, 0086 —1670, 023 —1512, 8205
48, 6381 55,2193 48,6381 30, 7532 404, 0486 —575, 9925 —1334, 0086 —1670, 023
30, 7532 48, 6381 55,2193 48, 6381 1329, 957 404, 0486 —575, 9925 —1334, 0086
6, 5475 30, 7532 48,6381 55,2193 1927, 206 1329, 957 404, 0486 —575, 9925
—575, 9925 404, 0486 1329, 957 1927, 206 146190, 1915 125456, 9388 69214, 0205 —6396, 2663
—1334, 0086 —575, 9925 404, 0486 1329, 957 125456, 9388 146190, 1915 125456, 9388 69214, 0205
—1670, 023 —1334, 0086 —575, 9925 404, 0486 69214, 0205 125456, 9388 146190, 1915 125456, 9388
—1512, 8205 —1670, 023 —1334, 0086 —575,9925 —6396, 2663 69214, 0205 125456, 9388 146190, 1915

O segundo espectro sera denotdd@v) e também sera obtido pela minimizagéo do
maior autovalor da matriz de covariancia, tal que a potémeéedia do sinal de entrada
seja menor ou igual a 1. Além disso, sera incluida a restii§@&®) para melhorar a
convergéncia do método de identificacao.

O conjuntoC é definido como

C={0:(0-0")"10°P, (6 — 6") < x3(95%)}

de tal maneira que ele representa o intervalo de confianga’fdela estimativa que seria
obtida com1000 amostras de uma realizacdodgw).

O namero de pontos utilizados dentro do conjuhfara compor as restrices de con-
vergéncia &) = 1000. Esta quantidade de pontos garante @9m2% de probabilidade
que a restricao (6.4) é satisfeita para pelo mé&sdsdo conjuntaC.

O problema de otimizagao € o seguinte:

min
C1,--+,C40,7Y

sujeito a
>0 i=k,... .40

| Qo
S0z
s
k=1
~vI 1 ]
>0
[] Zioﬂcka

40
S0) + > crtr(0) >0 i=1,...,1000
k=1
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ondeB?, ¢(-) ey (-) foram definidos anteriormentefé é escolhido aleatoriamente do
conjuntoC.
O espectro relacionado com a solucdo deste problema é plotaigura 6.5, o qual

é representado pelos circulos. A matfjz' calculada com o segundo espectro foi com-
putada como

56, 3632 51, 5002 37,9659 18, 6354 676, 8681 310, 9146 —70, 9465 —398, 0481
51, 5002 56, 3632 51, 5002 37,9659 949, 5046 676, 8681 310, 9146 —70, 9465
37,9659 51, 5002 56, 3632 51, 5002 1060, 9036 949, 5046 676, 8681 310, 9146
18, 6354 37,9659 51, 5002 56, 3632 969, 5702 1060, 9036 949, 5046 676, 8681
676, 8681 949, 5046 1060, 9036 969, 5702 47157, 5433  41540,7255 26112, 9214 4763, 5478
310, 9146 676, 8681 949, 5046 1060, 9036 41540, 7255  47157,5433 41540, 7255 26112, 9214
—70, 9465 310, 9146 676, 8681 949, 5046 26112,9214 41540, 7255  47157,5433 41540, 7255
—398, 0481 —70, 9465 310, 9146 676, 8681 4763, 5478 26112,9214 41540, 7255 47157, 5433

A solucéo do problema esté relacionada com uma matriz deiéoga cujo menor
autovalor deP, ' €0.0037. O menor autovalor € menor que aquele obtido com o primeiro
espectro. A solucdo deste problema de otimizag&o resuttaln@espectro que esta rela-
cionado com uma maior matriz de covariancia. A incluséo daigdo de convergéncia

forcou o problema de otimizagdo a encontrar outra solugée,matriz de covariancia
possui maiores autovalores.

25 T T T L e L ———
o o @
o CDZ((.O)
2 - [
@]
1.5F N
3
e
l - -
o) O
0.5F ,
m}
0 : 50000600800000060—000085 ‘RCGD -506686860880———————
-2 -1 0 1
10 10 10 10

w
Figura 6.5: Espectros.

O vetor de parametrasfoi estimado utilizando o toolbox de identificagéo de sisiem
UNIT (University of Newcastle Identification Toolbox). Ractada um dos dois espectros
foram realizada$00 rodadas de Monte-Carlo, gerando portahdoestimativas diferen-
tes para o vetor de parametros. Em cada rodada foi utilizadaraalizagdo diferente
para o ruido adicionado ao sinal de saida.

As Figuras 6.6 e 6.7 apresentam as estimativas obtidas ganaeiro espectro. Na
Figura 6.6 0 eixo das ordenadas apresenta o valor de cada simitdcelementos do
vetor de parametro$, enquanto que a abcissa corresponde a cada uma das rodadas de
Monte-Carlo. As rodadas de Monte-Carlo foram reordenanaeemnos do menor valor
ded.

Pode-se ver que ap0s16° ponto do gréafico os valores estdo bastante proximos dos
parametros correta®, indicando ques2 rodadas convergiram para o minimo global da
funcao custo. Contudo, pat& das rodadas os valores estdo agrupados em torno de um
outro ponto no espaco, distante @fe indicando que o algoritmo ndo convergiu para o
minimo global.
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A Figura 6.7 apresentalmoxplotdos parametros onde o eixo das ordenadas indica o
elemento do vetor de parametros e o eixo das abcissas dapresalor obtido em cada
rodada. Pode-se notar que o algoritmo ndo convergiu paraionmglobal em todas as
rodadas.

6
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Figura 6.7: Boxplot das rodadas de Monte-Carlo parav).

As Figuras 6.8 e 6.9 apresentam os mesmos graficos para alseggpectro. Pode-se
ver que o minimo global foi obtido em todas as rodadas de MOaté.

Vamos explorar um pouco mais os resultados obtidos caldalamédia dos parame-
tros para as rodadas de Monte-Carlo. Vamos definir
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onde cada, representa a estimativa obtidairésima rodada de Monte-Carlo.

On(®1) = [-0,61811 —0,1173 —0,1005 — 0,43944
— 2,601 3,323 —2,083 0,63166]"

O (Ps) = [—0,20804 —0,51126 0,56363 0, 1546
—3,1264 3,9807 —2,3859 0,56916]7

Comparando estes valores com os parametros corretd$ giedemos ver que em
média o método proposto se aproxima mais dos parametretaogque o método usual.

Vamos também calcular a matriz de covariancia amostralaloctom as 00 rodadas
de Monte-Carlo de cada método. Utilizando o segundo espebtivemos uma estima-
tiva para a matriz de covariancia cujo menor autovaloPgé foi 0, 00412469, o qual é
bastante proximo do valor te6ri€o0037.

Por outro lado, quando o espectp(w) foi utilizado, o menor autovalor d&, " foi
calculado coma®, 00015350, o qual € muito menor que o valor tedrig@044. Como es-
perado, a8 rodadas de Monte-Carlo que ndo convergiram para o minint@blornam
a matriz de covariancia muito maior do que era esperado (era t®30 vezes).

6.3 S-procedure

Na secao anterior apresentamos uma condi¢do necessargepantir (6.1). A condi-
cdo apresentada é necessaria mas nao é suficiente, o qagexalcondicdo apresentada
ndo garante que (6.3) é valida para todo o conjgntad condicao proposta € estocastica
e o resultado do Lema 6.1 descreve o intervalo de confiangaladigée que sera obtida.
A condicéo é convexa e pode ser utilizada no projeto de expetbs.

Nesta secao vamos apresentar condicdes suficientes pandirg@.3). Estas condi-
¢cbes vao garantir que (6.3) seja valida para todo o conjiinttas em contrapartida serao
mais restritivas que as anteriormente apresentadas.

A ideia principal aqui é abrir o somatorio (6.3) em sélist 1 termos, e garantir que
cada um dos termos nao seja negativo para togloe pertence ao conjungb Se todos
0s termos da soma néo forem negativos, entdo a condicaos@aYyalida para todo o
conjuntoC.

O primeiro dos termos € dado por

= [l e, 0) - e R

T™J %

T (,jw\n0
M} d (6.5)
1+ CT(eiv)d

Esta equagcao nao depende do espectro do sinal de entrad@m@or projeto de ex-
perimentos ndo pode ser utilizado para garantir a posstiledieste termo. Para utilizar

a abordagem proposta nesta secao € necessério garantigyoorraeio que a equacao
acima seja positiva para todogue pertence ao conjuntb Para algumas estruturas de
modelo esta equacédo € sempre positiva, por exemplo quandd&aeré do tipo Output-
Error, o que significa qué'(e’*) = 0 na expresséo. Caso seja utilizada outra estrutura
para o modelo, é necessario garantir que (6.5) seja posttivando alguma outra ferra-
menta.
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Cada um dos outros termos é definido como

ck% /7T Bk(ej“’) ’Hil(ej“ﬂ)(Go(ejw) - G(ejwve))’2

—T

R { 1+ CT(ej‘w)@O 1+ FT(ejf)HO 1+ DT(ejf“)GO } . (6.6)
1+CT(ew)g 1+ FT(elw)d 1+ DT(eiw)0
Como estes termos dependem dos parametrass quais definem o espectro do sinal de
entradab, (w), podemos utilizar o projeto de experimentos para garanéirrgada um dos
termos néo seja negativo.
No integrando da expressao acima, apenas 0 seguinte tedae@onegativo:

T ( ,jw\nO0 T(,jw\no T(,jw\n0
R(w)é%{lJrC (e7)0° 1+ F ()0 1+ D" (e )0}

1+ CT(ei)d | 14 FT(ei®)f 1+ DT (ei=)d

Quando este termo é positivo, entdo o integrando é posifhotanto a integral também
é positiva. Portanto a positividade do termo (6.6) depeadeoditividade d&?(w).

Vamos agora considerar apenas 0 caso em gue 0 espectroetalesparametrizado
comBy (/) = §(w — wi) + d(w + wi). Neste caso a expresséo (6.6) pode ser escrita
como

2| e 0)(Gole) — Gl 0))]
m

T(,jw 0 T (,jw 0 T(,jw 0
R 1+C’(e'k)9 +1—1—F(e"€)6 _1+D(e‘k)9 6.7)
11 CT(c)g 14 FT(e=)§ 1+ DT(cien)g

pois devido a parametrizacdo do espectro, podemos resolveegral (6.6) analitica-
mente. Note que (6.7) ndo sera negativo se

Podemos garantir que (6.1) seja verificada fazendo umahesaplopriada dos valo-
resc,. Para tanto, basta utilizar valores positivos parguandoR(w;) > 0 para todd
pertencente ao conjuntbe fazere, = 0 quandoR(wy) < 0 para algun¥ pertencente a
C.

E importante ressaltar que o procedimento apresentadocéesidi para garantir que
(6.1) seja verificado, mas ndo é necessario. Estamos gwlargue todos os termos
do somatério (6.3) sejam positivos e concluindo que a som@amssitiva. Entretanto,
mesmo se alguns dos termos do somatdério fossem negativasggo@deria ainda assim
ser positiva, portanto o procedimento é conservador.

Precisamos agora de um método para verificaR(se,) € ndo negativo para todb
que pertence ao conjundo Observe qud?(w) > 0 € equivalente a

Z(0) 2 |1+ FT0 |1+ D70 R{(1+ CTO)(1 + C*¢°)}
+ |1+ 070" |1+ DO R {(1 + FTO)(1 + F*6°)}
— 1+ FT9] |1+ 76" R {(1 + DTO)(1 + D*¢°)} > 0. (6.9)

Para obter este resultado basta somar o termo com seu carsplgygado e entdo multi-
plicar o resultado pelo minimo multiplo comum do denomimadovantagem de utilizar
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a condicao (6.9) esta no fato que tal condicdo é polinomialedagédo &, enquanto que
R(w) é racional.

Vamos agora analisar $&(f) > 0 para todd pertencente ao conjuntb Para tanto
vamos especificar que o conjurit@ descrito por

C=1{0:1(0) >0}. (6.10)

Gostariamos de garantir qa&6¢) > 0 para todd pertencente & e portanto vamos
utilizar S-procedurgpara obter a seguinte condi¢géo

=(0) > kII(6) VO € R™. (6.11)

Note que se existe > 0, x € R que respeita a condicdo acima enta@) > 0 V0 € C
poisII(f) > 0 V0 € C. Logo, podemos utilizar a condi¢ao (6.11) para garantirige)
seja positiva para todé € C. Esta técnica é chamada 8eprocedurdBOYD et al.,
1994).

E importante ressaltar que a abordagem$@rocedure¢orna o problema ainda mais
conservador. A condicao (6.11) é necessaria e suficienteagmam alguns casos espe-
cificos; em muitos casos esta condicdo é apenas suficienteatbrconhecido e muito
utilizado em que &-procedure® necessario e suficiente é quando tante) comoll ()
séo fungbes quadréticas ém

O conservadorismo d&-procedurgode ser reduzido se for trocado o escalqor
um polinémiop(0) tal quep(d) > 0 V6. Neste caso obtemos a seguinte condi¢éo

Z(0) > p(O)II(6) VO € R". (6.12)

Para garantir que(d) > 0 e que (6.12) seja verificada € possivel utilizar a aborda-
gem por soma de quadradasi(n of squargdPUTINAR, 1993). Embora a abordagem
por soma de quadrados seja convexa, seu custo computagibasiante elevado, o que
restringe sua aplicacdo para apenas problemas de peqadena or

6.3.1 Estrutura Output-Error generalizada

Quando a estrutura do modelo é do tipo Output-Error gemexddi, tantd” (¢’*) = 0
comoD(e?) = 0, o que simplifica bastante as condi¢des obtidas anteridgemen

A primeira simplificacdo fica evidente em (6.5), pois a exgdiese sempre positiva
para esta estrutura. Porém, esta ndo € a Unica simplificag@id® desta parametrizagéo.
Note que a expresséo patdd) fica mais simples

2(0) = (1 + FT(e)8°) (1 + F*()0) + (L + F*()0°) (1 + FT(e')0)

o qual € afim na variavél.
Neste caso a condi¢&@®(f) > 0 é equivalente a

3] [aarsormn "on o ][]

1| | R{FT + FTF°)  2R{1 + FT6°) | =0

onde foi omitida a dependéncia na variavel
Se o conjunt@ é elipsoidal, entdo podemos simplificar ainda mais as coadiyamos
definir o seguinte conjunto

C = {0)(6— 6°)"P(6 — 6°) < 1}.
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Este conjunto pode ser descrito na fortha {6 : F'(#) > 0} onde

T
0 -P Po° 0
= >
1) {1} [QOTP 1—00TP90H1}—0'
Utilizando as expressodes acima a condica&gwocedurd6.11) se torna

> 0.

(6.13)
Como tanta=(0) comoll (f) séo quadraticos na variavedntéo dS-procedurado impoe
conservadorismo extra na solu¢éo do problema.

0 R{FT + FTF*0°}7 P —Pg°
R{FT + FTF*0°}  2R{1+ FT6°} "l —eTp 9T pgo — 1

6.3.2 Utilizacao da abordagem

Para utilizar a abordagem proposta nesta secao € necassdidar 0s seguintes pas-
Sos:

1. Escolher um conjunt que possa ser descrito pela equacéo (6.10).

2. Escolher o numerd/ de componentes do espectro e suas frequéncias, de tal ma-
neira que o espectro possa ser descrito por

Oy (w) =Y o (3w — wp) + 0w +wp)) .

k=1

3. Verificar se (6.5) € positivo.

4. Paracada = 1,..., M verificar se existe tal que a condicao (6.11) seja satisfeita.
Se a condicdo nao é satisfeita deve-se forgat 0.

5. Utilizar o projeto de experimentos para calcular os oy para todas as compo-
nentes que nao foram previamente forcadas igual a zero.

No final deste procedimento sera obtido um espectro tal qoedigio (6.3) é satis-
feita para todo o conjuntB. O exemplo a seguir utiliza este procedimento e mostra que
ele pode ser utilizado para melhorar a convergéncia dosdoetie identificacao.

6.3.3 Exemplo
Considere o seguinte processo

B 0,0030¢73
T 1—2,5500q"L + 2, 16502 — 0, 6120¢ 3

y(t) u(t) + e(t)
ondee(t) é ruido branco com varianch = 0.01. Este sistema pode ser representado
por
(1) = 0,0030¢3
YT =0,9¢ (10,85 ) (T - 0,8¢)
A resposta ao degrau deste sistema é apresentada na Fitfurab6Diagrama de Bode
do sistema pode ser visto na Figura 6.11.

u(t) + e(t).
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Figura 6.10: Resposta ao degrau do sistema.
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Vamos considerar que o sistema é desconhecido e que gosiarik identificar os
parametros do seguinte modelo a partir de dados coletadastdma.
BT(q)0

Cla8) = T Fr (g

B"q)=[q¢* 00 0],
F'()=[0 ¢ ¢2 ¢*].
Note que a estrutura do modelo pode representar o sistehtpussalo
6=06°=1[0,0030 —2,5500 2,1650 —0,6120 |"

Vamos projetar o sinal de entrada que sera utilizado pardifidar o processo. Isto
sera feito por

minimizar energia do sinal de entrada
P, (w)
sujeitoa restricdes de qualidade e de convergéncia

Vamos considerar que o espectro do sinal de entrada é pamadetda seguinte

maneira
100

ch W — Wk —|—5(w+wk))

ondew;, = 71055 =3 k=1,...,100. Este sinal cobre o espectro@&017 rad/s até
0.937 rad/s. A restrlgao de qualidade sera a variancia da estimativaatteln. Gosta-
riamos que a estimativa tivesse precisao melhoi0gd@l em um intervalo de confianca
de95%.

Dois projetos de experimento seréo realizados. No prinssnestricbes de conver-
géncia ndo serdo aplicadas. No segundo vamos utilizar ag;des de convergéncia,
conforme foi descrito anteriormente.

6.3.4 Projeto de experimento sem restricdes de convergéaci

Projetamos o0 espectro de entrada para minimizar a energiaaae entrada e garan-
tir que a precisao das estimativas seja melhorogael em um intervalo de confianca de
95%. O espectro do sinal foi obtido utilizando o projeto de ekpentos. Uma realizagéo
deste espectro é

uy(t) = 71,01cos(0,0433t) + 137cos(0, 1982t).

a qual pode ser vista na Figura 6.12.

O sinal de entrada, (¢) foi aplicado ao sistema e a saida foi coletada. Os sinais de
entrada e saida foram utilizados para estimar os parantetrogdelo. A condicao inicial
utilizada foi

6" = [ 0,0196 —2,5461 2,1701 —0,6044 "

O algoritmo do gradiente rodol0000 iteracdes e obteve a seguinte estimativa para 0s
parametros do modelo

' = [ —0,0004 —2,5447 2,1703 —0,6033 "
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Figura 6.12: Sinal de entrada projetado sem as restricoesmergéncia.

Estes parametros representam o modelo

Gl i) — —0,00042015¢ 3
V) T 10,6063 1)(1 — 1,939 + 0,9952¢-2)

Este modelo é bastante diferente do sistema real. A estarddicusto foi

1000

V(O = (e(t,6")" = 2289,

t=1
6.3.5 Projeto de experimento com restricdes de convergénci

Para utilizar o procedimento proposto € necessario escolbenjuntoC. Foi esco-
Ihido o seguinte conjunto

C = {0)(6— 6°)"P(6 — 6°) < 1}

onde
0 0 0 0

0 847885 —198919 —296429
0 —198919 739874 —387637
0 —296429 —387637 422343

P =

Este conjunto foi escolhido de maneira a incluir a condigégal #'. O conjunto repre-
senta a regido em que gostariamos a fun¢ey fosse semi-convexa. Note que somente
0s parametros relacionados aos polos do sistemas estdiogidsis neste conjunto. Isto
foi feito porque somente os polos afetam a convergénciagiwitho. Este conjunto esté
representado na Figura 6.13.

O procedimento proposto foi utilizado, o que resultou em speetro calculado uti-
lizando o projeto de experimentos. Uma realizagéo do simabd

ug(t) = 47,01cos(0,0703t) + 163cos(0, 2275t).

0 qual pode ser visto na Figura 6.14. O sinal de enttadg foi aplicado ao processo
e dados de entrada e saida foram coletados. Os sinais foitemadais para estimar os
parametros do modelo. A condi¢&o inicial foi a mesma utili&zao caso anterior. O
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Figura 6.14: Sinal de entrada calculado com as restricbesrmergéncia.
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algoritmo rodoul 0000 iteracdes e ele obteve a seguinte estimativa para os pao&net
modelo B
6> =1[0,0029 —2,5496 2,1644 —0,6116 |.

Estes parametros representam o modelo

Glad) — 0,0029¢ 3
) T 9549641 + 2, 16442 — 0,6116¢-3)

A restricdo de qualidade foi respeitada e todos os paramftram estimados com pre-
cisdo melhor que.001.

Desta vez o algoritmo convergiu para o minimo global e o nwdbtido € uma boa
aproximacao do processo. O valor da funcdo custo obtida foi

1000

V(0% =" (e(t,6%)" = 0,2188.

i=1

A resposta ao degrau deste modelo é mostrada na Figura 6.15.
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Figura 6.15: Resposta ao degrau do sistema real e do modelo.

6.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas restricbes para o@ugetxperimentos que po-
dem ser utilizadas para melhorar a convergéncia dos méttaentificacdo por erro
de predicdo. As contribuicdes inéditas deste capitulonrfoean parte publicadas em
(ECKHARD; BAZANELLA, 2011b). As restrices garantem queungdol (0) seja
semi-convexa em um conjunfopré-escolhido. Foi apresentada uma abordagem estocas-
tica baseada nScenario Approacta qual é necesséaria mas néo é suficiente. Uma analise
desta abordagem foi feita e foram apresentados niveis diaicga para o procedimento
proposto. Foi também apresentada uma condic¢ao suficiesgadaens-procedureEsta
restricdo € conservadora por dois motivos: ela exige questositermos de um somatorio
(6.3) sejam positivos e utiliza $-procedurgo qual € conservador em muitos casos. Fo-
ram apresentados exemplos para as duas abordagens quaranosjne € possivel utilizar
as condi¢cOes propostas em conjunto com o projeto de expeose
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7/  FILTRAGEM ITERATIVA

Neste capitulo sera apresentada mais uma contribuicabartixbta tese, a qual é a
segunda ferramenta proposta melhorar a convergéncia dosleséle identificacdo por
erro de predicdo. Nos capitulos anteriores foi mostradeé@qeassivel modificar a fungéo
custo para aumentar a regidao em que a funcéo é semi-convasmabho desta regido
depende de vérios fatores, dos quais foi ressaltado nat@pitterior o espectro do sinal
de entrada. Foi proposto um método para a escolha do esplecsioal de entrada de
maneira a aumentar o tamanho dessa regiao.

O projeto de experimentos é bastante eficaz quando é poss&lighr um experi-
mento em que se pode escolher o sinal de entrada. Contudopéas @mplicacdes nao
existe liberdade para a escolha do experimento e portanet@de experimentos néo
pode ser utilizado. Um exemplo muito claro desta limita¢gié oS casos em que existem
dados histéricos sobre um determinado processo, os quads sdizados para a identi-
ficacdo do modelo. Como os dados ja foram coletados, ndo &elsgis modificar os
sinais. Neste caso, € necessario utilizar outras ferramgrara aumentar o tamanho da
regido que a fungaw (¢) é semi-convexa e facilitar a convergéncia para o minimoajlob
da funcéo custo.

A primeira ferramenta proposta nesta tese foi a utilizagiredtricdes ao projeto do
espectro do sinal de entrada. Modificando o espectro doss gisiamos mudando a fun-
cdo custo utilizada. Entretanto, o projeto do sinal de datrgio é a Unica maneira de
modificar os sinais utilizados. Se os dados coletados deaegsocforem filtrados, obte-
remos outros sinais cujos espectros sao diferentes. A dadamamenta proposta nesta
tese para melhorar a convergéncia dos algoritmos é basadittaagem dos dados cole-
tados, com o objetivo de modificar o espectro dos sinaizatibs e aumentar o tamanho
da regido que a fungdd(9) é semi-convexa.

Vamos considerar novamente que o processo do qual desejdnt@rsim modelo é
descrito por

y(t) = Golq)u(t) + Ho(q)eo(?).
Deste processo € possivel coletar um conjunto de dados
2% = {u(1),y(1),...,u(N),y(N)}.

Vamos considerar agora que tanto os dados de entrada conamlos de saida séo
filtrados pelo mesmo filtrd.(¢), resultando nos sinais:

yr(t) = L(q)y(?) ur(t) = L(q)u(t) (7.1)

0s quais séo as versoes filtradas dos sinaje u(t). Estes dados séo coletados e formam
0 conjunto

Zjév = {UL(l)v yL(l)v cee auL(N)v yL(N)}'
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O filtro L(q) é linear, invariante no tempo, BIBO-estavel e ménico. Naiéagia vamos
apresentar maneiras para projetar o fili{@) para melhorar a identificagdo do modelo.
Note por enquanto que o espectro dos novos sinais dependealotflizado.

@y, (w) = [L(e™) [Py (w) (W) = |L() Py (w). (7.2)
Utilizando os sinais; (t) ey (t) a funcdo custo torna-se
7i(6) = i W) [L(™) H 1 (e, 0)(Go (%) — G, 0))|* dw
—/ Xo |L(e’)H (e H)Ho(ej“)fdw. (7.3)

Vamos assumir novamente que o modelo possui uma estrutardefigrminada por

BT(¢)0 (¢,0) 1+ CT(q)0
11 Fi(qe 7 T 1 DT(q)d
onde os vetoreB(q), C(q), D(q), F(q) € R" séo formados por fun¢Bes de transferéncia

conhecidas é € R™ é o vetor de parametros que se deseja estimar.
Neste caso o gradiente da fun¢éo custo é dado por

G(q,0) =

VVL(0) = %/_ﬂ O, [LPR{[H(0) (Go — G())]"

' Kl +DCT9 - ((1112299)5) (Go — G(0))

() (1 +£;T9 B (lfTﬁfe)QH

: 19)C
2o [HoH(0)]" Hy <1 +DCT . ((11112@ ;)2 )}dw. (7.4)

Usando esta expressao para o gradiente da fungéo custog@odbtar uma condi¢céo
equivalente par& — 6,)7VV;(0) > 0 dada por

1 [7 21 r1 2 1+C%9, 1+ FT9, 1+ D74,
7T/W‘I’u'L' [H0)(Go G(e))}%{lJrCT@JrlJrFTH 1+ D7g

1+ CTo,
1+ CT4

Vamos utilizar a condi¢éo (7.5) como referéncia no projetbltto L(q) para expandir
aregido que a funcao custo € semi-convexa. Como a condiég@ ([@astante complicada
vamos inicialmente trabalhar com uma versdo mais simplgjasno caso em que o
modelo possui uma estrutura Output-Error, para depoisgkrer para outras estruturas.

+ AR { (LHoH ™' = 1)" (LHyH'(0) — L) ———— }dw >0. (7.5)

7.1 Estrutura Output-Error generalizada

Quando o modelo possui uma estrutura Output-Error gemada| a condigéo (7.5)
pode ser simplificada como

1 + FT(GJW)QO

/ " aw) |L(e™)|* [H (7, 6)(Go(e) — G(e7,0))]” R { 1+ F7(eiw)g

—Tr

}dw > 0.
(7.6)
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Note que na condicao (7.6) aparece uma integral cujo intdgré composto de varios
termos dos quais o Unico que pode ser negativo

1 + FT(ej“)HO }

R{Kp(e,0)} = R {m

Logo, a positividade da integral depende da funédge’). Esta fungdo pode ser
reescrita como

(L + ppe™ ) (L + pge™) - - (1 + ppe™*)

Kp(e,0) = . » )
F(€ ) ) (14‘]?167]“))(1 _|_p2€*]w)...(1_|_pnefjw)

ondep’ sédo osn zeros do polindmid1l + F7(¢)0) e p} sdo osn zeros do polinémio
(1+ F"(q)f0)-
A resposta desta funcéo na frequéncia 0 é

(T+py)(L+pd)---(1+ph)
(14+pH)(1+p?)--- (1L +p")

Kp(ejo, 09) =

enguanto que a resposta na frequéncia r é

KF(ej”’Q) _ (1 —pé)(l —p%) (1 _pg).

(1=pH(A=p*)---(1-p")
Portanto se todos os polpse zerogp, da funcéo de transferéncig(e’*, 0) estive-
rem dentro do circulo unitario, tante-(e’’, #) como K (e’™, ) sdo reais e positivos.
Note que o numerador d€(e’~, ) é o denominador d€'y(q) e que o denominador de
Kr(e*,0) é o denominador dé€/(q,#). Como o processo é estavel e o modelo é esta-
vel para todd que pertence ao conjunig entdoK (¢’°, 0) e Kr(e’™, 0) séo positivos
V6 € T'. Como a funcad<r(e’*, ) é continua nés podemos chegar no seguinte resultado.

Lema 7.1 Paratodof € I, existemu;, w, € R tais que

R{Kp(e?,0)} >0 0<w < w,
R{Kp(e*,0)} >0 w, <w <. (7.7)

De acordo com este resultado, a parte real da funcdo dedrénsiaK (/. 6) é
positiva para frequéncias suficientemente baixas e pajadneias suficientemente altas.
Observe que esta propriedade ndo depende dos parametroscdesoGo(q), Ho(q) €
Ao- Contudo, o valor exato de e w;, depende das fun¢des do processo. Esta propriedade
serd muito util para a escolha do filtro usado para modificag&o em que a funcéo
V(0) é semi-convexa.

Observe que o integrando de (7.6) € sempre positivo pareegséincias baixas e
altas, mas nao se sabe se o integrando € positivo nas fréamériermediarias. Se fosse
possivel enfatizar as frequéncias baixas e altas, entapassivel garantir a positividade
da integral. De fato, esta é a abordagem deste capitulo, ®oo/fily) é utilizado para
enfatizar algumas faixas de frequéncia e para negligeocteas.

A principal ideia consiste em escolher um filtfdq) que tenha baixo ganho nas
frequéncias intermediarias, de maneira que a integral $&j& positiva para todb < I'.
Quando os dados sao filtrados é removida uma parte impodaritdormacédo contida.
As frequéncias removidas sdo as intermediarias, as gpaartiente contém uma parte
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significativa da informacao sobre o comportamento do psmcd3or consequéncia, a qua-
lidade da estimativa obtida com os dados filtrados é menoudce fossem utilizados os
dados originais.

Para evitar esta perda de informacao € proposto um algatinativo. Este algoritmo
utiliza inicialmente dados que possuem informacdes apsriae as baixas frequéncias
do processo. Utilizando estes dados, vamos obter um dohkénédracdo candidato que
é relativamente grande, mas a variancia da estimativa karaaestimativa obtida nesta
etapa serd utilizada como condicao inicial da proxima et&@proxima etapa, vamos
utilizar um filtro que remove menos informa¢ao do conjuntalddos. Nesta caso, va-
mos obter um dominio de atracdo menor que o obtido anterigenmas a variancia da
estimativa serd menor. Espera-se que a estimativa obtideapa anterior esteja dentro
do dominio de atracdo da etapa atual, e que entéo o algorgmwiindizacdo convirja para
0 minimo globa da fung&o custo, utilizando a estimativararteomo condi¢&o inicial.
O procedimento pode ser repetido diversas vezes, até qlradima sejam utilizados os
dados originais, os quais geram a melhor estimativa pdssive

O algoritmo pode ser descrito pelos seguintes passos:

1. Colete um conjunto de dados de entrada e sajda € u(¢)) do processo e faga
k=0;

Escolha uma condicéo iniciél;
Escolha um filtro passa-baiXa(q) com banda passante bastante baixa;

Obtenha os dados filtradag(t) = Li(q)u(t) e yr(t) = Lr(q)y(t);

o M 0D

Realize a identificacdo do modelo com os dadpg) e y..(t) e com a condigdo
inicial *. Facag**! igual a solucdo do procedimento de identificacao;

. Escolha um filtro passa-baixag. ;(¢q) com banda passante maior qugq);

(o3}

7. Facak = k + 1 e va para o passh

ApOs algumas iteracgdes o filtdg, (¢) pode ser escolhido com,(¢) = 1, 0 que sig-
nifica que os dados néo séo mais filtrados e que o procedimendemtificacao utilizara
os dados originais.

A principal ideia deste algoritmo é que £g(q) € similar alL;,(¢) entdo o minimo
global das respectivas funcdes custos também é similantanpem o minimo globab”
€ uma boa condicéo inicial para o proximo procedimento detifilsacdo que usara os
dados filtrados poL,1(q). Se os filtrosl(¢) s&o suficientemente proximos entéo este
algoritmo iterativo converge para o minimo global da funcéstol ™ (6).

7.2 Estrutura ARMAX generalizada

Quando o modelo possui uma estrutura ARMAX generalizadandicao (7.5) pode
ser simplificada como

1 4 2 1 2 1"_ CTG(]
L wanr o - con e {50
—1 _ * -1 N 1 + CTQO
+A09%{(LHOH 1)" (LHyH™'(0) — L) Trorp (>0 (78)
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Note que na condicéo (7.8) aparece o termo

i A 1—|—CT(€jw)¢90
KC(GJ ,0): 1—|—CT(€jw)¢9

o qual é similar ao termd&r(e¢’, §) apresentado anteriormente. Utilizando os mesmos
argumentos apresentados na sec¢éo anterior pode-se ngostrar

R {Ke(e™,0))} > 0

para frequéncias baixas e para frequéncias altas.
Vamos considerar agora que o filtkdg) € um passa-baixas tal que
L(ejw): 1 Se — Wy < W < Wy
0 se — 1< w< —w, 0Uw, Kw<T7

Neste caso a condi¢éo (7.8) pode ser escrita como

14 CTo,

= (OG- o) 4l a7 R G

T ) _w,

}dw > 0.
(7.9)

Se a frequéncia do filtr@, for escolhida suficientemente pequena entédo a condi¢céo
(7.9) ser& respeitada pois neste caso apenas as frequémcipek - (¢, §) > 0 serédo
utilizadas.

Neste caso, para expandir a regido que a funcdo custo é eaueixa pode-se uti-
lizar o mesmo algoritmo proposto para a estrutura OutprdrEEmM cada iteracéo sera
escolhido um valow, um pouco maior que na iteragéo anterior, de maneira que aband
passante do filtro ser4 incrementada iteracdo por iteragéao.

7.3 Estrutura Box-Jenkins generalizada

A estrutura Box-Jenkins generalizada € similar a estrugeral sendo que a Unica
especifidade é que as fungdes de transfer&rgjad) e H (q, ¢) sdo parametrizadas inde-
pendentemente. Utilizando a notag&o utilizada nos ouipiudos podemos escrever as
fungdes de transferéncia como

G(q,n) = %, H(q,§)

_ 1+C7(g)¢
1+ D7 (q)¢

ikt

Neste caso a condi¢éo (7.5) pode ser simplificada como

onde

L [" 2| 17—1 2y [1+CT 1+ F'py 1+ D'

E/_ﬂq)“w [HH()(Go = Gn)) %{ 1+C7¢ "1+ FTy 1+ D¢
1+C7¢

1+CT¢

+ Ao { (LHoH™'(¢) — 1)" (LHoH (&) — L) } dw > 0. (7.10)
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A relacéo do filtroL(¢) na condi¢@o acima é bastante complicada e portanto vamos
dividir o procedimento de identificacdo em duas etapas. Magma etapa vamos iden-
tificar o vetor de parametrogenquanto que na etapa seguinte sera identificado o vetor
parametros.

Para identificar o parametrg a variavek sera fixada em um valor aleatogo= &,.
Como o modelo do ruidé/ (¢,) € fixo, a condigdo (7.10) pode ser simplificada como

g T
% /_ﬁ o, [LI* [HY(E)(Go — Gn)|* R {%ZT?;} dw > 0. (7.11)
Observe que o segundo termo da condigdo some, pois o modelddiofoi fixado e
portanto seu gradiente é nulo.

Note que a condi¢ao acima é similar a condi¢ao obtida parawes Output-Error.
Logo, podemos utilizar o algoritmo proposto anteriormegrdea obter a estimativa de
7. Ao final do procedimento espera-se que o algoritmo tenheecgigdlo para o0 minimo
global do critério e portant&'(q, 17) ~ Go(q).

Agora que ja foi obtida a estimativa pajgpodemos partir para a segunda etapa do
procedimento, que consiste em identificar o modelo do ruiadmo ja obtivemos a esti-
mativa corretasf =~ 1), a condicdo (7.10) sera simplificada como

1+ C*¢

L a{ e -0 (e - 1) TG

—T

}dw>0.

Observe que a condigdo acima é similar a condigéo obtidaapastrutura ARMAX.
Neste caso podemos novamente utilizar o procedimento st@pm qual consiste da fil-
tragem iterativa, para obter uma estimativa para o parargetr

Novamente vamos considerar que o filfrg;) € um passa-baixas tal que

L(ejw): 1 Se — Wy < W < Wy
0 se —mT<w< —w, 0Uw, Kw<m

Neste caso a condi¢do acima pode entao ser escrita como

1 Wa, B 9 1+CT§O

—Wq

A cada iteragdo sera escolhido um valgrum pouco maior que na iteracdo anterior,
de maneira que a banda passante do filtro seja incremengdgdivb por iteracdo e a
estimativa correta do minimo global do critério seja obtida

7.4 Exemplo
Considere que o processo €é descrito por
Go(q) = (—0,2073¢~" + 0,1815¢ % + 1, 352¢ > — 3,356¢*
+3,061¢g™° — 1,045¢ % — 0,07957¢"" + 0,0944¢"®) /

(1—6,549¢"" +19,2¢™> — 32,83¢™° + 35, 77¢"* — 25,39¢ "
+11,45¢ 7% — 3¢"7 +0,3491¢7"%) ,

Ho(q) = 1, /\0 = 0,01
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Este modelo representa um sistema de poténcia que coressbéscyeradores sincro-
nos conectados a rede (ANDERSON; FOUAD, 1977). A fungéoatesteréncias(q)
descreve a relacdo entre a tensdo no enrolamento de camponéarg gerador com a
velocidade angular no mesmo gerador, considerando um aedo ge operagéo.

Vamos identificar um modelo que tem uma estrutura OutpuarErr

BT (q)0
G(q,0) =————— H(q,0)=1
(¢,0) T FT(g)0 (¢,0)
onde
Bl)=[¢"¢%¢ ¢ ¢°¢ ¢ ¢*00000000]",

F(g)=[00000000¢ "¢ ¢ ¢ ¢ ¢ q ¢ %"

O sistema pertence a classe de modelos onde

0" = [-0,2073 0,1815 1,352 — 3,356 3,061 — 1,045 — 0,07957 0,0944
— 6,549 19,2 — 32,83 35,77 — 25,39 11,45 — 3 0,3491]"

Com o objetivo de evitar a convergéncia para minimos locaifudcao custo sera
utilizada afiltragem iterativaproposta neste trabalho. A cada iteragdo sera utilizado um
filtro FIR passa-baixas de orde? com diferente banda passante. Serdo utiliz&idas
iteracdes do procedimento, nas quais a frequéncia de @deaaspectivamente 4,

0, 5w, 0,6m,0,77,0,8rel,9r.

Para comparacao, o modelo também sera estimado utilizégoigtimos comerciais
disponiveis com o software MATLAB. Seréo usadas as platadsr dent euni t , além
do método proposto neste trabalho.

O mesmo sinal de entradet) sera utilizado nos trés casos, para gerar os dados que
serdo utilizados para identificar os modelos. O sinal é rbfdaco gaussiano com va-
ridncia unitaria §; = 1) e tamanhaV = 1.000 amostras. Com este sinal de entrada, a
variancia do sinal de saida e aproximadamepte 100.

Para cada um dos trés algoritmos foram feit@srodadas de Monte-Carlo, gerando
portantol 00 estimativas para os parametros do modelo. Os resultaddeslbbm a pla-
taformauni t sdo mostrados na Figura 7.1, onde o eixo das ordenadasrapresalor
de cada um do$6 elementos do vetor de parametfbe 0 eixo das abcissas apresenta
cada uma das00 rodadas de Monte-Carlo. Os valores foram reordenados emoseto
menord. Pode-se ver que d$ primeiros pontos do grafico apresentam valores préximos
dos parametros do proces&l) indicando que nestas rodadas o algoritmo convergiu
para o minimo global da fungéo custo. Contudo nas ouffasdadas os valores estéo
préximos de um outro ponto no espaco de parametros, digdartte indicando que o
algoritmo convergiu para um outro ponto da fungéo custo.

Quando a plataformadent foi utilizada, apenad7 das100 rodadas convergiram
para o minimo global da funcéo custo, como pode ser vistogquair.2.

Na Figura 7.3 é apresentado o mesmo grafico para o caso emlgoeitreo proposto,
que consiste da filtragem iterativa, é utilizado. Obsene @uminimo global da fungéo
custo foi obtido em todas as rodadas.

Para ilustrar melhor os resultados, vamos calcular o vagationdo vetor de parame-
tros,
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Y 7 7
OO0 R
Qo) 770

D000 SRS

0 20 40 60 80 100
Monte—-Carlo run

Figura 7.1: Rodadas de Monte-Carlo com a platafoumit .

onde cadd, representa a estimativa obtida hésima rodada Monte-Carlo, para cada
um dos métodos.

O valor médio dos parametros obtidos com a platafoumat , com a plataforma
i dent e com o método proposto sdo respectivamente:

gerit = [—0,2071 —0,0360  1,3298 —1,9507 0,9517 —0,0396
—0,0378 —0,0276 —5,5050 13,3882 —18,5887 15,9136

—8,4405  2,6183 —0,4008 0,0164]"
gident = [—0,2065 —0,2952  0,8922 —0,5885 0,3352 —0,2073
—0,0484  0,0841 —4,2033  7,9007 —8,7065  6,4202

—3,5476  1,5685 —0,5030 0,0858]"
gpror — - [—0,2073  0,1794 11,3472 —3,3269 3,0156 —1,0138
—0,0910  0,0974 —6,5355 19,1230 —32,6493 35,5180

—25,1770 11,3441 —2,9679 0,3450]

0= [-0,2073 0,1815 1,352 —3,356 3,061 —1,045
—0,07957  0,0944 —6,549 19,2 —32,83 35,77
—925,39 11,45 —3 0,3491]7

Comparando estes valores com os parametros verdadgifmsie-se ver que as esti-
mativas obtidas com o método proposto sdo, ha média, muigpraimas dos valores
verdadeiros.
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Figura 7.2: Rodadas de Monte-Carlo com a plataforchant .

7.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foi apresentada uma ferramenta para idegtio de sistemas que me-
lhora a convergéncia dos algoritmos de otimizacdo para omoiglobal da funcao custo.
A ferramenta foi criada observando propriedades da fungéim celacionadas com o es-
pectro dos sinais utilizados pelos métodos de identifica€diomostrado que para diver-
sas estruturas, se 0s espectros dos sinais sdo concemasdumsixas e altas frequéncias,
entdo a fungéo custo possui um formato que facilita a coéwmerg para o minimo global.
Utilizando esta propriedade, foi proposto um algoritmuaitieo que filtra os dados dispo-
niveis para que os espectros sejam concentrados nas faikasjdéncia desejada. Como
os filtros retiram informagdes importantes sobre a dinardac@rocesso, o algoritmo a
cada iteracado utiliza um filtro com maior banda passante.da @¢aracdo, menos infor-
macao € retirada dos sinais, e como consequéncia € ampljpdatdade de informacéo
contida no conjunto de dados. O algoritmo proposto foi caagi@acom plataformas de
identificacdo comercias e se mostrou consideravelmenteomebs exemplos que foram
testados.

Este algoritmos € a segunda ferramenta proposta nesta tesgém € uma contri-
buicdo inédita. Alguns dos resultados deste capitulo fgabticados em (ECKHARD
etal., 2012).
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Figura 7.3: Rodadas de Monte-Carlo com o algoritmo proposto
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8 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou técnicas para melhorar a conegagis algoritmos de oti-
mizacgdo utilizados com o método de identificacdo pela mizagéo do erro de predicao.
Este método de identificacdo consiste na busca dos par&pyagrom modelo com estru-
tura fixa, que melhor descrevem a dindmica do processo. Gdmétdescrito como um
problema de otimizacdo, o qual procura pelos parametrosnijienizam o erro médio
quadratico entre a saida do processo e a predicdo do modedatéfo de otimizacao
nao é convexo e para procurar o minimo global do critério sdpregados algoritmos
iterativos.

A convergéncia dos algoritmos iterativos, para o minimdalalo critério de otimi-
zagdao, foi estudada utilizando a teoria de sistemas néarlis. Considerou-se que 0s
algoritmos sdo sistemas néo-lineares em tempo discretorediizada uma analise de
estabilidade dos pontos de equilibrio destes algoritmibsando a teoria de Lyapunov.
Uma contribui¢do inédita desta tese foi a analise da robulststes algoritmos a incerte-
zas.

Foi realizada uma analise do critério de otimizacdo do nréttidentificacédo pela
minimizacédo do erro de predicdo. Esta andlise resultou emigdes para que a funcéo
custo seja semi-convexa em um conjunto. Estas condi¢cOesosdiobuicoes inéditas
desta tese. Observou-se nestas condi¢des que o especinaldtesentrada utilizado no
experimento exerce grande influéncia na fungao custo. F@ogmoposta a manipulagéo
do espectro do sinal de entrada com o objetivo de ampliar artamda regido em que a
funcgéo custo é semi-convexa, e melhorar portanto a conveigg@ara o minimo global do
critério de otimizacdo. A manipulacao do espectro do sieamtrada, com o objetivo de
modificar a funcéo custo e melhorar a convergéncia dos tiguside otimizacao, € outra
contribuigcdo inédita desta tese. Foram entdo propostadeiuamentas para manipulas o
espectro dos sinais de entrada: a primeira € baseada ntoptejexperimentos enquanto
que a segunda € baseada na filtragem dos dados. Ambas a&feassfio contribuicdes
desta tese.

A escolha de espectros dos sinais de entrada é usualmditadaaurante a fase de
projeto do experimento. Esta escolha pode ser realizaddantio um problema de otimi-
zacdo, onde as caracteristicas desejadas para o espedinpeétas através de restricdes
ao problema. Foram apresentadas diversas restricoes ld#ageajue podem ser descri-
tas de forma convexa, o que facilita a resolu¢ao do problenmichizagcdo. Foram entéo
propostas restricdes de convergéncia para o projeto deiegreos. Estas restricdes ga-
rantem que a funcdo custo seja semi-convexa em um conjucdth&d pelo usuario.
Duas abordagens foram utilizadas para obter as restrighesrtvergéncia. A primeira
abordagem foi baseada Saenario Approacho qual resultou em condi¢cdes necessarias
para que a funcdo custo seja semi-convexa em um conjuntamfapresentados também
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os intervalos de confianca desta abordagem estocasticguAdaeabordagem foi base-
ada emS-proceduree resultou em condigOes suficientes para garantir que adwusdo
seja semi-convexa em um conjunto.

Em alguns processos ndo € possivel realizar um experimardocpletar os dados.
Nestes casos, ndo se pode utilizar as técnicas baseadasjeto pe experimento para
melhorar a convergéncia dos algoritmos de otimizacao. fi@bgproposta neste trabalho
uma outra técnica para melhorar a convergéncia dos algwitia otimizacao. Esta téc-
nica é baseada na filtragem dos dados, com o objetivo de nasdifiespectro dos sinais
utilizados pelos algoritmos de otimizagc&do. Observou-gegquando os dados séo filtra-
dos é removida uma parte importante da informacéao que estatida. Para minimizar a
perda de informacao, foi proposta uma filtragem iterativeadhalos, que em cada iteracao
remove uma quantidade menor de informacéo dos dados asigibasta maneira pode-
se utilizar a filtragem para melhorar a convergéncia dosritigos de otimizagéo sem
a desvantagem da perda de informagdo. Os métodos proposias domparados com
plataformas comercias de identificacdo de sistemas, e witadss obtidos mostraram o
melhor desempenho dos métodos propostos.

Neste trabalho foi considerado que todos os experimeratigados para coletar da-
dos séo realizados em malha-aberta. Num futuro ndo distaetende-se expandir 0s
resultados obtidos nesta tese para o0 caso em que os dadadetadas de um experi-
mento em malha-fechada. Outra hipotese utilizada nesetgge a estrutura do modelo
consegue representar o sistema do qual se deseja obter tomBdetende-se obter re-
sultados sobre a convergéncia dos algoritmos para os casqgseesta hipotese ndo é
respeitada.
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APENDICE A

A.1 Teorema KYP

SejaA € C™", B € C"*™ e M € H"*™ entdo as seguintes afirmativas sdo equiva-
lentes (YIPING, 2007).

1. ExisteP € H" tal que

[ P—-A*PA —A*PB

B'PA  B'PB ]+M>O

2. Paratodaw € R, u € C*, ,v € C™, se

M

(ej“’I — A) u = Bv

entao
[ v*]M[u]>O.
v

Se(A, B) é controlavel entdo a equivaléncia se mantém entre as duasiifas se
todas as ocorréncias deséao trocadas por.

A.2 Teorema de Parseval

Sejas(t) um sinal quasi-estacionarie, (w) seu espectro. Entdo



104

REFERENCIAS

ANDERSON, P.; FOUAD, APower System Control and Stability New York: IEEE
Press, 1977.

ARMIJO, L. Minimization of functions having continuous piat derivativesPacific
Journal of Mathematics, Berkeley, v.16, n.1, p.1-3, 1966.

ASTROM, K. J.Introduction to Stochastic Control Theory. New York: Academic
Press, 1970.

ASTROM, K. J.;: SODERSTROM, T. Uniqueness of the maximumliil@od estimates
of the parameters of an ARMA mod@EEE Transactions on Automatic Control,
Brookline, v.19, n.6, p.769-773, 1974.

BARENTHIN, M. et al. Identification for control of multivaable systems: controller
validation and experiment design via Imfsitomatica, EImsford, v.44, n.12,
p.3070-3078, 2008.

BAZANELLA, A. S.; CAMPESTRINI, L.; ECKHARD, D.Data-driven Controller
Design the H, approach. Netherlands: Springer, 2012.

BAZANELLA, A. S. et al. Iterative minimization of control peormance criteria.
Automatica, Elmsford, v.44, n.10, p.2549-2559, 2008.

BOMBOIS, X. et al. Least costly identification experiment émntrol. Automatica,
Elmsford, v.42, n.10, p.1651-1662, 2006.

BOYD, S. et alLinear matrix inequalities in system & control theory . Philadelphia:
Society for Industrial and Applied Mathematic, 1994.

CAMPESTRINI, L. et al. Identificag@o ndo-linear de um biatar através da
minimizagéo do erro de predigéo. In: CONGRESSO BRASILEIRD D
AUTOMATICA, 19., 2012, Campina Grandénais. .. S0 Paulo: SBA, 2012.
p.3066-3072.

CAMPI, M. C.; GARATTI, S.; PRANDINI, M. The scenario apprdator systems and
control designAnnual Reviews in Control, Oxford, v.33, n.2, p.149 — 157, 2009.

ECKHARD, D.; BAZANELLA, A. Data-based controller tuningmiproving the
convergence rate. In: IEEE CONFERENCE ON DECISION AND COMNIRA49.,
2010, AtlantaProceedings. . .New York: IEEE, 2010. p.4801-4806.



105

ECKHARD, D.; BAZANELLA, A. S. Optimizing the Convergence &fata-Based
Controller Tuning. In: EUROPEAN CONTROL CONFERENCE, 2082dapest.
Proceedings. . .Budapest: EUCA, 2009. p.910-915.

ECKHARD, D.; BAZANELLA, A. S. Optimizing the convergence data-based
controller tuningProceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Pa .
Journal of Systems and Control Engineering Bath, v.226, n.4, p.563-574, 2011.

ECKHARD, D.; BAZANELLA, A. S. On the global convergence ofaditification of
output error models. In: IFAC WORLD CONGRESS, 18., 2011 ,aiProceedings. ..
Laxemburg: IFAC, 2011. p.9058-9063.

ECKHARD, D.; BAZANELLA, A. S. Robust convergence of the gpest descent
method for data-based contratternational Journal of Systems ScienceHants, v.43,
n.10, p.1969-1975, 2012.

ECKHARD, D. et al. On the convergence of the Prediction ENMethod to its global
minimum. In: SYMPOSIUM ON SYSTEM IDENTIFICATION, 2012, Besels.
Proceedings. . .Laxemburg: IFAC, 2012. p.698-703.

GERENCSER, L.; HJALMARSSON, H. Adaptive input design inteys identification.
In: IEEE CONFERENCE ON DECISION AND CONTROL AND 2005 EUROPEA
CONTROL CONFERENCE, 44., 2005, Sevilleroceedings. . .New York: IEEE,
2005. p.4988-4993.

GEVERS, M.; BOMBOIS, X. Input design : from open-loop to cartoriented design.
In: IFAC SYMPOSIUM ON SYSTEM IDENTIFICATION, 14., 2006, Nevastle.
Proceedings. . .Laxemburg: IFAC, 2006. p.1329-1334.

GOODWIN, G. C.; AGUERO, J. C.; SKELTON, R. Conditions for lad¢€Convergence
of Maximum Likelihood Estimation for ARMAX Models. In: IFAGYMPOSIUM ON
SYSTEM IDENTIFICATION, 13., 2003, Rotterdar®roceedings. . .Laxemburg:
IFAC, 2003. p.797-802.

HJALMARSSON, H. From experiment design to closed-loop omnfutomatica,
Elmsford, v.41, n.3, p.393-438, 2005.

HJALMARSSON, H.; JANSSON, H. Closed loop experiment desgarinear time
invariant dynamical systems via LMI&utomatica, Elmsford, v.44, n.3, p.623-636,
2008.

HJALMARSSON, H.; MARTENSSON, J. Optimal Input Design foeelatification of
Non-linear Systems: learning from the linear case. In: AMEAN CONTROL
CONFERENCE, 2007, New Yorleroceedings. . .New York: IEEE, 2007.
p.1572-1576.

JANSSON, HExperiment Design with Applications in Identification for C ontrol.
Stockholm: KTH, 2004. 207p. Tese (Doutorado) — Royal Ingtiof Technology,
Stockholm, 2004.

JANSSON, H.; HJALMARSSON, H. Input design via LMIs admitjifrequency-wise
model specifications in confidence regiollsEE Transactions on Automatic Control,
New York, v.50, n.10, p.1534-1549, 2005.



106

KHALIL, H. K. Nonlinear systems Upper Sadlle River: Prentice Hall, 1996.

LEE, W. S. et al. On some key issues in the Windsurfer appraaeadaptive robust
control. Automatica, EImsford, v.31, n.11, p.1619-1636, 1995.

LINDQVIST, K.; HJALMARSSON, H. Identification for controladaptive input design
using convex optimization. In: IEEE CONFERENCE DECISION BICONTROL,
40., 2001, Orlandd?roceedings. . .New York: IEEE, 2001. v.5, p.4326—-4331.

LJUNG, L. System identification theory for the user. Englewood Cliffs: Prentice Hall,
1987.

LJUNG, L. System Identification Toolbox, User’s Guide4.ed. Natick: The
Mathworks, 2000.

LJUNG, L. Prediction error estimation metho@Srcuits, Systems, and Signal
Processing Cambridge, v.21, n.1, p.11-21, 2002.

LJUNG, L. Perspectives on system identificati@nnual Reviews in Control, Oxford,
v.34,n.1, p.1-12, 2010.

MEHRA, R. Optimal input signals for parameter estimatiomymamic systems—Survey
and new resultsAutomatic Control, IEEE Transactions on, Brookline, USA, v.19,
n.6, p.753-768, 1974.

POLAK, E. An historical survey of computational methods ptimal control.SIAM
review, Philadelphia, v.15, n.2, p.553-584, 1973.

PUTINAR, M. Positive polynomials on compact semi-algebisstsindiana
University Mathematics Journal, Bloomington, v.42, n.3, p.969-984, 1993.

RIEDLE, B.; PRALY, L.; KOKOTOVIC, P. Examination of the SPRedition in output
error parameter estimatioAutomatica, Elmsford, v.22, n.4, p.495-498, 1986.

ROJAS, C.; HJALMARSSON, H.; HILDEBRAND, R. MIMO experimedesign based
on asymptotic model order theory. In: IEEE CONFERENCE ON CHON AND
CONTROL AND 28TH CHINESE CONTROL CONFERENCE, 48., 2009, Sglaai.
Proceedings. . .New York: IEEE, 2009. p.488-493.

SODERSTROM, T. On the uniqueness of Maximum Likelihood tifation.
Automatica, Elmsford, v.11, n.2, p.193-197, 1975.

SODERSTROM, T.; STOICA, P. Some properties of the outputremethod.
Automatica, Elmsford, v.18, n.1, p.93-99, 1982.

SODERSTROM, T.; STOICA, PSystem Identification Hemel Hempstead,
Hertfordshire: Prentice-Hall International, 1989.

SPIEGEL, M. RManual de Férmulas, Métodos e Tabelas de Matematic®.ed. Sao
Paulo: Mc Graw Hill, 1992.

YIPING, C. A Proof of the Discrete-Time KYP Lemma Using Segfidite
Programming Duality. In: CHINESE CONTROL CONFERENCE, 20B&ijing.
Proceedings. . .New York: IEEE, 2007. p.156-160.



107

ZOU, Y.; HEATH, W. P. Conditions for Attaining Global Minimm in Maximum
Likelihood System Identification. In: IFAC SYMPOSIUM ON SYEM
IDENTIFICATION, 15., 2009, Saint-MaldProceedings. . .Laxemburg: IFAC, 2009.
p.1110-1115.

ZOU, Y.; HEATH, W. P. Global convergence conditions in mamimlikelihood
estimationInternational Journal of Control , Southampton, v.85, n.5, p.475-490,
2012.



