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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma solucao analitica para a equacao de
cinética unidimensional de difusao de néutrons, para o modelo de dois grupos de
energia, nas geometrias cartesiana e cilindrica, pelo método espectral. A ideia ba-
sica desta metodologia consiste na expansao da solu¢ao para os fluxos de néutrons
rapido e térmico, assim como, a solucao para as concentracoes de precursores de
néutrons atrasados, em séries de autofungoes adequadamente escolhidas para a geo-
metria considerada, ou seja, funcoes seno para a cartesiana e Bessel para a cilindrica.
Dessa maneira, substituem-se estas expansoes na equacao de cinética, integrando a
equacao resultante multiplicada pelas autofuncoes apropriadas a geometria estu-
dada e, ao usar a propriedade da ortogonalidade, obtemos uma equacao diferencial
matricial linear de primeira ordem com solucao conhecida. Assim, ao lancar mao
das autofuncoes adequadas, mostramos a generalidade desta metodologia para so-
lucao deste tipo de problema nas geometrias consideradas. Por fim, apresentamos
simulagoes numéricas e comparagoes com resultados da literatura para os fluxos de

néutrons e concentracoes de néutrons atrasados.
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ABSTRACT

In this work, we report an analytical solution for the kinetic one-
dimensional neutron diffusion equation for the two-group energy model, in cartesian
and cylindrical geometry, by the spectral method. The basic idea of the proposed
methodology, relies on the expansion of the fast and thermal neutron fluxes, as well,
the delay neutron precursors concentrations, in a series of eigenfunctions, properly
selected for the geometry considered, we mean sine functions for cartesian geometry
and Bessel functions for cylindrical geometry. Replacing these expansions in the
kinetic equation, taking moments and using the ortogonality property, we come out
with a linear first order matrix differential equation with a well known solution.
Actually, we have shown the generality of the proposed methodology to work out
this kind of problem for the geometries considered using properly the eigenfunctions.
Finally, we present numerical simulations and comparisons against literature results

for the neutron fluxes and delayed neutron precursors concentrations.



1 INTRODUCAO

O modelo de cinética de reatores que envolve a equacao da difusao de
néutrons é util para analisar pequenos transientes no contexto da teoria de reatores
nucleares. Em muitas abordagens encontradas na literatura, sao usados esquemas
numéricos para encontrar solucoes aproximadas. Por causa do carater rigido dessas
equacoes, esses modelos numéricos demonstram uma elevada dificuldade de conver-
géncia para a solugao. Mesmo sofisticadas técnicas de aceleracao da convergéncia
estao limitadas a uma certa precisao. Com estas observagoes, objetivamos nesse

trabalho construir solugoes que nao sao afetadas pela técnica numeérica.

Matematicamente, as equacgoes de cinética sao do tipo Stiff pelo en-
volvimento de amplas diferencas nas ordens de grandeza da escala de tempo nos
fendmenos fisicos, e esse fato é o que as torna de dificil solucao. Nessa teoria, as
equacoes de cinética se dividem em duas: a pontual e a espacial, sendo que a pri-
meira é um modelo simplificado que assume um fluxo de néutrons com distribuicao
espacial fixa no tempo. Quando as equacoes tém coeficientes constantes, as solucoes
analiticas sao facilmente estabelecidas [1][2], mas elas tornam-se complicadas quando
os coeficientes variam com o tempo. Por assumir uma distribuicao espacial fixa, a
solucao se restringe a reatores muito pequenos nos quais a distribuicao espacial nao
fica sensivel a mudancas locais nas propriedades do reator e, como essas mudan-
cas sao fundamentais, o modelo se torna inadequado para varios tipos de situacoes.
Os experimentos feitos por Yasinsky e Henry [3] demonstraram a inadequabilidade
das equacoes da cinética pontual e a necessidade de modelos mais sofisticados, o
que despertou o interesse para a questao dos problemas de cinética espacial. Com
isso, foram feitas muitas anélises comparativas entre a cinética pontual e a espacial,

proporcionando uma maior compreensao da aplicabilidade de cada modelo.



No livro de Keepin [4], temos um dos primeiros trabalhos a estudar a
cinética de reatores, o que proporcionou desenvolver uma gama de métodos para
a obtencao da solucao desse tipo de problema. Destacamos, dentre esses métodos,
o método quase-estatico 5] [6], no qual é considerado uma densidade de néutrons
como um produto de uma fungao amplitude - dependente do tempo, usando escalas
curtas de tempo - e uma funcao forma - dependente de todas as variaveis inclusive
do tempo s6 que com escalas longas. Ha também os métodos modais [7] [8] e nodais
[9], os quais tratam a parte espacial separadamente, o primeiro tratando a parte
temporal por amplitudes modais (método modal), e o segundo trabalhando com
constantes de acoplamento nodais (método nodal). Podemos encontrar em Kaplan
et. al. |10] uma revisdo de métodos numéricos e analiticos e, em Sutton e Aviles
[11], encontramos uma revisao sobre métodos utilizados para célculos em cinética

espacial.

Devido a importancia como referéncia no desenvolvimento e qualifica-
¢ao de codigos numeéricos, tem-se dado uma grande atencao aos métodos analiticos.
A explicacao para tal atencao é que pode-se verificar a confiabilidade do método nu-
mérico utilizado, pois além de separar os efeitos numericamente induzidos daqueles

causados pelo proprio modelo, ainda determina as suas limitagoes [12].

O trabalho feito por Case et al. [13] é citado por Oliveira [14] como
o primeiro benchmark analitico em teoria de transporte. Recentemente Petersen
et al. [15] resolveram a equagao de cinética pontual de difusao de néutrons para
a geometria cartesiana em um modelo de dois grupos de energia pela técnica da
transformada de Laplace. Em outro trabalho, Gongalves et al. [16] e Vilhena et al.
[17] resolveram a equagao do transporte de néutrons em geometria cilindrica consi-

derando espalhamento anisotropico e isotropico, usando a transformada de Hankel.

Neste trabalho, apresentamos uma solucao analitica para as equagoes

de cinética unidimensional tanto em geometria cartesiana quanto em geometria ci-



lindrica, através da aplicacao da Técnica da Transformada Integral Generalizada
GITT (Generalized Integral Transform Tecnique) combinada com a soluc¢ao do sis-
tema de equacgoes diferenciais ordinarias resultante. A técnica da GITT estd bem
estabelecida para resolver analiticamente equacoes diferenciais lineares para uma
grande classe de problemas na area da Fisica e da Engenharia. A abordagem princi-
pal desse método consiste em construir transformacoes a partir dos termos adjuntos
do laplaciano encontrado nesse tipo de problema. Assim, podemos escrever a solu-
¢a0 como uma expansao em série de autofuncoes ortonormais obtidas da solucao de
um problema de Sturm-Liouville construido a partir dos termos adjuntos. A orto-
gonalidade das autofuncoes completa as transformacoes, para pensar esse método

nos valemos dos livros de Cotta e Mikhaylov [18] e Cotta [19]]20].

Em um primeiro momento, aplicamos a técnica as equagoes de ciné-
tica de néutrons para as duas geometrias, considerando um caso unidimensional,
monoenergético e com um grupo de néutrons atrasados. Como, na derivacao para
a concentracao de precursores de néutrons atrasados determinamos uma equagao
linear de primeira ordem na varidvel temporal e espacial, introduzimos um termo de
difusao ficticia multiplicado por um valor pequeno € para tornar possivel a aplica-
cao da GITT, procedimento este, que nos permite resolver o conjunto de equagoes
pelo método discutido. Em um segundo momento, obtemos uma equacao diferen-
cial matricial simples de solucao bem conhecida, nos propiciando fazer para cada
geometria, o mesmo procedimento para obter a solucao, considerando agora dois
grupos de energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados. O trabalho
apresenta, ao final de cada anélise, simula¢des numéricas com anélise de resultados
obtidos com precisao controlada pela ordem de truncamento da série. Para fins de
complemento, fizemos uma comparagao entre as duas diferentes geometrias abor-
dadas até entao, sugerindo um comportamento semelhante entre as duas solugoes

quando consideramos valores suficientemente grandes da variavel espacial.



A presente dissertacao esta estruturada da seguinte maneira: no ca-
pitulo 2, apresentamos a derivacao do modelo fisico a ser estudado nos capitulos
posteriores; no capitulo 3 implementamos a metodologia para o problema de ciné-
tica de difusao de néutrons considerando a geometria cartesiana, juntamente com
resultados obtidos; no capitulo 4, implementamos a metodologia proposta consi-
derando a geometria cilindrica, juntamente com resultados obtidos; no capitulo 5,
fizemos uma comparacao entre os dois tipos de geometrias abordadas, conjecturando
um aspecto semelhante entre as solucoes para um valor suficientemente grande da
varidvel espacial. Por fim, no capitulo 6, encontra-se a conclusao para este tra-
balho, assim como uma problematizacao ainda presente no campo da Matematica

Aplicada.



2  EQUACAO DE MULTIGRUPO DE
CINETICA DE DIFUSAO DE NEUTRONS

Neste capitulo, apresentaremos a derivacao da equacao de néutrons
para o modelo multigrupo, bem como, a equacgao de cinética espacial em geometria

cilindrica e cartesiana.

2.1 Equacao de difusao de néutrons

Para derivar as equagoes de difusao de néutrons na formulacao de mul-
tigrupos, uma das maneira mais simples é aplicar o conceito do balanco de néutrons
para um grupo de energia dado, equilibrando as formas com que os néutrons podem
entrar ou sair desse dado grupo. Ao utilizar uma aproximacao de multigrupos de
energia, discretizamos a variavel energia em G grupos/intervalos como representado

na figura (2.1):

Figura 2.1: Representacao que discretiza a variavel energia em G grupos.



Esse equilibrio pode ser representado através do esquema abaixo:

Taxa de variagao temporal
Perda devido Perda devido a
do fluxo de néutrons = - —
a fuga absorcao no grupo g
no grupo g
Espalhamento de Espalhamento de Fonte de
— |néutrons para fora| + néutrons para + | néutrons
do grupo g dentro do grupo g no grupo g

Deve ser notado que levamos em conta o fato de que a colisao de es-
palhamento pode alterar a energia do néutron e, portanto, remové-lo do grupo g.
Vamos caracterizar a probabilidade de espalhamento de néutrons de um grupo ¢’
para o grupo g por uma aproximacao da secao de choque diferencial de espalhamento
€]
e, assim, caracterizamos por Y, = Z Efjg/.
g'=1
9'#9
Iremos definir similarmente uma secao de choque de absor¢ao no grupo
g denotada por X,4 e um termo de fonte S, como uma taxa de néutrons produzidos
no grupo g por uma fonte. Por tltimo, temos o coeficiente de difusao do grupo g,
representado por Dy. Assim, se combinarmos todos esses termos, encontramos uma

expressao matematica que representa esse balanco:

19 c

U_ga(pg =V - DV, — Sag — Deg + Zl Yeggbe +S, 9g=1,2,...,G  (2.1)
g:
g'#g

se considerarmos o termo de fonte devido a fissao, entao podemos escrever:

G
Sg = Xy Z yg/2f9/¢g, + S;wt (22)

g'=1



Com isso, podemos escrever as equacgoes multigrupo de energia da di-

fusao de néutrons como:

10 ¢
U_a(ﬁg(rut) = V ' Dg<r7t)v¢g(rut) - E(zg<r>t)¢g(rat> - Z ngg’(rat> gZ%(I‘,t)
o
G G
+ Z Negg(T, 1) Py (,1) + X4 Z Vg Spy (1, 1)y (r,1) + S (r, 1) (2.3)
=1 g'=1

o
para g,g € {1,2,...G}, onde:
¢q4(r, t) representa o fluxo escalar de néutrons na posi¢do r do grupo g no tempo t;
vy representa a velocidade dos néutrons na posigao r do grupo g no tempo ¢;
D,(r,t) representa o coeficiente de difusdo na posi¢do na posigdo r do grupo g no
tempo t;
Ya(r,t) representa a se¢do de choque macroscopica de absor¢do de néutrons na
posicao r do grupo g no tempo t;
Ysgq (T, 1) representa a secdo de choque macroscopica de espalhamento de néutrons
na posicao r do grupo g para o grupo ¢’ no tempo t;
Ysg4(r, ) representa a se¢do de choque macroscopica de espalhamento de néutrons
na posicao r do grupo ¢’ para o grupo g no tempo t;
Xg representa a fragao de néutrons que aparece no grupo g;
vy representa o niimero médio de néutrons emitidos na fissao do grupo ¢';
Y ;g (r,t) representa a secao de choque macroscopica de fissdo de néutrons na posicao
r do grupo ¢’ no tempo t e
Sg‘”t(r, t) representa a fonte externa de néutrons na posigdo r do grupo g no tempo

t.



Para o caso de dois grupos de energia, da equacao (2.3) tem-se:

Ull%qzﬁl(r, t) = V-Di(r,t)Voi(r,t) — X (r,t)p1(r, t) — Xs101(r, 1)
2
+ ) Sylr, )y (r,t) + Si(x,t) (2.4)
oo
é%¢2( y t) V DQ(I', t)V(bg(r, t) — Ea2<r, t)¢2(1’, t) — 252¢2(r, t)
2
) Sagg(r, )y (r,t) + Sa(r, t) (2.5)
ooy

Em ambas as equagoes, assume-se que os néutrons aparecem instan-
taneamente apos a fissdo. O termo v ¢,(r,t) representa a taxa de produgao de
néutrons por fissdo no grupo g e tem dimensao de néutrons dada por cm? por se-
gundo. O que ocorre na realidade é que existe uma fracao de néutrons que sao
produzidos no decaimento dos produtos de fissao que ocorre subsequente aos produ-
tos de fissao. Os néutrons produzidos na fissao sao chamados de néutrons prontos,

j& os néutrons originarios deste decaimento sao chamados de néutrons atrasados.

2.2 Equacgao de cinética de difusao de néutrons

Os néutrons atrasados nao tém as mesmas propriedades que os néutrons
prontos produzidos diretamente da fissao, uma delas é que a energia média dos
néutrons prontos é maior do que a energia média dos néutrons atrasados [7]. Ha pelo
menos um impacto importante no ciclo de vida do néutron relacionado aos néutrons
atrasados: o fato de que os néutrons atrasados tém probabilidade menor de fuga
do nicleo por "nascerem"com energias mais baixas e, assim, viajam distancias mais
curtas. De acordo com a sua meia-vida, podemos reunir os produtos de fissao em 6

grupos. A tabela abaixo mostra a fragao de néutrons atrasados para o combustivel

235
Uz,



Tabela 2.1: Constante de decaimento e fracao de néutrons atrasados para cada grupo

de energia do U?3°.

Grupo (U*®) | Constante de decaimento \;(s™!) | Fragdo f;
1 0,0124 0,00022
2 0,0305 0,00142
3 0,111 0,00127
4 0,310 0,00257
5) 1,14 0,00075
6 3,01 0,00027

6
Por definicao, 3 = Z ;. Logo, pela tabela acima, para o Uranio Ugs®

=1

temos § = 0,0065, o que Signiﬁcla que os néutrons atrasados correspondem a 0, 65%
dos néutrons produzidos por fissao desse elemento. Importante ressaltar que para
uma escala de tempo maior, essa porcentagem é significativa. Agora vamos definir
um conjunto de equagoes que descrevem a dependéncia temporal da concentracao
de precursores de néutrons atrasados no entanto devemos avaliar os mecanismos

de perda e ganho dos precursores. Na mesma tabela 2.1, apresentamos algumas

constantes de precursores de néutrons atrasados.

O balanco da variacao temporal ¢ dado pela producao do precursor
através da fissao e pela perda causada pelo posterior decaimento. Os néutrons
produzidos pelo grupo i, considerando G grupos de energia, podem ser contabilizados
da seguinte forma: multiplicando a taxa de producao de néutrons na fissao (soma das
taxas de producdo de néutrons em cada grupo de energia) pela fracdo de néutrons

atrasados, de forma que para i € {1,2,...6} tem-se:

G
Z ﬁiug/Efgz(r)gzﬁg/(r,t) (26)
g'=1
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Ja a perda é dada pela taxa de decaimento do precursor que pode ser
expressa como o produto da concentra¢ao do precursor C;(r,t) e da sua respectiva

constante de decaimento \; para i € {1,...6}

Portanto, a equacao de balanco que representa a variacao temporal da
concentragao de precursores, considerando G grupos de energia e i € {1,...6}, é dada
por:

0

5, Cilr 1) = =\ Ci(r +Z@yg/zfg 1)y (r, 1) parai=1,..6 (2.7)

g'=1

Se incluirmos os néutrons atrasados através da fragao de néutrons atra-
sados 3; e da taxa de decaimento \; para cada precursor, junto com a inclusao da
equacao de balango para a concentracao de precursores e definindo a secao de choque
macroscopica de remo¢ao no grupo g como Xpgy(r,t) = X,4(r, t) + Xgy(r, t), temos,
considerando o modelo de multigrupo de energia sem fonte externa, as equacoes

multigrupo da cinética espacial dadas por:

10 ¢
vy a(bg(r,t) = V- Dy(r,t)V,(r,t) — Xpgy(r, t)oy(r, ) + Z sg/g(T, 1)y (r, 1)
g'=1
G
+ Z(l — ﬁ)XZVg/ng/(I' + ZXdA C
g'=1
P G
SOt = Y B (r, 06y (1) — AC(r. 1) 23)
g'=1

onde x¥ e X;l sao os espectros de fissao do grupo g para, respectivamente, os néutrons

prontos e os néutrons atrasados.

Essas equacoes que descrevem o fluxo de néutrons em um reator, in-

cluindo os néutrons atrasados, servirao de objeto de estudo desse trabalho.
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3 SOLUCAO DA EQUACAO DA CINETICA
ESPACIAL PARA GEOMETRIA
CARTESIANA

Neste capitulo, pretendemos desenvolver a solucao para o sistema de
equacoes derivadas do capitulo anterior, considerando o problema unidimensional
em geometria cartesiana. Para isso, iremos considerar um dominio homogéneo,
simplificado da seguinte forma: D(z) = D, ¥,(x) = E,, Xf(z) = X e Eyy(z) = Xy
Ao definir essa simplificacao, consideramos dois casos: o primeiro com um grupo de
energia e um grupo de precursores, e segundo com 2 grupos de energia (térmico e

rapido) e 6 grupos de precursores de néutrons atrasados.

3.1 Caso monoenergético com um grupo de precursor de

néutrons atrasados

Para exemplificar a ideia do método proposto, vamos considerar o sis-
tema de equagOes abordado no capitulo anterior. A equagdo (2.8), com todas as

suposicoes, pode ser escrita como exposta a seguir:

%%¢(w, t) = DV?¢(z,t) — Seod(x,t) + (1 = B)rSré(x,t) + AC(2,1)
%C(w, t) = —=AC(x,t)+ frEsp(x,t) (3.1)
2 o’
Como V?¢(z,t) = @Qﬁ(x, t), obtemos:
Lo = D o 1 Y — X AC
So0lwt) = Dasolw )+ [(1 = BBy — B 6l 6) + AC(z 1
2C(yc,zf) = —A\C(x,t) + frEiso(x,t) (3.2)

ot
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ondet > 0e0 < x < L, com as seguintes condigdes de contorno, ¢(0,t) = 0 = ¢(L, t)

e com as condi¢oes iniciais dadas por

¢(z,0) = ¢o()

0w, 0) = PZg() (3.3)

aqui ¢p(z) denota o fluxo de néutrons no tempo inicial, e como temos apenas um

6
grupo de precursores, usamos a média A=t = 871 E Bt
i—1

Antes de iniciarmos a resolucdo desse sistema, vamos primeiramente
adicionar o seguinte termo:
2

V20 (2, 1) = E%C(x, ) (3.4)

com o objetivo de aplicar o método espectral GITT [19] para resolver o problema.
Assim, vamos considerar um novo sistema de equacoes, onde o valor de € é muito
pequeno e positivo, afim de a solucao do novo problema tender & solucao do pro-
blema inicial. Para a concentracao também iremos assumir as condicoes de contorno

homogéneas.

Portanto, o sistema dado em (3.2) pode ser escrito como

Lo = D i 1 Yip— X AC
;a (ZL’,t) - @ (I7t)+[< _B)V = a]¢(x7t)+ (m7t)
2
%C(w, t) = G%C(ZI}, t) — AC(z,t) + priso(z, t) (3.5)

A existéncia de um termo de difusao na equacao da concentracao de
precursores permite a aplicagao do método GITT expandindo o fluxo de néutrons e

. N nrr\ N
a concentracao de precursores em termos das autofuncoes {sen <T>}
n=1

Em consonancia com a nossa anélise, definiremos o que é um conjunto

ortogonal de fungoes e uma norma.
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Defini¢ao 3.1.1 (Conjunto ortogonal). Diz-se que um conjunto de fungoes com

valores reais { fo(x), f1(x), fa(x),...} € ortogonal em um intervalo |a,b] se

Uned) = [ e fula)de =0, m A

Definicao 3.1.2. A norma, ou comprimento generalizado, de uma funcao f, em

um intervalo [a,b] € || fn()|| =/ (fn, fn), ou mais precisamente

b
@l =) [ f2(e)is
a
Com essas defini¢oes temos uma propriedade importante para as auto-

funcoes determinadas anteriormente:

Proposicao 3.1.1. O conjunto {sen (v1z),sen (yz),...sen (v,x),...} € um con-

L
junto ortogonal no intervalo [0, L], e || sen (v,x) || = 5 onde y, = .

Prova A demonstracao se da avaliando a seguinte integral:

L
/ sen () sen (y,x) d
0

Primeiramente analisando o m # n, temos

/0 sen (V,x) sen (Ymx) dv = % /0 [cos (Y — Ym) @) — cos (Y + Vm) @) d
1 |sen [(yn — Ym) 7] _ sen (v + Ym) 7] "

5 Tn — Tm Tn + Ym 0
L [sen((n—m)7w) sen((n+ m)mn)
:| |-

(n—m)m (n+m)m
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Se m = n, temos

L L
1
[ sen (ya2) |I* = / sen (Vo) d :5/ 1 — cos (2y,x) dz
0 0
_ L[ sen(2y)]”
2] 2% |y
_ 1 I sen Q”WL) 0— sin(0)
2 2n7r QH—LT
_ 1 I sen(2n)
2 2n7r
2
L
Jsen () | = 45

Antes de supormos uma possivel solu¢ao para (3.5), atentamos para a

seguinte definicao:

Definicao 3.1.3. Se {f,.(x)} é um conjunto ortogonal de fun¢ées no intervalo [a, b]
com a propriedade de que || f.(z)|| = 1 paran = 1,2,3, ..., entdo {f.(z)} € chamado

um conjunto ortonormal no intervalo [a,b).

Portanto, podemos concluir direto da definicao que o conjunto

{\/%sen (1), \/%sen (22) , ...\/%sen () | }

¢ um conjunto ortonormal. Com isso, vamos supor como uma possivel solugao para
(3.5) uma série que envolve um produto de autofun¢oes ortonormais no espago por

fungoes no tempo, ou seja, vamos supor que:

oo, t) = \/% > nlt) sen(nz) (3.6)
Clz,t) = \/% D &alt) sen(vpz) (3.7)
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Nosso procedimento é substituir as equagoes (3.6) e (3.7) no sistema
de equagoes dado em (3.5), lembrando que determinamos autofuncoes de modo que

satisfaca %Qn(x) = —72(,(x), com isso temos
2 = d 2 = 5
JES L tsentrue) = —oDy2 S (62) eult)sentan)
n=1 n=1
+ o[l =By - X \/%Z pn(t) sen ()
n=1
+ m\/% D &a(t) sen(ynz) (3.8)
n=1
e para a segunda equagao:
\/zi ifn(t) sen(v,z) = —6\/2502 (7721) En(t) sen(v,x)
L n=1 dt L n=1
_ )\\/%Z &a(t) sen (v, )
n=1

+ ﬁuzf\/% Z ©n(t) sen(v,z) (3.9)

O proximo passo consiste em multiplicar as equagoes (3.8) e (3.9) por

%sen(ymx), m € N fixo, e depois integrar a variavel espacial em todo o intervalo,

em outras palavras aplicar o operador integral:

\/% /O L(-) sen(ymz)dz (3.10)
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reagrupando os termos temos

23 G [ s senudz =0 (1)

+% Zl [—BvEs] on(t) /0 sen(yp,x) sen(v,x)dx
2 = 5 L
+2 3 [ + A &l /0 sen(ymz) sen(ynz)de =0 (3.12)

Ja observamos que as fun¢oes sen(v,z) sdo ortogonais em [0, L], assim
podemos concluir que todos os termos da série para os quais m # n a integral
L
/ sen(7y,x) sen(v,, )dz vale zero. Logo, quando m = n temos um sistema de equa-
0
coes diferenciais ordinérias dado por:
d 2
g Pon(t) o [D(7) + 20 — (1= B)vEy] @u(t) + [-vA] &u(t) = 0 (3.13)
d
o)+ B en(t) + [ +A] &) =0 (3.14)
Se truncarmos a série na ordem N, podemos representar o sistema de

forma matricial como abaixo:

d(enll) + A B [enll) =0 (3.15)

4t \ &a () C D) \&l(t)
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para 1 < n < N, nos quais A, B, C e D sao matrizes diagonais de ordem N, que

podemos representar por

2
= {ann},onde a,, =v {D (%) +3, — (1= p)vEy
= {bun},onde b,, = [V
= {Cn,n}a onde Cnn = [_ﬂyz]f]

{dnn},onde d,,, = [evfl + /\}

C a w »
|

Dessa maneira, notamos que a equacao (3.15) é uma equacao matricial

linear homogénea de primeira ordem e pode ser escrita como

X'(t) + FX(t) =0 (3.16)
onde
X(t)z @n(t)
&n(?)
, d @n(t)
X'(t) = — .
0=l (317)
A B
F =
C D

assim podemos verificar que a matriz F também pode ser expressa como

v DY+ 3, — (1—- By 0 0 oA 0 0
0 : 0
0 coo v[DYE + 3, — (1= B)vEy] 0 cee o —OA
—BrSy 0 0 i +A 0 0
0 : 0

0 —Briy 0 i



18

No qual, para esse tipo de sistema, temos a solugao bem conhecida

como
X = e F'X(0) (3.18)

em que a condicado inicial X(0) é o vetor

X(0) = (3.19)
£x(0)

e aplicando o mesmo operador para as condigoes iniciais, temos

$o(x) = o(x,0) = \/%i on(0) sen(ynz) =
\/>/ Po() sen(ypx)d =7 Z ©n(0 / sen(yp,x) sen(ymr)dr =

:\/; /0 bo(x) sen(yz)de.  (3.20)

com n = m. Com o mesmo raciocinio para &,(0), temos

BVZf

&n(0) = m

©n(0) (3.21)

Com a nossa solucao quase pronta, alertamos que para problemas ma-
triciais nos quais os autovalores da matriz F sao distintos, podemos entao expressar

a exponencial de matriz dada em (3.18) como
Pl = Ye Pslyt (3.22)

onde Y ¢ a matriz dos autovetores de F, Dy ¢ a matriz diagonal dos autovalores de

F e Y™ !éainversa de Y. Assim, podemos reescrever a solugao X(t) como:

X(t) = Ye Pty 1X(0). (3.23)
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3.2 Resultados numeéricos

Para validar a metodologia proposta na segao anterior, resolveremos
computacionalmente, usando o software MATLAB, um problema considerando os

parametros nucleares da tabela abaixo:

Tabela 3.1: Paradmetros nucleares.
D [em] 0,96343

v [em/s] 1,1035 x 107
Y, [em™Y | 1,5843 x 1072
v3; [em™] | 3,3303 x 102

I6] 0, 0065
A s 0,0764467

Importante relembrar que nesse capitulo estamos considerando um tipo
de placa plana (geometria cartesiana) para meio homogéneo, com condi¢oes de con-
torno dadas por ¢(0,t) = ¢(L,t) = 0, e tamanho de placa L = 20 ¢m como indicado

abaixo:

VAcUuo vacuo

Figura 3.1: Geometria cartesiana

Para o fluxo inicial ¢o(z), usaremos ¢o(z) = 1,2 néutrons/cm?s. Vamos
primeiramente usar os calculos com o objetivo de mostrar a convergéncia da solucao
do problema transformado, fazendo e tender a zero. Para isso, fizemos os valores

de € variarem de 10~ até 107 com 2 termos da série para o ponto x = 10cm e
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t = 2s. Os resultados podem ser observados na tabela (3.2). Podemos notar que

para € = 10710 ¢ ¢ = 107! o fluxo ¢ igual até a décima quinta casa decimal.

Tabela 3.2: Convergéncia do fluxo de néutrons com relagao a e.
€ #(10,2) [em™2s71]
107 | 0,043701628494462
107° | 0,043701822591200
1075 | 0,043701842000072
1077 | 0,043701843935804
107% | 0,043701844134206
107 | 0,043701844149465
10710 | 0,043701844157098
1071 | 0,043701844157098

Agora verificaremos a convergéncia de acordo com o namero de termos
da série. Na tabela (3.3) mostramos os valores de ¢(10,2) obtidos através do au-
mento do nimero de termos em até 200 e considerando ¢ = 107!°. Por inspecio,
percebemos que h& uma precisao de 8 casas decimais utilizando os primeiros 150
termos da série, o que d4 uma precisao de 8 algarismos significativos para e = 10719,

exceto pelo erro de arredondamento.
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Tabela 3.3: Convergéncia do fluxo de néutrons com relagdo ao nimero de termos da

série.

N | ¢(10,2) [em™2s7!]

2 | 0,043701844157098
10 | 0,043300325203548
20 | 0,043293900832785

30 | 0,043294858060102

40 | 0,043294543942724

20 | 0,043294684586088

60 | 0,043294609324553
70 | 0,043294654312047
80 | 0,043294625243956
90 | 0,043294645079552
100 | 0,043294630927969
150 | 0, 043294669886628
200 | 0,043294667371870

Depois de mostrada a convergéncia do método, fizemos um grafico para
o fluxo de néutrons em funcao da varidvel espacial, para tempos diferentes, que
estd representado na figura (3.2). Para o grafico do fluxo em fungao de x e ¢, dado
na figura (3.3), observamos a medida que o tempo aumenta, o fluxo diminui, ou
seja, quando o tempo tende ao infinito o comportamento do fluxo tende a solucao
estacionaria. Um comportamento semelhante é observado para a concentracao de

precursores no grafico da figura (3.4).

O grafico da figura (3.5) mostra o tempo computacional gasto em fungao

do nimero de termos da série truncada.
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0.025F -

o(x) [néutrons/em? s|

0.015f =

0.005f - J

o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
z[em]

Figura 3.2: Grafico do fluxo em funcgao da variavel espacial para alguns instantes

¢z, ) [néutrons/em? s

x[em)] t[s]

Figura 3.3: Grafico do fluxo em funcao de x e ¢
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C(z,t) [néutrons/em?|

Figura 3.4: Grafico da concentragao de precursores de néutrons atrasados em funcao

dexet

tempo [s]

Figura 3.5: Tempo computacional em funcao do niimero de termos da série truncada
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3.3 Solugao para o modelo de dois grupos de energia e seis

grupos de precursores de néutrons atrasados

Nessa secao, abordaremos a metodologia para o caso de dois grupos de
energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados. Consideraremos para
esse tipo de aplicacao, o grupo 1 de energia como o grupo rapido, e o grupo 2 como
o térmico. O limite de energia do grupo térmico é escolhido suficientemente alto

para que o espalhamento do grupo 2 para o grupo 1 possa ser ignorado.

De acordo com as equagoes dadas em (2.8) e reagrupando termos, temos

para esse caso o seguinte sistema:

2
lg(bl(iﬂ,t) = Dl%@ﬁ(ﬂ%t) + (1= 8)xinnZp — (Zar + Xso1)] ¢ (2, 1)

+ [(1 = B) XireZyp2 + X 2(, 1) + X7 Z AiCi(x,t) (3.24)

10 0?
——¢o(x,t) = D2—¢2($ t) +[(1 = B) xoraXips — (Zaz + La12)] @a(, 1)

=2}

+ [(1 - ﬁ) nglzfl + E5512] ¢1($, t) + Xg Z )\ZCZ(SE, t) (325)

i=1
%Cz(l', t) = 5Z‘V12f1¢)1($, t) + le/ng2¢2(l‘7t) — )\zC’z(x, t) 7= 16 (326)
com condicoes iniciais dadas por
¢1(z,0) = ¢10(x)
$2(x,0) = ¢270(x)
CZ'<I, 0) = é {I/lzflqﬁl’o(l‘) + V22f2¢2,0(l’>] (327)

Ai

Em um procedimento semelhante ao que foi abordado para o caso mo-
noenergético, introduziremos o termo de difusao ficticia na equacao para a concen-

tracao de precursores (3.26), e assim temos
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0 0?
Eci(xat) = E@Ci(xu t) + B X1 (z,t) + BivaXpaga(w, t)

Com isso, vamos resolver o conjunto de equagoes formado por (3.24),
(3.25) e (3.28), supondo que o fluxo para o grupo rapido, o fluxo para o grupo

térmico e as concentracoes possam ser expandidas nas seguintes séries:

¢i(z,t) = \/%Z%,n(t) sen (Y, ) (3.29)
P2(x,t) = \/%Z@m(t) sen(7,) (3.30)

Ci(xz,t) = \/%me(t) sen(v,z) i=1..6 (3.31)

Ao substituir as expansoes (3.29), (3.30) e (3.31) nas equagoes dadas em
d2

(3.24), (3.25) e (3.28), e ao lembrar que as autofungoes satisfazem o [sen(y,x)] =
x

—(7m)? sen(y,2), temos

oo d o0
\/%Z E@l,n(t) sen(vy,x) = —U1D1\/%Z(’Yn)2901,n(t) sen(v,x)
n=1 n=1
+u1 [(1 = B) xinZ g — (Za1 + Xs21)] \/%Z 1., (t) sen(v,x)
n=1

2 o
+o1 [(1 = B8) X{veXr2 + Xai] \/ I’ ; 0o (t) sen(y,x)

+v1X} Z /\Z-\/% (Z Ein(t) sen(%x)) (3.32)
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2 o= d 2 —
- - P ,n(t) Sen(an) = —va Do/ — (771)2(:0 ,n(t) Sen(’ynx>
\/L;dtz 5 2\/L; 5
+2 [(1 = B) xgvaXip2 — (B2 + Zar2)] 4 % > an(t) sen(ynz)
n=1

2 oo
2 [(1 = B) x5 81 + Eaaa] 4 7 ; ©1.0(t) sen(y,x)

+uy X4 Z)\ \/% (2 Ein(t) sen(w)) (3.33)

[Zdtizn ) sen( ) = \/>Z () &in (t) sen ()
BT \E S pralt) sen(our) + BiV2Ef2\/; S panlt) sen(r2)
n=1 n=1
_)\i\/% g Ein(t)sen(y,x)  (3.34)

Na mesma linha do método, aplicamos o operador integral (3.10) nas

equagoes (3.32), (3.33) e (3.34), e reagrupando os termos, temos

o0

di (1) /0 sen(y,x) sen(y,z)dr + % Z Uy [D1<7n>2

n=1

||M8

2
L4

L
+ (Eal + Z521) - (1 - B) Xll)Vlzfl] @l,n(t)/o Sen(/ymx) Sen('ynx)dx

[—v1 (1 = B) X[reXf2 + Ysa1)] an(l) /0 sen(y,z) sen(vV,x)dx

_.I_
1
Mg

2
L

S

1
—v1xi] A me / sen(yp,x) sen(y,z)dr =0 (3.35)
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L 0o
/ sen (v, ) sen(v,x)dx + % Z [—v2 (1 = B) xhniXn

Q.lg‘

200
L2 &

L
2
+ S oralt) [ sen(umo)sen(ue)ds + 73 va [Da()* + (Sas + Zara)
0

n=1

L
— (1= 0) x5y gpg,n(t)/o sen(vy,z) sen(y,x)dx

6
2
+ ZZ 'U2X2 )\ Zé}n / sen (v, ) sen(vy,x)dr =0 (3.36)
2 o d g
sz— / sen(yy,x) sen(v,x)dx
+ [—BinEnl— ngln / sen(vy,x) sen(y,x)dx

L
+ [—@uszz]ZZ@z,n(t) | sentin)senra)ds

2 L
T ZZ é“m()/D sen(ymx) sen(ypx)de =0 i =1..6 (3.37)

=1

3

pela ortogonalidade das autofuncdes, temos o seguinte sistema de equacoes diferen-

ciais ordinérias:
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iSol,n(t) + 1 [Dl (7n>2 + (Ba1 + Be21) — (1 = 5) X?Vlzfl] ‘Pl,n(t)

dt
+ [=v1 (1 = B) X110V22f2 + Yso1)] pan(t)

+ Z Ule fz a(t) =
Soaa(t) + [0 (1= ) br T + Zga)] 9100
+02 [Da(Y)? + (Zaz + Es12) — (1= B) X510 2] a.u(t)

6
T Z [_UZXg)\i} &in(t) =0
i—1

d

%gi,n(t) + [=BiiEp] @1.a(t) + [=BivaXso] an(t)

+ [e(1)* + Ni] &in(t) =0 i=1..6

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Da mesma forma que na secao anterior, tomamos O como a matriz nula

e as seguintes matrizes diagonais:

2
A = {anﬂ’b}’ onde an,n =1 |:D1 <n%> + (Zal —+ 2521) — (1 — B) leol/lzf1:|

B = {byn},onde b,, =[—vi (1 = B) X[ 1aXss + Xso1)]
Ci = {d,,},ondec,, =[-vixi\], parai=1.6

-

D = {dyn},onde dyy, = [—v2 (1 = B) X501 251 + Esr2)]
nmw

E = {en,n}vonde 6nn V2 |:D2 < L

= {fqi,n}ﬁnde fqi,n = [—v2x;’)\i} ,parat=1...6

F
G = {gfw},onde gfw = [-fir12p],parai=1...6
H
J

-

i = {hl,},onde hl,, =[—B1nSp], parai=1.06

nm

. . 2
i = {Jnn),ondej, = {6 (f) + )\z} ,parai=1...6

temos como resultado a seguinte equagao matricial

)"+ (St Sar) = (1= 5)
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QOLn(t) A B C]_ Ce C6 (plm(t)

p (pQ’n(t) D E Fl F6 ()Ogm(t)

G [+]G He 3o O | &) =0 (3.41)
Eo,n(t) Ge He O ... Js/ \&n(D)

paran = 1...N, onde N é a ordem de truncamento da série.

Assim como no caso monoenergético, a equagao (3.41) pode ser escrita

X'(t) + MX(t) =0 (3.42)
Spl,n(t)
902,n<t)

Eo.n(t)
P1,n(t)
; P2,n(1)

X'(t) = 2 | €unlt) (3.43)
€o.n(t)
A B C; ... Cg
D E F; ... Fg

M=|G, H, J; ... O

G¢ He O ... Jg
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e que, por sua vez, essa equacao tem a solucao bem conhecida

X(t) = e ™MX(0) (3.44)
no qual X(0) é o vetor
P10 (0)
p2,n(0)
X(0) = | £.,(0) (3.45)
§6.n(0)

onde:

1al0) = \@ / 1) senfyz)d

P2.n(0) = \/%/OL%,O(Z‘) sen(7Y,x)dx
B

&in(0) = 1 1010(0) + 12X 1002, (0)];  i=1..6 (3.46)

€ (%);‘1‘ Ai
Se os autovalores da matriz M forem distintos, podemos expressar a

solucdo dada em (3.44) como
X(t) = Ye Pty 1X(0) (3.47)
onde Y é a matriz dos autovetores de M, Y~! é a sua inversa e Dy é a matriz

diagonal de autovalores de M.

Portanto, a solu¢do do sistema formado pelas equagoes (3.24), (3.25)
e (3.28) é determinada pelas relagoes dadas em (3.29), (3.30) e (3.31), no qual a

variavel temporal é determinada pela formula (3.47), quando € tende a zero.

3.4 Resultados numéricos

Visto que todos os néutrons de fissao sao gerados no grupo rapido,

vamos considerar que X} =1 = y%¢ e x) = 0 = x4 e também que Xy = 0. Assim,
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calcularemos o fluxo de néutrons para o problema de cinética com 2 termos da série e

com os parametros nucleares apresentados nas tabelas (4.4) e (4.5), com a espessura

L =160cm e a condi¢ao inicial ¢ g = 1,2 néutrons/cm?s e ¢y = 1 néutrons/cm?s,

respectivamente para o fluxo rapido e o térmico.

Tabela 3.4: Parametros nucleares considerando 2 grupos de energia.

Parametro Grupo 1 | Grupo 2
D [em] 1,0 0,5
v [em/s] 107 3 x 10°
Yoy [em™] 0,02 0,08
Yyosgt1 lem™ | 0,01 0
vySgy lem™] 0,005 0,099

Tabela 3.5: Paradmetros nucleares referentes aos néutrons atrasados.

l

B; i [s7]

0,00022
0,00164

0,0124
0,0305

1
2

31 0,00147 | 0,111
40,00296 | 0,31
51 0,00086 | 1,14
6| 0,00032 | 3,01

Ao realizar a anélise dos resultados mostrados nas tabelas (3.6) e (3.7),

verificamos a confirmagao esperada, tanto para o fluxo rapido e para o fluxo térmico

da a inexisténcia de difusao de precursores de néutrons atrasados no limite quando

e — 0.
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Tabela 3.6: Fluxo de néutrons réapidos considerando o valor de e.

€ ¢1(x,t) [néutrons/cm?s]
1074 0,166138219110949
1075 0,166138224875204
1076 0,166138225449026
1077 0, 166138225508665
1078 0,166138225513674
1079 0,166138225515924
10710 0,166138225517056

Tabela 3.7: Fluxo de néutrons térmicos considerando o valor de e.

€ | ¢a(x,t) [néutrons/cm?s|
1074 0,018420495100365
1075 0,018420495739449
10-¢ 0, 018420495803069
1077 0, 018420495809680
1078 0,018420495810235
107° 0,018420495810484
1010 0,018420495810610

Logo apos, fizemos a andlise da convergéncia da solucao, relacionada ao
numero de termos da solucao em série. Para isto, utilizamos o valor x = é = 80cm,
tempo t = 1s e aumentamos N até 200. Temos os resultados para o fluxo ¢
representados na tabela (3.8), dessa forma podemos observar que, considerando
uma soma de 200 termos, obtemos uma precisao de 5 algarismos significativos. Ja
para o fluxo ¢9, os resultados podem ser vistos na tabela (3.8), e podemos observar
que com o mesmo nimero de termos, ha uma precisdo de 9 algarismos (8 digitos

significativos).
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Tabela 3.8: Fluxo de néutrons rapidos considerando o niimero de termos da série.

N | ¢1(x,t) [néutrons/cm?s]
2 0,166138225513
10 0, 142335248367
20 0,141424344556
30 0, 141571566602
40 0, 141522274363
20 0,141544674193
100 0, 141536086119
150 0, 141537336348
200 0, 141536932493

Tabela 3.9: Fluxo de néutrons térmicos considerando o nimero de termos da série.

N | ¢o(z,t) [néutrons/cm?s]
2 0,018420495810
10 0,015793994395
20 0,015714900167
30 0,015722896927
40 0,015721224628
20 0,015721726995
100 0,015721589293
150 0,015721594668
200 0,015721594245
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Tabela 3.10: Concentracao de néutrons considerando o niimero de termos da série.
N | Ci(z,t) [néutrons/cm?]

2 0,002343357307
10 0,001956532053
20 0,001782090348
30 0,001879515123
40 0,001811247893
50 0, 001863930903

100 0,001828801033
150 0,001848321957
200 0,001834656727

Nesse momento nos interessa saber como funciona o comportamento do
fluxos (rapido e térmico) como func¢ao do espago e do tempo. Nas figuras (3.6) e
(3.7), podemos analisar esse comportamento dos fluxos rapido e térmico em fungao
do espago para quatro valores diferentes de tempo: t =1 s, t =5s,t =10 s e

t =30 s.

9
me s

¢1(x) [néutrons /e

0 20 20 60 80 100 120 140 160
£

Figura 3.6: Grafico do fluxo ¢; em funcao da variavel espacial para alguns instantes.
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2

da(x) {xlt‘un'm)ﬁjr'm- 5]

0 20 40 60 80 100 120 140 160
x[em]

Figura 3.7: Grafico do fluxo ¢ em funcao da variavel espacial para alguns instantes.

Em ambos os casos, notamos a diminuicao do fluxo com o aumento do
tempo, além do fato de que o fluxo rapido é maior quando comparado com o fluxo
térmico. Para melhorar a visualizagio, as figuras (3.8), (3.9) e (3.10) mostram em
um grafico o comportamento do fluxo rapido, o comportamento do fluxo térmico e
o comportamento da concentracao de um dos grupos de precursores, em func¢ao de

z e t. O grafico (3.11) mostra o tempo computacional gasto em fungao N.
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0.2

0.1

¢1(x, £) [néutrons/cm? s

1
<
o
a

xem)

Figura 3.8: Grafico do fluxo rapido em funcao de z e t.

0.025

0.015

@2(x,t) [néutrons/em? s

0.005

xem)

Figura 3.9: Grafico do fluxo térmico em fungao de z e t.
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25

C(x,t) [néutrons/em?|

Figura 3.10: Grafico da concentracdo de precursores C(z,t) em fungao de z e t.

400 T T

3501 1

3001 1

2501 1

tempols]
n
(=
=

Figura 3.11: Grafico do tempo computacional em funcao de V.
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4 SOLUCAO DA EQUACAO DA CINETICA
ESPACIAL PARA GEOMETRIA
CILiNDRICA

Neste capitulo, a abordagem sera sobre a solucao da equacgao do sistema
obtido no segundo capitulo, mas considerando um problema unidimensional em
geometria cilindrica. Nossa intengao aqui é considerar um dominio homogéneo e,
partir dai, obter uma solucao tanto para o caso monoenergético com 1 grupo de
precursores quanto para o caso de 2 grupos de energia com 6 grupos de precursores

de néutrons atrasados.

4.1 Solugao para néutrons monoenergéticos com um grupo

de precursor de néutrons atrasados

Conforme previamente mostrado, a equagao de cinética em geometria

cilindrica é descrita como

;—gb(r, t) = DV?¢(r,t) — Sad(r,t) + (1 — B)v;¢(r, t) + AO(r,t)
—C(r,t) = —=XC(r,t)+ priso(r,t) (4.1)

onde r é a variavel espacial em coordenadas cilindricas e o operador V2 é tal que

0? 10

V23g(r,t) = ﬁdr, t) + ;Edr, t) (4.2)

com isso, o sistema de equagoes pode ser representado por

10 0? 10
;a(b(rv t) = D wqﬁ(n t) + ;Eqﬁ(h t) - Za(b(rv t) + (1 - 5)1/ng25(7‘, t)
+ AC(r,t)
2C’(T, t) = —=AC(r,t)+ pviso(r,t) (4.3)

ot



39

onde t > 0e 0 <r < R, com as seguintes condi¢bes de contorno: ¢(R,t) = 0 e

liII(l) o(r,t) < co. As condicoes iniciais sao dadas por
r—

¢(T,O) = ¢0<T)

C(r,0) = Byff ¢o(r) (4.4)

aqui ¢o(r) denota o fluxo de néutrons no tempo inicial, enquanto que

6
AT =671 A
i=1

Novamente, como vamos aplicar o método GITT para resolver o pro-

blema, adicionamos o termo a seguir na concentragao de precursores:

0? 10 }

eVC(r,t) = ¢ [ﬁC(r, )+ ;50(7“, t) (4.5)

onde € é um valor positivo muito pequeno, pelo proposito de fazer com que a solucao
desse sistema tenda a solugao do sistema inicial. A partir disso, nosso novo sistema

de equagoes sera dado por

%% (r,t) = D {% (r,t) + %%(b(r, t)] + [(1 = B)wEy — Zop(r,t)] o(r, 1)
+ AC(r,t)
%C(T, t) = ¢ {% (r,t) + %%Qﬁ(r, t)] — AC(r,t) + BrEso(r, t) (4.6)

Vamos assumir as mesmas condi¢oes de contorno para a concentragao

de precursores. Da mesma maneira que antes, o problema, auxiliar
d2

1 d o
WC(T) + ;JC(T) +77°¢(r) =0 (4.7)

com condicoes de contorno dadas por
lim ¢(r) < oo (4.8)
C(R) =0 (4.9)
tem como solucgao as autofuncoes (,(r) = Jo(7,7), que é conhecida como a fung¢do

de Bessel de primeira espécie de indice 0. Para um melhor entendimento, recomen-

damos a leitura do apéndice A.
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Para a aplicacao do método GITT, vamos recordar as propriedades da
funcao de Bessel de primeira espécie de ordem 0, para isso consideraremos a seguinte

definicao:

Defini¢ao 4.1.1 (Conjunto ortogonal/Funcao peso). Diz-se que um conjunto de
fungoes {f.(x)}, n = 1,2,3,..., é ortogonal em relagao a uma fungao peso

z(x) em um intervalo [a,b] se

b
| 2@ fnla)se) do =0, m#n

Com essa definicao, temos a seguinte propriedade das autofuncoes de

Bessel:

Proposigao 4.1.1. O congunto {Jo (nr),Jo (y2r),...Jo (Wr), ...} € um conjunto

ortogonal com respeito & funcao z(r) = r no intervalo [0, R|, e

| Jo (vur) || = \// rJE(yar) dr = %J (o), onde v, = S e o, > 0 satisfaz
J()(Oén —0

Prova Supde u = Jo(7,7) e w = Jo(Ym7), cOm n # m e 7, ¥, constantes.Sabemos
que u e w satisfazem as equacoes:

ru” '+ (yp)%ru =0 (4.10)

rw” +w' + (7,)%rw =0 (4.11)

Multiplicando a equagao (4.10) por v, a equacao (4.11) por w, e subtraindo as duas

equacoes, temos
(u"v — w") + (Vv +w') = (42, — 2 ruw
ou

(e =)} = (02 = ru
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integrando ambos os lados, temos

(V2 — 3 /ruv dr = r(u'v—u)

logo
r
/TJO(’YHT>J0('7mT) dr = m [ Jo () Jo(m) = Y Jo (V) Jo ()] (4.12)
colocando os limites de integracao em (4.12), concluimos que o conjunto requerido

é ortogonal, ou seja:

/0 rJo(Yar) Jo(Ymr) dr = 2 ?72 [YnJo(an) Jo(@m) — Ym o (@m) Jo(cr)] = 0

m n

Para m = n, primeiramente multiplicamos a equagao (4.10) por 2ru':

d
2ru’d— [ru'] + 272r%ud’ = 0
r

d
o [ (W) 4+ yor*u®] — 292ru® = 0
,

integrando em ambos os lados, obtemos:
r(u)? +2r*u? = 272/7“112 dr
292 [0 dr = 2R 0n) + T2

2

/rjg(fynr) dr = % [J5 () + JF (7))

em particular, aplicando o teorema fundamental do Calculo

R r2 R
o) = [ 33y dr = | 5 [Fiur) + T2
R2 2 2 0
= 5 [JO (o) + J; (an)] -0
R*

- 22 (4.13)
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Diante disso e de acordo com a defini¢ao (3.1.3), podemos afirmar que

o conjunto

{—RJ\1/(§OZ1) Jo(mr), —Rjﬁz) Jo(y2r), ..., —RJ\l/(iozn) Jo(ynr), } (4.14)

é um conjunto ortonormal de fungdes em r € [0, R].

Como foi feito anteriormente, vamos supor como uma possivel solucao
para (4.6) uma série que envolve um produto de autofun¢oes ortonormais no espaco

por fun¢oes no tempo, ou mais precisamente

B(r,t) = —Z ) Zolr) (4.15)

Jl an

£°° Jo%
R

C(r,t) = (4.16)
Ao substituir as equagoes (4.15) e (4.16) no sistema de equagoes dado

em (4.6) e lembrar que determinamos autofun¢oes de modo que satisfaca o problema

(4.7), ou seja, %Cn( )+ Tdrgn( r) = —v2(,(r), temos

s d JO InT ) - JO(VnT)
;d_ Ji( Oén) B ; ”Yn ol Jl an)
\/5 = JO(’VnT)
+ [(1_6)1/2]6_211]?;@”(25) J1<Oén)
JO 71170)
N vA—Zé“n bt (4.17)
e para a segunda equacao
VI d () Jo
F ; %gn(t) Jl (an) - _6_ Z — AT Z gn
RNL Zgn ) Jolonr) (1.18)

Jl an

De acordo com a resolu¢do, multiplicaremos as equagoes (4.17) e (4.18)
QT’ JO (’Ymr)
R Jl(am) ’

por m € N fixo, e depois integraremos na variavel espacial r em todo
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o intervalo. Em outras palavras aplicaremos o operador integral

@ ()TJO(’Y T)

(4.19)

Ao reagrupar os termos, obtemos

2 > %mwm | ) o) ar

+2QZ;U V"Jf fmﬁ &n—)muzf]%m / o) Jo (1) dr

1 R
ﬁ ; %fn(t)m/o T Jo(VuT) Jo(YimT) dr

2 [—BvEy] )
1 Ty e / o) Jo(r) dr

2\~ Lo+ A f B
tm > Wﬁn@)/ﬂ rJo(yar) Jo(Ymr) dr =0 (4.21)

Como as fungoes Jo(7,7) sdo ortogonais com relagao a funcdo z(r) =r
no intervalo [0, R], a integral fOR rJo(Vnr) Jo(Ymr) dr vale zero param # n. Param =
n, obtemos um sistema de equagoes diferenciais ordinarias, no qual ao truncarmos

a série, na ordem NN, representamos o sistema de forma matricial como abaixo

d(eall) + A B [eall) =0 (4.22)
dt \ &, (t) C D) \ &)
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onde 1 <n < N, eas matrizes A, B, C e D sao diagonais de ordem N, que podemos

representar por:

R
= {byn},onde b,, = [V

= {cun},onde ¢, = [—Lriy]
7%

= {dnn},onde d,, = [e <§>2 + /\]

C Qo w »
|

2
= {ann},onde a,, =v [D (%> +3, — (1= p)vEy

Da mesma forma, a equagao (4.22) é uma equagao matricial linear ho-

mogénea de primeira ordem e pode ser escrita como

onde:

X(t)z @n(t)

&n(?)

i d @n(t)

0w e

A B

F =
C D

Ja vimos que esse tipo de sistema tem a solucao
X = e F1X(0)

onde a condigao inicial X(0) é o vetor

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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aplicando o operador (4.19) para as condigoes iniciais, temos

¢0(T> 7’ 0 R Z:: JO ’777,

Jl an

R r > r
%/0 %(T)TJO(’Ym ) dr — ngj%—m))/o Jo(Vur) Jo(Ymr) dr =

Jl (Oém)

V2 oo [f
n(0) = ——— Jo(var) d
enl0) = g7 | o) dn
com n = m. Adotando o mesmo raciocinio e usando a equacao (4.6), temos para

£,(0):
R
0 = Z Jl% G0 / rJo(yar)Jo(mr) dr

Oén Jl am

R
_ R2 Z ACH J1 » / rJo(Vnr)Jo(YmT) dr

R
+ 51/2fﬁ Z #%A rJo(Vnr) Jo(Ymr) dr =

[6<7n>2 + )‘} £.(0) = ﬁVEfSOn(O) =
6V2f

§.(0) = e ©n(0) (4.27)

Para problemas matriciais, nos quais os autovalores da matriz F sao

distintos, expressamos a exponencial de matriz dada em (4.25) como:
“Fl — ye Pety—? (4.28)

onde Y ¢ a matriz dos autovetores de F, Dy ¢ a matriz diagonal dos autovalores de

F e Y ! ¢ ainversa de Y. Portanto, temos a solu¢ao X(t), dada por:

X(t) = Ye Pe'Y 71X (0). (4.29)

4.2 Resultados numéricos

Implementaremos computacionalmente a metodologia proposta para o

caso cilindrico considerando os parametros nucleares dados na tabela abaixo:
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Tabela 4.1: Parametros nucleares.
D [em] 0,96343

v [em/s] | 1,1035 x 107
%, [em™] | 1,5843 x 1072
vy [em™] | 3,3303 x 1072

3 0,0065
A 5] 0, 0764467

Aqui consideraremos a geometria cilindrica para um meio homogéneo.

As condi¢oes de contorno do tipo ¢(R,t) = 0 e lin% ¢(r,t) < oo; tamanho R = 10
r—

em de raio do cilindro como indicado na figura (4.1) e a condicao inicial ¢o(z) = 1,2

néutrons/cm?s.

<>

vacuo vacuo

-
-

=

Figura 4.1: Geometria cilindrica

O primeiro objetivo é usar os célculos para validar a inexisténcia do
termo de difusao na equagao da concentracao de precursores de néutrons atrasados,
fazendo € variar de 107* até 107''. Assim, notamos que para ¢ = 1070 e ¢ =
107" o fluxo ¢ igual até a décima segunda casa decimal, enquanto a concentragao
de precursores é igual até a décima primeira casa decimal. No que concerne a
aproximagao numérica, a solucao do problema resolvido com difusao ficticia para
e = 1071 aproxima da solugao obtida com ¢ = 107! em 10 algarismos significativos

para o fluxo de néutrons e em 9 algarismos significativos para a concentracao de
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precursores de néutrons atrasados. Os resultados podem se verificados na tabela

(4.2) a seguir.

Tabela 4.2: Fluxo de néutrons e a concentracao de precursores com relacao a e.

€ #(5,1) [néutrons/cm?s] | C(5,1) [néutrons/cm?]
1074 0,006871215305477 0,003943773042479
107° 0,006871767732914 0,003944238614898
1076 0,006871822981793 0,003944285182581
1077 0,006871828506692 0, 003944289839509
1078 0, 006871829059406 0,003944290305275
1079 0,006871829114314 0,003944290351754
10710 0,006871829121045 0, 003944290356998
1071 0,006871829121559 0, 003944290357430

Na tabela (4.3), mostramos os valores do fluxo de néutrons para um
ponto fixo do dominio em fun¢do do namero de termos da série (N). Ao fazer N
variar de 2 até 200, e considerar € = 107!, percebemos, por inspecao, que ha uma
precisao de 8 casas decimais utilizando os primeiros 150 termos da série. Devido a
isso, h4 uma precisao de 6 algarismos significativos para e = 1071°, exceto pelo erro

de arredondamento e o erro de aproximacao dos zeros da funcao de Bessel.
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Tabela 4.3: Fluxo de néutrons com relacao ao ntimero de termos da série
N | ¢(5,1) [nutrons/cm?s|

2 0,0068718291210
10 0,0067718196847
20 0,0067702313203
30 0,0067704683018
40 0,0067703910121
50 0,0067704259665
100 0,0067704118191
150 0,0067704156403
200 0,0067704150139

Ja a figura (4.2), mostra o grafico do fluxo de néutrons em funcdo da
varidvel espacial. Observamos que o comportamento do gréafico é esperado na medida

em que quanto mais perto do centro do cilindro o fluxo é maior.

x 107°

10

(r) néutrons/em? s

Figura 4.2: Grafico do fluxo de néutrons em funcao da variavel espacial para alguns

instantes
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Para o grafico do fluxo em fungdo de x e ¢t dado na figura (4.3), obser-
vamos novamente que a medida em que o tempo aumenta o fluxo diminui, ou seja o
comportamento fluxo tende a solucao estacionaria. Para a concentracao de precur-

sores, observamos um comportamento semelhante em relacao a variavel temporal

detalhado no grafico (4.4).

x10

o(r,t) [néutrons/em? s

Figura 4.3: Grafico do fluxo de néutrons em funcao de x e ¢
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x10°

C(r,t) [néutrons/cm?

Figura 4.4: Grafico da concentragao de precursores de néutrons atrasados em funcao

dexet

No grafico (4.5), mostramos o tempo computacional gasto pelo codigo

em funcao do nimero de termos da série (V).

350 T T T

3001 1

250 il

200 S

tempo[s]

100 1

501 . 1

PR ) : . . . . .
G0 20 40 60 80 1QO 120 140 160 180 200

Figura 4.5: Grafico do tempo computacional em funcao de N
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4.3 Solugao para o modelo de dois grupos de energia e seis

grupos de precursores de néutrons atrasados

Para efeitos de comparacao de resultados obtidos na se¢ao anterior, em
respeito ao valor de €, nessa secao abordaremos a metodologia para o caso cilindrico
com 2 grupos de energia e 6 grupos de precursores de néutrons atrasados. Como
na segao anterior, consideraremos nesse tipo de aplicagao o grupo rapido de energia
como grupo 1, e o grupo 2 como o térmico. O limite de energia do grupo térmico é
escolhido suficientemente alto a fim de que o espalhamento do grupo 2 para o grupo
1 possa ser ignorado. Para efeitos da analise, consideraremos essa varidvel apenas

na abordagem analitica.

De acordo com as equagoes dadas em (2.8), e reagrupando termos,
obtemos o seguinte sistema:

10 0? 10
o atgbl(r t) = D [8 5017, t)+——¢1(7’ t)]

+ [ =8)xiZp — (Bar + Eso1)] @1 (r, 1)

6
+ (1= B) X{reXy2 + Xea] ¢a(r,t) +Xf2)\zcz r,t)  (4.30)

10 0? 10
Vs at¢2<7“ t) = D2 [%gﬁg(ﬁ t) + ;EQSQ(T, t):|

+ (1= B8)xarepe — (Zaz + Tiz)] fa(r, t)
+ (1= 8) X5 + Baio] 61(r,1) + X ZA Ci(r,t)  (4.31)

0

§Cl'(7", t) = 51'V12f1¢1 (7’, t) + ﬁiV22f2¢2(7', t) — )\iCi(T’, t) 71 =1...6 (432)

com condicoes iniciais dadas por

¢1(7", 0) = ¢1,0(7“)

$2(r,0) = @a0(r)

Ci(r,0) = fl (11X p1010(r) + 12X p2d20(7)] (4.33)
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Ao introduzir um termo de difusao ficticia na equacao da concentracao
de precursores de néutrons atrasados, semelhante ao que foi feito no caso monoe-

nergeético, temos

0 0? 10
aci(ﬁ t) = or ——Ci(rt) + - . arci(ra )] + Bi1Zpg(r,t) + BivaXaga(r, 1)

Vamos resolver o conjunto de equagoes formado por (4.30), (4.31) e
(4.34), supondo que o fluxo para o grupo rapido; o fluxo para o grupo térmico e
as concentragoes de precursores de néutrons atrasados sao fungoes que possam ser

expandidas nas seguintes séries:

¢1(T7 t) = R ngln ) (435)

Jl an

Po(r,t) = _Z Jo %) (4.36)

<]1 an

Ci(z,t) = g 3 ialt) ?1(('21:)) i=1..6 (4.37)

n=1

Ao substituir as expansoes (4.35), (4.36) e (4.37) nas equagoes dadas em
2

d 1d
(4.30), (4.31), (4.34), e como as autofuncoes satisfazem WJO(%T) + ;%JO(%T) =

~(1)*Jo (1), temos:

V2 & d Jo(m) Jo(1n)
fz_%"( )m = —U1D1—Z Yn) <P1n J1(Oén)

+o1 [(1 = B) o2 — (Zar + Saon)] \;? Z P1n(t) ‘]Jol(a;lj))

Jo(Yn )
Jl(C(n)

n=1

+o1 [(1 = B) x12Xf2 + Lo g > wanlt)

n=1

oy ;AZ‘}/E (Z inlt) ?1((7()’[‘;)) (4.38)

n=1
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V2 = d V) B JO('Vn )

R ne - b Z RS Arn)

+02 [(1 = B) x512Xp2 — (Za2 + Es12)] é_ Z JO - ))

+oz [(1 = F) xoriZp1 + B é_ Z ))
+v2><2 f (22: = ) (4.39)

S 2%

Jl Oén (Oén)

> J n \/— Jo (v
+Biv1 X — 0 Z ©1.( (I )+5z Vgdlfa—— ZSOM M

1(0& ) R Jl (Oén)
_ )\if n; €nlt) ‘?1((”;3) (4.40)

Apos aplicar o operador integral (4.19) nessas equagoes e reagrupando

os termos, temos:

%) § :_Spl,n(t)— rJo(Var) Jo(Ymr) dr + _Z Dl Tn)*
R? = dt Ji(am)Ji(am) Jo —1

F (Sa+Sa) - (1) x’fvlﬁfl]#% / () o) dr

> R
+ Ri ; [—v1 (1 = B) Xfra¥sa + Lean)] #}1%0%) /0 rJo(Vnr) Jo(Ymr) dr
2 ¢ d - in() R B
© 2 LA G S J, PG =0 )
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2 d 1 R
_E — g p(t) —————— Jo(Vnr) Jo(Vmr) d
R2 dt%’ <)J1(Oén)J1(Ozm)/0 rJo(Ynr) Jo(Ymr) dr

n=1
b = 0=+ S 5 2 o) o) dr
- DITICICHNCREL
} ponlt) [T
- (1—B)X§V2Ef2]m | ) o) ar
2 Ein(t) R
+ Ez —v2X3] A Zjl (o) () / rJo(Vnr) Jo(Ymr) dr =0 (4.42)

%Zaf@n(t)m/o rJo(ynr) Jo(ymr) dr

R
+ [-Bn¥s] RQZLL(()WL)/ rJo(Yur) Jo(Ymr) dr

() Jh(

+ [—BieXy] RQZ%/ rJo (Y1) Jo (V) dr

s R
+ % ; [€(7m)” + Ad] M‘i—% / rJo(yar) Jo(ymr) drr = 0; (4.43)

=1.6

Pela ortogonalidade das autofung¢oes com relagio a funcdo peso z(r) =

r, temos o sistema de equacoes diferenciais dado como:

d
E‘Pl,n(t) + 01 [D1()? + (Zar + Bs21) — (1 = B) XiiBp1] e1n(t)

+ [=o1 (1 = B) XivaXpa + Xso1)] p2n(t)

+Z —uXIN] Eat) =0 i=1..6  (4.44)
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d
E@zn(t) + [0z (1 = B) x4m g1 + Ea12)] 01,a(1)

+v2 [Da(7n)? + (B2 + Es12) — (1= B) X512 2] an(t)

+Z —0aX3N] Ein(t) =0 i=1..6 (4.45)

%fi,n(t) + [=Bi1 X 1] p1a(t) + [=BivaXfa] p2,4(1)
+ [e(v)* + N Gin(t) i=1..6 (4.46)

Como anteriormente, podemos representar esse sistema de forma ma-

tricial
X'(t) + MX(t) =0 (4.47)
ou
P1.n(t) A B C; ... Cg\ [¢rn(d)
d 902,n(t> D E Fl F6 (pgm(t)
G [+]G He I O | &) =0 (4.48)
Eo.n(?) Ge He O ... Jo) \&.(0)

paran = 1...N, onde N é a ordem de truncamento da série. Tomando O como a
matriz nula e as matrizes A, B, C;, D, E, F, G;, H; e K; como matrizes diagonais

definidas por



[

A
B
D
E

-

-

C
F
G;
H
K

1
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R
{bn,n}v onde b, , = [_Ul ((1 - 6) X}17V22f2 + E521)]

ap\ 2
{ann},onde a,, = v, {Dl <—> + (Xa1 + Xg21) — (1= 75) X’fulZfl}

{C:L,n}a onde Ci,n = [—lef&] ,parat=1...6

{dn,n}v onde dy, , = [ (1= B) Xg’flzfl + Xa2)]

Qi

2
{enm}, onde €nn = U2 |:D2 <E> + (Zag + 2512) — (1 — ﬁ) XIQ)V2Zf2:|

{fi .}, onde fI = [—vax3\i| ,para i =1..6
{gi. .}, onde g, = [~Bi1Sp], para i = 1.6
{h’fm,n}70nde hfm,n = [—fieX o] ,para i = 1...6

{e (%)2 + )\z} ,para i =1...6

{ky,}, onde &, ,

esse sistema, por sua vez, tem a solugao

no qual X(0) é o vetor

X(t) = e MX(0) (4.49)
‘pl,n(o)
902,71(0)

X(0) = | &.,(0) (4.50)
£6.n(0)

que tem componentes dadas por:

o) = s [ o) i

ponl) = s [t o

Bi

Ein(0) = ——— (1 1010(0) + 108 1000,(0)]  i=1..6  (4.51)

6(’771)2 + )‘z
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Se os autovalores da matriz M forem distintos, podemos expressar a

solu¢ao dada em (4.49) decompondo como
X(t) = Ye P'Y 1 X(0) (4.52)

onde Y é a matriz dos autovetores de M, Y~! é a sua inversa, e Dy é a matriz

diagonal de autovalores de M.

Logo, a solu¢do do sistema formado pelas equagoes (4.30), (4.31) e
(4.34) é determinada pelas relagoes dadas em (4.35), (4.36) e (4.37), onde a variavel

temporal é determinada pela formula (4.52), para € > 0 suficientemente pequeno .

4.4 Resultados numéricos

Essencialmente todos os néutrons de fissao sao gerados no grupo rapido.
Em decorréncia vamos considerar os mesmos parametros usados para o caso da
geometria cartesiana, ou seja x; = 1 = x{ e x5 = 0 = x4, logo, o termo que
envolve fissao aparece somente no grupo rapido. Consideraremos que g1 = 0 e
calcularemos o fluxo de néutrons para o problema de cinética com os parametros
apresentados nas tabelas (4.4) e (4.5), com espessura R = 10 ¢m e condigao inicial
$10 = 1,2 néutrons/cm?s e ¢o9 = 1 néutrons/cm?s, respectivamente para o fluxo

rapido e térmico.

Tabela 4.4: Parametros nucleares considerando 2 grupos de energia.

Parametro Grupo 1 | Grupo 2

D [em] 1,0 0,5
v [em/s] 107 3 x 10°
Yo fem™] | 0,02 | 0,08
Yyosgt1 lem™ | 0,01 0

vy [em™'] | 0,005 | 0,099




o8

Tabela 4.5: Parametros nucleares referentes aos néutrons atrasados.
{ Bi A [s7]
110,00022 | 0,0124

210,00164 | 0,0305
310,00147 | 0,111
40,0029 | 0,31
5 10,00086 | 1,14
6 | 0,00032 | 3,01

Ao explorar os resultados para a posicao r = 4 ¢m e instante t = 1 s
mostrados nas tabelas (4.6), (4.7) e (4.8), asseguramos para o fluxo rapido, para o
fluxo térmico e também para a concentracao de precursores, a inexisténcia do termo
de difusao nas equacoes das concentracoes de precursores de néutrons atrasados, no

limite quando € — 0, o qual era esperado.

Tabela 4.6: Fluxo de néutrons rapidos considerando o valor de e.

€ | ¢1(r,t) néutrons/[cm?s]
10~ 0,011163170012203
107° 0,011163223457804
1076 0,011163228802302
1077 0,011163229334548
10-8 0,011163229389513
107° 0,011163229394586
10710 0,011163229395962
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Tabela 4.7: Fluxo de néutrons térmicos considerando o valor de e.

€ ¢o(r, t) néutrons/[cm?s]
107* | 9,477233014521725 x 10~4
1075 | 9,477280418372300 x 10~*
1076 | 9,477285158208452 x 10~*
1077 | 9,477285630310662 x 10~*
1078 | 9,477285679358897 x 10~*
1079 | 9,477285683540774 x 10~*
10710 | 9,477285684912142 x 1074

Tabela 4.8: Concentracao de precursores de néutrons considerando o valor de e.

€ C(r,t) néutrons/[cm?]
1074 0,002096683102932
107° 0,002096689406188
1076 0, 002096690036445
1077 0, 002096690099395
1078 0,002096690105769
1079 0, 002096690106250
10710 0,002096690106214

Nas tabelas (4.9), (4.10) e (4.11) verificamos, para o mesmo ponto do
dominio, a nossa solug¢ao com respeito ao nimero de termos da série, variando N até
150. Através dos resultados para o fluxo ¢y, representados na tabela (4.9), podemos
observar que, considerando uma soma de 150 termos, obtemos uma precisao de 5
algarismos significativos. Ja para o fluxo ¢, os resultados podem ser vistos na tabela
(4.10), onde verificamos que com o mesmo namero de termos, ha uma precisao de 9

algarismos (6 digitos significativos).
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Tabela 4.9: Fluxo para o grupo de néutrons rapidos considerando o nimero de ter-

mos da série.

N | ¢1(r,t) néutrons/[cm?s]
2 0,011163229394586
10 0,010997073187841
20 0,010999784543247
30 0,011000067698489
40 0,011000137245446
50 0,011000161334167
100 0,011000184960270
150 0,011000189392452

Tabela 4.10: Fluxo de néutrons térmicos considerando o nimero de termos da série.
N | ¢u(r,t) néutrons/[cm?s]

2 | 9,477285683540774 x 10~*
10 | 9,435202337113514 x 10~*
20 | 9,435258825748660 x 1074
30 |9,435260796183376 x 104
40 | 9,435261005062316 x 10~
50 | 9,435260393796483 x 1074
100 | 9,435261018727959 x 1074
150 | 9,435262818434221 x 1074
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Tabela 4.11: Concentragao de precursores do grupo 1 considerando o nimero de

termos da série.

N | Ci(r,t) [em 257!
2 | 0,002096690106250
10 | 0,001739603248078
20 | 0,001789329710858
30 | 0,001806129232753
40 | 0,001814563818209
50 | 0,001819634516652
100 | 0,001829797402422
150 | 0,001833191004701

Mostramos o comportamento do fluxos (rapido e térmico) como fungao
do espago e do tempo nas figuras (4.6) e (4.7), analisando os fluxos rapido e térmico
respectivamente em funcao do espago para valores diferentes de tempo: ¢t = 1 s,
t=5s1t=10s et = 30 s. Nota-se, novamente, em comparacao com 0O caso
cartesiano que em ambos os casos ha uma diminuicao do fluxo com o aumento do

tempo.
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Figura 4.6: Grafico do fluxo rapido de néutrons ¢, em funcdo da variavel espacial

para alguns instantes
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Figura 4.7: Grafico do fluxo térmico de néutrons ¢, em funcao da variavel espacial

para alguns instantes

Para facilitar a visualizacdo, as figuras (4.8), (4.9) e (4.10) mostram

respectivamente os graficos em funcao de r e ¢, do fluxo rapido; do fluxo térmico e
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da concentracao de um dos grupos de precursores de néutrons atrasados. Notamos
que o comportamento estd de acordo com a suposicao de que o maior fluxo de

néutrons encontra-se no centro do cilindro e vai diminuindo na fronteira do cilindro.

0.02

o
o
o

¢1(r, t) [néutrons/cm? s|
o
o
=2

0.005

rlem]

Figura 4.8: Grafico do fluxo rapido de néutrons em funcao de r e ¢

x10

¢o(r, t) [néutrons/cm? s|

Figura 4.9: Grafico do fluxo térmico de néutrons em funcao de r e ¢
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x10

Ci(r,t) néutrons/cm?]

rlem] 00 t[s]

Figura 4.10: Gréafico da concentragao de precursores de néutrons atrasados Cy(r,t)

em funcao de r et

O grafico (4.11) mostra o tempo computacional gasto em fun¢ao N.

Figura 4.11

: Grafico do tempo computacional em funcao de N
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5 SOLUCAO GENERICA DA EQUACAO DE
CINETICA ESPACIAL PARA A
GEOMETRIA CARTESIANA, A
CILiNDRICA E A ESFERICA

Por todo o exposto no corrente trabalho, para as diferentes geometrias

podemos expressar o problema abordado em (2.8), escrevendo assim

10 <
U_E(bg(x? t) = Do Dydy(x,t) — Xrggy(z,t) + Z Lsgrghy (@, 1)
g g'=1
G P
+ Z(l - ﬁ)Xng’ng’%/ + Z X;l)‘ici(ma t)
g=1 i=1
P G
ECZCU, t) = Z ﬁiug/Efg/%/ — )\lCl(x, t) (51)
g'=1

onde o operador A, é definido por
A, =120, (z¥0,) (5.2)

coI1n

2
ax:p?

Ny =14 2710, (20,),se w=1
2720, (2%0,) , se w =2

sew =20

onde w = 0,1, 2 indica o tipo de geometria do problema: cartesiano, cilindrico ou
esférico, respectivamente. Pelo método espectral, supomos que a solucao pode ser

expressa como

Golot) = Z“’g" Irawen

Ci(z,t) = Z @,n(t)m (5.3)
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onde:

L —
\/;,sew—o

|G (@)[| = %Jl(an), sew=1

R _
\/;,sew—Z

As funcées ¢, ,(t) e & ,(t) sdo autofungdes no tempo, e (,,, sdo auto-
fungoes no espaco que dependem do parametro w, de acordo com a geometria do

problema. Estas autofuncoes podem ser representadas como

sen(Ypnx), se w =0
Con(x) = Jo(y1,n), se w =1

L sen(y2,,), se w = 2

no qual para cada autofuncdo ¢ valido que A,(,, = — (’Yw,n)Q Cun, Onde 7, , s@0 0s

autovalores associados as autofuncoes (,,, dados por:

nm _
Zosew=0

Yo =94 Brsew=1
2, se w =2

A fim de resolver o sistema (5.1) pelo método espectral, introduz-se o termo de
difusdo na equacao para a concentracao de precursores representado pelo operador
A, definido em (5.2):

0

G
aC’Z(x, t) = EAwCZ‘(l’, t) + Z Biyg/Efg@g/ — /\ZCZ(I, t) (54)

g'=1

As condicOes iniciais para este problema sao

Gg(2,0) = ¢g0(2) (5.5)
/B- G
Ci(z,0) = A—Zzyzfggbg,o(x) (5.6)

no qual as condigoes iniciais ¢, () sdo tomadas como uniformes em ambos os casos

em nosso trabalho.
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Com respeito a ortogonalidade, observamos que de acordo com a defi-

ni¢do dada em (4.1.1), podemos padronizar para as diferentes geometrias:

0,sen=#m
/Q Zw(m)g‘”’” ('Ywml’) Cw,m (%L;,ml’) dr =

HCw,nH27 sen=m

onde €, é um compacto definido para cada geometria e a funcao z,(z) = z¥ é a

fungao peso com w € {0, 1, 2}.

Posto isso, temos para cada uma das geometrias um sistema de equagoes

diferenciais ordinarias, sendo que este podendo ser expresso matricialmente:

X' =-MX

Com relagao ao comportamento assintotico da funcgao Jy estar relacio-

nado com a fungao seno [21], mais precisamente

Jo(r) =\ = [sentr + 5) 4 p(r) 5.7

r 4

com p(r) — 0, quando r — 00, conjecturamos para trabalhos futuros, a obtengao da
solugao do problema em coordenadas cilindricas a partir da solu¢ao em coordenadas

cartesianas, considerando o valor da variavel espacial suficientemente grande.
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6 CONCLUSAO E PROBLEMAS EM ABERTO

No trabalho que ora se encerra, resolvemos analiticamente a equacao
de cinética unidimensional de difusdo de néutrons para modelo de multigrupo espe-
cializado para o caso de dois grupos de energia, tanto para a geometria cartesiana
como para a cilindrica, pelo método espectral, escolhendo adequadamente a base
de funcoes para a geometria considerada. Cumpre ressaltar que, devido ao carater
matricial da solugao proposta, observamos que sua generalizacao para problemas de
cinética, cujos os quais requerem um maior nimero de grupos de energia, é ime-
diata. Adicionamos como termo de difusao o produto do Laplaciano por um valor
e > 0, valor esse muito pequeno para aplicar o método GITT e assim acabamos por
mostrar a inexisténcia da difusao para a equacao que modela a concentracao de pre-
cursores de néutrons atrasados. Devemos ainda lembrar que esta metodologia pode
ser facilmente aplicada a este tipo de problema em sistema de coordenadas curvili-
neas genéricas, bastando para tal considerar o conjunto de autofungoes apropriadas.
A justificativa para a afirmacao de generalidade do método proposto, decorre do
fato de que a equagao matricial linear de primeira ordem, resultante da aplicacao
do método espectral, é inica tanto para a geometria cartesiana como para a cilin-
drica. De fato, a diferenca fundamental decorre na obtencao dos componentes da
matriz associada a equacao transformada, que sao calculadas usando as autofuncoes
adequadas para a geometria. Importante destacar a validade desta solucao para
geometria esférica, baj&tando apenas utilizar o conjunto de autofuncoes adequadas,
ou seja, {w} , onde v, = “F. Entretanto, este problema nao foi abor-
dado neste trabalho de :VlidO a inexisténcia de reatores nucleares com essa geometria.
Tendo em vista os bons resultados encontrados, a facilidade da implementacao com-
putacional desta solucao, bem como o carater analitico da mesma, no sentido que
nenhuma aproximacao é feita na derivacao da solucao, reforca a confianca da rele-

vancia da metodologia proposta na solucao de problemas em cinética de reatores.
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Portanto, sugerimos como trabalho futuro a extensao desta solucao para este tipo
de problema de cinética em dominio heterogéneo, bem como, para problemas de

cinética de difusao multidimensional em geometria cilindrica.
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Apéndice A

A equacao (4.7) pode ser escrita como

, d? d 9 o B
P () () () = 0 (A1)

a qual tem um ponto singular regular em ry = 0. Entao, aplicando o método de

Frobenius, procuramos uma solucao da forma a seguir

() =73 awr™ = 3 awr™" com ay # 0 (42)
n=0 n=0

usando a substitui¢do na equagao (A.1), temos o seguinte

Z an(n+s)(n+s—1)r"" + Z an(n 4 s)r" s 4+ ~2 Z apr" Tt = 0=

n=0 n=0 "
Z an n + 5 n + 5 — 1) + (TL + 8)] rn—i—s + 72 Zanrn—l—s—&—Q - 0=
n=0 n=0

Zann+52 n+s+zan72 ntst2 (A.3)

j& no primeiro somatorio de (A.3) faz-se a troca de variavel k = n, paralelamente,
no segundo somatoério, faz-se a troca k = n + 2, e entao podemos observar o desen-

volvimento abaixo:

o0

Zak (k+s) 2 k+s+2ak RS =0
k=0

= s%agr® + (s + 1)%a; st + Z ((k+ s)’ar + Yar—) ™™ = 0 (A4)
k=2

Como ag # 0, segue que:

(s+1)%a; = 0 (A.6)

(k+8)ar +~aro = 0 (A.7)
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A equagdo (A.5) é a equagcdo indicial e apresenta uma raiz dupla s = 0.

Quanto a isso, pela equagao (A.6) temos
a; = 0 (Ag)
e a formula de recorréncia (A.7) se torna

Klay +v2ap_o =0, k=2,3,4..
2

a = —%ak_g, k=234.. (A.9)

Usando (A.8) e (A.9), e para k = 2n + 1, obtemos

Aony1 = 0
_ 7
Ao = —§CLO
_
4 = 5o a0
a = — 76 a
‘ (3-2)(3-2)-26 "
8
ag = '7 Qo

ay, = CIE <§>2na0 (A.10)

Portanto, concluimos que a seguinte funcao

) = oy S () (A1)

satisfaz a o problema auxiliar dado em (4.7), no entanto, sabemos que a defini¢do da
fungdo de Bessel de primeira espécie de indice p denotada por J,(r) [21] é definida

como:

Tp(r) = i T (1" (g)zw (A.12)

—nll'(n+p+1)
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logo se p = 0, entendemos que Jy é representado por:

X (L) ey
Jo(r) = Z% (5) (A.13)

n=0

ou, usando a identidade da funcao I', exposta abaixo
I'(n+1) =nl(n) (A.14)

temos para n € N:

Jo(r) =Y

n=0

(_1)71 (7")2"

- Al
(n!)2 \2 (4.15)
Das equagoes (A.11) e (A.15), podemos concluir que:

¢(r) = apJo(yr) (A.16)

Sabemos que (;(r) = Jo(yr) é uma soluc¢do para (4.7). Agora, determi-
naremos uma solucao para o mesmo problema que é linearmente independente da

solugdo obtida em (A.16). Para isso, vamos supor a segunda solugao (3 como
Co(r) = u(r)Gi(r) (A.17)
Como estamos supondo que satisfaz o problema (4.7), substituimos
G=u{+ud e =u"¢ +20'¢) + v, obtendo
r? (WG o+ 20'Q) + ' G u (P + P G) =0 (A.18)
o que implica
(r*¢)u” = —(2r3¢] + ré (A.19)
ao fazermos a troca de variavel w(r) = «/(r), dispomos do calculo subsequente.

dw

_ <2— + —) dr (A.20)
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Ao aplicarmos a integracao em ambos os lados da igualdade, temos

Injw = —2h|¢G|—-nr+hC=
1
= O——— (A.21)
7 (Gi(r))
Diante disso, concluimos que a funcao u pode ser expressa como:
1
u:C’/—dr—l—D (A.22)
r(Gi(r))”

Tomando C' =1 e D = 0, apresenta-se o seguinte:

Ga(r) = Gi(r) / m dr (A.23)

= (1 — i(vrﬁ + 6%(77“)4 +.. ) <1 — ;1(77‘)2 + 6—14(77“)4 + .. )
= 1- %(’yr)2 + %(’yr)4 . (A.24)

podemos encontrar uma expansao para 5+ Como (¢ (r))? s6 envolve poténcias

L
(Gi(r))

de (vyr) com expoente par, 0 mesmo acontece com o seu inverso:

1 1
— = Do + bo(yr)? + bs(yr)t + ... =
GO~ TG G+, TR hen)
1 1
1 = (1—Z(fyr)2+6_4(fyr)4—|—,_.) (b0+b2(fyr)2+b4('yr)4+...):>
1 = by
1 1
0 = bp—=—=by==
2 2:> 2= 5
1 3 5
= by —— 4 = —
0= gty =hi=g
assim, temos a seguinte expansao:
1 1 5
=1+ ()2 —=(y)*+... A.25
@O (7)32(7) (A.25)
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onde podemos escrever (A.23) como
Gl = ) [ 1 (14 50mPgemt+ ) ar
2 = G " 5 (1) 55 (v

= G(r)In(yr) + G (r) E(W“)2 + %(77")4 +.. } (A.26)

note que:

Jo(7) E(W)z + %8(77“)4 + .. ] =

(1 - i(’ﬂ")z + 6—14(%)4 + . ) (2(77)2 + %(77“)4 + . ) =
= 1(77“)2 — i(77‘)4 +... (A.27)

4 128
Finalmente, determinamos uma expressao para a funcao linearmente

independente com relagao a Jy(yr) para o problema (A.1)

3

@(77’)4 +... (A.28)

Glr) = Jolor) () + 5 (37)? -

e novamente, de acordo com a definicao da funcao de Bessel de Neumann de sequnda

espécie de indice 0, temos

Ca(r) = Yo(yr) (A.29)

Em vista disso, encontramos a segunda soluc¢ao para o problema auxiliar
dado em (4.7), o que nos faz concluir que a solu¢do geral para esse mesmo problema

é dado por:

((r) = agdo(yr) + arYo(yr) (A.30)

Desse modo, aplicando as condigao de contorno (4.8) e sabendo que

Jo(0) = 1, temos que:

a1:0
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pois

lim Yy(yr) = —o0 (A.31)

r—0t
por outro lado, pela condic¢do (4.9), obtemos:

C(R) = apJo(YR) = 0= Jo(YR) = 0= 7, = (A.32)

onde «, ¢ a n-ésima raiz positiva de Jo. Assim, para cada autovalor v, = %, temos

associada as autofuncoes (,(r) = Jo(yur).



