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Ações parciais de grupos sobre anéis: o skew anel de grupo parcial e o subanel dos

invariantes.

por

João Roberto Lazzarin

Agosto de 2006



Tese submetida por João Roberto Lazzarin* como requisito parcial para a obtenção
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Bonorino, Wagner Cortes, Christian Lomp, Paula Lomp, Alveri Sant’Ana e Denil-

son Gomes pela ajuda direta ou indireta.
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Jesus, Bárbara, Leandro, Lucinéia, Fidelis, Carmen, Pedro, Edite, Luciane e Paulo.

Agradecimento as instituições: CNPq, CAPES, UFSM, UFRGS e FCUP(Portugal).



Resumo

Ações parciais de grupos sobre anéis: o skew anel de grupo

parcial e o subanel dos invariantes.

Neste trabalho consideramos uma ação parcial α de um grupo G sobre um anel com

unidade R, que admite uma envolvente T . Provamos que muitas das propriedades

de R são transfeŕıveis para T e vice-versa (por exemplo: artinianidade, semisimplici-

dade, etc). Também provamos que muitas propriedades bem conhecidas para ações

(globais) de grupos sobre anéis, podem ser generalizadas para o caso parcial. Dentre

estas, para o skew anel de grupo parcial R ∗α G, provamos duas versões do famoso

teorema de Maschke e estabelecemos fórmulas envolvendo radicais hereditários. Ar-

tinianidade, noetherianidade, semisimplicidade, von Neumann regularidade, questões

sobre dimensão uniforme e sobre anéis de Goldie são estudadas para R ∗α G e para o

subanel invariante sob a ação parcial Rα. Finalizamos, construindo um contexto de

Morita entre Rα e R ∗α G, estabelecendo condições para que estes anéis sejam Morita

equivalentes.
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Abstract

Partial actions of groups on rings: the parcial skew group

ring and the invariant subring.

In this work we consider a partial action α of a group G on a ring with identity

R, which possesses one enveloping T . We prove that many of the properties of R

can be transfered to T , and vice-versa. (for example: artinianity, semisimplicity, etc).

We prove also that many well-known properties about (global) actions of groups on

rings can be generalized for partial actions. Therewith, for the parcial skew group

ring R ∗α G, we prove two versions of well-known Maschke theorem and formulas in-

volving hereditary radicals. Artinianity, noetherianity, semi-simplicity, von Neumann

regularity and questions about uniform dimension and Goldie rings are studied for

R ∗α G and for the subring of invariants Rα. We also construct a Morita context for

Rα and R ∗α G, establishing conditions for that rings to be Morita equivalents.
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Introdução

O conceito de ação parcial de grupos apareceu independentemente em várias áreas

da matemática. Na teoria de álgebras de operadores, este conceito proporcionou o

aparecimento de poderosas ferramentas, gerando uma série de novas descobertas (ver

por exemplo:[1],[14] e [15]).

Dada uma ação parcial sobre um objeto, é natural perguntar se esta não é uma

restrição de uma ação global definida sobre um objeto maior. Tal ação global é

chamada de ação envolvente. Ações envolventes foram consideradas inicialmente por

F. Abadie em sua tese de Doutorado, em 1999 (ver também [1]).

O conceito de ações parciais foi introduzido, já num contexto puramente algébrico,

por M. Dokuchaev e R. Exel no artigo [11]. Nesse mesmo trabalho encontramos

condições necessárias e suficientes para que uma ação parcial tenha envolvente. Os ar-

tigos [10] e [16] também tratam, num ponto de vista puramente algébrico, de condições

para existência de envolventes para uma ação parcial.

A existência de uma envolvente para uma ação parcial passa a ter papel impor-

tante na obtenção de generalizações de resultados conhecidos das ações globais para

o caso parcial. Os primeiros trabalhos que utilizam-se da envolvente para obtenção

de generalizações de resultados aparecem em trabalhos recentes na teoria de Galois

(ver: [12]) e na teoria de skew anéis de polinômios parciais (ver: [6] e [7]).

O skew anel de grupo parcial foi introduzido em [11], onde provou-se que este

anel nem sempre é associativo. Porém, nos casos em que existe uma envolvente, ele
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está mergulhado no skew anel de grupo da envolvente, herdando deste, a associa-

tividade. Por sua vez, em [12] encontramos pela primeira vez, o conceito de subanel

dos elementos invariantes parciais, juntamente com o conceito de traço parcial. Seus

autores introduziram nesse artigo, a noção de extensão galoisiana parcial e desen-

volveram uma teoria de Galois para este tipo de extensão, na qual a ação parcial tem

uma envolvente.

Há muita literatura que trata de propriedades referentes ao skew anel de grupo

global e do anel dos elementos invariantes sob ações globais (ver por exemplo:[4], [19],

[22], [24] and [26]). A questão natural então é saber quais dessas bem conhecidas

propriedades, poderão ser transferidas para o caso das ações parciais com envolvente.

Trabalhar estas questões é o eixo central de nossa tese.

Este trabalho tentará, na medida do posśıvel, ser auto-suficiente. No Caṕıtulo 1,

trataremos das principais definições e resultados que necessitaremos, tanto para ações

globais quanto para ações parciais. Muitas definições e resultados, principalmente os

que se referem a ações globais são bem conhecidos. Mesmo assim, em cada caso

daremos ao menos uma referência para posśıveis consultas de detalhes. Também no

Caṕıtulo 1, fixaremos notações que serão usadas ao longo de toda a tese.

O anel envolvente de uma ação parcial, quando existe, pode ser expresso como

uma soma de ideais. Estes ideiais são todos isomorfos ao anel sob o qual a ação

parcial está agindo. Portanto o anel envolvente é apenas um caso particular de um

anel T =
∑

i Ai, onde cada Ai é um ideal de T . No Caṕıtulo 2, provaremos que, sob

certas condições, propriedades como: artinianidade (noetherianidade) à esquerda,

semisimplicidade, semiprimidade, von Neumann regularidade, dentre outras, são to-

das transfeŕıveis de T para os ideais Ai e vice-versa. Com isso podemos levantar à

envolvente tais propriedades, e em seguida transferirmos as propriedades válidas para

ações globais, ao caso parcial. Finalizamos o caṕıtulo com um estudo sobre o que

chamaremos de ação parcial induzida por um ideal invariante sob uma ação parcial.
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O Caṕıtulo 3 é dedicado ao skew anel de grupos parcial R ∗α G, onde α denota

a ação parcial de um grupo G sobre um anel R. Dentre as propriedades transferidas

do caso global ao parcial, destacamos duas versões do bem conhecido Teorema de

Maschke. Por exemplo, numa delas provamos que R ∗α G é semisimples, sempre que

R for semisimples e o traço parcial da unidade tem inverso em R. Fórmulas que

envolvem o radical de Jacobson, denotado por J(.), dos anéis R e R ∗α G, como por

exemplo:

J (R ∗α G)|G| ⊆ J (R) ∗α G ⊆ J (R ∗α G) ,

são provadas ainda nesse caṕıtulo. Questões como artinianidade (noetherianidade) à

esquerda, semisimplicidade, semiprimidade e von Neumann regularidade envolvendo

o skew anel de grupo parcial também são estudadas neste caṕıtulo.

O subanel de R formado pelos elementos invariantes pela ação parcial α, denotado

por Rα, tem suas propriedades estudadas no Caṕıtulo 4. Em destaque, provamos que

para um grupo finito que age pela ação parcial α sobre um anel R, que possui envol-

vente, então Rα é isomorfo ao subanel formado pelos elementos invariantes pela ação

global envolvente. Isso faz com que propriedades conhecidas deste último, possam

ser transferidas para o primeiro. Provamos também que se R é semiprimo e o traço

parcial da unidade tem inverso em R, então Rα é semiprimo, e além disso, todo ideal

unilateral não nulo que é invariante sob α, tem sua imagem pelo traço parcial também

não nula. Estabelecemos fórmulas envolvendo os radicais de Jacobson e primo. Por

exemplo: J (Rα) = J (R) ∩ Rα, sempre que a ordem do grupo tem inverso em R.

Para o radical primo, vale uma fórmula análoga desde que o traço parcial da unidade

não for um divisor de zero em R. A partir de fórmulas como estas, transferimos de

R para Rα propriedades como semisimplicidade e semiprimidade. Outras questões

como artinianidade (noetherianidade) à esquerda, dimensão uniforme e sobre anéis

de Goldie são estudadas ao longo deste caṕıtulo.

Finalmente, no Caṕıtulo 5, inspirados em grande parte pelo artigo de Mirian
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Cohen [4], estabelecemos algumas relações entre o subanel dos elementos invariantes

parcial e o skew anel de grupo parcial, incluindo aqui a construção de um contexto

de Morita para estes anéis. Finalizamos o caṕıtulo com algumas condições suficientes

para que tal contexto produza uma equivalência de Morita entre estes anéis.

Em toda a tese, todas as propriedades envolvendo módulos serão estudadas para

módulos à esquerda. Porém salientamos que elas podem ser obtidas quase sem esforço

adicional, para módulos à direita. Nossas ações parciais sempre agirão sobre anéis não

necessariamente comutativos mas com unidade. As notações utilizadas serão fixadas

previamente, a medida em que aparecerem no texto.



Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

1.1 Ações globais

Nesta seção, T denota um anel com unidade 1T e Aut(T ) denota o grupo de todos

os automorfismos de T . Iremos considerar sempre um grupo G ⊆ Aut(T ), dizendo

assim que o grupo G age (globalmente) sobre o anel T . As vezes utilizaremos a

notação (T, β), onde β := {βg : T → T : g ∈ G}, para destacar uma ação do grupo G

sobre o anel T . Por uma questão de simplificação, muitas vezes confundiremos a ação

com o próprio grupo e para cada g ∈ G, o automorfismo βg : T → T será denotado

simplesmente por g : T → T . Observemos que o elemento neutro do grupo G, sempre

age sobre T como o automorfismo identidade. Um subconjunto A de T é dito ser

G-invariante, se g(A) ⊆ A, para todo g ∈ G. Sendo G um grupo, temos em imediato

que g(A) = A, para todo g ∈ G. Denotaremos o subanel dos elementos invariantes

de T pela ação de G, por TG, isto é,

TG = {t ∈ T : g(t) = t, para todo g ∈ G} .

Se I é um ideal G-invariante de T , então existe uma ação global induzida sobre

T/I definida por g(t + I) = g(t) + I, para todo g ∈ G. Cada g é um automorfismo

5
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de T := T/I, e G = {g : g ∈ G} ⊆ Aut(T ). Se G for finito, denotaremos por |G|, a

ordem do grupo G. Também neste caso, podemos definir a aplicação traço (global),

trG(t) =
∑
g∈G

g(t), para todo t ∈ T . É fácil ver que trG(t) ∈ TG, para todo t ∈ T .

Vale ainda que se |G|−1 ∈ T , então trG(T ) = TG. E desde que traços são preservados

sobre imagens homomórficas, temos que T
G

= TG, sempre que trG(T ) = TG.

O skew anel de grupo (global) de uma ação global (T, β), denotado por T ∗β G, é

definido como sendo um T -módulo livre à esquerda com base {g : g ∈ G}; isto é,

T∗βG =

{∑
g∈G

tgg : tg ∈ T, e tg 6= 0, para somente um quantidade finita de g ∈ G

}
.

A soma em T ∗β G é definida de forma natural e o produto definido por:

ag.bh = ag(b)gh,

para todo a, b ∈ T e todo g, h ∈ G.

1.2 Ações parciais

1.2.1 Definindo uma ação parcial

Os detalhes do que se seguem poderão ser encontrados nas referências [11] ou

[12]. Usaremos sempre R, para denotar um anel com unidade 1R e G para denotar

um grupo com unidade 1 (ou 1G quando houver chance de confusão). Começaremos

lembrando a definição de ação parcial de um grupo G sobre um anel R.

Definição 1.2.1 Seja G um grupo com unidade 1 e seja R um anel. Uma ação

parcial α de G sobre R, é uma coleção de ideais Dg de R, com g ∈ G e isomorfismos

αg : Dg−1 → Dg, tais que para todo g, h ∈ G valem:

(i) D1 = R e α1 é a aplicação identidade de R.
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(ii) D(gh)−1 ⊇ α−1
h (Dh ∩Dg−1) .

(iii) αg ◦ αh(x) = αgh(x), para x ∈ α−1
h (Dh ∩Dg−1).

As condições (ii) e (iii) estabelecem que a aplicação αgh é uma extensão da

aplicação αg ◦ αh e que αg−1 = α−1
g , para todo g ∈ G.

A condição (ii) pode ser trocada por uma aparentemente mais forte condição,

isto é, as condições (i)− (iii) são equivalentes às seguintes três condições:

(i′) D1 = R e α1 é a aplicação identidade de R.

(ii′) Dg ∩Dgh = αg (Dg−1 ∩Dh).

(iii′) αg ◦ αh(x) = αgh(x) para x ∈ α−1
h (Dh ∩Dg−1).

Usaremos sempre a notação (R,α) ou simplesmente α, para indicar uma ação

parcial sobre o anel R. Salvo menção em contrário assumiremos, em nossas ações

parciais, que cada Dg (g ∈ G) é gerado por um idempotente central 1g, que pode ser

zero, isto é, cada Dg é um subanel com identidade 1g, e assim, Dg = R1g = 1gR e

Dg ∩ Dh = 1g1hR para todo g, h ∈ G. Na seção 4 de [11], podemos encontrar duas

identidades que nos serão úteis futuramente. Dados g, h ∈ G e x ∈ R, então valem:

αg (1g−11h) = 1g1gh. (1.1)

e

αh (αg (x1g−1) 1h−1) = αhg (x1g−1h−1) 1h. (1.2)

1.2.2 A envolvente de uma ação parcial

A envolvente de uma ação parcial α é uma ação global β, onde cada isomorfismo

g = βg, para g ∈ G, restrito ao ideal Dg−1 é exatamente a αg. As propriedades da

envolvente bem como o conceito de equivalência entre duas ações envolventes que

citaremos abaixo podem ser encontradas com detalhes em [11].
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Definição 1.2.2 Uma ação (global) β de um grupo G sobre um anel T é dita ser

uma envolvente da ação parcial α de G sobre um anel R, se existe um isomorfismo

de anéis ϕ de R sobre um ideal de T , tal que para todo g ∈ G, satisfaz:

(i) ϕ(Dg) = ϕ(R) ∩ g(ϕ(R)).

(ii) ϕ ◦ αg(x) = g ◦ ϕ(x) para todo x ∈ Dg−1.

Denotaremos sempre por (T, β), ou simplesmente por T , essa envolvente, que é

única, a menos de equivalências. Em resumo, quando a envolvente T existe, valem as

seguintes propriedades:

1. T =
∑
g∈G

g(R).

2. Dg = R ∩ g(R).

3. αg = g |Dg−1 .

Observemos que a propriedade 1. acima, fornece uma relação bastante favorável

para transportamos propriedades de R para T , e vice-versa. No entanto, a existência

de uma unidade para T , nos é restringida, por esta mesma propriedade. Se cada Dg

tiver uma unidade, ela sempre será denotada por 1g. Assim, por 2. acima, temos

que 1g = g(1R)1R. A existência de uma unidade em cada Dg, nos é relevante, por

ser condição necessária e suficiente para a existência e unicidade da envolvente, como

mostra o próximo resultado.

Teorema 1.2.3 (Teorema 4.5, em [11]) Seja R um anel com unidade. Então uma

ação parcial α de um grupo G sobre R possui uma ação global envolvente β se, e

somente se, cada ideal Dg (g ∈ G) é um anel com unidade. Além disso, se β existe,

ela é única a menos de equivalências.

Exemplo 1.2.4 1. Toda ação global é uma ação parcial com envolvente.
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2. Sejam um grupo G que age (globalmente) sobre um anel T e R um ideal de T .

Para todo g ∈ G, tome Dg := R ∩ g(R). Defina αg : Dg−1 → Dg, como uma

restrição de g em Dg−1 . Então α é uma ação parcial de G sobre R. Se R é um

ideal gerado por um idempotente central distinto da unidade de T , então cada

Dg tem unidade e α é uma ação não global, que tem envolvente contida em T .

1.3 O skew anel de grupo parcial

Um outro ganho com a existência de uma envolvente é que o skew anel de grupo

parcial, que definiremos a seguir, é associativo. Os detalhes desta seção estão feitos

em [11].

Definição 1.3.1 O skew anel de grupo parcial correspondente a α, denotado por

R ∗α G, é o conjunto de todas as somas formais∑
g∈G

agδg : ag ∈ Dg

onde δg são śımbolos. A adição é definida pontualmente, enquanto que a multiplicação

é dada pela seguinte regra:

agδgahδh = αg (αg−1 (ag) ah) δgh.

Nem sempre R ∗α G é um anel associativo. Mas existem condições suficientes

para que isso ocorra, uma delas é o fato de α ter envolvente, como vemos no seguinte

resultado:

Teorema 1.3.2 Se (T, β) é uma ação envolvente da ação parcial (R,α), então o

skew anel de grupo parcial R∗α G, está mergulhado em T ∗β G. Em particular, R∗α G

é associativo.
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Outra condição suficiente para termos associatividade no skew anel de grupo par-

cial é o fato de R ser semiprimo. Neste caso a associatividade de R ∗α G independe

da ação parcial.

Teorema 1.3.3 Se R é semiprimo, então o skew anel de grupo parcial R ∗α G é

sempre associativo.

Lembremos da seção 18, do caṕıtulo 7 de [21] que um contexto de Morita é uma

sêxtupla (A, B, V, W, Γ, Γ′), onde:

1. A e B são anéis,

2. V é um (A,B)-bimódulo e W é um (B,A)-bimódulo,

3. Γ : V ⊗B W → A e Γ′ : W ⊗A V → B são homomorfismos de bimódulos

que satisfazem as chamadas condições de associatividade:

v1Γ
′(w ⊗ v2) = Γ (v1 ⊗ w) v2,

para todo v1, v2 ∈ V e w ∈ W e

Γ′(w1 ⊗ v)w2 = w1Γ (v ⊗ w2)

para todo v ∈ V e w1, w2 ∈ W .

Diremos que os anéis A e B são Morita equivalentes, se no contexto de Morita,

Γ e Γ′ forem sobrejetoras. Isto equivale a dizer que as suas respectivas categorias

de módulos à esquerda são equivalentes. Quando isso ocorre, todas as propriedades

que podem ser caracterizadas via módulo à esquerda, (chamadas de Morita invari-

antes) são transfeŕıveis de A para B e vice-versa. As principais propriedades Morita

invariantes que aparecem nesse trabalho são: artinianidade, noetherianidade, semi-

simplicidade, von Neumann regularidade e propriedades de radicais (semiprimidade,

J-semisimplicidade, etc).
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O próximo resultado estabelece uma equivalência de Morita entre R∗α G e T ∗β G,

o que permite transferirmos propriedades conhecidas para skew anéis de grupo global

ao skew anel de grupo parcial.

Teorema 1.3.4 (Teorema 5.4, em [11])Se a envolvente T tem unidade, então R∗α G

e T ∗β G são Morita equivalentes.

Usamos a notação A
M
w B, para indicar que os anéis A e B são Morita equivalentes.

1.4 O subanel dos invariantes parciais

A definição do subanel dos invariantes pela ação parcial foi estabelecida pela

primeira vez em [12], todos os detalhes desta seção podem ser vistos nesta mesma

referência. Observemos que aqui toda ação parcial (R,α) tem uma envolvente (T, β),

o que equivale, segundo o Teorema 1.2.3, que cada ideal Dg tem uma unidade 1g,

para todo g ∈ G.

Definição 1.4.1 O subanel dos elementos invariantes de R sob a ação parcial α,

denotado por Rα, é definido por:

Rα = {x ∈ R : αg(xa) = xαg(a) para todo g ∈ G e todo a ∈ Dg−1} .

Desde que 1g ∈ Dg, para todo g ∈ G, podemos reduzir Rα a :

Rα = {x ∈ R : αg(x1g−1) = x1g, para todo g ∈ G} .

Para G finito podemos considerar a aplicação traço parcial, definida por:

trα (r) =
∑
g∈G

αg (r1g−1) ,

para todo r ∈ R. Naturalmente, pode-se provar que trα (r) ∈ Rα. Lembrando que

da seção 1.1, temos que trG (t) =
∑
g∈G

g (t) é a aplicação traço (global) agindo em T ,

podemos relacionar estas duas aplicações do seguinte modo:
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Proposição 1.4.2 (Lema 2.1, em [12])Para um grupo finito G, valem as seguintes

afirmações:

1. trα : R → Rα é Rα-linear à direita e à esquerda.

2. trα (r) = trG (r) 1R, para todo r ∈ R.

3. trG (T ) = trG (R).

Um corolário que sai imediato desse resultado:

Corolário 1.4.3 Para um grupo finito G, temos que trG é sobrejetor se, e somente

se, trα é sobrejetor.

Para um grupo finito G, denote os elementos de G por G =
{
1 = g1, ..., g|G|

}
,

então a envolvente tem unidade, que pode ser expressa por:

1T =
∑

1≤l≤|G|

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1 gi1 (1R) ...gil−1
(1R) gil (1R) , (1.3)

(provaremos isto num contexto mais geral no caṕıtulo 2). Ainda em [12], podemos

encontrar a seguinte aplicação que nos será útil no caṕıtulo 4:

Definição 1.4.4 Ψ : Rα → TG definida por

Ψ (x) =
∑

1≤l≤|G|

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1 gi1 (1R) ...gil−1
(1R) gil (x) .

Pode-se provar que Ψ é um homomorfismo de anéis (Ver detalhes em [12]). No

caṕıtulo 4, provaremos que Ψ é um isomorfismo de anéis, no caso em que G é um

grupo finito.
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1.5 Resultados conhecidos para ações globais

Os resultados que se seguem dizem respeito a uma ação global β de um grupo

G sobre um anel T com unidade denotada por 1T . Lembremos algumas definições

básicas que serão utilizadas ao longo desse trabalho. Diremos que um anel T é

artiniano (noetheriano) à esquerda se toda cadeia descendente (ascendente) de ideais

à esquerda de T for estacionária. Denotando por U(T) o conjunto das unidades do

anel T , o radical de Jacobson de um anel T , denotado por J(T), que é a interseção

de todos os ideais maximais à esquerda de T também pode ser caracterizado por

J(T ) = {t ∈ T : 1T − xty ∈ U(T ), para todo x, y ∈ T}. Diremos ainda que um

anel T é J-semisimples se seu radical de Jacobson for nulo e desde que T é um anel

com unidade, diremos que T é um anel semisimples se T é um anel J-semisimples e

artiniano à esquerda.

1.5.1 Sobre o skew anel de grupo (global)

Listaremos aqui uma série de resultados conhecidos referentes ao skew anel de

grupo (global).

Condições de cadeia e Teorema de Maschke

Dizemos que um ideal I de um anel T é nilpotente se existe n > 0, tal que In = 0

e que um anel T é semiprimário se seu radical de Jacobson J(T ) é nilpotente e o

quociente T/J(T ) for um anel semisimples. A partir dessa definição, o importante

teorema devido a Hopkins-Levitzki (ver Teorema 4.15, em [20]), garante o seguinte

resultado:

Teorema 1.5.1 Seja T um anel com unidade. Então T é artiniano à esquerda se, e

somente se, T é noetheriano à esquerda e semiprimário.

Sobre as condições de cadeia sobre o skew anel de grupo, temos (ver: [19]):
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Teorema 1.5.2 Seja G é um grupo finito. Se T é artiniano (noetheriano) à esquerda,

então T ∗β G é artiniano (noetheriano) à esquerda.

Veremos agora o bastante conhecido Teorema de Maschke (que pode ser encon-

trado em vários livros, ver por exemplo [24],[26] ou [19]).

Teorema 1.5.3 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo finito, tal que |G|−1 ∈ T .

Se W é um submódulo de um T ∗β G-módulo à esquerda V , que tem complementar em

V como T -módulo à esquerda, então W tem complementar em V como T ∗β G-módulo

à esquerda.

Um corolário imediato desse Teorema é o seguinte:

Corolário 1.5.4 Seja G um grupo finito. Se T é semisimples e |G|−1 ∈ T , então

T ∗β G é semisimples.

Radicais hereditários

A definição de radical hereditário vem do Teorema 48, página 125 de [9]:

Teorema 1.5.5 Para um radical rad. São equivalentes

(a) Se I é um ideal de T e T = rad (T ), então I = rad (I).

(b) Para todo anel T e todo ideal I de T , tem-se rad(I) = I ∩ rad(T ).

No caso do radical satisfazer as equivalências acima, dizemos que o radical é

hereditário.

Exemplo 1.5.6 Listaremos alguns exemplos de radicais hereditários com suas notações

usuais. A prova de que eles são hereditários estão feitas nas referências indicadas.

1. O radical de Jacobson: J(T ), já definido no começo da seção 1.5. (ver [17], pg

45).
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2. O radical primo: Nil∗(T ) que é definido como sendo a interseção de todos os

ideais primos de T . (ver [9], pg 141).

3. O nil radical superior : Nil∗(T ) que é definido como a soma de todos os ideais

nil de T . (Lembre-se: um ideal de T é nil quando todos os seus elementos são

nilpotentes). (ver [9], pg 135).

4. O radical de Brown-Mccoy: BM(T ) que é definido como sendo a interseção de

todos os ideais maximais de T . (Lembre-se: essa definição é para anéis com

unidade) (ver [9], pg 135).

Um resultado que vale para todo radical de anéis (ver Proposição 7.16, página 54,

em [19] e exemplo 10.17, página 169, em [20]), é o seguinte:

Proposição 1.5.7 Seja rad um radical. Se f : A → B é um epimorfismo de anéis,

então f (rad (A)) ⊆ rad (B) . Em particular se f é um isomorfismo de anéis, então

f(rad(A)) = rad(B).

O radical de Jacobson

Lembremos da seção 1.5, que um anel é dito ser J-semisimples se seu radical de

Jacobson J(T) for nulo. O Teorema 4.2, da página 30, em [26], nos dá o seguinte

resultado, em relação ao radical de Jacobson:

Teorema 1.5.8 Se G é finito, então

J (T ∗β G)|G| ⊆ J (T ) ∗β G ⊆ J (T ∗β G) .

Além disso, se |G|−1 ∈ T , então J (T ∗β G) = J(T ) ∗β G.

Os ideais primos e o radical primo

A proposição 10.16 da página 169 em [20], nos dá as seguintes caracterizações

para um anel semiprimo:
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Proposição 1.5.9 Para todo anel T, são equivalentes:

1. T é um anel semiprimo.

2. O radical primo de T é nulo.

3. T não tem ideais nilpotentes não nulos.

4. T não tem ideais nilpotentes não nulos à esquerda.

Dado um m > 0, dizer que um anel T não tem m-torção aditiva, significa dizer

que dado 0 6= t ∈ T , temos mt 6= 0. Sobre a semiprimidade de um skew anel de

grupo, o Teorema 6.10.4, em [5], nos garante que:

Teorema 1.5.10 Seja G um grupo finito. Se T é um anel semiprimo sem |G|-torção

aditiva, então T ∗β G é semiprimo.

Dizemos que um ideal G-invariante I de T é G-primo se, para ideais G-invariantes

A, B ⊆ I, a inclusão AB ⊆ I, implicar A ⊆ I ou B ⊆ I. Com isto, o Lema 14.1 da

página 132, em [26], nos dá uma caracterização dos ideais primos de T ∗β G, através

dos ideais G-primos de T :

Lema 1.5.11 1. Se A é um ideal primo de T ∗β G, então A∩ T é um ideal G-primo

de T .

2. Se I é um ideal G-primo de T , então I = A ∩ T , para algum A ideal primo de

T ∗β G.

von Neumann regularidade

Teorema 1.5.12 Para todo anel T , são equivalentes:

1. Para todo t ∈ T , existe x ∈ T , tal que t = txt.

2. Todo ideal principal à esquerda é gerado por um idempotente.
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3. Todo ideal principal à esquerda é um somando direto de T T .

4. Todo ideal finitamente gerado à esquerda é gerado por um idempotente.

5. Todo ideal finitamente gerado à esquerda é um somando direto de T T .

Observe que a equivalência 1. acima, permite enunciar o mesmo teorema para

ideais à direita. Diremos que um anel T é von Neumann regular (vNr, para encurtar)

se T satisfaz as condições do teorema acima.

O lema a seguir, é imediato do Lema 1.3 da página 2, em [18]:

Lema 1.5.13 Seja I um ideal de um anel T . O anel T é vNr se, e somente se, I e

T/I são anéis vNr.

Seja H um subgrupo de G. Então a restrição da ação β a elementos de H fornece

uma ação (global) sobre T , que denotaremos por βH . A Proposição 17.2, em [26], que

relataremos a seguir, estabelece condições para que o skew anel T ∗βH
H seja vNr,

sempre que T ∗β G o for e reciprocamente.

Proposição 1.5.14 Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G.

1. Se T ∗β G é vNr, então T ∗βH
H é vNr.

2. Suponha que o ı́ndice de H é invert́ıvel em T . Se T ∗βH
H é vNr, então T ∗β G

é vNr.

1.5.2 Sobre o anel dos invariantes pela ação global

Condições de cadeia

O Corolário 1.12 página 14 de [24], nos dá informações sobre as condições de cadeia

do subanel TG:
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Teorema 1.5.15 Sejam G um grupo finito tal que |G|−1 ∈ T , I um ideal à esquerda

de T que é G-invariante e J := I ∩ TG.

1. Se T/I é um T -módulo artiniano (noetheriano) à esquerda, então TG/J é um

TG-módulo artiniano (noetheriano) à esquerda.

2. Se T/I tem uma série de composição de comprimento k como um T -módulo,

então TG/J tem uma série de composição de comprimento menor ou igual a k.

O radical de Jacobson

O Teorema 1.14 de [22], nos dá condições suficientes para que TG seja J-semisimples:

Teorema 1.5.16 Seja G um grupo finito que age (globalmente) sobre um anel T .

Então,

|G|J(TG) ⊆ J(T ).

Em particular, se T é J-semisimples sem |G|-torção, então TG é J-semisimples.

Os Teoremas 1.14 e 1.15, encontrados nas páginas 14 e 15 respectivamente, em

[24], dizem respeito ao radical de Jacobson e a semisimplicidade de TG:

Teorema 1.5.17 Seja G um grupo finito que age (globalmente) sobre um anel T , tal

que |G|−1 ∈ T . Então,

J(TG) = J(T ) ∩ TG.

Lembrando que um anel é semisimples se for artiniano e J-semisimples podemos

tomar I = {0} no Teorema 1.5.15 e usarmos o Teorema 1.5.16 (ou o Teorema 1.5.17),

obtendo:

Teorema 1.5.18 Seja G um grupo finito que age (globalmente) sobre um anel T . Se

T é um anel semisimples e |G|−1 ∈ T , então TG é semisimples.
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O radical primo

Dados n ≥ m ≥ 0, usaremos a notação Cm
n , para indicar o número máximo de

combinações de n elementos tomados m à m. A seguinte proposição (Proposição 1.3,

página 8 em [24]) é bastante útil quando a imagem de algum ideal pela aplicação

traço for nilpotente. Observemos antes que se J é um ideal de T , então trG(J) =

{
n∑

i=1

trG(xi) : para n > 0 e x1, . . . , xn ∈ J} é um ideal do anel TG. Além disso, se J

é G-invariante, temos trG(J) ⊆ J .

Proposição 1.5.19 Sejam J um ideal de T que é G-invariante, d > 0 e λ = f (|G|)+

1, onde f(n) =
n∏

m=1

(Cm
n + 1), para todo n ≥ 0. Então

(|G| J)λd

⊆ |G| J ′ (trG(J))d J,

onde J ′ é J acrescido de uma unidade.

Consequências da proposição acima, é o Teorema 1.4 e seu Corolário 1.5, encontra-

dos na página 9 em [24], que permitem concluir que se T é semiprimo sem |G|-torção

aditiva, então o subanel TG também é semiprimo.

Teorema 1.5.20 . Se T não tem |G|-torção aditiva e J é um ideal à esquerda de

T que é G-invariante, onde trG(J) é nilpotente de ı́ndice d, então J é nilpotente de

ı́ndice no máximo (f (|G|) + 1)d (f como na Proposição 1.5.19).

Teorema 1.5.21 Seja T semiprimo sem |G|-torção aditiva. Então:

1. TG é semiprimo.

2. Se A é um ideal à esquerda (direita) G-invariante e não nulo, então trG(A) 6= 0.

Definição 1.5.22 Um grupo G é dito ter traço (global) não-degenerado sobre o anel

T se satisfaz as propriedades 1. e 2. do teorema acima.
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O Teorema 1.9 página 12 de [24], relaciona os radicais primos dos anéis T e TG:

Teorema 1.5.23 Seja G um grupo finito. Se T não tem |G|-torção, então

Nil∗(T
G) = Nil∗(T ) ∩ TG.

Anéis de Goldie

Seja M um T -módulo à esquerda e N um submódulo de M . Diremos que N é

essencial em M se, dado qualquer submódulo não nulo L de M , tivermos N ∩L 6= 0.

Usaremos a notação N <e M para indicar que N é um submódulo essencial de

M . O submódulo singular à esquerda é dado por Z(T M) = {a ∈ M : Ea =

0, para algum ideal essencial à esquerdaEde T}. Usaremos a notação Z(T ) para in-

dicar Z(T T ), o ideal singular à esquerda de T .

Um T -módulo à esquerda M , é dito ter dimensão uniforme infinita se ele contém

uma soma direta infinita de T -submódulos, não nulos à esquerda. Do contrário, pode-

se provar que existe um número inteiro n > 0, tal que existe em M uma soma direta de

n submódulos não nulos à esquerda e que toda soma direta de T -submódulos não nulos

à esquerda de M , tem no máximo n parcelas. Tal número é chamado de dimensão

uniforme de M e em qualquer caso, utilizamos a notação udim T M . Podemos ter

portanto udim T M = ∞. Por comodidade usaremos a notação udim T para indicar

udim T T .

Seja A ⊆ T , denotemos por ranT (A) := {t ∈ T : At = 0} o anulador à direita de A

em T e por lanT (A) := {t ∈ T : tA = 0} o anulador à esquerda de A em T . Diremos

que um anel satisfaz a condição das cadeias ascendentes para anuladores à esquerda, se

toda cadeia ascendente de ideais anuladores à esquerda for estacionária. Seja A ⊆ T ,

Diremos que um elemento x ∈ T é regular se o ideal anulador à esquerda lanT (x) =

lanT ({x}) e seu anulador à direita ranT (x) = ranT ({x}) são ambos nulos, isto é,

x ∈ T é regular se, e somente se, não for um divisor de zero em T . Sobre anuladores
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e ideais essenciais, na página 57, em [23], podemos encontrar a seguinte ferramenta

que é relevante na prova do Teorema de Goldie e que usaremos futuramente:

Proposição 1.5.24 Sejam T um anel semiprimo tal que udim T < ∞, com Z(T ) =

0, e E um ideal essencial à esquerda de T . Então valem:

1. E contém um elemento c tal que lanT (c) ∩ E = 0.

2. E é essencial se, e somente se, E contém um elemento regular de T .

Definição 1.5.25 Dizemos que um anel com unidade T é um anel de Goldie à es-

querda se udim T < ∞ e T satisfaz a condição das cadeias ascendentes para anu-

ladores à esquerda.

Finalmente, o Teorema 3.6 da página 58, em [23], nos dá a seguinte versão do

Teorema de Goldie:

Teorema 1.5.26 (Teorema de Goldie). As seguintes condições sobre um anel T são

equivalentes:

1. T é um anel de Goldie à esquerda semiprimo.

2. T é um anel semiprimo, Z(T ) = 0 e udim T < ∞.

Listaremos agora outros resultados sobre ideais essenciais e dimensão uniforme

que necessitaremos. Iniciamos com o Lema 5.1.1, página 9 de [24], que nos dá uma

maneira de obtermos ideais essenciais à esquerda em TG a partir de ideais essenciais

à esquerda de T :

Proposição 1.5.27 Seja G um grupo que tem traço (global) não-degenerado sobre

T . Se E ′<e T T , então E ′ ∩ TG<e T GTG.
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Ainda referente a grupos que tem traço não-degenerado sobre T , temos o Teo-

rema 5.3 da página 71 e o Corolário 5.4 da página 73, em [24]. Antes de enunciá-los,

observemos que a notação Q(T ) indicará sempre o anel clássico de quocientes à es-

querda, ou seja, Q(T ) = {a−1b : a, b ∈ T e a não é um divisor de zero em T}. Dado

um T -módulo à esquerda M , denotaremos por Q(T M) ao módulo clássico de quo-

cientes à esquerda, isto é, Q(T M) = Q(T )⊗T M e que U(T) sempre denota o conjunto

das unidades do anel T .

Teorema 1.5.28 Seja G um grupo que tem traço (global) não-degenerado sobre T .

Então valem:

1. udim T < ∞ se, e somente se, udim TG < ∞. Neste caso

udim TG ≤ udim T ≤ |G|udim TG.

2. Se x ∈ TG é regular em TG, então x é regular em T .

3. Z(T ) ∩ TG ⊆ Z(TG).

4. T é um anel de Goldie à esquerda se, e somente se, TG é um anel de Goldie à

esquerda . Neste caso, Q(T )G = Q(TG) e Q(T ) =reg(T G) T , a localização de T

no conjunto reg(TG), formado pelos elementos regulares de TG.

Uma consequência disso é o Corolário 5.4 da página 73, em [24]:

Corolário 1.5.29 Sejam T é um anel semiprimo e G um grupo que tem traço não-

degenerado sobre T . Então T é semisimples se, e somente se, TG é semisimples.

Juntando este Corolário com o Teorema 1.5.21, obtemos o Teorema 26.7 da página

269, em [26]:

Teorema 1.5.30 Seja T um anel semiprimo sem |G|-torção aditiva. Então T é

semisimples se, e somente se, TG é semisimples.
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1.5.3 Outros resultados

Exibiremos aqui alguns outros resultados que usaremos ao longo do texto. Ini-

ciando com o bem conhecido Lema de Nakayama, cuja prova pode ser encontrada na

página 64, em [20]:

Teorema 1.5.31 (Lema de Nakayama):Seja V um T-módulo à esquerda finitamente

gerado. Se J (T ) V = V , então V = 0.

Seja A um anel. Dado um A-módulo à direita (esquerda) M , usaremos a notação

EndA(M) para indicar o anel dos A-endomorfismos à direita (esquerda) de M . Dize-

mos que um A-módulo à direita (esquerda) M é um gerador para a categoria de

A-módulos à direita (esquerda), se existe um epimorfismo de módulos à direita (es-

querda) de alguma soma direta de cópias de M sobre A. Sobre este assunto, na

página 190 em [13], podemos encontrar o seguinte resultado, que é conhecido como

sendo um dos teoremas de Morita:

Teorema 1.5.32 Sejam M um A-módulo à direita e B = EndA(M) e consideremos

de modo natural, M como um B-módulo à esquerda. Então as seguintes afirmações

são equivalentes:

1. M é um gerador para a categoria dos A-módulos à direita.

2. M é um B-módulo à esquerda, finitamente gerado projetivo e A = EndB(M).

O Teorema 20, juntamente com o Corolário 23, encontrados nas páginas 293-295

em [3], podem ser resumidos no seguinte resultado:

Teorema 1.5.33 Sejam A e B anéis, V um (A; B)-bimódulo e W um (B; A)-

bimódulo e sejam ainda, Γ : V ⊗B W → A e Γ′ : W ⊗A V → B, aplicações tais

que (A, B, V, W, Γ, Γ′) é um contexto de Morita. Então valem:

1. Γ(V ⊗ rad(B)W ) ⊆ rad (A).
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2. Γ′(W ⊗ rad(A)V ) ⊆ rad (B) .

Em ambos os casos rad indica um dos seguintes radicais: Primo, Jacobson, Nil ou

localmente nilpotente.

Seja G um grupo finito agindo (globalmente) sobre o anel T . Dizemos que T é

uma G-extensão galoisiana de TG, se

1. TG = trG(T ).

2. existem xi, yi ∈ T , 1 ≤ i ≤ n, tal que
n∑

i=1

xig (yi) =

 1 se g = 1

0 se g 6= 1
, para todo

g ∈ G.

Para extensões galoisianas, o Lema 1.25 de [4], nos dá o seguinte resultado:

Teorema 1.5.34 Seja T um anel semiprimo que é uma G-extensão galoisiana de

TG. Então TG é Morita equivalente a T ∗β G. Em particular valem:

1. T é finitamente gerado, fiel e projetivo como um TG-módulo à esquerda e um

T ∗β G-módulo à esquerda.

2. T ∗β G w EndT G (T ) e TG w EndT∗βG (T ) ; T ∗β G w T∗βG (T ⊗T G T ) e TG w

T G

(
T ⊗T∗βG T

)
.

3. TG é somando direto de T GT (TT G).

Seja α uma ação parcial de um grupo finito G sobre um anel não comutativo R.

A Definição 3.1 e Observação 3.5, em [12], nos dá a definição de extensão galoisiana

parcial:

Definição 1.5.35 Dizemos que R é uma extensão galoisiana parcial de Rα, com ação

parcial α (uma α-extensão de Galois, para encurtar), se
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1. Rα = trα(R)

2. existem xi, yi ∈ R, i = 1, ..., n tal que
n∑

i=1

xiαg (yi1g−1) =

 1 se g = 1

0 se g 6= 1
, para

todo g ∈ G.

O resultado que une estas definições provêm do Teorema 3.3, em [12] e do Corolário

1.4.3:

Teorema 1.5.36 Se α é uma ação parcial de um grupo finito G sobre um anel R,

com envolvente T . Então, são equivalentes:

1. T é uma G-extensão de Galois (global) de TG.

2. R é uma α-extensão de Galois parcial de Rα.



Caṕıtulo 2

Resultados Gerais

Dividimos este caṕıtulo em duas partes. Na primeira parte consideramos anéis

que são somas de ideais. Em particular, sendo a envolvente de uma ação parcial uma

soma de ideais determinados pelo anel dado, estes resultados permitirão transferir

propriedades entre este e sua envolvente. Na outra parte, definimos ações parciais

induzidas de uma ação parcial dada sobre um fator do anel por um ideal I, quando o

ideal I satisfaz certa condição de invariância a respeito dessa ação parcial.

2.1 Anéis que são somas de ideais

Sejam L um conjunto de ı́ndices qualquer, T um anel (possivelmente sem unidade)

e {Ai}i∈L uma famı́lia de ideais de T , onde cada Ai tem unidade, que denotamos

por 1i, e T =
∑

i∈L Ai. Nosso objetivo é estudar algumas propriedades que podemos

transferir dos Ai para T e vice-versa. Iniciaremos com uma observação sobre a notação

no caso de L ser finito.

Observação 2.1.1 Para T =
∑

i∈L Ai, as vezes, abusaremos da linguagem usando a

expressão ”L é finito” para indicar que existem n > 0 e ı́ndices i1, i2, ..., in ∈ L tais que

26
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T =
n∑

k=1

Aik . Quando não houver margem para dúvidas, escreveremos simplesmente

L = {1, 2, ..., n} e T =
n∑

i=1

Ai.

2.1.1 Uma unidade para T

Lema 2.1.2 Seja T =
∑
i∈L

Ai um anel onde cada ideal Ai tem unidade 1i. Então,

1. Para i ∈ L, 1i ∈ C(T ) (o centro de T ) e 1iT = T1i = Ai.

2. T tem unidade ⇔ L é finito. Neste caso, existe n > 0, tal que L = {1, 2, ..., n}

e T =
n∑

k=1

Ak. Ainda, a unidade 1T de T pode ser expressa por:

1T =
∑

1≤l≤n

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+11i11i2 . . . 1il−1
1il . (2.1)

Tal elemento ainda pode ser expresso como uma soma de idempotentes ortogo-

nais centrais de T , isto é,

1T = e1 + e2 + · · ·+ en (2.2)

onde e1 = 11, ej = (1T − 11)(1T − 12) · · · (1T − 1j−1)1j para 2 ≤ j ≤ n.

Prova.

1. Para t ∈ T , temos t1i ∈ TAi ⊆ Ai e 1it ∈ AiT ⊆ Ai, assim t1i = 1i (t1i) =

(1it) 1i = 1it, além disso Ai = 1iAi ⊆ 1iT ⊆ AiT ⊆ Ai.

2. No caso de L ser finito, provaremos a fórmula acima descrita para 1T , usando

indução sobre n, bastando para isso, observarmos que
j∑

i=1

Ai é um ideal de T ,

para todo j = 1, . . . , n. O caso n = 1 é trivial e se o lema vale para n− 1, então

1Tn−1 =
∑

1≤l≤n−1

∑
i1<i2<...<il<n

(−1)l+11i11i2 . . . 1il−1
1il
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é a unidade do ideal Tn−1 =
n−1∑
i=1

Ai e já que todo elemento de T = Tn−1 + An é

da forma a + b, onde a ∈ Tn−1 e b ∈ An, facilmente obtemos

(1n + 1Tn−1 − 1n1Tn−1)(a + b) = a + b.

Resta provarmos que 1T dado em (2.1) satisfaz

1n + 1Tn−1 − 1n1Tn−1 = 1T .

Observando que 1T − 1Tn−1 tem todos os termos em que 1n não aparece cance-

lados, então

1T − 1Tn−1 = 1n − 1Tn−11n

que é exatamente o que precisávamos. Do mesmo modo podemos provar que

1T = e1 + · · ·+ en

é unidade de T . Observemos que

eiej = (1T − 11)...(1T − 1i−1)1i(1T − 11)...(1T − 1j−1)1j,

portanto

e2
i = (1T−11)

2(1T−12)
2 . . . (1T−1i−1)

212
i = (1T−11)(1T−12) . . . (1T−1i−1)1i = ei;

e para i 6= j, digamos, i < j, temos 1i fator de ei, (1T − 1i) fator de ej e

ei(1T −1i) = 0, portanto eiej = 0. Reciprocamente, se T tem unidade 1T , então

existirão n > 0 e ı́ndices i1, i2, ..., in ∈ L tais que 1T = ai1 + ai2 + · · ·+ ain para

certos aik ∈ Aik , k = 1, 2, ..., n. É fácil concluir que T =
∑n

k=1 Aik .
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Observação 2.1.3 Seja T =
∑

i∈L Ai, onde cada ideal Ai tem unidade 1i. Então,

para n > 0 e j1, j2, ..., jn ∈ L, o ideal T(j1,j2,...,jn) :=
∑n

k=1 Ajk
é um anel com unidade

que pode ser expressa por:

1T(j1,j2,...,jn)
=
∑

1≤l≤n

∑
ji1

<ji2
<...<jil

(−1)l+11ji1
1ji2

. . . 1jil
, (2.3)

ou ainda por:

1T(j1,j2,...,jn)
=

n∑
k=1

ek, (2.4)

onde e1 = 1i1 e ek = (1T(j1,j2,...,jn)
− 1j1)(1T(j1,j2,...,jn)

− 1j2) · · · (1T(j1,j2,...,jn)
− 1ik−l

)1ik

para 2 ≤ k ≤ n, são idempotentes ortogonais centrais de T . A demonstração de tais

fatos é inteiramente análoga a demonstração que fizemos para provar (2.1), portanto

não a repetiremos aqui.

De agora em diante

Lema 2.1.4 Seja T =
∑

i∈L Ai, onde cada Ai tem unidade 1i. Então, para cada

i ∈ L, valem:

1. Se A é um ideal à esquerda de T , então A1i é um ideal à esquerda de Ai.

2. Se B é um ideal à esquerda de Ai, então B é um ideal à esquerda de T .

3. Se A é um ideal à esquerda de T , então A1i = A ∩ Ai.

4. Se A, B são ideais à esquerda de T , tais que A1i = B1i para todo i ∈ L, então

A = B. Em particular, se A.1i = 0 para todo i ∈ L, então A = 0.

5. Ei é um ideal essencial de Ai para todo i ∈ L, então E :=
∑

i∈L Ei é essencial

em T .

O mesmo vale para ideais à direita ou bilaterais.
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Prova. 1. A1i ⊆ T1i ⊆ TAi ⊆ Ai e A1iAi ⊆ AAi1i ⊆ AT1i ⊆ A1i.

2. Seja B um ideal à direita de Ai, então, pelo Lema 2.1.2, BT = (B1i) T = B (1iT ) =

BAi ⊆ B.

3. A1i ⊆ AAi ⊆ A ∩ Ai = (A ∩ Ai) 1i ⊆ A1i.

4. Seja a ∈ A. Como A ⊆ T , existe n > 0, tal que a =
n∑

j=1

ajk
, para certos

ajk
∈ Ajk

, k = 1, ..., n. Considere 1T(j1,j2,...,jn)
=
∑n

k=1 ek, como em (2.4), assim

a = a1T(j1,j2,...,jn)
= ae1 + ae2 + · · · + aen. Desde que aek ∈ A1

ik
= B1ik para todo

k, então a ∈ B. De modo análogo, provamos que todo elemento de B é elemento

também de A.

5. Seja 0 6= a ∈ I um ideal à esquerda de T . Neste caso, existem n > 0 e ı́ndices

j1, j2, ..., jn ∈ L tais que a =
∑n

k=1 ajk
. Tomando 1T(j1,j2,...,jn)

=
∑n

k=1 ek, como em

(2.4), temos a = a1T(j1,j2,...,jn)
= ae1 + ae2 + · · · + aen. Desde que a 6= 0, temos que

aek 6= 0 para algum k, e para este k, o ideal Iek 6= 0. Sendo Ejk
essencial em Ajk

,

segue-se que 0 6= Iek ∩ Ejk
⊆ I ∩ Ejk

⊆ I ∩ E.

2.1.2 Transferindo propriedades

Se T =
∑
i∈L

Ai onde cada Ai é noetheriano ou artiniano à esquerda, não podemos

concluir dáı que T é noetheriano ou artiniano à esquerda. Por exemplo, como uma

soma arbitrária de ideais de T é ainda um ideal de T , então no caso de T ser uma

soma direta de infinitos ideais bilaterais Ai, todos distintos e não nulos, uma cadeia

crescente L1 $ L2 $ L3 · ·· de subconjuntos de L nos dá uma cadeia crescente de

ideais à esquerda (e à direita) de T ,
∑

i∈L1

Ai $
∑

i∈L2

Ai $ · · · , que não é estacionária.

Do mesmo modo, podemos construir uma cadeia descendentes de ideais à esquerda

que não seja estacionária. No entanto, vale o seguinte resultado:

Proposição 2.1.5 Seja T =
∑

i∈L Ai, onde cada ideal Ai tem unidade 1i. As

seguintes afirmações são equivalentes:
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1. T é artiniano (noetheriano) à esquerda .

2. ∃ i1, ...in ∈ L, tais que T =
∑n

k=1 Aik , onde cada Aik é artiniano (noetheriano)

à esquerda.

3. T tem unidade e cada Ai é artiniano (noetheriano) à esquerda.

Prova. 2 ⇒ 1) Sejam T =
∑n

i=1 Ai, onde cada Ai artiniano à esquerda, e

T1 ⊇ T2 ⊇ T3 ⊇ · · ·

uma cadeia descendente de ideais à esquerda de T . Então, para cada i = 1, ..., n,

temos que

T11i ⊇ T21i ⊇ T31i ⊇ · · ·

é uma cadeia descendente de ideais à esquerda do anel artiniano Ai, portanto é esta-

cionária. Como existem finitos ı́ndices i, existe um n0 > 0, tal que Tj1i = Tk1i,

para k, j ≥ n0 e i = 1, 2, ..., n. Portanto, pelo item 4 do Lema 2.1.4, temos Tj = Tk

para k, j ≥ n0. Isso mostra que T é artiniano sempre que cada Ai o for. De modo

inteiramente análogo, prova-se que a noetherianidade à esquerda dos Ai implica T

noetheriano à esquerda.

1 ⇒ 2) Pelo Lema 2.1.4 item 2., para i = 1, ..., n, cada ideal à esquerda Ai é

também ideal à esquerda de T . Portanto, se T é artiniano (noetheriano) à esquerda,

então Ai é artiniano (noetheriano) à esquerda.

Provaremos agora que, para T noetheriano existem i1, ...in ∈ L, tais que T =∑n
k=1 Aik . Suponhamos que o afirmado não vale, então podemos escolher i1 ∈ L

tal que T 6= Ai1 ; em seguida escolhamos i2 ∈ L− {i1}, tal que T % Ai1 + Ai2 % Ai1 .

Seguindo deste modo, podemos construir uma cadeia ascendente não estacionária de

ideais

Ai1 $ Ai1 + Ai2 $ Ai1 + Ai2 + Ai3 $ · · ·
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contradizendo o fato de T ser noetheriano. Agora se T é artiniano, então, pelo que

vimos acima, cada Ai é artiniano. Como cada Ai tem unidade, podemos aplicar o

Teorema 1.5.1 e obter que cada Ai é noetheriano, consequentemente, T é noetheriano,

e assim sendo, vale o afirmado também neste caso.

2 ⇔ 3) Imediato do item 2. do Lema 2.1.2.

Provaremos agora, alguns resultados sobre radicais hereditários (ver 1.5.5). Dado

um radical rad, dizemos que um anel T é rad-semisimples quando rad(T)=0.

Proposição 2.1.6 Sejam T =
∑

i∈L Ai, onde cada ideal Ai tem unidade 1i, e rad

um radical hereditário. Então, T é rad-semisimples se, e somente se, para todo i ∈ L,

Ai é rad-semisimples.

Prova. Pelo Teorema 1.5.5, para todo i ∈ L, rad(Ai) = rad(T ) ∩ Ai. Segue-se

imediato que rad(T ) = 0 implica rad(Ai) = 0. Reciprocamente, se para todo i ∈ L,

rad(Ai) = 0, então 0 = rad(Ai) = rad(T ) ∩ Ai = rad(T )1i, para todo i ∈ L. Logo,

pelo Lema 2.1.4 item 4, temos rad(T ) = 0.

Dentre os radicais hereditários, destacamos o radical de Jacobson (indicado por

J) e o radical primo no seguinte resultado imediato:

Corolário 2.1.7 Seja T =
∑

i∈L Ai, onde cada ideal Ai tem unidade 1i. Então

1. T é J-semisimples se, e somente se, para todo i ∈ L, Ai é J-semisimples.

2. T é semiprimo se, e somente se, para todo i ∈ L, Ai é semiprimo.

Prova. O Exemplo 1.5.6, garante que os radicais de Jacobson e primo são

hereditários. Logo a demonstração sai imediata da Proposição 2.1.6 e do item 2

da Proposição 1.5.9.

Outra consequência é a seguinte:
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Teorema 2.1.8 Seja T =
∑

i∈L Ai, onde cada ideal Ai tem unidade 1i. São equiva-

lentes:

1. T tem unidade e é semisimples.

2. ∃i1, ...in ∈ L, tais que T =
∑n

k=1 Aik , onde cada Aik é semisimples.

Prova. Lembremos que para anéis com unidade, ser semisimples equivale a ser

J-semisimples e artiniano à esquerda. Desde cada Ai tem unidade e que no Item 2, o

fato de L ser finito, implica, pelo Lema 2.1.2, que T é também um anel com unidade,

então T é J-semisimples e artiniano à esquerda se, e somente se, L é finito e cada

Ai é J-semisimples e artiniano à esquerda. Mas isto é justamente o que afirma a

Proposição 2.1.5 juntamente com o Corolário 2.1.7.

Observação 2.1.9 Quando T é primo a situação se restringe muito. De fato, T é

primo se, e somente se, ∃ j ∈ L, tal que Aj é primo e T = Aj. Com efeito, sejam

i, j ∈ L. Os ideais T1i1j e T (1i−1j) são tais que T1i1jT (1i−1j) = T 21i1j(1i−1j) = 0.

Sendo T anel primo, temos T1i1j = 0 ou T (1i− 1j) = 0. O primeiro caso implica que

Ai = 0 ou Aj = 0. O segundo caso implica que Ai = Aj. A rećıproca é imediata.

Outra propriedade que podemos transferir dos Ai para T é a von Neumann regu-

laridade (vNr, para encurtar - ver definição antes do Lema 1.5.13). O resultado que

segue não exige que cada Ai tenha unidade.

Lema 2.1.10 Sejam T um anel e {Ai}n
i=1 uma famı́lia finita de ideais de T que sejam

vNr como anéis, então
n∑

i=1

Ai é vNr.

Prova. Basta provarmos o caso n = 2 e usar indução. Como A1+A2

A2

∼= A1 e A2

são vNr, segue-se direto do Lema 1.5.13, que A1 + A2 é vNr.
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Proposição 2.1.11 Seja T =
∑

i∈L Ai, então

T é vNr ⇔ para todo i ∈ L, Ai é vNr.

Prova. ⇒) É imediato do Lema 1.5.13.

⇐) Sendo L um conjunto, podemos bem ordená-lo e definir: T1 = A1, Tλ =

Tλ−1 +Aλ, se λ não for um ordinal limite, e por fim, Tλ =
∑
µ<λ

Tµ se λ é ordinal limite.

Desta forma deve existir um ordinal λ0, tal que

T = Tλ0 .

Portanto, provando que para todo ordinal λ, Tλ é vNr, teremos provado o resultado.

Para isso usaremos indução transfinita. Para λ = 1, T1 = A1, que por hipótese é vNr.

Seja λ um ordinal, tal que Tµ seja vNr, para todo µ < λ. Se λ não for ordinal limite,

então, como Tλ−1 e Aλ são vNr, pelo Lema 2.1.10, Tλ = Tλ−1 + Aλ também é vNr.

Se λ for ordinal limite, então cada elemento t ∈ Tλ pertence a Tµ1 + Tµ2 + · · ·+ Tµn ,

que pelo Lema 2.1.10 é vNr, portanto existe x ∈ Tµ1 + Tµ2 + · · ·+ Tµn ⊆ Tλ, tal que

t = xtx. Logo, também nesse caso, Tλ é vNr.

2.1.3 A dimensão uniforme T

Veremos agora alguns resultados para anéis semiprimos que usaremos para provar

propriedades referentes aos anéis de Goldie (ver Definição 1.5.25). De agora até o

final da tese, dado um anel A e um A-módulo à esquerda M , utilizaremos a notação

N < AM , para indicar que N é um A-submódulo à esquerda de M . Continuaremos

a usar a notação <e para indicar submódulos essenciais.

Lema 2.1.12 Sejam A um anel semiprimo, que é um ideal de um anel T com A =

T.1A, e ε um idempotente central de T .

1. Se E <e AA, então Eε <e AεAε.
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2. Se H <e T T , então H ∩ A <e AA.

3. udimAεAε ≤ udimAA.

4. udimAεAε = udimT Aε.

Prova. 1. Sendo A semiprimo, basta mostrarmos que lanAε(Eε) = 0, para E <e

AA. Com efeito, se aε ∈ Aε é tal que aεEε = 0, então 0=aεεE = aεE. Sendo que

aε ∈ A e lanA (E) = 0, então aε = 0.

2. Se 0 6= J < AA, então TJ ⊆ T (1AJ) = AJ ⊆ A, isto é, J também é ideal de T .

Portanto J ∩H 6= 0. Desde que, J ∩ (H ∩ A) = J ∩H, segue-se o resultado.

3. Se
n∑

i=1

Jiε é uma soma direta de ideais à esquerda em Aε, então, já que cada

Jiε < AA para todo i, segue-se que
n∑

i=1

Jiε é uma soma direta de ideais à esquerda

em A.

4. Os T -submódulos à esquerda de Aε coincidem com os Aε-submódulos à esquerda

de Aε. Com efeito, se J < AεAε, então TJ = T (1AJ) = AJ = AεJ ⊆ J . A rećıproca

é imediata pois Aε ⊆ T .

Corolário 2.1.13 Seja T =
∑n

i=1 Ai um anel semiprimo, onde cada ideal Ai tem

unidade 1i. Se Ei <e Ai
Ai, então

E :=
n∑

i=1

Eiei <e T T,

onde e1 = 11, ej = (1T − 11)(1T − 12) · · · (1T − 1j−1)1j para 2 ≤ j ≤ n.

Prova. Seja 0 6= a ∈ I < T T . Como a ∈ T , temos por (2.4) que

a = ae1 + ae2 + ... + aen,

onde e1 = 11, ej = (1T − 11)(1T − 12) · · · (1T − 1j−1)1j para 2 ≤ j ≤ n. Como a 6= 0,

então aei 6= 0 para ao menos um i ∈ {1, ..., n}. O Corolário 2.1.7, garante que esse
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Ai é semiprimo. Assim podemos aplicar o Lema 2.1.12 a este ideal e obter que Eiei

é essencial em Aiei. Como 0 6= aei ∈ Aiaei, segue-se que

0 6= Eiei ∩ Aiaei ⊆ E ∩ I,

o que prova que E é essencial em T .

Lembremos da seção 1.5.2, que Z(A) denota o ideal singular à esquerda de um

anel A.

Proposição 2.1.14 Seja T =
∑n

i=1 Ai um anel semiprimo, onde cada ideal Ai tem

unidade 1i. Então

Z (Ai) = Z (T ) ∩ Ai = Z (T ) .1i.

para todo i = 1, ..., n.

Prova. A segunda igualdade é imediata do item 3 do Lema 2.1.4. Para a primeira

igualdade, podemos considerar, sem perda da generalidade, que i = 1 e tomar a ∈

Z (A1). Então existe E1 <e A1A1 tal que E1a = 0. Pelo Corolário 2.1.13, o ideal

E ′ := E1e1 +
n∑

i=2

Aiei é essencial em T T e satisfaz E ′a = E1a = 0. Portanto a ∈

Z (T ) ∩ A1 = Z (T ) .11.

Reciprocamente, se a ∈ Z (T ) ∩ Ai, para certo i = 1, ..., n, então existe H <e T T

tal que Ha = 0. Pelo item 2. do Lema 2.1.12, temos H ∩ Ai = H.1i <e Ai. Segue-se

do fato de que (H ∩ Ai) a ⊆ Ha = 0, que a ∈ Z (Ai).

2.2 Propriedades da envolvente

Aqui, R é um anel com unidade 1R e α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} uma

ação parcial de um grupo G sobre o anel R, onde cada Dg tem unidade 1g. Nestas

condições, o Teorema 1.2.3, garante a existência de uma envolvente que denotaremos

sempre por (T, β) ou simplesmente por T .
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2.2.1 Propriedades gerais

Desde que T =
∑
g∈G

g(R) e cada g(R) é um ideal de T , então estaremos em

condições de aplicar os resultados da seção anterior e obtermos de forma imediata

os resultados que se seguem. Em algumas demonstrações usaremos a notação G =

{g1 = 1, g2, ..., gn} para indicar que G é um grupo finito de ordem |G| = n > 0, que

foi previamente ordenado de modo que o primeiro elemento é a unidade do grupo.

Usaremos a notação C(A) para indicar o centro de um anel A.

Lema 2.2.1 Para a envolvente T sempre valem:

1. Para todo g ∈ G, g(1R) ∈ C(T ).

2. Para G = {g1 = 1, g2, ..., gn}, a envolvente tem unidade que pode ser expressa

por

1T =
∑

1≤l≤|G|

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1 gi1 (1R) ...gil−1
(1R) gi (1R) . (2.5)

Ou ainda por:

1T = e1 + e2 + · · ·+ en (2.6)

onde e1 = 1R, ej = (1T − 1R)(1T − g2(1R)) · · · (1T − gj−1(1R))gj(1R), para 2 ≤

j ≤ n, são idempotentes centrais ortogonais.

Prova. 1. Podemos simplesmente aplicar o item 1 do Lema 2.1.2, ou verificar

diretamente: Seja g ∈ G. Para t ∈ T existe um t′ ∈ T , tal que t = g(t′). Como

t′.1R = 1R.t′.1R = 1R.t′, então, tg(1R) = g(t′)g(1R) = g(1R)g(t′) = g(1R)t.

2. Imediata do item 2 do Lema 2.1.2.

Teorema 2.2.2 Seja G um grupo finito Então valem:

1. R é artiniano (noetheriano) à esquerda se, e somente se, T é artiniano (noethe-

riano) à esquerda.
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2. R é semisimples se, e somente se, T é semisimples.

Prova. Em todos os casos, levaremos em conta que R ' g (R) para todo g ∈ G,

portanto as propriedades de R são transferidas a todos os g (R) e também que T =∑
g∈G

g(R). Assim sendo:

1. Imediata da Proposição 2.1.5.

2. Imediata do Teorema 2.1.8.

No exemplo abaixo usamos a notação Z para indicar o conjunto dos números

inteiros.

Exemplo 2.2.3 Seja R = Ke1

⊕
Ke2, onde K é um corpo qualquer e e1, e2 são

idempotentes centrais ortogonais. Considere G um grupo ćıclico infinito gerado por

g, que age parcialmente sobre R, pela ação parcial α, definida do seguinte modo:

α1 = idR e αg±n : Ke2 → Ke2
e2 7→e2

, para todo n > 0. Considere {ei}i∈Z, um conjunto de

idempotentes centrais ortogonais e faça G agir (globalmente) sobre T =
⊕
i∈Z

Kei do

seguinte modo: g (en) = en+1 para |n| ≥ 3 ou n = 0,−1,−2;g(e1) = e3 e g(e2) = e2.

Não é dif́ıcil ver que T =
⊕
i∈Z

Kei é uma envolvente para α. Obviamente T não é

semisimples nem artiniano à esquerda e nem noetheriano à esquerda, apesar de R ter

todas essas caracteŕısticas.

Teorema 2.2.4 Sejam G um grupo arbitrário e rad um radical hereditário. Então

valem:

1. R é rad-semisimples se, e somente se, T é rad-semisimples.

2. R é primo se, e somente se, T é primo e T = R. Neste caso, a ação α é global.

3. R é von Neumann regular se, e somente se, T é von Neumann regular.

Prova. 1. Imediata da Proposição 2.1.6.

2. Imediata da Observação 2.1.9, desde que se T = g(R), para certo g ∈ G, então
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R = g−1 (T ) = T , e assim sendo, Dg = g(R) ∩R = R.

3. Imediata da Proposição 2.1.11.

Corolário 2.2.5 Para G arbitrário, valem:

1. R é J-semisimples se, e somente se, T é J-semisimples.

2. R é semiprimo se, e somente se, T é semiprimo.

Prova. Imediata do Teorema 2.2.4 item 1.

2.2.2 Sobre dimensão uniforme e anéis de Goldie

Nesta seção o grupo G sempre age parcialmente por uma ação parcial α, sobre

um anel semiprimo R. Portanto, pelo Corolário 2.2.5, sua envolvente T também é

um anel semiprimo. O objetivo aqui, é provar que R é um anel de Goldie à esquerda

se, e somente se, a envolvente T é anel de Goldie à esquerda. Lembremos da Seção

1.5.2, que as notações A <e B e udim A indicam que A é um submódulo essencial

de B e a dimensão uniforme do módulo à esquerda AA, respectivamente. O seguinte

resultado é um corolário imediato dos resultados da seção 2.1:

Corolário 2.2.6 Seja R um anel semiprimo. Se E <e RR, então
∑

g∈G g (E) <e T T.

Em particular, Para um grupo finito G = {g1 = 1, g2, ..., gn}, temos

E ′ =
n∑

i=1

gi (E) ei <e T T,

onde e1 = 1R, ej = (1T − 1R)(1T − g2(1R)) · · · (1T − gj−1(1R))gj(1R) para 2 ≤ j ≤ n.

Prova. Imediata do item 5 do Lema 2.1.4 e do Corolário 2.1.13.

Lembremos que Z(A) denota o ideal singular à esquerda do anel A.
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Proposição 2.2.7 Seja G um grupo finito. Então

Z (g(R)) = Z (T ) g(1R)

para todo g ∈ G.

Prova. Imediata da Proposição 2.1.14.

Proposição 2.2.8 Seja G um grupo finito. Então

udim R ≤ udim T ≤ |G|udim R.

Prova. A primeira desigualdade é imediata desde que ideais de R são ideais de

T . Vamos a prova da segunda desigualdade. Pelo item 4 do Lema 2.1.12, temos

udimT g(R) = udim g(R) = udim R, para todo g ∈ G. Por sua vez, do item 3 do

mesmo lema, temos que se ε é um idempotente central em T , então udim g (R) ε ≤

udim g (R) = udim R, para todo g ∈ G. Usando estas desigualdades e o fato de que

T =
n⊕

i=1

gi (R) ei, temos

udim T = udimT

n⊕
i=1

gi (R) ei =
n∑

i=1

udimT gi (R) ei

=
n∑

i=1

udim gi (R) ei ≤
n∑

i=1

udim gi (R)

= n.udim R = |G|udim R,

provando assim, que a segunda desigualdade também é verdadeira.

Teorema 2.2.9 Seja G um grupo finito. R é um anel de Goldie à esquerda se, e

somente se, T é um anel de Goldie à esquerda.

Prova. Lembremos que, do Corolário 2.2.5 item 2, R é semiprimo se e somente se,

T é semiprimo e que assim, basta verificar em cada caso, que a dimensão uniforme é
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finita e que o módulo singular é nulo. A Proposição 2.2.8 acima, garante que udim R

é finita se, e somente se, udim T é finita. Verifiquemos então o que ocorre com os

respectivos módulos singulares.

Se Z (R) = 0, então Z (g(R)) = 0 para todo g ∈ G. Temos, pela Proposição

2.2.7, que Z(T )g(1R) = Z (g(R)) = 0, para todo g ∈ G. Segue-se por (2.5) que

Z(T ) = Z(T ).1T = 0. Reciprocamente, se Z(T ) = 0, então, pela mesma Proposição

2.2.7, Z (R) = Z(T T ).1R = 0.

2.2.3 Um lema importante

Agora veremos um lema que será bastante útil nos caṕıtulos 2 e 3. Antes observemos

o seguinte:

Observação 2.2.10 Desde que a envolvente T =
∑
g∈G

g(R), se tomarmos n > 0 e

escolhermos n elementos de G, digamos, g1, ..., gn e fixarmos essa ordenação, então,

como vimos na observação 2.1.3, o ideal de T definido por T(g1,...,gn) :=
n∑

i=1

gi(R) tem

unidade expressa por:

1T(g1,...,gn)
=
∑

1≤l≤n

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1 gi1 (1R) ...gil−1
(1R) gil (1R) . (2.7)

Tal unidade também pode ser expressa como uma soma de idempotentes centrais

ortogonais de T(g1,...,gn).

Lembremos que a notação U(A) indica o subconjunto das unidades de um anel A.

Lema 2.2.11 Sejam G um grupo (não necessariamente finito) que age parciamente

sobre um anel R que tem envolvente T e m > 0. Então valem:

1. T não tem m-torção aditiva se, e somente se, R não tem m-torção aditiva.

Se T tem unidade 1T , então:
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2. m1T ∈ U(T ) se, e somente se, m1R ∈ U(R).

Prova. 1. Desde que R ⊆ T , então o fato de T não ter m-torção aditiva implica

imediato que R não a tem. Agora se R não tem m-torção aditiva então para todo

g ∈ G, g(R) também não tem. De fato, se para algum r ∈ R, 0 = mg(r) = g(mr),

então mr = 0 e assim, r = 0. Agora seja t ∈ T , tal que mt = 0, então mtg (1R) = 0,

para todo g ∈ G e desde que tg (1R) ∈ g (R) (estes são ideais de T ), então

tg (1R) = 0, (2.8)

para todo g ∈ G. Como t ∈ T =
∑
g∈G

g(R), então existem g1, ..., gn ∈ G tais que

t ∈ T(g1, ..., gn) =
n∑

i=1

g(R). Pelas identidades (2.7) e (2.8), temos t = t1T(g1,...,gn) = 0.

2. Desde que m1T e m1R são centrais, basta investigarmos se estes possuem inverso

à direita em ambos os casos. Considere t ∈ T tal que (m1T ) t = 1T . Multiplicando

ambos os lados dessa igualdade por 1R, obtemos m1T t1R = 1R, e sendo 1R central,

temos m1R (t1R) = 1R. Desde que t1R ∈ R, segue-se o resultado.

Para a rećıproca, observe que se 1T ∈ T =
∑
g∈G

g(R), então existem n > 0 e g1, ..., gn ∈

G tais que T =
n∑

i=1

gi(R). Segue-se de (2.7), que 1T = 1T(g1,...,gn)
. Nestes termos, não

há perdas na generalidade da prova, se considerarmos G = {g1 = 1, g2, ..., gn}.

Assumamos que m1R ∈ U(R). Então existe um x ∈ R, tal que m1Rx = 1R, e

portanto para todo gi ∈ G, temos

mgi(x) = gi(1R), (2.9)

para todo i=1,2,...,n. Agora considere ei, para i = 1, ..., n, definidos por e1 = 1R e

ei = (1T−g1(1R))(1T−g2(1R))···(1T−gi−l(1R))gi(1R), para 2 ≤ i ≤ n. Multiplicando

ambos os lados da expressão (2.9) por ei, obtemos mgi(x)ei = ei, para todo i =

1, 2, ..., n. Segue-se do Lema 2.2.1, que

m1T

n∑
i=1

gi(x) =
n∑

i=1

mgi(x)ei =
n∑

i=1

ei = 1T .

Logo m1T tem inverso á direita.
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2.3 Ações parciais induzidas

O conceito de ideal invariante parcial também aparece nos artigos [6] e [7]. A partir

desde tipo de ideal podemos construir o que chamaremos de ação parcial induzida.

Nesta seção veremos algumas caracteŕısticas deste tipo de ação parcial e provaremos

que os radicais hereditários são ideais invariantes parciais, independentemente da ação

parcial em questão.

2.3.1 Definindo uma Ação parcial induzida.

Seja G um grupo que age parcialmente sobre um anel R pela ação

α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G}.

Definição 2.3.1 Diremos que um ideal I do anel R é invariante pela ação parcial α

ou simplesmente, que I é um ideal α-invariante, se

αg (I ∩Dg−1) ⊆ I ∩Dg, (2.10)

para todo g ∈ G.

Observe que (2.10) implica imediato em:

αg (I ∩Dg−1) = I ∩Dg. (2.11)

para todo g ∈ G. Para um ideal α-invariante I denotemos,

Dg :=
I + Dg

I
,

para todo g ∈ G. Temos que Dg é um ideal do anel quociente R/I e

Dg '
Dg

I ∩Dg

, (2.12)
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para todo g ∈ G. Isso nos permite definir, a cada g ∈ G, um isomorfismo αg de Dg−1

sobre Dg, do seguinte modo:

αg (d + I) = αg (d) + I, (2.13)

para todo d ∈ Dg−1 .

Observação 2.3.2 Seja g ∈ G. Desde que I é invariante pela ação de αg.

1. Cada isomorfismo αg : Dg−1 → Dg induz um isomorfismo,
Dg−1

I∩Dg−1
→ Dg

I∩Dg
. A

composição desses isomorfismos

Dg−1 →
Dg−1

I ∩Dg−1

→ Dg

I ∩Dg

→ Dg

verifica

d + I 7→ d + (I ∩Dg−1) 7→ αg(d) + (I ∩Dg) 7→ αg(d) + I.

Isso garante que cada aplicação (2.13) está bem definida e é um isomorfismo

entre ideais de R/I.

2. Seja g ∈ G. Para todo a ∈ D−1
g , teremos αg−1(αg (a + I)) = αg−1(αg (a)) + I =

a + I. Analogamente, αg(αg−1 (b + I)) = b + I, para todo b ∈ Dg. Logo

αg
−1 = αg−1 . Usaremos esse fato, indiscriminadamente, no decorrer do texto.

Definição 2.3.3 dada uma ação parcial α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G}, diremos que

um ideal I de R é α-distributivo, se

(Dg + I) ∩ (Dh + I) ⊆ (Dg ∩Dh) + I, (2.14)

para todo g, h ∈ G.
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É fácil ver que a inclusão (2.14), se existir, é de fato uma igualdade. Um anel R

é dito ser um anel distributivo à esquerda se para quaisquer ideais à esquerda A, B e

C em R, sempre valer (A + B) ∩ C = (A ∩ C) + (B ∩ C). Analogamente definimos

anéis distributivos à direita (Para detalhes consultar [27]).

Exemplo 2.3.4 Seja (R,α) uma ação parcial.

1. Se R é um anel distributivo à esquerda (direita), então todo ideal de R é α-

distributivo.

2. Se (R,α) tem envolvente, então todo ideal I de R é α-distributivo. Com efeito,

sejam g, h ∈ G. Se a+I = b+I para a ∈ Dg e b ∈ Dh, então existe um i ∈ I tal

que b = a + i. Multiplicando-se b pela unidade 1g de Dg, obtemos b1g = a + i′,

onde i′ = i1g ∈ I. Assim, a + I = a + i′ + I = b1g + I ∈ (Dg ∩Dh) + I.

Proposição 2.3.5 Sejam α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} uma ação parcial de um

grupo G sobre um anel R e I um ideal α-invariante de R que é α-distributivo. Então

α := {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} é uma ação parcial de G sobre o anel quociente

R = R/I.

Prova. Pela observação acima, cada αg está bem definida e é um isomorfismo

entre ideais de R/I. Resta verificar as propriedades (i) − (iii) da definição de ação

parcial:

(i) Como D1 = R, segue-se que D1 = (I+R)/I = R e α1(r+I) = α1(r)+I = r+I,

para todo r ∈ R, portanto α1 = idR.

(ii) Se z ∈ Dh ∩Dg−1 , então z ∈ (Dh + I) ∩ (Dg−1 + I). Segue-se por (2.14) e pelo

item (ii) da definição 1.2.1, que z ∈ (Dh ∩Dg−1) + I ⊆ αh(D(gh)−1) + I. Logo

z ∈ αh(D(gh)−1).
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(iii) Seja z ∈ αh−1

(
Dh ∩Dg−1

)
, então z ∈ αh−1 ((Dh + I) ∩ (Dg−1 + I)). Por (2.14),

temos z ∈ αh−1 ((Dh ∩Dg−1) + I) = αh−1 (Dh ∩Dg−1) + I. Assim, z = d + I,

onde d ∈ αh−1(Dh ∩ Dg−1), e neste caso, pelo item (iii) definição 1.2.1, temos

αgαh(d) = αgh(d), e consequentemente,

αgαh(z) = αgαh(d) + I = αgh(d) + I = αgh(z).

Como as propriedades (i) − (iii) da Definição 1.2.1 são satisfeitas por α, segue-se o

resultado.

Corolário 2.3.6 Sejam α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} uma ação parcial de um

grupo G sobre um anel R com envolvente T e I um ideal α-invariante de R. Então

α := {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} é ação parcial de G sobre o anel quociente R = R/I.

Prova. Imediata do Exemplo 2.3.4.

Para uma ação parcial induzida, usaremos a notação α ou αI , caso necessitemos

enfatizar o ideal α-invariante I em questão.

Exemplo 2.3.7 Consideremos um anel qualquer K, e1, e2, e3 idempotentes centrais

ortogonais e R = Ke1 ⊕ Ke2 ⊕ Ke3. Faça o grupo ćıclico finito G = {1, g, g2}

agir parcialmente sobre R, por uma ação α, definida do seguinte modo: α1 = idR,

αg : Ke1 → Ke2 definida por e1 7→ e2 e αg2 : Ke2 → Ke1 definida por e2 7→ e1.

Então (R,α) tem envolvente e I = Ke3 é α-invariante. A ação parcial induzida por

I é sobre o anel R = Ke1 ⊕ Ke2, onde α1 = idR, αg : Ke1 → Ke2 é definida por

e1 7→ e2 e αg2 : Ke2 → Ke1 é definida por e2 7→ e1.

O próximo exemplo mostra a relação entre a envolvente de uma ação parcial

induzida a partir de um ideal G-invariante da envolvente. Antes faremos algumas

observações necessárias.
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Sejam α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} uma ação parcial sobre um anel R com

envolvente (T, β) e I um ideal de R. Observe que I é também um ideal de T , e se I

for β-invariante, então

αg (I ∩Dg−1) = g (I ∩Dg−1) ⊆ I ∩Dg,

para todo g ∈ G. Logo I é um ideal α-invariante de R. O Corolário 2.3.6 garante

que
(
R,αI

)
está bem definida. O próximo exemplo mostra a relação existente entre

a envolvente de
(
R,αI

)
e o anel quociente T/I.

Exemplo 2.3.8 (Envolvente induzida) Sejam (R,α) uma ação parcial de um grupo

G com envolvente (T, β) e I um ideal de R, que é β-invariante como ideal de T . Então

T = T/I é o anel envolvente da ação parcial induzida (R/I, αI).

Já vimos acima que I é um ideal α-invariante de R, portanto, pelo Corolário 2.3.6,

a ação parcial induzida αI está bem definida. Como, para g ∈ G, Dg possui unidade

1g, segue-se pelo Teorema 1.2.3, que
(
R,αI

)
tem envolvente. Vamos provar que a

ação (global) induzida pelo ideal β-invariante I de T , definida pelos automorfismos

g : T −→ T , onde g (t + I) = g(t) + I, para todo t ∈ T , constituem uma envolvente

de αI . Para isso, devemos verificar que (ver 1.2.2):

(a) R é ideal de T .

(b) Dg = R ∩ g
(
R
)

para todo g ∈ G.

(c) αg(z) = g (z) para todo z ∈ Dg−1 e g ∈ G.

De fato,

(a) Imediato, pois R é ideal de T .

(b) Primeiro observemos que R ∩ g(R) = ((R ∩ g(R)) + I)/I, pois, se z = r + I =

g(s) + I, para certos r, s ∈ R, então existe i ∈ I ⊆ R tal que, g(s) = r + i ∈
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R ∩ g(R). Portanto, z ∈ ((R ∩ g(R)) + I)/I. Como a rećıproca é imediata,

segue-se o afirmado. Logo valem as seguintes igualdades:

Dg =
Dg + I

I
=

(R ∩ g(R)) + I

I
= R ∩ g(R) = R ∩ g(R).

(c) Sejam g ∈ G e z = x + I ∈ Dg−1 , onde x ∈ Dg−1 , desde que g|Dg−1
= αg, temos

αg(z) = αg(x + I) = αg(x) + I = g (x) + I = g (x + I) = g (z) .

2.3.2 O traço é preservado.

Seja G um grupo finito que age parcialmente sobre um anel R pela ação α = {αg :

Dg−1 → Dg, g ∈ G}, onde para g ∈ G, Dg possui unidade 1g. Isso garante que α tem

envolvente, e pelo Corolário 2.3.6, temos que para todo ideal α-invariante I, a ação

parcial induzida αI está bem definida. O próximo resultado mostra que a aplicação

traço parcial, definida por trα(x) =
∑
g∈G

αg(x1g−1), para todo x ∈ R, é preservada pela

ação parcial induzida.

Proposição 2.3.9 Sejam G um grupo finito que age parcialmente sobre um anel R

por uma ação α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G}, onde cada Dg possui unidade 1g, e I

um ideal α-invariante de R. Considere a ação parcial induzida α = αI . Então

1. Rα ⊆ R
α
.

2. trα(x) = trα(x), para todo x ∈ R.

3. Se Rα = trα (R), então trα(R) = R
α

= Rα.

Prova. Observe que para todo x ∈ R e todo g ∈ G, vale

αg(x1g−1) = αg(x1g−1 + I) = αg(x1g−1) + I.
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Portanto

1. Para x ∈ Rα e g ∈ G, temos αg(x1g−1) = x1g. Portanto

αg(x1g−1) = αg(x1g−1) + I = x1g + I = (x + I) (1g + I) = x1g.

Logo Rα ⊆ R
α
.

2. Para todo x ∈ R, temos

trα(x) =
∑
g∈G

αg(x1g−1) =
∑
g∈G

(αg(x1g−1) + I)

=

[∑
g∈G

αg(x1g−1)

]
+ I = trα(x).

3. Como 1R ∈ Rα = trα(R), existe c ∈ R, tal que trα(c) = 1R, e assim trα(c) =

trα(c) = 1R = 1R. Portanto, dado x ∈ R
α
, temos

trα(xc) =
∑
g∈G

αg (x c1g−1) =
∑
g∈G

x αg(c1g−1)

= x
∑
g∈G

αg(c1g−1) = xtrα(c) = x1R = x,

logo, R
α ⊆ trα(R). A rećıproca vem dos itens anteriores, basta ver que trα(R) =

trα (R) ⊆ Rα ⊆ R
α
. Agora usando novamente o item 2., obtemos

Rα = trα (R) = trα(R) = R
α
,

provando assim, o item 3.

2.3.3 O radicais hereditários são α-invariantes.

Seja rad um radical hereditário e G um grupo que age (globalmente) sobre um anel

T , então rad(T) é um ideal G-invariante de T . Esta propriedade pode ser extendida

para ações parciais, ou seja, independentemente da ação parcial α que age sobre o

anel R, rad(R) é sempre um ideal α-invariante de R.
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Proposição 2.3.10 Seja rad um radical hereditário. Então rad(R) é α-invariante.

Prova. Como rad(R) = rad(T ) ∩R, temos que

rad(R) ∩Dg = rad(T ) ∩R ∩Dg = rad(T ) ∩Dg,

para todo g ∈ G. Desde que rad(T ) é G-invariante, segue-se que

αg(rad(R) ∩Dg−1) = αg(rad(T ) ∩Dg−1) = g(rad(T ) ∩Dg−1)

⊆ rad(T ) ∩Dg = rad(R) ∩Dg,

para todo g ∈ G.

Corolário 2.3.11 Se α é uma ação parcial de um grupo G sobre um anel R. Então

1. O radical primo Nil∗(R) é α-invariante.

Se (R,α) tem envolvente:

2. Existe uma ação parcial induzida αNil∗(R) sobre R = R/Nil∗(R). Em particular,

o skew anel parcial R ∗αNil∗(R)
G é associativo.

Prova. 1. Nil∗(R) é hereditário, portanto pela Proposição 2.3.10, Nil∗(R) é

α-invariante.

2. Se Nil∗(R) α-invariante e α tem envolvente , a ação parcial induzida αNil∗(R) está

bem definida, e desde que R = R/Nil∗(R) é semiprimo, segue-se pelo Teorema 1.3.3,

que R ∗αNil∗(R)
G é associativo.

De forma análoga, para o radical de Jacobson, podemos provar o seguinte corolário:

Corolário 2.3.12 Se α é uma ação parcial de um grupo G sobre um anel R. Então

1. O radical de Jacobson J(R) é α-invariante.

Se (R,α) tem envolvente:
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2. Existe uma ação parcial induzida αJ(R) sobre R = R/J(R). Em particular, o

skew anel parcial R ∗αJ(R)
G é associativo.

Prova. Desde que o radical de Jacobson é hereditário e R/J(R) é semiprimo. A

demonstração segue-se imediata da Proposição 2.3.10 e do Teorema 1.3.3.



Caṕıtulo 3

O skew anel de grupo parcial

Salvo menção em contrário, todos os resultados deste caṕıtulo referem-se a uma

ação parcial α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} de um grupo finito G que age sobre um

anel R, com envolvente T . Neste caso, conforme o Teorema 1.2.3, cada ideal Dg tem

unidade que é sempre denotada por 1g. Também neste caso, o skew anel de grupo

parcial,

R ∗α G = {
∑
g∈G

agδg : ag ∈ Dg, g ∈ G},

é associativo, conforme afirma o Teorema 1.3.2. Nosso objetivo aqui, é generalizar

resultados válidos para skew anéis de grupo (global) para o caso parcial.

3.1 A artinianidade (noetherianidade) de R ∗α G

Para ações globais, o Teorema 1.5.2 assegura que T ∗β G é artiniano (noetheriano)

à esquerda, sempre que G for finito e T artiniano (noetheriano) à esquerda. Já que

podemos transferir de R para T , artinianidade (noetherianidade) à esquerda sempre

que G for um grupo finito, então temos a seguinte generalização:

Proposição 3.1.1 Se R é artiniano (noetheriano) à esquerda, então R ∗α G é ar-

tiniano (noetheriano) à esquerda.

52



53

Prova. Se R é artiniano (noetheriano) à esquerda, então pela Proposição 2.2.2, T

é artiniano (noetheriano) à esquerda. Por sua vez do Teorema 1.5.2, T ∗βG é artiniano

(noetheriano) à esquerda. Levando-se em conta que para G finito, T tem unidade,

então pelo Teorema 1.3.4, que afirma que T ∗β G e R ∗α G são Morita equivalentes,

temos que R ∗α G é artiniano (noetheriano) à esquerda.

3.2 Teoremas de Maschke

Para G finito, R é semisimples e |G|−1 ∈ R se, e somente se, T é semisimples

e |G|−1 ∈ T . O fato de R ∗α G e T ∗β G serem Morita equivalentes, nos permite

generalizar o Teorema de Maschke para ações parciais. Porém podemos ir mais além,

para um R ∗α G-módulo V , é posśıvel construir, a partir de uma R-projeção de um

R ∗α G-submódulo de V , uma R ∗α G-projeção, como aparece nas provas usuais desse

teorema no caso global. Vejamos essas duas versões desse importante teorema.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Maschke parcial 1) Se R é semisimples e |G|−1 ∈

R, então R ∗α G é semisimples.

Prova. Pela Proposição 2.2.2 e pelo Lema 2.2.11, temos que R é semisimples

e |G|−1 ∈ R se, e somente se, T semisimples e |G|−1 ∈ T . Aplicando o Teorema

de Maschke (global) (Teorema 1.5.3) à envolvente, temos que neste caso, T ∗β G é

semisimples. Pelo Lema 2.2.1, T tem unidade, então podemos aplicar o Teorema 1.3.4,

que garante que T ∗β G e R ∗α G são Morita equivalentes. Sendo semisimplicidade

uma propriedade Morita invariante, segue-se o resultado.

A seguinte generalização do Teorema de Maschke tem a demonstração inspirada

na demonstração clássica deste teorema na versão global, encontrada por exemplo,

em [20] ou [24].

Teorema 3.2.2 (Teorema de Maschke parcial 2) Sejam V um R ∗α G-módulo

à esquerda e W um R ∗α G-submódulo à esquerda de V . Se ` := trα (1R)−1 ∈ R e W
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tem complementar em V como R-submódulo à esquerda, então W tem complementar

em V como R ∗α G-submódulo à esquerda.

Prova. Desde que W < ⊕ RV , existe uma R-projeção à esquerda, π : V → W ,

onde π (w) = w, para todo w ∈ W . Defina uma aplicação γ sobre V do seguinte

modo: γ (v) = `
∑
g∈G

1g−1δg−1π (1gδgv), para todo v ∈ V . É fácil ver que γ(V ) ⊆ W .

Provaremos que γ é um R∗αG-homomorfismo de módulos à esquerda, onde γ (w) =

w para todo w ∈ W . Seja h ∈ G fixado e v ∈ V , então

`−1γ (1hδhv) =
∑
g∈G

1g−1δg−1π (1gδg1hδhv) =
∑
g∈G

1g−1δg−1π (αg (1g−11h) δghv)

=
∑
g∈G

1g−1δg−1αg (1g−11h) δ1π (1ghδghv)

=
∑
g∈G

αg−1 (1gαg (1g−11h)) δg−1π (1ghδghv)

= 1h

∑
g∈G

1g−1δg−1π (1ghδghv) .

Por outro lado, por (1.1) temos que, αh (1h−11g−1) = 1h1hg−1 , para todo h, g ∈ G,

portanto

`−11hδhγ (v) =
∑
g∈G

1hδh1g−1δg−1π (1gδgv) =
∑
g∈G

αh (αh−1 (1h) 1g−1) δhg−1π (1gδgv)

=
∑
g∈G

αh (1h−11g−1) δhg−1π (1gδgv) =
∑
g∈G

1h1hg−1δhg−1π (1gδgv)

= 1h

∑
g∈G

1hg−1δhg−1π (1gδgv)
u=gh−1

= 1h

∑
u∈G

1u−1δu−1π (1uhδuhv)

= 1h

∑
g∈G

1g−1δg−1π (1ghδghv) ,

logo

γ (1hδhv) = 1hδhγ (v) . (3.1)
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Por sua vez, para todo r ∈ R e v ∈ V , vale

`−1γ (rv) =
∑
g∈G

1g−1δg−1π (1gδgrδ1v) =
∑
g∈G

1g−1δg−1π (αg (1g−1r) 1gδgv)

=
∑
g∈G

1g−1δg−1αg (1g−1r) π (1gδgv) =
∑
g∈G

αg−1 (1gαg (1g−1r)) δg−1π (1gδgv)

=
∑
g∈G

1g−1rδg−1π (1gδgv) = r
∑
g∈G

1g−1δg−1π (1gδgv) = `−1rγ (v) ,

ou seja,

γ (rv) = rγ (v) , (3.2)

para todo r ∈ R e v ∈ V . Por (3.1) e (3.2), temos

γ (r1hδhv) = rγ (1hδhv) = r1hδhγ (v) ,

para todo r ∈ R e h ∈ G. Pela linearidade de π, segue-se que γ é R∗αG-homomorfismo

de módulos à esquerda. Finalmente, para g ∈ G e w ∈ W , temos π (1gδgw) = 1gδgw,

portanto

`−1γ (w) =
∑
g∈G

1g−1δg−1π (1gδgw) =
∑
g∈G

1g−1δg−11gδgw

=
∑
g∈G

αg−1 (1g1g) δg−1gw =
∑
g∈G

1gw = `−1w.

Isso garante que γ é de fato um R ∗α G-projeção e sendo assim, W é um somando

direto de R∗αGV .

Corolário 3.2.3 Se R é semisimples e trα (1R)−1 ∈ R, então R ∗α G é semisimples.

Prova. Imediata do Teorema 3.2.2.

Os próximos exemplos mostram que as hipóteses nos teoremas acima são inde-

pendentes.
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Exemplo 3.2.4 (Exemplo de R semisimples tal que |G|−1 ∈ R e trα (1R)−1 /∈ R).

Seja R =
3⊕

i=1

Kei, para K = Z15 e e1, e2 e e3 idempotentes centrais em R. Faça

G = {1, g, g2, g3 : g4 = 1} agir parcialmente sobre R da seguinte forma: α1 = idR;

αg : Ke2⊕Ke3 → Ke1⊕Ke2, onde e2 → e1 e e3 → e2; αg2 : Ke1⊕Ke3 → Ke1⊕Ke3,

onde e1 → e3 e e3 → e1, e finalmente, αg3 : Ke1⊕Ke2 → Ke2⊕Ke3, onde e1 → e2 e

e2 → e3. Temos trα (1R) = 3 (e1 + e2 + e3), portanto 5e1 ∈ anR (trα (1R)), enquanto

|G| 1R = 4 (e1 + e2 + e3) é tal que (|G| 1R)2 = 1R.

Exemplo 3.2.5 (Exemplo de R semisimples tal que trα (1R)−1 ∈ R e |G|−1 /∈ R.)

No exemplo anterior tomando K = Z2, temos |G| 1R = 41R = 0 e trα (1R) =

3 (e1 + e2 + e3) = 1R.

Exemplo 3.2.6 (Existir c central em R tal que trα (c) = 1R, não é suficiente para

trα (1R) ser invert́ıvel.)No exemplo 3.2.4, tome K = Z. Temos trα (x1e1 + x2e2 + x3e3) =

(x1 + x2 + x3) 1R, portanto trα (e1) = 1R e trα (1R) = 3.1R não tem inverso em
3⊕

i=1

Zei.

No entanto, podemos observar que

Observação 3.2.7 trα (1R)−1 ∈ R ⇔ Existe c ∈ Rα, tal que trα (c) = 1R.

Com efeito, se trα (1R)−1 = c, então ctrα (1R) = trα (1R) c = 1R, dáı trα (1R) =

trα (trα (1R) c) = trα (1R) trα (c), portanto 1R = ctrα (1R) = ctrα (1R) trα (c) =

trα (c). Além disso, c ∈ Rα, pois para todo g ∈ G, c1g = cαg (trα (1R) c1g−1) =

cαg (trα (1R) 1g−1) αg (c1g−1) = ctrα (1R) αg (c1g−1) = αg (c1g−1). Reciprocamente, se

c ∈ Rα é tal que trα (c) = 1R, então ctrα (1R) = trα (1R) c = trα (c) = 1R.
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3.3 Sobre o radical de Jacobson e o radical primo

de R ∗α G

O objetivo nesta seção é generalizar para o caso parcial, resultados bem conhecidos

para skew anéis de grupo globais, como por exemplo o Teorema 1.5.8 que fornece uma

fórmula envolvendo os radicais de Jacobson de T e R∗β G, e suas várias consequências

e o Teorema 1.5.10 que estabelece condições para que T ∗β G seja semiprimo.

3.3.1 O radical de Jacobson

A idéias principais desta seção foram inspiradas nas construções feitas para ações

globais encontradas no Caṕıtulo 1 de [26]. Vamos estabelecer algumas relações entre

os radicais de Jacobson de R ∗α G e de R. O objetivo principal aqui é generalizar

para ações parciais, o resultado do Teorema 1.5.8. Iniciaremos com algumas notações

e definições que usaremos em toda seção.

Dado um subgrupo H do grupo G, podemos considerar a restrição de α à H,

αH = {αh : Dh−1 → Dh, h ∈ H} .

É fácil ver que αH é uma ação parcial de H sobre R, e que o skew anel de

grupo parcial R ∗αH
H é associativo, sempre que R ∗α G o for. Além disso, se para

a =
∑
g∈G

agδg ∈ R ∗α G, tomarmos o suporte de a, definido por:

sup (a) := {g ∈ G : ag 6= 0} ,

teremos

R ∗αH
H = {a ∈ R ∗α G : sup (a) ⊆ H} . (3.3)

Finalmente, observe que se I é um ideal α-invariante de R, então

I ∗α G := {
∑
g∈G

agδg : ag ∈ Dg ∩ I},
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é um ideal de R ∗α G. Com efeito, I ∗α G é um skew anel de grupo, que é de fato,

subanel de R∗α G (possivelmente sem unidade). Não temos maiores problemas com a

soma pontual, vejamos então o que ocorre com o produto em I ∗α G. Sejam aδg e bδh

com a ∈ Dg e b ∈ Dh ∩ I. Assim sendo aδgbδh = αg (αg−1 (a) b) δgh. Desde que I é α-

invariante, a ∈ Dg∩I implica αg−1 (a) ∈ Dg−1∩I, portanto αg−1 (a) b ∈ Dh∩Dg−1∩I e

αg (αg−1 (a) b) ∈ αg (Dh ∩Dg−1)∩ I. Segue-se pelo item 2 da definição de ação parcial

(Definição 1.2.1), que αg (αg−1 (a) b) ∈ Dgh ∩ I. Assim R ∗α G (I ∗α G) ⊆ I ∗α G. De

modo análogo provamos que (I ∗α G) R ∗α G ⊆ I ∗α G. Logo I ∗α G é de fato ideal de

R ∗α G.

O resultado que se segue, vale para um grupo arbitrário.

Lema 3.3.1 Seja G um grupo arbitrário. Então, para o skew anel de grupo R ∗α G,

valem as seguintes afirmações:

1. Se A é um ideal de R ∗α G, então A∩R é um ideal α-invariante de R, e ainda

(A ∩R) ∗α G ⊆ A.

2. Se I é um ideal α-invariante de R, então I ∗α G é um ideal de R ∗α G, com

(I ∗α G) ∩R = I. Além disso

R ∗α G

I ∗α G
w

(
R

I

)
∗ᾱI

G.

Prova. 1. evidente que A ∩R é um ideal de R. Para ver que ele é α-invariante,

observe que se para g ∈ G, a ∈ A ∩ R ∩ Dg, então αg (a1g−1) = αg (a1g−1) 1gδ1 =

αg (1g−1a) δg1g−1δg−1 = 1gδga1g−1δg−1 ∈ A ∩R ∩Dg.

Para ver que (A ∩R) ∗α G ⊆ A, considere
∑
g∈G

agδg ∈ (A ∩R) ∗α G. Neste caso,

para cada g ∈ G, ag ∈ A ∩R, portanto agδg = ag1gδg ∈ A. Logo
∑
g∈G

agδg ∈ A.

2. Já hav́ıamos observado que I ∗α G é um ideal de R∗α G e fácilmente se verifica que

(I ∗α G) ∩ R = I. Agora considere ϕ : R ∗α G → (R/I) ∗ᾱI
G, definida linearmente

por ϕ(aδg) = aδg, para todo g ∈ G e a ∈ Dg. Observe que ϕ (0) = 0 e que para
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a ∈ Dg e b ∈ Dh, temos ϕ (aδgbδh) = αg (αg−1 (a) b)δgh = (αg (αg−1 (a) b) + I) δgh =

αg (αg−1 (a) b + I) δgh = αg ((αg−1a) + I) (b + I)) δgh = aδgbδh = ϕ(aδg)ϕ(bδh). Sendo

que R → R/I é sobrejetora, dado aδg ∈
(

R
I

)
∗ᾱI

G, existe r ∈ R, tal que r =

a ∈ R/I e ϕ(rδg) = aδg. Logo ϕ é um epimorfismo de anéis cujo núcleo é kerϕ ={∑
g∈G

agδg : ag = 0

}
=

{∑
g∈G

agδg : ag ∈ I

}
= I ∗α G.

O próximo resultado, não exige que G seja finito nem que a ação parcial tenha

envolvente.

Lema 3.3.2 Sejam G um grupo arbitrário que age parcialmente sobre um anel R e

H um subgrupo de G. Então

U (R ∗αH
H) = U (R ∗α G) ∩ (R ∗αH

H).

Prova. Que U (R ∗αH
H) ⊆ U (R ∗α G) ∩ (R ∗αH

H) é imediato, pois 1H = 1G e

assim sendo 1Rδ1H
= 1Rδ1G

é a unidade do subanel R∗αH
H de R∗αG. Para a rećıproca

usaremos a projeção: π : R ∗α G → R ∗αH
H, definida por π

(∑
g∈G

agδg

)
=
∑
g∈H

agδg,

para todo
∑
g∈G

agδg ∈ R ∗α G.

A aplicação π é um homomorfismo de R∗αH
H-módulos à esquerda e à direita. Com

efeito, Sejam a ∈ Dg e b ∈ Dh, onde g ∈ G e h ∈ H. Desde que g ∈ H ⇔ gh ∈ H,

temos π (aδgbδh) = aδgbδh = π (aδg) bδh, sempre que g ∈ H ou π (aδgbδh) = 0 =

π (aδg) bδh, sempre que g /∈ H. De modo análogo se prova o caso à esquerda.

Portanto, se v ∈ U (R ∗α G) ∩ (R ∗αH
H), então existe u ∈ R ∗α G, tal que

uv = vu = 1Rδ1G
. Como π (1Rδ1G

) = 1Rδ1G
e 1G = 1H ∈ H, segue-se que π (uv) =

π (vu) = π (1Rδ1G
), isto é, π (u) v = vπ (u) = 1Rδ1G

. Logo π (u) é inverso de v em

R ∗αH
H.

O próximo resultado também não exige que G seja finito ou que a ação parcial

tenha envolvente.
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Proposição 3.3.3 Sejam α uma ação parcial de um grupo G sobre um anel R e H

um subgrupo de G. Então

J (R ∗αH
H) ⊇ J (R ∗α G) ∩ (R ∗αH

H)

Prova. Seja a ∈ J (R ∗α G) ∩ (R ∗αH
H). Então 1R − xay ∈ U (R ∗α G), para

todo x, y ∈ R∗αG. Em particular, para x, y ∈ R∗αH
H, temos 1−xay ∈ U (R ∗α G)∩

(R ∗αH
H) = U (R ∗αH

H) conforme o Lema 3.3.2. Logo a ∈ J (R ∗αH
H).

Corolário 3.3.4 Nas condições da Proposição acima, temos:

J (R) ⊇ J (R ∗α G) ∩R.

Prova. Basta tomar H = {1G} e aplicar a Proposição 3.3.3.

Agora vamos em busca de uma rećıproca para a inclusão do Corolário 3.3.4. O

próximo lema também não requer restrições sob G, nem exige que a ação parcial

tenha envolvente e é um caso particular do seguinte resultado: Seja B um subanel de

um anel A. Dado um A-módulo à esquerda V que como B-módulo é noetheriano à

esquerda, então V é também um A-módulo noetheriano à esquerda. Com efeito, se W

um A-submódulo de V , então W é finitamente gerado como B-submódulo à esquerda,

portanto existirão certos w1, ..., wn ∈ W , tais que W =
∑

Bwi ⊆
∑

Awi ⊆ W . Logo

W é finitamente gerado também como A-submódulo.

Lema 3.3.5 Seja G um grupo arbitrário que age parcialmente sobre um anel R. Se

V é um R ∗α G-módulo que como R-módulo é noetheriano à esquerda, então V é

noetheriano à esquerda também como R ∗α G-módulo.

Prova. Imediata.

Voltemos as restrições impostas no começo do caṕıtulo: G finito agindo parcial-

mente sobre um anel R, com envolvente.
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Proposição 3.3.6 Seja G um grupo finito. Se V é um R-módulo noetheriano à

esquerda, então (R ∗α G)⊗R V é um R ∗α G-módulo noetheriano à esquerda.

Prova. Observemos que para cada g ∈ G, Dgδg é um R-submódulo de R ∗α G,

portanto R ∗α G =
∑
g∈G

Dgδg é uma soma direta de R-módulos. Portanto como R-

módulos,

(R ∗α G)⊗R V = (
⊕
g∈G

Dgδg)⊗R V =
⊕
g∈G

(Dgδg ⊗R V ) .

Provaremos que cada Dgδg⊗R V é noetheriano à esquerda como R-módulo, provando

assim, que (R ∗α G)⊗R V é noetheriano à esquerda, como R-módulo. Como

1gδg ⊗R V ⊆ Dgδg ⊗R V = R1gδg ⊗R V = 1gδgαg−1 (R1g)⊗R V

= 1gδg ⊗R αg−1 (R1g) V ⊆ 1gδg ⊗R V.

Por sua vez, (R ∗α G) ⊗R V =
∑
g∈G

1gδg ⊗R V , onde 1gδg ⊗R V é um R-submódulo

à esquerda, de (R ∗α G) ⊗R V , para todo g ∈ G, e V → 1gδg ⊗R V , definida por

v 7→ 1gδg ⊗R v, para todo v ∈ V , é um homomorfismo de R-módulos à esquerda

sobrejetor, então 1gδg ⊗R V é imagem homomórfica de um R-módulo noetheriano

à esquerda, portanto é noetheriano à esquerda. Logo, Dgδg ⊗R V = 1gδg ⊗R V é

um R-módulo noetheriano à esquerda, e consequentemente, (R ∗α G)⊗R V é um R-

módulo noetheriano à esquerda. Finalmente, aplicando-se o Lema 3.3.5, teremos que

(R ∗α G)⊗R V é um R ∗α G-módulo noetheriano à esquerda.

Como consequência, obtemos um prova mais simples para parte da Proposição

3.1.1:

Corolário 3.3.7 Seja G um grupo finito. Se R é noetheriano à esquerda, então

R ∗α G é noetheriano à esquerda.

Prova. Desde que R ∗α G = (R ∗α G)⊗R R, basta aplicar a proposição acima.
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Agora estamos em condições de enunciar e provar o resultado correspondente ao

Teorema 1.5.8 para ações parciais com envolvente.

Teorema 3.3.8 Seja α uma ação parcial de um grupo finito G sobre um anel R, com

envolvente T . Então

J (R ∗α G)|G| ⊆ J (R) ∗α G ⊆ J (R ∗α G) .

Prova. Como a Proposição 2.3.12 garante que J(R) é α-invariante, segue-se pelo

item 2 do Lema 3.3.1, que J (R) ∗α G C R ∗α G e (J (R) ∗α G) ∩R = J (R).

Iniciaremos provando que J (R) ⊆ J (R ∗α G). Seja V um R ∗α G-módulo simples

à esquerda. Então V é um R ∗α G-módulo ćıclico que como R-módulo, é finitamente

gerado. De fato, sendo V é simples, V 6= 0, e assim, existe um v ∈ V tal que

0 6= (R ∗α G) v < R∗αGV , portanto, como R-módulo, V = (R ∗α G) v =
∑
g∈G

Dgδgv =∑
g∈G

R (1gδgv). Desde que cada 1gδgv ∈ V , temos que V , como R-módulo, é finitamente

gerado. Estamos agora, em condições de aplicar o Lema de Nakayama (Lema 1.5.31)

para V 6= 0 e obtermos J (R) V 6= V .

Por sua vez, J (R) V < R∗αGV , pois para todo g ∈ G, d ∈ Dg e a ∈ J (R),

temos dδg (av) = (dδga) v = αg

(
α−1

g (d) a
)
δgv. Como α−1

g (d) a ∈ J (R) ∩Dg−1 , então

αg

(
α−1

g (d) a
)
∈ J (R)∩Dg, portanto dδg (av) ∈ (J (R) ∩Dg) 1gδgv ⊆ J (R) V . Desde

que V é simples como R ∗α G-módulo, segue-se que J (R) V = 0. Sendo V arbitrário,

segue-se que J (R) ⊆ J (R ∗α G). Esse fato acarreta J (R) ∗α G ⊆ J (R ∗α G), pois se

a =
∑
g∈G

agδg ∈ J (R) ∗α G, então cada ag ∈ J (R) ⊆ J (R ∗α G) e consequentemente,

ag1gδg ∈ J (R ∗α G), para todo g ∈ G.

Para ver que J (R ∗α G)|G| ⊆ J (R) ∗α G, considere um R-módulo simples à es-

querda W . Então como vimos na demonstração da Proposição 3.3.6,

(R ∗α G)⊗R W = (
⊕
g∈G

Dgδg ⊗R W ) =
⊕
g∈G

(1gδg ⊗R W ) ,
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como R-módulos à esquerda. Desde que para todo
∑
i

aiδg⊗R1g−1wi ∈ Dgδg⊗R1g−1W ,

vale ∑
i

aiδg ⊗R 1g−1wi =
∑

i

aiδg1g−1 ⊗R wi =
∑
g∈G

ai1gδg1g−1 ⊗R wi

=
∑

i

aiδg ⊗R wi,

segue-se que

Dgδg ⊗R W = Dgδg ⊗R 1g−1W,

para todo g ∈ G.

Para cada g ∈ G, denotemos por Wαg , ao Z-módulo 1gW , munido com o seguinte

produto (escalar):

r · v = αg (r1g−1) v

para r ∈ R e v ∈ W αg . Como 1R · v = αg (1R1g−1) v = 1gv = v, para todo v ∈ Wαg e

r · (s · v) = αg (r1g−1) αg (s1g−1) v = αg (rs1g−1) v, para todo r, s ∈ R e v ∈ Wαg , fica

fácil verificar que Wαg é um R-módulo à esquerda.

Como um R-módulo à esquerda, Wαg−1 é isomorfo ao R-módulo à esquerda,

Dgδg ⊗R 1g−1W . Com efeito, a aplicação ϕ : Dgδg × 1g−1W → Wαg−1 , definida

por ϕ (dδg, 1g−1w) = d · 1g−1w é R-balanceada, pois

ϕ (aδgr, 1g−1w) = ϕ (aαg (r1g−1) δg, 1g−1w) = aαg (r1g−1) · 1g−1w

= αg−1 (aαg (r1g−1)) 1g−1w = αg−1(a)r1g−1w

= a · r1g−1w = ϕ (aδg, r1g−1w) ,

para todo a ∈ Dg, r ∈ R e w ∈ W . Da definição de produto tensorial, existe um

homomorfismo de R-módulos à esquerda, φ : Dgδg⊗R 1g−1W → W αg−1 , que é de fato,

um isomorfismo de R-módulos à esquerda. Para ver isso, seja 0 =
∑
i

αg−1(ai1g)wi ∈

Wαg−1 ,. Neste caso, 0 =
∑
i

1gδg ⊗ αg−1(ai1g)wi =
∑
i

1gδgαg−1(ai1g) ⊗ 1g−1wi =∑
i

ai1gδg ⊗ 1g−1wi, assim, φ é injetora. Além disso, para 1g−1w ∈ 1g−1W , temos
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φ (1gδg ⊗ 1g−1w) = αg−1 (1g) 1g−1w = 1g−1w, mostrando assim que φ é também sobre-

jetora. Portanto, Dgδg ⊗R W = Dgδg ⊗R 1g−1W w W αg−1 , e assim sendo,

(R ∗α G)⊗R W = (
⊕
g∈G

Dgδg ⊗R W ) ∼=
⊕
g∈G

W αg−1 ,

como R-módulos à esquerda.

Vale observar que, para cada g ∈ G, o Z-módulo à esquerda 1g−1W , munido com

produto escalar usual: r1g−1w, para todo r ∈ R e w ∈ W , é um R-módulo à esquerda.

Observe também que W αg−1 e 1g−1W , são iguais como Z-módulos, porém, distintos

como R-módulos à esquerda.

Agora, se W é um R-módulo simples à esquerda, então para o R-submódulo à

esquerda 1gW de W , temos 1gW = 0 ou 1gW = W . Assim, como Z-módulos,

W αg = (0) ou W αg = W .

Provaremos que se Wαg = W como Z-módulos à esquerda, então Wαg é simples

como um R-módulo à esquerda. Com efeito, seja X < RWαg , então, para todo

x ∈ X, temos x = 1gx, assim, dado r ∈ R existe um r′ ∈ R tal que rx = r1gx =

αg (r′1g−1) x = r′ · x ∈ X. Logo X é um R-submódulo à esquerda de W (no produto

usual), e assim, X = (0) ou X = W = Wαg .

Conclui-se que, se W é um R-módulo simples à esquerda, então para cada g ∈ G,

Wαg = (0) ou W αg é simples e V := (R ∗α G)⊗R W é uma soma de |G| R-módulos à

esquerda, onde cada parcela é simples ou nula e assim, admite uma série de composição

de comprimento menor ou igual à |G|, portanto admite uma série de composição de

comprimento menor ou igual à |G| como R ∗α G-módulo à esquerda, pois todo R ∗α G

-módulo à esquerda é um R-módulo à esquerda. Logo

J (R ∗α G)|G| V = 0.

Agora considere a =
∑
g∈G

agδg ∈ J (R ∗α G)|G|, e w ∈ W um R-módulo simples

à esquerda arbitrário. Temos 1Rδ1 ⊗ w ∈ V , então 0 = a (1Rδ1 ⊗ w) =
∑
g∈G

agδg ⊗
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w =
∑
g∈G

agδg ⊗ 1g−1w ∈
⊕
g∈G

Dgδg ⊗R 1g−1W . Portanto cada parcela em g, é tal que

agδg⊗1g−1w = 0 e aplicando φ acima definida, temos 0 = φ (agδg ⊗ 1g−1w) = ag ·w =

αg−1 (ag) w, dáı, αg−1 (ag) ∈ J (R). Desde que J (R) é α-invariante, segue-se que

ag ∈ J (R), para todo g ∈ G. Logo J (R ∗α G)|G| ⊆ J (R) ∗α G.

Corolário 3.3.9 Se trα (1R)−1 ∈ R, então

J (R ∗α G) = J (R) ∗α G.

Prova. Seja W um R-módulo simples à esquerda (que portanto é semisimples à

esquerda). Desde que trα (1R)−1 ∈ R, vale o Teorema de Maschke parcial 2 (Teo-

rema 3.2.2), e assim V = (R ∗α G) ⊗R W é um R ∗α G-módulo semisimples à es-

querda. Isso implica que V é uma soma direta de R-módulos simples à esquerda,

digamos V =
⊕
λ

Vλ, onde cada Vλ é um R-módulo simples à esquerda. Como

J (R ∗α G) Vλ = 0, para todo λ, segue-se que J (R ∗α G) V = 0. Usando argumentação

análoga a que fizemos na demonstração do Teorema 3.3.8 acima, não é dif́ıcil concluir

que J (R ∗α G) ⊆ J (R) ∗α G. Como a rećıproca já foi provada no Teorema 3.3.8,

segue-se o resultado.

Corolário 3.3.10 Nas condições do Teorema 3.3.8 valem:

1. J (R) = J (R ∗α G) ∩R.

2. J(R) é nilpotente se, e somente se, J (R ∗α G) é nilpotente.

Prova. 1. Pelo Corolário 3.3.4, J (R) ⊇ J (R ∗α G) ∩ R, e pelo que vimos na

demonstração do teorema 3.3.8 acima, J (R) ⊆ J (R ∗α G) ∩R.

2. Suponha que J(R)l = 0, para certo l > 0 e sejam a1δ1, ..., alδl ∈ J(R) ∗α G, então

a1δ1a2δ2...alδl = a1αg1

(
a21g−1

1

)
αg1

(
αg2

(
a31g−1

2

)
1g−1

1

)
...αg1

(
αg2

(
αg3

(
...αgl−1

(
...al1g−1

l−1

)
1g−1

l−2

)
...
)

1g−1
1

)
δ lQ

i=1
gi

.
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Desde que J(R) é α-invariante e ai ∈ J(R), para todo i = 1, ..., l, segue-se que

a1δ1a2δ2...alδl = 0δ lQ

i=1
gi

= 0, assim sendo J(R)∗αG é nilpotente. Agora basta observar

que pelo teorema acima, J (R ∗α G)|G| ⊆ J (R) ∗α G, e temos J (R ∗α G) nilpotente

também. A rećıproca é imediata do item 1.

3.3.2 O radical primo

Para o radical primo, temos o seguinte resultado que generaliza para ações parciais

com envolvente o Teorema 1.5.10:

Teorema 3.3.11 Seja G um grupo finito. Se R é semiprimo sem |G|-torção aditiva,

então R ∗α G é semiprimo.

Prova. O Corolário 2.2.5, juntamente com o Lema 2.2.11, implicam que T é

semiprimo sem |G|-torção aditiva. Pelo Teorema 1.5.10, temos que T ∗β G é semi-

primo. Sendo que a semiprimaridade é uma propriedade Morita invariante, segue-se

do Teorema 1.3.4, que R ∗α G é semiprimo.

O próximo resultado nos dá uma caracterização dos ideais primos de R ∗α G,

através dos ideais que chamaremos de α-primos de R, que são uma generalização do

já conhecidos ideais G-primos. A demonstração de tal resultado segue literalmente

os passos da demonstração do Lema 1.5.11, que é encontrada na página 364 de [23]

ou na página 132 de [26].

Definição 3.3.12 Diremos que um ideal α-invariante I, de R é α-primo se, para

ideais α-invariantes A, B ∈ R, a inclusão AB ⊆ I implicar A ⊆ I ou B ⊆ I.

Proposição 3.3.13 1. Se A é um ideal primo de R ∗α G, então A∩R é um ideal

α-primo de R.
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2. Se I é um ideal α-primo de R, então existe um ideal primo A de R ∗α G, tal

que I = A ∩R.

Prova. A demonstração dessas afirmações são exatamente as mesmas feitas no caso

global, visto que pelo Lema 3.3.1, se A é um ideal (bilateral) de R∗α G, então A∩R é

ideal α-invariante de R e (A ∩R)∗αG ⊆ A. Temos ainda que se I é ideal α-invariante

de R, então I ∗α G é ideal de R ∗α G, com (I ∗α G) ∩R = I.

3.4 A regularidade de R ∗α G

Aqui trataremos sobre a von Neumann regularidade de R ∗α G. Nosso objetivo é

generalizar o Teorema 1.5.14 para o caso de ações parciais com envolvente.

Teorema 3.4.1 Seja G um grupo finito. Se R um anel von Neumann regular e

|G|−1 ∈ R, então R ∗α G é von Neumann regular.

Prova. Seja G um grupo finito. Se R é von Neumann regular e |G|−1 ∈ R, então,

o Lema 2.2.11, juntamente com o Teorema 2.2.4, fornecem que T é von Neumann

regular e que |G|−1 ∈ T . Estamos portanto, em condições de aplicar a Proposição

1.5.14, e assim, concluir que a T ∗β G é von Neumann regular. Como esse tipo de

regularidade é Morita invariante, segue-se pelo Teorema 1.3.4, que R ∗α G é von

Neumann regular.

Agora provaremos um teorema que usa argumentação análoga ao Teorema de

Maschke parcial 2 (Teorema 3.2.2). As demonstrações são inspiradas nas idéias que

encontramos para o caso das ações globais no artigo [2] e na seção 17 do Caṕıtulo 4

de [26].

Lema 3.4.2 Seja G um grupo finito e R um anel von Neumann regular. Se I é um

ideal principal à esquerda de R ∗α G, então I é um somando direto de R(R ∗α G).
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Prova. Observe que R1g1h = Dg ∩ Dh, e que para g, h ∈ G e a ∈ Dg, temos

aδgDhδh = a1gδgR1hδh = aαg(1g−11hR)δgh = aαg(Dg−1 ∩Dh)δgh = a1ghRδgh. Assim,

se x =
∑
g∈G

agδg ∈ R ∗α G é tal que I = x(R ∗α G), então

I =
∑
g∈G

∑
h∈G

agδgDhδh =
∑
g∈G

∑
h∈G

ag1ghRδgh =
∑
u∈G

I(h,u)δu

onde I(h,u) :=
∑
h∈G

auh−11uR, para todo u ∈ G. Como R é von Neumann regular e cada

I(h,u) é um ideal finitamente gerado de R, segue-se, pelo Teorema 1.5.12, que cada

I(h,u) é um somando direto de RR. Como R ∗α G é livre como R-módulo à esquerda,

segue-se o resultado.

Teorema 3.4.3 Seja G um grupo finito. Se R é um anel von Neumann regular, tal

que trα (1R)−1 ∈ R, então R ∗α G é von Neumann regular.

Prova. Seja I um ideal principal à esquerda de R ∗α G. Pelo Lema 3.4.2, I é um

somando direto de R(R ∗α G), portanto existe uma R-projeção π : R ∗α G → I, onde

π (a) = a, para todo a ∈ I. Definindo γ (x) = trα (1R)−1 ∑
g∈G

1g−1δg−1π (1gδgx), para

todo x ∈ R ∗α G. Não é dif́ıcil ver que γ é uma R ∗α G-projeção e que γ(a) = a,

para todo a ∈ I. Assim sendo, I é um somando direto de R∗αGR ∗α G. Segue-se da

equivalência 3. do Teorema 1.5.12, que R ∗α G é von Neumann regular.



Caṕıtulo 4

Subanéis dos elementos invariantes

parciais

Salvo menção em contrário, todos os resultados deste caṕıtulo referem-se a uma

ação parcial α = {αg : Dg−1 → Dg, g ∈ G} de um grupo finito G que age sobre um

anel R, com envolvente denotada (T, β) ou simplesmente por T . Neste caso, conforme

o Teorema 1.2.3, cada ideal Dg tem unidade 1g = g(1R)1R. Também usaremos as

notações Rα para o conjunto dos elementos invariantes pela ação parcial α, a saber:

Rα = {x ∈ R : αg(x1g−1) = x1g, para todo g ∈ G} .

É imediato verificar que Rα é de fato um subanel que preserva unidade de R. Usare-

mos ainda, a notação TG para o subanel dos elementos invariantes de T , pela ação

envolvente β, isto é:

TG = {t ∈ T : g(t) = t, para todo g ∈ G} .

69
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4.1 O isomorfismo entre Rα e TG

O objetivo nesta seção é provarmos que para um grupo finito G, os anéis Rα e TG

são isomorfos. Iniciaremos com algumas inclusões que são sempre verdadeiras mesmo

para um grupo G infinito.

Proposição 4.1.1 Para G arbitrário, valem as seguintes inclusões:

TG ∩R ⊆ TG1R ⊆ Rα.

Prova. Para a primeira incluso basta observar que

TG ∩R =
(
TG ∩R

)
1R ⊆ TG1R.

Vamos então a segunda delas. Seja t ∈ TG e g ∈ G. Desde que t1g−1 ∈ Dg−1 , então

pelo item 3 da Definição 1.2.2, segue-se que

αg(t1R1g−1) = αg(t1g−1) = g(t)g(1g−1) = t1Rαg(1g−1) = t1R1g.

Como g ∈ G é arbitrário, temos t1R ∈ Rα.

O exemplo a seguir mostra que a primeira inclusão na Proposição 4.1.1 pode ser

estrita.

Exemplo 4.1.2 Sejam K um anel qualquer, e1, e2 e e3 idempotentes ortogonais

centrais e R =
3⊕

i=1

Kei. Tomemos G = {1, g, g2 : g3 = 1} agindo parcialmente sobre

R por uma ação parcial α definida do seguinte modo: α1 = idR; αg : Ke1 → Ke2,

onde e1 7→ e2 ; αg2 : Ke2 → Ke1, onde e2 7→ e1. Uma envolvente para α é dada por:

T =
6⊕

i=1

Kei, para {ei:i = 1, ..., 6} idempotentes ortogonais centrais, com ação global

definida por 1G = idT e g : T → T , onde e1 7→ e2, e2 7→ e4, e3 7→ e5, e4 7→ e1, e5 7→ e6 e

e6 7→ e3. Com poucos cálculos obtemos, Rα = K (e1 + e2)
⊕

Ke3, enquanto que,

TG = K (e1 + e2 + e4)
⊕

K (e3 + e5 + e6). Portanto TG.1R = Rα, enquanto que

TG ∩ R = 0, pois para que
6∑

i=1

aiei ∈ R, os coeficientes de e4,e5 e e6 devem ser

nulos. Logo TG ∩R $ TG1R = Rα.



71

De fato o exemplo acima é um caso particular do seguinte resultado:

Proposição 4.1.3 Seja G um grupo arbitrário. São equivalentes:

1. TG ∩R = TG1R e T tem unidade.

2. T = R e α é uma ação global.

Prova. Se TG ∩ R = TG.1R, então 1R = 1T 1R ∈ TG1R ⊆ TG, portanto 1R =

g(1R)1R = 1g, para todo g ∈ G. Portanto a ação é global. Reciprocamente, se a ação

é global, então 1T = 1R e Rα = TG, dáı TG1R = Rα1R = Rα ∩R = TG ∩R.

Para o caso de G ser um grupo finito, o próximo resultado prova que a segunda

inclusão na Proposição 4.1.1 é de fato uma igualdade.

Teorema 4.1.4 Para um grupo G finito, temos:

Rα = TG1R.

Prova. Que TG1R ⊆ Rα, já foi provado na Proposição 4.1.1. Para provar a

rećıproca, usaremos a aplicação

Ψ (x) =
∑

1≤l≤n

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1gi1 (1R) gi2 (1R) . . . gil−1
(1R) gil (x) , (4.1)

para todo x ∈ Rα, definida em 1.4.4. Provaremos que dados g ∈ G, x ∈ Rα e

p = gi1 (1R) gi2 (1R) ...gil−1
(1R) gil (x) ,

então g (p) é ainda uma parcela de Ψ (x). Com efeito, como i1 < i2 < ... < il

são ı́ndices tomados em {1, ..., n = |G|} e G é visto como o conjunto ordenado:

G = {g1 = 1G, g2, ..., gn}. Então gi1 , gi2 , . . . , gil−1
, gil aparecem nesta lista de forma

crescente e gij 6= gik , sempre que j 6= k. Assim,

g (p) = hi1 (1R) hi2 (1R) ...hil−1
(1R) hil (x) ,
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onde hij = ggij , para j = 1, ..., l. Pelo Lema 2.2.1, hij (1R) é central em T , isso nos

permite reordenar hi1 (1R) hi2 (1R) ...hil−1
(1R) de forma que hi1 , hi2 , ..., hil−1

apareçam

na listagem G de forma crescente, portanto assumiremos daqui por diante que eles

já estejam dispostos nessa ordem crescente. Agora, se hil−1
aparecer na lista G antes

de hil , nada mais temos a fazer, pois nesse caso g(p) é uma das parcelas de Ψ (x).

Senão, observando que para todo x ∈ Rα e todo h ∈ G,

h(x)1R = h (x) h (1R) 1R = h (x) 1h = h (x) h (1h−1) (4.2)

= h (x1h−1) = αh (x1h−1) = x1h = x1Rh (1R) = xh (1R) ,

segue-se por (4.2) e pelo fato de 1R ser central em T , que

hil−1
(1R) hil (x) = hil

(
h−1

il
hil−1

(1R) x
)

= hil

(
1Rh−1

il
hil−1

(x)
)

= hil−1
(x) hil (1R) .

Assim, reordenando os hi1 (1R) , hi2 (1R) , ..., hil−2
(1R) , hil (1R) se necessário, obtemos

que

g (p) = hi1 (1R) hi2 (1R) ...hil−2
(1R) hil (1R) hil−1

(x)

é uma das parcelas de Ψ (x), pois hi1 , hi2 , ..., hil−2
, hil , hil−1

aparecem de forma cres-

cente e não repetida na lista G.

Considerando que cada g ∈ G é um isomorfismo, se p, p′ são parcelas de Ψ (x),

então p = p′ se, e somente se, g (p) = g (p′). Portanto todas as parcelas de g (Ψ (x))

são parcelas de Ψ (x) e vice-versa, isto é,

g (Ψ (x)) = Ψ (x) .

Finalmente, se x ∈ Rα, então, usando (4.2) temos

Ψ (x) 1R =
∑

1≤l≤n

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1gi1 (1R) gi2 (1R) . . . gil−1
(1R) gil (x) 1R

=
∑

1≤l≤n

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1gi1 (1R) gi2 (1R) . . . gil−1
(1R) gil (1R) x

= Ψ (1R) x = 1T x = x.
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Desde que Ψ (x) ∈ TG, segue-se que Rα ⊆ TG1R.

Corolário 4.1.5 Seja G um grupo finito. Então, os anéis TG e Rα são isomorfos,

via ϕ : TG → Rα, definido por ϕ(t) = t1R, para todo t ∈ TG. O isomorfismo inverso

é Ψ : Rα → TG, definido em (4.1)

Prova. A aplicação ϕ : TG → Rα, definida por ϕ(t) = t1R é um isomorfismo

de anéis. Com efeito, ϕ (1T ) = 1T 1R = 1R é a unidade de Rα; sendo t, t′ ∈ TG,

temos ϕ (t + t′) = (t + t′) 1R = t1R + t′1R = ϕ (t) + ϕ (t′) e ϕ (t.t′) = (t.t′) 1R =

t1R.t′1R = ϕ (t) ϕ (t′). Além disso, ϕ é injetora, pois para t ∈ TG tal que t1R = 0,

temos g (t1R) = 0, para todo g ∈ G, e consequentemente tg (1R) = 0 para todo g ∈ G.

Portanto, t = 1T t = Ψ(1R)t = 0. A sobrejetividade sai imediata do teorema acima,

pois dado x ∈ Rα, então Ψ(x) ∈ TG é tal que Ψ(x)1R = x.

Temos ainda que Ψ (ϕ (t)) = Ψ (t1R) = Ψ (1R) t = 1T t = t, para todo t ∈ TG,

e reciprocamente, como vimos no Teorema 4.1.4 acima, para todo x ∈ Rα, temos

ϕ (Ψ (x)) = x. Logo Ψ é o isomorfismo inverso de ϕ.

Corolário 4.1.6 Seja G um grupo finito. Se rad é um radical, então rad(Rα) =

rad(TG)1R.

Prova. Desde que a aplicação ϕ : TG → Rα, definida por ϕ(t) = t1R, para todo

t ∈ TG é um isomorfismo de anéis, segue-se pela Proposição 1.5.7 que rad(TG)1R =

ϕ(rad(TG)) = rad(Rα).

Exemplo 4.1.7 (Para um grupo G infinito, a inclusão Rα ⊆ TG1R pode ser estrita.)

Seja 0 6= e0 um idempotente central e K um anel qualquer. Seja R = Ke0 e G =< g >,

grupo ćıclico infinito. Tome D1 = R e Dh = (0), para todo 1 6= h ∈ G e faça G agir

parcialmente sobre R, por uma ação α, do seguinte modo: α1 = idR, αh(0) = 0,

para todo 1 6= h ∈ G. É fácil ver que α é uma ação parcial e desde que 1R = e0 e

1gn = 0 para todo 0 6= n ∈ Z, segue-se pelo Teorema 1.2.3, que α tem envolvente, que
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denotaremos por T . Observando que 0 = 1gn = 1Rgn (1R) = e0g
n (e0), sempre que

n 6= 0, então gn (e0) = gm (e0) implica que gn−m (e0) = e0, assim sendo e0g
n−m (e0) =

e0 6= 0, portanto n = m. Por outro lado, gn (e0) 6= gm (e0), então gn−m 6= 1G,

dáı e0g
n−m (e0) = 0, e assim, g−m (gn (e0) gm (e0)) = 0, portanto gn (e0) gm (e0) = 0.

Como para todo n, gn (e0) é idempotente central, temos que {gn (e0) : n ∈ Z} é um

conjunto de idempotentes centrais ortogonais. Denotando por en = gn (e0), temos

T =
∑
g∈G

g(R) =
∑
g∈G

g(Ke0) =
∑
g∈G

Kg(e0) =
∞⊕

n=−∞

Ken.

Como αgn (ke0.0) = ke0.0, para todo 0 6= n ∈ Z, segue-se que Rα = R. Por outro

lado, desde que para todo m, n ∈ Z, temos gn(em) = gn(gm(e0)) = gn+m(e0) = en+m,

segue-se que para t =
l∑

i=1

kieni
∈ TG, é necessário que t = gn (t), assim sendo, é fácil

concluir que TG = 0. Logo 0 = TG.1R $ R = Rα.

4.1.1 Consequências imediatas

Como consequências imediatas do Teorema 4.1.4 e de seu corolário, podemos

generalizar o item 1. do Teorema 1.5.21 e o Teorema 1.5.18 para o caso de ações

parciais de grupos finitos sobre anéis, com envolvente.

Teorema 4.1.8 Se R é um anel semiprimo sem |G|-torção aditiva, então Rα é

semiprimo.

Prova. Se R é semiprimo sem |G|-torção aditiva, então pelo Corolário 2.2.5 e

pelo Lema 2.2.11, T é semiprimo sem |G|-torção aditiva. Neste caso, vale o Teorema

1.5.21, que afirma que em tais condições TG é semiprimo. Finalmente pelo Corolário

4.1.5, temos que Rα é semiprimo.

Teorema 4.1.9 Se R é semisimples e |G|−1 ∈ R, então Rα é semisimples.
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Prova. Se R é semisimples e |G|−1 ∈ R, então pela Proposição 2.2.2 e pelo Lema

2.2.11, T é semisimples e |G|−1 ∈ T . Dáı pelo Teorema 1.5.18, temos TG semisimples,

e finalmente pelo Teorema 4.1.4, temos Rα é semisimples.

4.2 α tem traço parcial não-degenerado

O objetivo nesta seção é generalizar o Teorema 1.5.21. Iniciaremos generalizando

a Definição 1.5.22, e seguida, provaremos que toda ação parcial α de um grupo finito

G sobre um anel semiprimo, se enquadra nessa definição. Lembremos que a aplicação

traço parcial trα : R → Rα, definida por trα(x) =
∑
g∈G

αg(x1g−1), para todo x ∈ R, está

bem definida quando α tem envolvente. As construções e resultados que se seguem

são inspirados nas idéias feitas para o caso das ações globais, que são encontradas no

caṕıtulo 1 de [24].

Definição 4.2.1 Dizemos que uma ação parcial α tem traço parcial não-degenerado

sobre o anel R, se

1. Rα é semiprimo.

2. Se 0 6= J é um ideal à esquerda de R, que é α-invariante, então trα(J) 6= 0.

Observe que para um ideal à esquerda J de R, trα(J) = {
∑

l trα(jl) : jl ∈ J} é um

ideal à esquerda de Rα, pois dado a ∈ Rα e j ∈ J , temos atrα(j) = a
∑
g∈G

αg(j1g−1) =∑
g∈G

αg(aj1g−1) ∈ trα(J). Além disso, sempre que J for α-invariante, teremos trα(J) ⊆

J .

Sabemos que no caso de haver envolvente (T, β), o skew anel de grupo parcial

R∗α G é associativo, portanto é um (R,R)-bimódulo. Por sua vez, a aplicação parcial

de crescimento τ : R ∗α G → R, definida por τ

(∑
g∈G

agδg

)
=
∑
g∈G

ag, para todo∑
g∈G

agδg ∈ R ∗α G, é claramente, um homomorfismo de R-módulos à esquerda.
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Consideremos também, o suporte de
∑
g∈G

agδg ∈ R ∗α G, definido por

sup

(∑
g∈G

agδg

)
= {g ∈ G : ag 6= 0}

e para J < RR, que seja α-invariante, denotemos

J ∗α G =

{∑
g∈G

agδg : ag ∈ Dg ∩ J, g ∈ G

}
.

Finalmente, denotemos por

VJ = {a ∈ J ∗α G : τ (aJ) = 0}

e, para todo X ⊆ G,

VJ (X) = {a ∈ VJ : sup(a) ∩X = φ}.

O lema a seguir não exige que a ação parcial tenha envolvente.

Lema 4.2.2 Seja J um ideal à esquerda de R que é α-invariante. Nas notações

acima, valem:

1. J ∗α G < RR ∗α G e é um (R, J)-bimódulo.

2. VJ é (R, J)-bimódulo.

3. Para cada X ⊆ G, VJ (X) é (R, J)-subbimódulo de VJ , VJ (G) = 0 e VJ (φ) =

VJ .

Prova. 1. A prova de que J ∗α G é um ideal à esquerda de R ∗α G já foi feita

no item 2 do Lema 3.3.1. Agora se b ∈ J e
∑
g∈G

agδg ∈ J ∗α G, então
∑
g∈G

agδgb =∑
g∈G

αg(αg−1(ag)b)δg ∈
∑
g∈G

(Dg ∩ J)δg ⊆ J ∗α G, pois J é α-invariante. O resto é

imediato.

2. Se a, b ∈ VJ , então τ ((a + b) J) = τ (aJ) + τ(bJ) = 0. E ainda, sempre que a ∈ VJ ,
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teremos τ(raJ) = rτ(aJ) = 0, para todo r ∈ R e τ((aj) J) ⊆ τ(aJ) = 0, para todo

j ∈ J . O resto é imediato.

3. Sejam X ⊆ G e a, b ∈ VJ tais que sup(a)∩X = sup(b)∩X = φ. Como sup(a+b) ⊆

sup(a) ∪ sup(b), então

sup (a + b) ∩X ⊆ [sup (a) ∪ sup (b)] ∩X = [sup (a) ∩X] ∪ [sup (b) ∩X] = φ,

dáı, a + b ∈ VJ (X). Agora, sejam r ∈ R e a ∈ VJ , desde que sup (ra) ⊆ sup (a),

temos sup (ra) ∩ X ⊆ sup (a) ∩ X, e assim ra ∈ VJ (X) sempre que a ∈ VJ (X).

Para j ∈ J e a =
∑
g∈G

agδg, temos aj =
∑
g∈G

αg(αg−1(ag)j)δg. Como αg(αg−1(ag)j) 6= 0

implica que ag 6= 0, temos sup (aj) ⊆ sup (a), e assim, sup (aj) ∩ X ⊆ sup (a) ∩ X.

Portanto aj ∈ VJ (X), sempre que a ∈ VJ (X). Finalmente, as equivalências:

a ∈ VJ ⇔ a ∈ VJ e sup (a) ∩ φ = φ ⇔ a ∈ VJ (φ)

e

a ∈ VJ (G) ⇔ a ∈ VJ e sup (a) ∩G = φ ⇔ a ∈ VJ e a = 0

completam a demonstração.

Lembremos que dados n ≥ m ≥ 0, a notação Cm
n , indica o número de combinações

de n elementos tomados m à m. Para VJ , acima definido temos:

Lema 4.2.3 Seja J um ideal à esquerda de anel R, que é α-invariante. Então

(τVJ)f(|G|) = (0), onde f(n) =
n∏

m=1

(Cm
n + 1).

Prova Afirmamos que

(τVJ (X))2 ⊆
∑
g/∈X

(τVJ (X ∪ {g})) . (4.3)

Com efeito, sejam g ∈ G e a =
∑
h∈G

ahδh, b =
∑
h∈G

bhδh pertencentes a VJ (X) e

considere o elemento

aαg−1(bg)− agb =
∑
h∈G

[
αh

(
αh−1 (ah) α−1

g (bg)
)
− agbh

]
δh.
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Tal elemento está em VJ , pois bg ∈ J é α-invariante, dáı

aαg−1(bg)− agb ∈ VJJ + RVJ ⊆ VJ .

Ainda, seu coeficiente de ı́ndice g, vale

αg (αg−1 (ag) αg−1(bg))− agbg = agbg − agbg = 0,

dáı aα−1
g (bg)− agb ∈ VJ (X ∪ {g}), sempre que a, b ∈ VJ (X).

Como b ∈ VJ (X) e αg−1(bg) ∈ J , então τ (aαg−1(bg)) = 0, pois a ∈ VJ , portanto

agτ (b) = τ (agb) = τ (agb− aαg−1(bg)) ∈ τ (VJ (X ∪ {g})) .

Como a, b ∈ VJ (X), então para f ∈ X, teremos af = bf = 0, donde se conclui

que

τ (a) τ (b) =
∑
g∈G

agτ (b) =
∑
g/∈X

agτ (b) ∈
∑
g/∈X

τ (VJ (X ∪ {g})) ,

o que prova o afirmado.

Para provar o lema, observe que as parcelas de

[ ∑
|X|=m

τVJ (X)

]k+1

são produtos

do tipo τVJ (X0) .τVJ (X1) ...τVJ (Xk), onde cada Xi são subconjuntos de G com ex-

atamente m elementos e k = Cm
n é o número de subconjuntos de G com m elementos.

Como i = 0, 1, ..., k, fornece k + 1 subconjuntos Xi e só existem k subconjuntos dis-

tintos de G com essa ordem, então, para cada parcela p, existem i, j ∈ {0, ..., k} tais

que Xi = Xj =: X̃p. Portanto, por (4.3), ∑
|X|=m

τVJ (X)

k+1

⊆
∑

p

(
RτVJ

(
X̃p

))(
RτVJ

(
X̃p

))
R

⊆
∑

p

(
τVJ

(
X̃p

))2

R ⊆
∑

|Y |=m+1

τ (VJ (Y )) R.

Finalmente, como VJ(φ) = VJ e VJ(G) = (0), temos

(τVJ)C0
n+1 =

∑
|X|=0

τVJ (φ)

C0
n+1

⊆
∑
|X|=1

τ (VJ (X)) R.
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Então

[
(τVJ)C0

n+1
]C1

n+1

⊆

∑
|X|=1

τ (VJ (X)) R

C1
n+1

⊆
∑
|X|=1

[τVJ (X)]C
1
n+1 R ⊆

∑
|X|=2

τ (VJ (X)) R.

Como G é finito, podemos continuar o processo acima e obter:

(τVJ)f(|G|) ⊆
∑

|X|=|G|

τ (VJ (X)) R = τ (VJ (G)) R = τ (0) R = (0) .

Lema 4.2.4 Sejam J um ideal à esquerda de R que é α-invariante e n > 0. Então

para J0 := J (trα(J))n, valem:

1. J0 <R R é α-invariante.

2. trα(J0) ⊆ trα(J).

Prova. 1. Desde que J é um ideal à esquerda, segue-se imediato que J0 <R R.

Agora se, g ∈ G e a ∈ J (trα(J))n ∩ Dg−1 , então a =
∑
i

ji

n∏
k=1

trα(jki
) para certos

ji; jki
∈ J . Assim sendo,

αg(a) = αg(a1g−1) = αg(
∑

i

ji

n∏
k=1

trα(jki
)1g−1)

=
∑

i

αg

[
(ji1g−1)

n∏
k=1

trα(jki
)1g−1

]
= αg (ji1g−1)

n∏
k=1

αg (trα(jki
)1g−1)

⊆
∑

i

J

n∏
k=1

trα(jki
)1g ⊆ J (trα(J))n ∩Dg.

2. Se j ∈ J , então trα (j) =
∑
h∈G

αh (j1h−1) ∈
∑
h∈G

(J ∩Dh) ⊆ J , dáı

trα (J) ⊆ J . Consequentemente, para todo n > 0, J (trα (J))n ⊆ Jn+1 ⊆ J . Logo

trα (J (trα (J))n) ⊆ trα (J).

O próximo resultado é uma generalização do Teorema 1.5.19:
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Proposição 4.2.5 Sejam J um ideal à esquerda de R que é α-invariante, λ =

f (|G|) + 1 (f como no Lema 4.2.3) e d > 0. Então

[(trα(1R) J ]λ
d

⊆ trα(1R)J (trα(J))d R ⊆ J (trα(J))d R.

Prova Desde que J é um ideal à esquerda, a segunda desigualdade é sempre

verdadeira. Provemos então a primeira desigualdade.

Seja LJ = lanJ(trα(J)) = {j ∈ J : jtrα(J) = 0} (o anulador à esquerda de trα(J)

em J). Afirmamos que

(trα(1R)LJ)f(|G|) = 0. (4.4)

Para verificar isto, basta provar que trα(1R)LJ ⊆ τVJ , e usar o Lema 4.2.3. É o que

faremos agora.

Seja x ∈ LJ , então para todo j ∈ J ,

0 = xtrα(j) =
∑
g∈G

xαg(j1g−1) =
∑
g∈G

x1gαg(j1g−1)

=
∑
g∈G

αg (αg−1 (x1g−1) j) ,

dáı

τ

((∑
g∈G

x1gδg

)
j

)
= τ

(∑
g∈G

x1gδgj

)
= τ

(∑
g∈G

αg [αg−1 (x1g−1) j] δg

)
=

∑
g∈G

αg (αg−1 (x1g−1) j) = 0,

o que implica que
∑
g∈G

x1gδg ∈ VJ . Além disso

trα(1R)x = xtrα(1R) =
∑
g∈G

x1g = τ

(∑
g∈G

x1gδg

)
∈ τVJ ,

segue-se disto que trα(1R)LJ ⊆ τVJ , como hav́ıamos afirmado.

Consideremos agora, o ideal (bilateral) I := Jtrα(J)R de R. Temos que I é α-

invariante, pois para g ∈ G e u ∈ I ∩ Dg−1 , temos u =
∑
i

jitrα(j
′
i)ri para certos
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ji, j
′
i ∈ J e ri ∈ R. Como trα(J) ⊆ Rα, então

αg(u) = αg(u1g−1) = αg(
∑

i

ji1g−1trα(j
′

i)1g−1ri1g−1)

=
∑

i

αg (ji1g−1) αg

(
trα(j

′

i)1g−1

)
αg (ri1g−1)

∈ (J ∩Dg) (trα(J) ∩Dg) Dg ⊆ I ∩Dg.

Como I é um ideal bilateral α-invariante de R, então pela Proposição 2.3.5, existe

uma ação parcial induzida (R/I, αI) que denotamos simplesmente por α. Por sua vez

a Proposição 2.3.9 afirma que trα(r) = trα(r), para todo r ∈ R, portanto Jtrα

(
J
)

=

Jtrα(J) ⊆ Jtrα(J)R = 0 e sendo assim, J ⊆ lanJ

(
trα

(
J
))

= LJ . Por (4.4), temos(
Jtrα

(
1R

))f(|G|)
= (0), donde se conclui que

(Jtrα(1R))f(|G|) ⊆ Jtrα(J)R.

Multiplicando ambos os lados por Jtrα(1R) = trα(1R)J, obtemos

(Jtrα(1R))λ ⊆ trα(1R)Jtrα(J)R, (4.5)

o que prova a proposição para d = 1. Seguimos a prova usando indução sobre d.

Suponhamos por hipótese que

(Jtrα(1R))λd−1

⊆ trα(1R)J (trα(J))d−1 R.

Tomando a potência λ em ambos os lados, obtemos

[Jtrα(1R)]λ
d

⊆
[
trα(1R)J (trα(J))d−1 R

]λ
.

Pelo Lema 4.2.4 item 1., J0 := J (trα(J))d−1 <R R é α-invariante, portanto vale (4.5),

isto é,

(J0trα(1R))λ ⊆ trα(1R)J0trα(J0)R.
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e ainda pelo Lema 4.2.4 item 2., temos, trα(J0) = trα

(
J (trα(J))d−1

)
⊆ trα (J) e

desde que trα(1R) é central em R, concluimos que

(Jtrα(1R))λd

⊆ (trα(1R)J0R)λ ⊆ (trα(1R)J0)
λ R

⊆ trα(1R)J0trα(J0)R

⊆ trα(1R)J (trα(J))d−1 trα (J) R = trα(1R)J (trα(J))d R.

Pelo que vimos acima, a hipótese de trα(1R) não ser um divisor de zero em R

passa a ser importante em nossa discussão. A prova do seguinte lema é trivial:

Lema 4.2.6 Sejam n > 0 e u ∈ R. Então, u não é um divisor de zero à esquerda

se, e somente se, un não é um divisor de zero à esquerda.

Prova. Evidente.

Observação 4.2.7 Desde que trα(1R) é elemento central em R, segue-se imediata-

mente do lema acima que para n > 0,

trα(1R) não é um divisor de zero ⇔ [trα(1R)]n não é um divisor de zero.

Portanto, no caso de trα(1R) não ser um divisor de zero, temos

[trα(1R)J ]n = 0 ⇒ Jn = 0,

para todo J ⊆ R.

Já temos ferramentas suficientes para provar o próximo resultado que é uma gen-

eralização para o caso parcial do Teorema 1.5.20.

Corolário 4.2.8 Se trα(1R) não é um divisor de zero em R e J < RR é α-invariante,

tal que trα(J) é nilpotente de ı́ndice d, então J é nilpotente de ı́ndice no máximo

(f (|G|) + 1)d (f como no Lema 4.2.3).
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Prova. Pela Proposição 4.2.5, [trα(1R)J ](f(|G|)+1)d

⊆ Jtrα(J)dR = 0, portanto

pela Observação 4.2.7, temos J (f(|G|)+1)d

= 0.

Observação 4.2.9 Os resultados acima obtidos para um ideal à esquerda J de R,

podem ser refeitos para um ideal à direita de R, ou podemos repassá-los a este último

utilizando o anel oposto Ro, pois neste caso

J < RR ⇔ Jo < RoRo,

e a ação parcial correspondente a Ro, é dada por:

oα =
{

oαg : Do
g−1 → Do

g, g ∈ G
}

,

onde cada oαg, é definido por oαg(d
o) = (αg(d))o .

Assim, a fórmula da Proposição 4.2.5, correspondente para ideais à direita, será:

[trα(1R)J ]λ
d

⊆ R [trα(J)]d trα(1R)J ⊆ R [trα(J)]d J .

Lema 4.2.10 Seja I um ideal (bilateral) de Rα. Então valem:

1. Para todo a ∈ Rα, Ra e aR são α-invariantes.

2. Se além disso, I é nilpotente, Então, trα (Ra) e trα (aR) são nilpotentes, para

todo a ∈ I.

Prova. 1. Para a ∈ Rα e g ∈ G, temos αg (a1g−1) = a1g. Portanto para r ∈ R,

αg (ra1g−1) = αg (r1g−1) αg (a1g−1) = αg (r1g−1) a1g = αg (r1g−1) a ∈ Ra. Isto garante

que αg (Ra ∩Dg−1) ⊆ Ra ∩ Dg, para todo g ∈ G. De modo análogo, provamos que

aR é α-invariante.

2. Para r ∈ R e a ∈ I, trα (ra) =
∑
g∈G

αg (r1g−1) a = trα (r) a ∈ RI ⊆ I. Desde

que trα é aditivo, segue-se que trα (Ra) ⊆ I, portanto trα (Ra) é nilpotente de ı́ndice

menor ou igual ao ı́ndice de nilpotência de I. Analogamente, provamos que trα(aR)

é nilpotente.
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Agora podemos provar o resultado que dá uma generalização do Teorema 1.5.21

para o caso parcial:

Teorema 4.2.11 Se R é um anel semiprimo e trα (1R) não é um divisor de zero em

R, então α tem traço parcial não-degenerado sobre R.

Prova. 1. Seja (0) 6= I C Rα nilpotente, e tome 0 6= a ∈ I. Pelo lema acima,

Ra é α-invariante e trα (Ra) é nilpotente, assim, pelo Corolário 4.2.8, Ra é um ideal

nilpotente no anel semiprimo R, então a = 0, contradição.

2. Seja J um ideal á esquerda (direita) de R, que é α-invariante. Se trα (J) = (0),

então pelo Corolário 4.2.8 (Observação 4.2.9), J é nilpotente no anel semiprimo R,

logo J = (0).

4.3 Artinianidade (noetherianidade) de Rα

Discutiremos a partir de agora, a artinianidade (noetherianidade) de Rα a partir

da artinianidade (noetherianidade) de R. Com objetivo de provarmos também para

o caso parcial o Teorema 1.5.15 e suas consequências, introduziremos uma aplicação

que nos auxiliará nos próximos resultados. As construções e demonstrações que se

seguem são inspiradas em idéias feitas para o caso das ações globais, que podemos

encontrar à partir da página 13 do Caṕıtulo 1, em [24].

Seja c ∈ R tal que trα (c) = 1R. Então, para todo a ∈ Rα, temos trα (ac) = a.

Assim, para γ : R → Rα, definida por γ (x) = trα (xc), para todo x ∈ R, temos que

γ (a) = a, para todo a ∈ Rα, e ainda

γ (γ (x)) = γ (trα (xc)) = trα (xc) = γ (x) ,

para todo x ∈ R. A aplicação γ é uma espécie de média em torno de Rα.

Teorema 4.3.1 Seja I é um ideal à esquerda em R que é α-invariante e denote

J := Rα ∩ I. Se trα(1R)−1 ∈ R, então:
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1. Rα/J é somando direto como Rα-módulo à esquerda de R/I.

2. Se H < Rα (Rα/J) então RH < R (R/I), e ainda, para H1, H2 < Rα (Rα/J)

tais que RH1 = RH2, temos H1 = H2.

Prova. Como Rα (Rα/J) ⊆ Rα/J e Rα (R/I) ⊆ R/I segue-se que Rα/J e R/I

são Rα-módulos à esquerda. Observe que

Rα/J = Rα/ (I ∩Rα) w (Rα + I) /I < RαR/I. (4.6)

Portanto identificamos Rα/J como um Rα-submódulo de R/I.

Pela Observação 3.2.7, existe um elemento central c ∈ R, tal que trα (c) = 1R.

Portanto a aplicação γ (x) = trα (xc), para todo x ∈ R, como vimos acima, está

bem definida. Agora, considere a aplicação φ : R/I → (Rα + I) /I, definida por

φ (x + I) = γ (x) + I, para todo x ∈ R.

Observando que para x ∈ R, γ (x) = trα (xc) = trα (cx) ∈ Rα, temos γ (x) + I ∈

(Rα + I) /I, e ainda, φ
(
0
)

= φ (i + I) = γ (i) + I = I, para todo i ∈ I, pois

γ (i) = trα (ci) =
∑
g∈G

αg (c1g−1) αg (i1g−1) ∈
∑
g∈G

αg (c1g−1) I ⊆ I, o que garante que φ

está bem definida. Além disso, dado x ∈ Rα e r + I ∈ R/I, temos x (r + I) = xr + I

e φ (x (r + I)) = γ (xr) + I = xγ (r) + I = x (φ (r + I)). Portanto φ é um Rα-

homomorfismo de módulos à esquerda. Dado, x + i + I ∈ (Rα + I) /I com x ∈ Rα,

i ∈ I temos φ ((x + i) + I) = γ (x) + γ (i) + I = γ (x) + I = (x + i) + I e assim,

φ (x + i + I) = γ (x + i) + I = x + γ (i) + I = (x + i) + I. Além disso, para x ∈ R,

φ (φ (x + I)) = φ (γ (x) + I) = γ2 (x) + I = γ (x) + I = φ (x + I) ,

logo φ é uma projeção de Rα-módulos à esquerda e 1. fica demonstrado.

Para ver 2., seja H < Rα (Rα/J). Considere um Rα-submódulo à esquerda H ′ de

Rα. Por um lado, γ(H ′) = H ′ implica φ (H ′ + I) = H ′+ I. Por outro, φ (RH ′ + I) =

trα(cRH ′) + I = trα(cR)H ′ + I ⊆ RαH ′ + I ⊆ H ′ + I. Portanto, pela identificação
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(4.6), temos

φ (RH) ⊆ H = φ (H) = φ (1RH) ⊆ φ (RH)

isto é,

φ (RH) = φ (H) .

Logo, se H1, H2 < Rα (Rα/J) são tais que RH1 = RH2, então H1 = φ (RH1) =

φ (RH2) = H2, como afirmamos em 2.

Corolário 4.3.2 Se trα(1R)−1 ∈ R, então para I e J como no Teorema 4.3.1, valem

as seguintes afirmações:

1. Se R/I é artiniano (noetheriano) R-módulo à esquerda, então Rα/J é artiniano

(noetheriano) Rα-módulo à esquerda.

2. Se o R-módulo à esquerda, R/I tem uma série de composição de comprimento

k > 0, então o Rα-módulo à esquerda, Rα/J tem uma série de composição de

comprimento ≤ k.

Prova. 1. Consideremos, H1 ⊇ H2 ⊇ ..., uma cadeia descendente de Rα-

submódulos à esquerda de Rα/J , então pelo Teorema 4.3.1, RH1 ⊇ RH2 ⊇ ... é

uma cadeia descendente de R/I-submódulos à esquerda de R/I. Sendo este artini-

ano, segue-se que existe um k > 0, tal que RHn = RHm para todo n, m ≥ k, e

portanto pelo item 2 do Teorema 4.3.1, temos Hn = Hm para todo n, m ≥ k. O caso

noetheriano se prova do mesmo modo.

2. Observe que R/I tem série de composição se, e somente se, R/I é artiniano

e noetheriano, então pelo item 1. temos que Rα/J tem também uma série de com-

posição. Digamos que 0 = H1 $ H2 $ ... $ Hn = Rα/J seja tal série. Pelo item 2.

do Teorema 4.3.1, temos 0 = RH1 $ RH2 $ ... $ RHn=R (Rα/J) ⊆ R/I. Desde que

tal série pode ser refinada até o comprimento k, segue-se que n + 1 ≤ k.
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Corolário 4.3.3 Se R é um anel artiniano à esquerda (noetheriano à esquerda) e

trα (1R)−1 ∈ R, então Rα é artiniano à esquerda (noetheriano à esquerda).

Prova. Basta tomar I = (0) no Corolário 4.3.2 acima.

4.4 O radical de Jacobson e o radical primo de Rα

Nessa seção estudaremos o comportamento dos anéis R e Rα, sob os radicais

primo e de Jacobson, estabelecendo fórmulas que relacionam estes radicais destes

anéis. Daqui até o final desta seção, salvo menção em contrário, todos os resultados

se referem a uma ação parcial α de um grupo finito G sobre um anel R, com envolvente

T , de forma que, dado um ideal α-invariante I, de R, a ação parcial α := αI está bem

definida, em conformidade com o Exemplo 2.3.4 e a Proposição 2.3.5.

4.4.1 O radical de Jacobson

Nesta seção veremos algumas relações existentes entre os radicais de Jacobson de

R e Rα. Vamos generalizar os Teoremas 1.5.17 e 1.5.16 e suas consequências para o

caso das ações parciais com envolvente.

O próximo lema não necessita que α tenha envolvente ou que G seja finito.

Lema 4.4.1 Sempre vale U(Rα) = U (R) ∩Rα.

Prova. Seja a ∈ U (R)∩Rα, então existe um x ∈ R tal que xa = ax = 1R. Desde

que 1R = 1Rα , temos para todo g ∈ G e todo d ∈ Dg−1 , que

xαg (d) = xαg (1Rd) = xαg (axd) = xaαg (xd) = αg (xd) .

Então x ∈ Rα, e assim sendo a ∈ U(Rα). A rećıproca é evidente.

Teorema 4.4.2 Se |G|−1 ∈ R, então J (Rα) = J (R) ∩Rα.
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Prova. Desde que pelo Lema 2.2.11, |G|−1 ∈ T , segue-se pelo Teorema 1.5.17,

que J
(
TG
)

= J (T ) ∩ TG. Por sua vez, o Corolário 4.1.6, assim J (Rα) = J
(
TG
)
1R.

Sendo que R é um ideal de T e o radical de Jacobson é hereditário, temos que

J (R) = J (T ) ∩ R = J (T ) 1R. Portanto J (Rα) = J
(
TG
)
1R =

(
J (T ) ∩ TG

)
1R ⊆

J (T ) 1R ∩ TG1R = J (R) ∩ Rα. Para ver que J (R) ∩ Rα ⊆ J (Rα), observemos que

1R = 1Rα , dáı, se x ∈ J (R) ∩ Rα, então 1R − axb ∈ U (R) para todo a, b ∈ R, e em

particular, pelo Lema 4.4.1, temos que 1R − axb ∈ U (R) ∩ Rα = U (Rα), para todo

a, b ∈ Rα. Logo x ∈ J (Rα).

Corolário 4.4.3 Se R é J-semisimples e |G|−1 ∈ R então Rα é J-semisimples.

Prova. Imediata do Teorema 4.4.2.

Exemplo 4.4.4 (Exemplo 1.16, página 16, em [24]) Seja R = M2 (Z2). Desde que

J (Z2) = 0, segue-se que J (R) = M2 (J (Z2)) = 0, isto é, R é J-semisimples. Con-

sidere α a ação (global) do grupo G = {1, g : g2 = 1}, agindo do seguinte modo sobre

R: α1 = idR e αg : R → R, definida por αg (A) = CAC, para todo A ∈ R, onde

C =

 0 1

1 0

. Sendo C2 = I então α é de fato, uma ação (global) de G sobre R.

É fácil ver que Rα =


 a b

b a

 : a, b ∈ Z2

 e que

 1 1

1 1

 ∈ J (Rα) " J (R).

Observemos que neste caso, |G| = 21R = 0 /∈ U (R).

Para o caso de ações globais de um grupo finito sobre um anel T , onde T não

tem |G|-torção aditiva, vale que TG é J-semisimples sempre que T é J-semisimples.

Podemos ampliar esse resultado para o caso parcial, generalizando o Teorema 1.5.16:

Teorema 4.4.5 |G| J(Rα) ⊆ J (R) . Em particular, se R é J-semisimples sem |G|-

torção aditiva, então Rα é J-semisimples.
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Prova. Basta observar que pelo Teorema 1.5.16, temos |G|J(TG) ⊆ J(T ), e

pelo Corolário 4.1.6, vale J(TG1R) = J(TG)1R. Assim |G|J(Rα) = |G|J(TG1R) =

|G|J(TG)1R ⊆ J(T )1R = J(R).

Corolário 4.4.6 Se R é semisimples sem |G|-torção aditiva e trα(1R)−1 ∈ R, então

Rα é semisimples.

Prova. Imediata do Teorema 4.4.5, juntamente com o Corolário 4.3.3.

4.4.2 O radical primo

O objetivo central aqui é generalizar para o caso parcial o Teorema 1.5.23. As

construções e demonstrações feitas aqui, foram inspiradas nas idéias da demonstração

do Teorema 1.9, feitas para o caso global, que podemos encontrar na página 12 de

[24]. Iniciamos com alguns resultados auxiliares.

Lembremos agora uma caracterização dos elementos do radical primo. Seja R um

anel e a ∈ R. Dizemos que a é fortemente nilpotente se toda sequência a1, a2, ... em

R, tal que a1 = a e an+1 ∈ anRan, n > 0, se anula em algum ponto. O radical primo

pode ser definido como sendo:

Nil∗ (R) = {a ∈ R : a é fortemente nilpotente}

Utilizaremos esta caracteŕıstica de Nil∗(R), para provar o seguinte Lema:

Lema 4.4.7 Seja R um anel tal que trα (1R) não é um divisor de zero, então trα

(
1R

)
não é um divisor de zero em R = R/Nil∗ (R).

Prova. Observe que pelo Corolário 2.3.11, o radical primo Nil∗ (R) é α-invariante

e desde que α tem envolvente, a Proposição 2.3.5, prova que a ação parcial induzida

α = αNil∗(R) está bem definida.
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Seja b ∈ R tal que btrα

(
1R

)
= 0, isto é, b ∈ R, é tal que btrα (1R) ∈ Nil∗ (R). Se

a1, a2, ... é uma sequência em R tal que a1 = b e an+1 ∈ anRan, para todo n > 0, então

a sequência definida por a′n = an (trα (1R))2n−1

, para n > 0, é tal que, a′1 = btrα (1R) e

a′n+1 = an+1 (trα (1R))2n

∈ anRan (trα (1R))2n

= an (trα (1R))2n−1

Ran (trα (1R))2n−1

=

a′nRa′n, para todo n > 0. Como btrα (1R) ∈ Nil∗ (R), isto é, btrα (1R) é fortemente

nilpotente, então existe s > 0, tal que 0 = a′s = as (trα (1R))2s−1

. Desde que trα (1R)

não é um divisor de zero, segue-se pelo Lema 4.2.6, que as = 0. Logo b ∈ Nil∗ (R),

ou seja, b = 0.

Lema 4.4.8 Em R = R/Nil∗ (R) temos Nil∗ (Rα) ⊆ Nil∗
(
Rα
)
.

Prova. Como Rα = {a + Nil∗ (R) : a ∈ Rα} é de fato um anel com unidade

1R, pois Rα é um subanel de R com unidade 1R, então pela Proposição 1.5.7, basta

observar que f : Rα → Rα definida por f(a) = a + Nil∗ (R), para todo a ∈ Rα, é um

epimorfismo de anéis e temos o desejado.

O Próximo resultado vale em geral, não há necessidade de G ser finito ou α ter

envolvente.

Teorema 4.4.9 Seja α uma ação parcial de um grupo G sobre um anel R. Então

Nil∗ (R) ∩Rα ⊆ Nil∗ (Rα) .

Prova. Considere µ = {A C R : A ∩Rα ⊆ Nil∗ (Rα)} . É imediato que (0) ∈

µ e se {Ai}i>0 é um subconjunto totalmente ordenado de µ, então
⋃
i>0

Ai C R e(⋃
i>0

Ai

)
∩ Rα ⊆

⋃
i>0

(Ai ∩Rα) ⊆ Nil∗ (Rα). Assim, pelo Lema de Zorn, existe um

elemento maximal B ∈ µ. Afirmamos que B é semiprimo. Com efeito, seja I C R,

tal que I ⊇ B e I2 ⊆ B, então (I ∩Rα)2 ⊆ B ∩Rα ⊆ Nil∗ (Rα). Como I ∩Rα é um

ideal de Rα, então I ∩ Rα ⊆ Nil∗ (Rα). Como B é maximal em µ, I ⊆ B. Portanto
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B é um ideal semiprimo e assim, Nil∗ (Rα) ⊆ B. Logo, Nil∗ (Rα) ∩Rα ⊆ Nil∗ (Rα).

Voltando as restrições impostas a ação parcial α no começo do caṕıtulo, obtemos

uma rećıproca para o teorema acima:

Teorema 4.4.10 Se trα (1R) não é um divisor de zero em R, então

Nil∗ (Rα) = Nil∗ (R) ∩Rα.

Prova. Pelo Teorema 4.4.9, temos Nil∗ (R) ∩ Rα ⊆ Nil∗ (Rα). Para a rećıproca,

provaremos que Nil∗ (Rα) ⊆ Nil∗ (R). Já que pelo Corolário 2.3.11, o radical primo

Nil∗ (R) é α-invariante e α tem envolvente, segue-se pela Proposição 2.3.5, que a

ação parcial induzida α = αNil∗(R), agindo sobre o anel semi-primo R = R/Nil∗ (R),

está bem definida e ainda, pelo pelo Lema 4.4.7, trα

(
1R

)
não é um divisor de zero.

Portanto pelo Teorema 4.2.11, R
α

é semiprimo.

Seja N um ideal nilpotente de Rα, nosso objetivo será provar que N é nulo. Para

tanto consideremos o seguinte subconjunto de R
α
:

A =
{

a ∈ R
α

: trα (1R)m a ∈ N para algum m ≥ 0
}

(aqui, convêm lembrar que trα (a) = trα (a), para todo a ∈ R). Temos que A é um

ideal nilpotente de R
α
. A é de fato um ideal de R

α
, pois se a ∈ A, então existe

m > 0, tal que trα (1R)m a ∈ N , portanto para todo x ∈ R
α
, temos trα (1R)m+1 xa =

trα (1R) x trα (1R)m a = trα (x) trα (1R)m a ∈ Rα N ⊆ N . Logo, A R
α ⊆ A. De modo

análogo, provamos que R
α

A ⊆ A.

A é nilpotente, pois se d > 0 é tal que N
d

= 0, então dados a1, a2, ..., ad ∈ A,

existem m1, m2, ...,md ≥ 0 tais que a1trα

(
1R

)m1 a2trα

(
1R

)m2 ...adtrα

(
1R

)md ∈ N
d
.

Assim a1a2...adtrα

(
1R

)m
= 0, para m =

d∑
i=1

mi. Logo temos a1a2...ad = 0. Sendo A

um ideal nilpotente do anel semiprimo R
α
, segue-se que A = (0). Desde que N ⊆ A,

temos N = (0).
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Assim, Rα não tem ideais nilpotentes não nulos, portanto pela Proposição 1.5.9,

Nil∗
(
Rα
)

= (0). Segue-se pelo Lema 4.4.8 que Nil∗ (Rα) = (0), ou seja, Nil∗ (Rα) ⊆

Nil∗ (R).

Exemplo 4.4.11 (Exemplo 1.10 página 13 de [24]) Seja R = M2 (K) onde K é

um corpo de caracteŕıstica p 6= 0. Então R é semiprimo, e assim Nil∗ (R) = 0.

Seja α uma ação do grupo G = {1, g, ..., gp−1 : gp = 1} sobre R, definida do seguinte

modo: α1 = idR e αg : R → R αg (A) = CAC−1 onde C =

 1 1

0 1

. Neste caso,

Cp = 1 e assim, αgp = idR. Desde que α é uma ação global, segue-se que α é uma

ação parcial com envolvente. Temos Rα =


 a b

0 a

 : a, b ∈ K

 e Nil∗ (Rα) =
 0 b

0 0

 : b ∈ K

 6= 0. Vale observar que trα (1R) = |G| 1R = p1R = 0.

Conforme mostram os exemplos 3.2.4 e 3.2.5, o próximo resultado prova que, com

hipótese diferente, ainda temos a mesma relação entre os radicais primos de R e Rα,

provada no Teorema 4.4.10.

Teorema 4.4.12 Se R é um anel sem |G|-torção aditiva, então

Nil∗ (Rα) = Nil∗ (R) ∩Rα.

Prova. O Teorema 4.4.9 prova que Nil∗ (R)∩Rα ⊆ Nil∗ (Rα). Para a rećıproca,

observemos que pelo Teorema 1.5.5, temos Nil∗ (R) = Nil∗ (T ) ∩ R = Nil∗ (T ) 1R.

Por sua vez o Corolário 4.1.6, garante que Nil∗ (Rα) = Nil∗
(
TG
)
1R. Finalmente, já

que pelo Lema 2.2.11, T não tem |G|-torção aditiva, segue-se pelo Teorema 1.5.23,

que Nil∗
(
TG
)

= Nil∗ (T ) ∩ TG. Juntando estas igualdades, obtemos

Nil∗ (Rα) = Nil∗
(
TG
)
1R = (Nil∗ (T ) ∩ TG)1R

⊆ Nil∗ (T ) 1R ∩ TG1R = Nil∗ (R) ∩Rα.

Logo Nil∗ (Rα) ⊆ Nil∗ (R) ∩Rα.
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4.5 Sobre a dimensão uniforme de Rα

Nesta seção, a menos de menção em contrário, R sempre denotará um anel semi-

primo. Estabeleceremos condições sobre este anel, de tal forma que Rα seja um anel

de Goldie à esquerda. O objetivo aqui é generalizar o Teorema 1.5.28. As construções

e demonstrações aqui estabelecidas são inspiradas nas idéias encontradas no caṕıtulo

5, a partir da página 79, em [24].

Lema 4.5.1 Seja α uma ação parcial que tem traço parcial não-degenerado sobre R.

Se para certos a1, a2, ..., ak ∈ Rα, tivermos que
k∑

i=1

Rαai é uma soma direta em Rα,

então
k∑

i=1

Rai, também é direta em R. Em particular: udim Rα ≤ udim R.

Prova. Se
k∑

i=1

Rai não for direta em R, então existe j ∈ {1, 2, ..., k} tal que

I = Raj ∩ (Ra1 + ... + Raj−1 + Raj+1 + ... + Rak) 6= 0. Como cada as ∈ Rα, temos

que I é um ideal à esquerda de R, que é α-invariante. Como trα (I) ⊆ trα (Raj) ∩

trα(
∑
i6=j

Rai) ⊆ trα (R) aj ∩
∑
i6=j

trα (R) ai ⊆ Rαaj ∩
∑
i6=j

Rαai = 0. Isso contradiz o fato

de α ter traço parcial não-degenerado sobre R. O resto é imediato.

Corolário 4.5.2 Seja α uma ação parcial que tem traço parcial não-degenerado sobre

R. Se R é um anel de Goldie à esquerda, então Rα é um anel de Goldie à esquerda.

Prova. Por Rα ser subanel (preservando a unidade de) R, ele herda as condições

de cadeia para anuladores à esquerda, e pelo Lema 4.5.1, udim Rα ≤ udim R < ∞.

Segue-se da definição 1.5.25, que Rα é um anel de Goldie à esquerda.

No próximo resultado, obtemos para o caso parcial o item 2 do Teorema 1.5.28.

Lema 4.5.3 Seja α uma ação que tem traço parcial não-degenerado sobre R. Se

x ∈ Rα é regular, então x é regular como elemento de R.
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Prova. É fácil ver que lanR (x) = {r ∈ R/rx = 0} é um ideal à esquerda de

R, que é α-invariante. Se lanR (x) 6= 0, então 0 6= trα (lanR (x)) ⊆ lanR (x) ∩ Rα,

contradizendo a regularidade de x em Rα.

Nas demonstrações que se seguem, usaremos a definição 1.5.21, que trata de grupos

que tem traços não-degenerados sobre a envolvente. O resultado a seguir é uma

generalização da Proposição 1.5.27, para o caso parcial.

Corolário 4.5.4 Seja R um anel sem |G|-torção aditiva. Se E é um ideal essencial

à esquerda de R, então E ∩Rα é um ideal essencial à esquerda Rα.

Prova. Se R é semiprimo sem |G|-torção aditiva, então pelo item 2 do Corolário

2.2.5 juntamente com com o Lema 2.2.11, T é semiprimo sem |G|-torção aditiva.

Portanto pelo Teorema 1.5.21, temos que G tem traço (global) não-degenerado sobre

T , e assim vale a Proposição 1.5.27, que afirma que se E ′ <e T T , então E ′ ∩ TG <e

T GTG.

Como G é finito, o Corolário 4.1.5 garante que TG ' Rα pela aplicação t 7→ t.1R e

desde que pelo Corolário 2.2.6, E ′ =
n∑

i=1

gi (E) ei <e T T , e dáı
(
E ′ ∩ TG

)
.1R <e RαRα.

Como (
E ′ ∩ TG

)
.1R ⊆ E ′.1R ∩ TG.1R = E ∩Rα,

segue-se que E ∩Rα é ideal essencial à esquerda de Rα.

Usando a Proposição 2.2.8, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 4.5.5 Se R não tem |G|-torção aditiva e α tem traço parcial não-

degenerado sobre R, então udim Rα ≤ udim R ≤ |G|udim Rα.

Prova. O Lema 4.5.1 prova a primeira desigualdade, concentremo-nos na segunda

desigualdade portanto.

O Corolário 2.2.5, juntamente com o Lema 2.2.11, garantem que T é semiprimo e

sem |G|-torção aditiva, portanto podemos aplicar o Teorema 1.5.21, e obter que G tem
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traço (global) não-degenerado sobre T . Portanto podemos aplicar o Teorema 1.5.28,

e obter udim T ≤ |G|udim TG. Por sua vez, a Proposição 2.2.8, implica udim R ≤

udim T . Finalmente o Corolário 4.1.5 diz que TG w Rα. Portanto udim TG =

udim Rα. Juntando estes resultados obtemos udim R ≤ udim T ≤ |G|udim TG =

|G|udim Rα.

Lembremos da seção 1.5.2 que a notação Q(A) indica o anel clássico de quocientes

à esquerda do anel A. Em relação a estes anéis temos o seguinte resultado:

Teorema 4.5.6 Se R não tem |G|-torção aditiva e α tem traço parcial não-

degenerado sobre R. Então

1. Rα é um anel de Goldie à esquerda se, e somente se, R é um anel de Goldie à

esquerda. E sendo assim, Q (RR) = Q (RαR) (Q (RR) = Q (RRα)).

2. Rα é um anel semisimples se, e somente se, R é um anel semisimples.

Prova. 1. Observemos que se α tem traço parcial não-degenerado sobre R, sem

|G|-torção aditiva, então

(a) Rα é semiprimo.

(b) T é semiprimo sem |G|-torção aditiva (Corolário 2.2.5 e Lema 2.2.11).

Estamos em condições de aplicar o Teorema 4.5.5 acima e concluir que udim R < ∞

se, e somente se, udim Rα < ∞.

Suponhamos que Rα é um anel de Goldie. Por (a), juntamente com o Teorema

de Goldie (Teorema 1.5.26), temos que udim Rα < ∞ e Z(α) = 0. Por (b), vale o

Teorema 1.5.21, que afirma que G tem traço (global) não-degenerado sobre T , dáı

podemos aplicar o Teorema 1.5.28, e obter Z (T ) ∩ TG ⊆ Z
(
TG
)
. Por sua vez o

Corolário 4.1.5, diz que TG w Rα. Dáı Z
(
TG
)

= Z(Rα) = 0, e consequentemente

Z (T ) ∩ TG = 0.
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Finalmente, é fácil ver que Z (T ) é G-invariante, pois se g ∈ G e t ∈ g(Z (T T ))

então existe um ideal à esquerda E <e T T , tal que Et = 0, e assim g(E)g(t) = 0,

para g(E) <e T T . Portanto se Z (T ) 6= 0, temos pelo Teorema 1.5.21 item 2, que

trG (Z (T )) 6= 0. Mas 0 6= trG (Z (T )) ⊆ Z (T ) ∩ TG ⊆ Z
(
TG
)

= 0, é contradição.

Assim pela Proposição 2.2.7, temos que Z (R) = Z (T ) 1R = 0.

Portanto R é semiprimo com udim R < ∞ e Z (R) = 0. Novamente pelo Teorema

1.5.26, temos que R é um anel de Goldie à esquerda.

A rećıproca é imediata da Definição 1.5.25, desde que Rα, como subanel do anel

de Goldie à esquerda R, herda a condição das cadeias ascendentes nos anuladores à

esquerda.

Resta verificar que Q (RR) = Q (RαR). Seja q ∈ Q (RαR) então existe um elemento

regular s de Rα tal que sq ∈ R. Pelo Lema 4.5.3, item 1., s é também regular em

R, portanto sq ∈ R para certo regular s de R, isto é, q ∈ Q (RR). Reciprocamente,

seja q ∈ Q (RR). Desde que Rq−1 := {x ∈ R : xq ∈ R} é ideal essencial à esquerda

de R, então pelo Corolário 4.5.4, temos Rq−1 ∩Rα <e RαRα. Assim, pela Proposição

1.5.24, existe t ∈ Rq−1 que é regular em Rα, isto é, existe t regular em Rα tal que

t = aq−1 para certo a ∈ R, logo q ∈ Q (RαR).

2. Sabemos que

(a) R é semisimples ⇔ T é semisimples. (Proposição 2.2.2 item 2).

(b) R é semiprimo ⇔ T é semiprimo. (Corolário 2.2.5 item 2).

(c) R é sem |G|-torção aditiva ⇔ T é sem |G|-torção aditiva(Lema 2.2.11).

(d) Rα semiprimo ⇔ TG semiprimo. (Proposição 4.1.5).

Assim, temos que T e TG são anéis semiprimos e T não tem |G|-torção aditiva.

Podemos portanto, aplicar o Teorema 1.5.30, obtendo, que T é semisimples se, e
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somente se, TG é semisimples. Logo

Rα é semisimples ⇔ TG é semisimples ⇔ T é semisimples ⇔ R é semisimples.



Caṕıtulo 5

Relações entre o subanel invariante

parcial e o skew anel de grupo

parcial

Neste caṕıtulo usaremos a letra S, para denotar o skew anel de grupo parcial

R ∗α G. De resto, continuaremos com as notações dos caṕıtulos anteriores, α é uma

ação parcial de um grupo G sobre um anel com unidade R, com envolvente T . Sendo

assim, S = R ∗α G é associativo. Vamos impor condições para que se estabeleça uma

equivalência de Morita entre Rα e S. Antes veremos alguns outros resultados que

relacionam estes anéis.

5.1 Um teorema de Morita parcial

Os resultados desta seção foram inspirados na demonstração do Teorema 0.3, da

página 4, em [24]. As demonstrações feitas aqui exigem apenas que S = R ∗α G

seja associativo. Isso ocorre, por exemplo, quando α tem envolvente ou quando R

é semiprimo (ver Teoremas 1.3.2 e 1.3.3). Portanto aqui, α é uma ação parcial de

98
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um grupo arbitrário G, sobre um anel com unidade R, tal que o skew anel de grupo

R ∗α G é associativo.

Lema 5.1.1 O anel R é um S-módulo à esquerda.

Prova. Sejam g, h ∈ G. Defina aδg · r = αg(αg−1 (a) r), para todo a ∈ Dg. Como

o produto em S é associativo, então (aδgbδh) rδ1 = aδg (bδhrδ1), para todo a ∈ Dg e

b ∈ Dh. Isto implica

(aδgbδh)·r = αgh

(
α(gh)−1 (αg (αg−1(a)b)) r

)
= αg (αg−1(a)αh (αh−1(b)r)) = aδg·(bδh · r) ,

para todo a ∈ Dg, g ∈ G. Como as outras propriedades a serem verificadas, saem

imediatas do fato de que cada αg é um isomorfismo e que α1 é a identidade em R,

segue-se o resultado.

No próximo resultado usaremos a notação xϕ, para uma ação de um homomor-

fismo à direita ϕ sobre um elemento x.

Proposição 5.1.2 Nas condições acima, temos

Rα w EndR∗αG (R) .

Prova. Defina φ : Rα → EndR∗αG (R), tomando, para cada a ∈ Rα, φa : R → R,

onde xφa = xa, para todo x ∈ R, (multiplicação à direita). Para ver que

φa ∈ EndR∗αG (R), basta observar que para u ∈ Dg e r ∈ R, temos (uδg · r) φa =

(αg(αg−1 (u) r)) φa = αg(αg−1 (u) r)a = αg(αg−1 (u) ra) = uδg · (ra) = uδg · (rφa).

Veremos que φ é um isomorfismo de anéis. Dados a, b ∈ Rα e r ∈ R, temos

(r)φab = r (ab) = (ra) b = (ra)φb = (rφa)φb = (r) φaφb e (r) φ(a+b) = r (a + b) =

ra + rb = r(φa + φb), e ainda (r) φ1R
= r1R = r. É evidente que φ é injetora.

Para ver que φ é sobrejetora, considere ϕ ∈ EndR∗αG (R) e r ∈ R. Neste caso temos

rϕ = (rδ1 · 1R) ϕ = rδ1 · (1R) ϕ = r(1Rϕ), portanto ϕ = φ(1Rϕ). Resta provar que

1Rϕ ∈ Rα. Com efeito, para g ∈ G e u = αg−1 (u′) ∈ Dg−1 arbitrários, temos
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αg(u(1Rϕ)) = αg (αg−1 (u′) (1Rϕ)) = u′δg · (1Rϕ) = (u′δg · 1R) ϕ = (αg (u1R))ϕ =

(αg (u) δ1 · 1R)ϕ = αg (u) δ1 · (1Rϕ) = αg (u) (1Rϕ).

Uma consequência imediata disso é que R pode ser visto como um Rα-módulo à

direita, via identificação Rα = EndSR. Lembrando que um S-módulo à esquerda M

é um gerador para a categoria de S-módulos à esquerda se existe um epimorfismo de

módulos à esquerda de alguma soma direta de cópias de M sobre S. Então, como

mera aplicacação do Teorema 1.5.32, temos a seguinte relação entre S e Rα:

Corolário 5.1.3 (Um Teorema de Morita Parcial) Para o S-módulo à esquerda R,

visto como um Rα-módulo à direita, via indentificação Rα = EndSR, as sequintes

afirmações são equivalentes:

1. R é um gerador para a categoria dos S-módulos á esquerda.

2. R é Rα-módulo à direita finitamente gerado projetivo e S w EndRα (R).

Prova. Basta tomar R = M , S = A e Rα = B e aplicar o Teorema 1.5.32.

5.2 O contexto de Morita entre Rα e R ∗α G

Todas as construções e demonstrações feitas nesta seção foram inspiradas no artigo

de Miriam Cohen, referência [4], que trata dentre outros assuntos, de construir um

contexto de Morita para o skew anel de grupo global e o anel dos elementos invariantes

global e impõem condições sobre estes para que, a partir deste contexto se tenha uma

equivalência de Morita. Algumas poucas idéias foram também tiradas do artigo [3].

Daqui até o final do caṕıtulo, α denotará sempre uma ação parcial de um grupo

finito G sobre um anel R, com envolvente T , garantindo assim que skew anel de grupo

parcial é associativo. Iniciaremos provando o seguinte lema:
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Lema 5.2.1 1. R é um (Rα, S)-bimódulo.

2. R é um (S, Rα)-bimódulo.

Prova. Em toda prova tomaremos sempre: r ∈ R, x ∈ Rα, g, h ∈ G, a ∈ Dg e b ∈ Dh,

sempre fixados, porém arbitrários.

1. É imediato que R é um Rα-módulo à esquerda com o produto usual de R:

x · r = xr. Para ver que R é um S-módulo à direita, defina r · aδg = αg−1(ra).

Por um lado, temos

(r · aδg) · bδh = (αg−1(ra)) · bδh = αh−1 (αg−1(ra)b) .

Por outro lado, desde que rαg (αg−1(a)b) ∈ αg (Dg−1 ∩Dh),

então por (iii) da definição de ação parcial (Definição 1.2.1), temos

r · (aδgbδh) = r · (αg (αg−1(a)b) δgh) = α(gh)−1 (rαg (αg−1(a)b))

= αh−1 (αg−1 (rαg(αg−1(a)b))) = αh−1 (αg−1 (r1g) αg−1(a)b)

= αh−1 (αg−1 (ra) b) .

Logo

(r · aδg) · bδh = r · (aδgbδh).

As outras propriedades a serem verificadas saem imediatas do fato de que cada

αg é um isomorfismo e que α1 é a identidade em R. Finalmente, a associativi-

dade do bimódulo vem do fato que:

x · (r · aδg) = xαg−1(ra) = αg−1(xra) = (x · r) · aδg.

2. Novamente aqui, temos que R é um Rα-módulo à direita com o produto usual

de R: r · x = rx. Por sua vez, o Lema 5.1.1 garante que R é um S-módulo à
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esquerda com o produto aδg · r = αg(αg−1 (a) r). A associatividade do bimódulo

e verificada prontamente pois,

aδg · (r · x) = aδg · (rx) = αg(αg−1 (a) rx)

= αg(αg−1 (a) r)x = (aδg · r) · x.

Logo R é também um (S, Rα)-bimódulo.

Nosso objetivo é construir um contexto de Morita (Rα, S = R ∗α G, V, W, Γ, Γ′),

onde V = RαRS e W = SRRα , e as aplicações Γ e Γ′ são: Γ : V ⊗S W → Rα, que é

definida por

Γ(x⊗ y) = trα(xy) =
∑
g∈G

αg(xy1g−1), (5.1)

para todo x, y ∈ R, e Γ′ : W ⊗Rα V → S, que é definida por

Γ′(x⊗ y) =
∑
g∈G

xαg(y1g−1)δg, (5.2)

para todo x, y ∈ R.

Observação 5.2.2 É fácil ver que:

1. I é um S-submódulo à direita de R ⇔ I é um ideal à direita de R que é

α-invariante.

2. I é um S-submódulo à esquerda de R ⇔ I é um ideal à esquerda de R que é

α-invariante.

Precisamos verificar se Γ e Γ′ estão bem definidas. Por uma questão de simpli-

ficação, omitiremos os anéis nos produtos tensoriais que definem os domı́nios de Γ e

Γ′. Veremos antes, um resultado auxiliar:

Lema 5.2.3 Para todo g ∈ G e todo x ∈ Dg−1, temos trα (x) = trα(αg(x)).
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Prova Utilizando as equações (1.1) e (1.2), temos

trα(αg(x)) =
∑
h∈G

αh (αg (x1g−1) 1h−1)
(1.2)
=
∑
h∈G

αhg (x1g−1h−1) 1h

u=hg
=

∑
u∈G

αu (x1u−1) 1ug−1 =
∑
u∈G

αu (x1u−1) 1u1ug−1

(1.1)
=

∑
u∈G

αu (x1u−1) αu (1u−11g−1) =
∑
u∈G

αu (x1g−11u−1)

=
∑
u∈G

αu (x1u−1) = trα(x).

Proposição 5.2.4 As aplicações Γ e Γ′, definidas em (5.1) e (5.2), estão bem

definidas e são, respectivamente, Rα e S homomorfismos de bimódulos.

Prova. Considere Γ̄ : V ×W → Rα, definida por Γ̄(x, y) = trα(xy), para todo

x, y ∈ R. Verifiquemos que Γ̄ é S-balanceada, provando assim que Γ está bem definida.

Sejam r ∈ V , r′ ∈ W , g ∈ G e a ∈ Dg. Como, r (aδg · r′) = rαg

(
α−1

g (a
)
r′) =

r1gαg

(
α−1

g (a
)
r′) = αg

[
α−1

g (ra) r′
]

e (r · aδg) r′ = α−1
g (ra) r′. Então, desde que

α−1
g (ra) r′ ∈ Dg−1 , temos pelo lema acima que Γ̄(r, aδg · r′) = trα [r (aδg · r′)] =

trα(αg

[
α−1

g (ra) r′
]
) = trα

[
α−1

g (ra) r′
]

= Γ̄(r ·aδg, r
′). Isto garantirá que Γ está bem

definida. As outras propriedades de Γ são imediatas desde que os elementos de Rα

são invariantes pelo traço parcial.

Do mesmo modo verificamos que Γ′ está bem definida, considerando uma aplicação

Γ̄′ : W ×V → S, definida por Γ̄′(x, y) =
∑
g∈G

xαg(y1g−1)δg, para x, y ∈ R. Para t ∈ Rα

e r, r′ ∈ R, imediato que Γ̄′(rt, r′) = Γ̄′(r, tr′), pois t é α-invariante. Temos ainda

que Γ′ é um S-homomorfismo de bimódulos, pois aplicando-se a fórmula (1.2), para

todo h ∈ G e y ∈ R, temos∑
g∈G

1hδhαg(y1g−1)δg =
∑
g∈G

αh (αg(y1g−1)1h−1) δhg =∑
g∈G

αhg(y1(hg)−1)δhg =
∑
u∈G

αu(y1u−1)δu.
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Portanto

aδhΓ
′ (x⊗ y) =

∑
g∈G

αh (αh−1(a)xαg(y1g−1)) δhg

=
∑
g∈G

αh (αh−1(a)x) αh (1h−1αg(y1g−1)) δhg

=
∑
g∈G

(aδh · x)1hδhαg(y1g−1)δg

=
∑
u∈G

(aδh · x)αu(y1u−1)δu = Γ′ (aδh · x⊗ y) .

Finalmente

Γ′ (x⊗ y) aδh =
∑
g∈G

xαg(y1g−1)δgaδh =
∑
g∈G

αg [αg−1 [xαg(y1g−1)] a] δgh

=
∑
g∈G

αg [αg−1 (x1g) ya] 1ghδgh =
∑
g∈G

xαg [ya1g−1 ] 1ghδgh

u=gh
=

∑
u∈G

xαuh−1

[
ya1(hu−1)

]
1uδu

(1.2)
=
∑
u∈G

xαu [αh−1 (ya) 1u−1 ] δu

= Γ′ (x⊗ αh−1 (ya)) = Γ′ (x⊗ y · aδh) .

A linearidade de Γ′ prova o afirmado.

Observação 5.2.5 É um corolário imediato da proposição 5.2.4, que dados x, y ∈ R,

temos Γ(V ⊗ x) < RαRα, Γ(y ⊗W ) < Rα
Rα ,Γ′(x ⊗ V ) < SS e Γ′(W ⊗ y) < SS. Em

particular, Γ(V ⊗W ) C Rα e Γ′(W ⊗ V ) C S.

Finalmente, provamos as condições de associatividade:

Proposição 5.2.6 Nas notações acima, temos

x · Γ′(y ⊗ z) = Γ (x⊗ y) · z (5.3)

e

Γ′(x⊗ y) · z = x · Γ (y ⊗ z) (5.4)

para todo x, y, z ∈ R.
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Prova. Sejam x, y, z ∈ R. Então x · Γ′(y ⊗ z) = x ·
∑
g∈G

yαg(z1g−1)δg =∑
g∈G

αg−1 (xyαg(z1g−1)) =
∑
g∈G

αg−1 (xy1g) z = trα(xy)z = Γ (x⊗ y) · z, provando

assim que (5.3) vale. Por sua vez, Γ′(x ⊗ y) · z =
∑
g∈G

xαg(y1g−1)δg · z =∑
g∈G

αg (αg−1 (xαg(y1g−1)z)) =
∑
g∈G

αg (αg−1(x1g)yz1g−1) =
∑
g∈G

xαg (yz1g−1) e, x ·

Γ (y ⊗ z) = xtrα(yz) =
∑
g∈G

xαg(yz1g−1), portanto (5.4) também vale.

Teorema 5.2.7 Nas notações acima, (Rα, S = R ∗α G, V, W, Γ, Γ′) é um contexto de

Morita.

Prova. Imediata das Proposições 5.2.4 e 5.2.6.

Lembremos do Caṕıtulo 1, que dado um subconjunto A ⊆ R, ranR(A) denota o

anulador à direita de A em R e lanR(A) o anulador à esquerda de A em R. Para

anuladores, temos o seguinte lema:

Lema 5.2.8 Se x ∈ W , então

x⊥ = {y ∈ V : Γ′(x⊗ y) = 0}

é um ideal à direita de R que é α-invariante e que está contido em ranR(x). Do

mesmo modo, se y ∈ V , então

y⊥ = {x ∈ W : Γ′(x⊗ y) = 0}

é um ideal à esquerda de R, que é α-invariante, e que está contido em lanR(y).

Prova. Verifiquemos que x⊥ é um ideal à direita. Para isto considere y1, y2 ∈ x⊥.

Então Γ′(x⊗ (y1 + y2)) = Γ′(x⊗ y1 + x⊗ y2) = Γ′(x⊗ y1) + Γ′(x⊗ y2) = 0 e ainda,

dados y ∈ x⊥ e r ∈ R, temos Γ′(x⊗ yr) = Γ′(x⊗ y · rδ1) = Γ′(x⊗ y)rδ1 = 0rδ1 = 0,

logo yr ∈ x⊥. Para ver que x⊥ ⊆ ranR(x), basta observar que se y ∈ x⊥, então

0 = Γ′(x ⊗ y) = x
∑
g∈G

αg(y1g−1)δg, portanto 0 = xα1(y1R)δ1 = xy implica y ∈
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ranR(x). Finalmente, para ver que x⊥ é α -invariante, observe que se y ∈ x⊥ e g ∈ G,

desde que pela Proposição 5.2.4, Γ′ é um S-homomorfismo à direita, segue-se que

Γ′(x⊗αg(y1g−1)) = Γ′(x⊗y ·1g−1δg−1) = Γ′(x⊗y) ·1g−1δg−1 = 0, logo αg(y1g−1) ∈ x⊥.

De modo inteiramente análogo provamos as propriedades referentes a y⊥.

Sabemos que se Γ e Γ′ forem sobrejetoras, então Rα e S serão Moritas equivalentes.

Estaremos portanto, em busca de condições para que estas sobrejeções ocorram. Antes

lembremos uma definição que nos será útil daqui em diante.

Sejam A, B e C grupos aditivos. Uma forma bilinear F : A × B → C é dita

ser não-degenerada se para todo 0 6= a ∈ A e 0 6= b ∈ B, tivermos F (a, B) 6= 0 e

F (A, b) 6= 0.

Proposição 5.2.9 Seja R um anel semiprimo. Então

1. Γ′ é não-degenerada.

2. rad (S) = 0 ⇒ rad (Rα) = 0, onde rad(.) indica um dos seguintes radicais:

Primo, Jacobson, Localmente Nilpotente (Levitzki) ou o Nil superior.

3. Se I < SS é minimal, então V · I = (0) ou V · I é um Rα-módulo simples.

Prova. 1. Seja x 6= 0 em W e considere I = (x) o ideal gerado por x. Se

ranR (x) = R então I2 ⊆ I.ranR (x) = 0 implica I = 0 por R ser semiprimo, mas isso

é uma contradição, logo ranR (x) 6= R. Do mesmo modo provamos que lanR (y) 6= R

para todo 0 6= y ∈ V . Agora, x⊥ ⊆ ranR (x) 6= R implica x⊥ $ R, portanto existe

y ∈ V tal que Γ′(x ⊗ y) 6= 0, logo Γ′(x ⊗ V ) 6= 0. De forma análoga provamos

Γ′(W ⊗ y) 6= 0 sempre que 0 6= y ∈ V .

2. Pelo Item 2. do Teorema 1.5.33, temos Γ′(W ⊗ rad(R)V ) ⊆ rad (S) . Desde que

pelo Item 1. Γ′ é não-degenerada, segue-se o resultado.

3. Se V · I = 0 não há o que provar, senão, suponha que 0 6= J ⊆ V · I, onde J é

um Rα-submódulo à esquerda de R. Pelo item 1. deste lema, Γ′(W ⊗ J) 6= 0. Então
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0 6= Γ′(W ⊗ J) ⊆ Γ′(W ⊗ V · I) = Γ′(W ⊗ V )I ⊆ I. Desde que I é minimal em S,

segue-se que Γ′(W ⊗ J) = I, então V · Γ′(W ⊗ J) = V · I, enquanto que por (5.3),

temos V · Γ′(W ⊗ J) = Γ(V ⊗W )J ⊆ J . Portanto, J ⊆ V · I = V · Γ′(W ⊗ J) ⊆ J ,

isto é, J = V · I, logo V · I é um Rα-módulo simples.

Corolário 5.2.10 Se R é semiprimo sem |G|-torção, então Γ é não-degenerada.

Prova. Pelo Teorema 3.3.11, temos que S é semiprimo. Seja v ∈ V , tal que

Γ(v⊗W ) = 0, então Γ′(W⊗v)Γ′(W⊗v) = Γ′(W⊗vΓ′(W⊗v)) = Γ′(W⊗Γ(v⊗W )v) =

0. Desde que pela Observação 5.2.5, Γ′(W ⊗ v) é um ideal à esquerda de S, segue-se

que Γ′(W ⊗ v) = 0. Pelo item 1 do Teorema 5.2.9, Γ′ é não-degenerada, portanto

temos v = 0. De modo análogo provamos que se w ∈ W é tal que Γ(w ⊗ V ) = 0,

então w = 0.

5.2.1 A não-degeneralidade de Γ

A não-degeneralidade de Γ implica em consequências que relataremos a partir de

agora.

Lema 5.2.11 Seja R um anel de tal modo que Γ é não-degenerada. Então valem:

1. Se x ∈ R é tal que Γ′(W ⊗ V ) · x = 0, então x = 0; similarmente, se y ∈ R, tal

que y · Γ′(W ⊗ V ) = 0, então y = 0.

2. lanR (Γ(V ⊗W )) = ranR (Γ(V ⊗W )) = 0. Em particular: Γ(V ⊗W ) Ce Rα

(ideal bilateral essencial).

3. Se A ⊆ Rα e ranRα (A) = 0 (lanRα (A) = 0), então ranR (A) = 0 (lanR (A) = 0).

4. E <e RR ou E <e RαR, então Γ(V ⊗ E) <e RαRα.
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Prova. 1. Pela Proposição 5.2.6, 0 = Γ′(W ⊗V ) ·x = W ·Γ(V ⊗x). Dáı Γ(V ⊗x) =

1R ·Γ(V ⊗x) ⊆ W ·Γ(V ⊗x) = 0, desde que Γ é não-degenerada, segue-se que x = 0.

A outra parte é análoga.

2. Seja r ∈ R tal que rΓ(V ⊗W ) = 0, então

Γ (Γ(V ⊗ r)V ⊗W ) = Γ (V · Γ′(r ⊗ V )⊗W ) = Γ (V ⊗ Γ′(r ⊗ V ) ·W )

= Γ (V ⊗ r · Γ(V ⊗W )) = Γ (V ⊗ 0) = 0.

Portanto, por Γ ser não-degenerada, Γ(V ⊗ r) · V = 0. Assim sendo, Γ(V ⊗ r) =

Γ(V ⊗ r) · 1R ⊆ Γ(V ⊗ r) · V = 0, implica r = 0. Logo lanR (Γ(V ⊗W )) = 0.

Agora, se r ∈ R é tal que Γ(V ⊗ W )r = 0, então 0 = Γ (Γ(V ⊗W )r ⊗W ) =

Γ (V · Γ′(W ⊗ r)⊗W ) = Γ (V ⊗ Γ′(W ⊗ r)W ) = Γ (V ⊗W · Γ(r ⊗W )). Sendo as-

sim, Γ(r⊗W ) = 1R ·Γ(r⊗W ) ⊆ W ·Γ(r⊗W ) = 0. Sendo Γ não degenerada, segue-se

que r = 0. Logo ranR (Γ(V ⊗W )) = 0. Finalmente, consideremos J C Rα tal que

J ∩Γ(V ⊗W ) = 0. Então Γ(V ⊗W )J = 0, e assim sendo, J ⊆ ranR (Γ(V ⊗W )) = 0,

isto é, J = 0. Logo Γ(V ⊗W ) Ce Rα.

3. Para A ⊆ Rα, Γ(V ⊗ lanR(A)) ⊆ lanRα(A). De fato, Γ(V ⊗ lanR(A)) ⊆ trα(R) ⊆

Rα, e ainda Γ(V ⊗ lanR(A))A = trα(V lanR(A)A) = 0. Novamente, desde que

Γ(ranR(A) ⊗ W ) ⊆ trα(R) ⊆ Rα e AΓ(ranR(A) ⊗ W ) = Γ(AranR(A) ⊗ W ) =

Γ(0⊗W ) = 0, segue-se que Γ(ranR(A)⊗W ) ⊆ ranRα (A). Assim, se lanRα (A) = 0,

então Γ(lanR(A) ⊗ W ) = 0, portanto lanR(A) = 0. Do mesmo modo, temos que

ranRα (A) = 0 implica ranR(A) = 0.

4. Sejam E <e RR e 0 6= J < RαRα. Neste caso, 0 6= J ⊆ RJ < RR implica RJ∩E 6=

0. Portanto existem n > 0, r1, · · · , rn ∈ R e j1 · · · jn ∈ J , tais que
n∑

i=1

riji ∈ E. Sendo

Γ não degenerada, temos 0 6= Γ(V ⊗
n∑

i=1

riji) =
n∑

i=1

Γ(V ⊗ ri)ji ⊆ J . Assim sendo,

Γ(V ⊗E)∩ J 6= 0. Para o caso em que E <e RαR, então, para 0 6= J < RαRα, temos

que existe 0 6= j ∈ E ∩ J , e assim sendo 0 6= Γ(V ⊗ j) = Γ(V ⊗ 1R)j ⊆ J ∩Γ(V ⊗E).

Em ambos os casos temos Γ(V ⊗ E) <e RαRα.
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Corolário 5.2.12 Seja Rα um domı́nio de integridade. Se Γ é não-degenerada e

x, y ∈ R, são tais que Γ′(x⊗ y) = 0, então x = 0 ou y = 0.

Prova. Sejam x, y ∈ R tais que Γ′(x⊗y) = 0, então 0 = Γ′(x⊗y)·W = xΓ(y⊗W ).

Se y 6= 0, temos, por Γ ser não degenerada, que 0 6= Γ(y ⊗W ) ∈ Rα. Sendo Rα um

domı́nio de integridade, temos lanRα(Γ(y ⊗W )) = 0. Assim pelo item 3. do Lema

5.2.11, temos que lanR(Γ(y ⊗W )) = 0. Logo x ∈ lanR(Γ(y ⊗W )) = 0.

Corolário 5.2.13 Se Γ é não-degenerada e Z(Rα) = 0, então Z(RαR) = 0.

Prova. Seja E um ideal essencial à esquerda de Rα. Desde que Z(Rα) = 0,

temos ranRα(E) = 0. Portanto pelo item 3. do Lema 5.2.11, temos também que

ranR(E) = 0. Logo Z(RαR) = 0.

Observação 5.2.14 Sempre que G é um grupo finito, Pelo Teorema 4.1.4, Rα =

TG1R, portanto:

1. E <e T GTG ⇔ E.1R <e RαRα.

2. Z(RαRα) = 0 ⇔ Z(T GTG) = 0.

Lembremos que α tem traço parcial não-degenerado sobre R se:

1. Rα é semiprimo.

2. trα(A) 6= 0 para todo 0 6= A ideal à esquerda (à direita) α-invariante de R.

Isto ocorre por exemplo, conforme a Proposição 4.2.11, quando R é um anel

semiprimo tal que trα(1R) não é divisor de zero em R. Outro exemplo será dado no

resultado a seguir. Antes um lema auxiliar:

Lema 5.2.15 Denote t =
∑
h∈G

1hδh. Então valem,
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1. t comuta com todos os elementos de Rα.

2. Para todo g ∈ G, temos 1gδgt = t1g = 1gt. Assim, St = Rt.

3. Para todo r ∈ R, temos trt = trα (r) t.

Prova. 1. Seja a ∈ Rα. Então ta =
∑
h∈G

1hδha =
∑
h∈G

αg(a1h−1)δh =
∑
h∈G

a1hδh = at.

2. Para g ∈ G, temos 1gδgt = 1gδg

∑
h∈G

1hδh =
∑
h∈G

1gδg1hδh =
∑
h∈G

αg(1g−11h)δgh =∑
h∈G

1g1ghδgh = 1gt. Portanto para a ∈ Dg, temos aδgt = a(1gδgt) = a(1gt) = at ∈ Rt,

assim St ⊆ Rt. Como a rećıproca é imediata, segue-se o resultado.

3. Para r ∈ R, temos trt =
∑
h∈G

1hδhrt =
∑
h∈G

αh(r1h−1)1hδht
item2
=

∑
h∈G

αh(r1h−1)1ht =

trα (r) t.

Proposição 5.2.16 Se G é um grupo finito e S = R ∗α G é um anel semiprimo,

então α tem traço parcial não-degenerado sobre R.

Prova. Os itens indicados nesta demonstração são referentes ao Lema 5.2.15

acima.

1. Seja a ∈ Rα, tal que aRαa = 0. Para t =
∑
g∈G

1gδg, o Item 1., nos dá at = ta ∈ S.

Assim sendo, pelos Itens 2. e 3. podemos concluir que atSat = atSta = atRta = atrα

(R) ta = atrα (R) at ⊆ aRαat = 0. Desde que S é semiprimo segue-se que at = 0,

portanto a = 0.

2. Suponha que trα(A) = 0 para A ideal à esquerda α-invariante de R. Então pelo

item 3, tAt = trα (A) t = 0. Consideremos I = At. Desde que, para todo g ∈ G

e todo a ∈ Dg, temos aδgAt = aαg(A1g−1)δgt = aA1gδgt
item2

⊆ A1gt = 1gAt ⊆ At,

segue-se que I é um ideal à esquerda de S. Como I2 = AtAt = 0 em S semiprimo,

segue-se que At = 0, donde concluimos que A = 0.

Teorema 5.2.17 Se R é um anel semisimples e |G|−1 ∈ R, então Γ é sobrejetora.
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Prova. Pelo Teorema 4.1.9, Rα é semisimples. Por sua vez, o Corolário 5.2.10,

garante que Γ é não-degenerada. Desde que pelo item 2 do Lema 5.2.11, Γ(V ⊗W )

é um ideal essencial no anel semisimples Rα, segue-se que Γ(V ⊗W ) = Rα.

5.2.2 A equivalência de Morita entre Rα e R ∗α G

A partir da Definição de extensão galoisiana parcial (Definição 1.5.35), aplicando

o Teorema 1.5.34 e o Teorema 1.5.36 podemos obter o seguinte resultado imediato:

Teorema 5.2.18 Seja R um anel semiprimo que é extensão galoisiana de Rα. Então

Rα é Morita equivalente a S.

Prova. Pelo Corolário 2.2.5, T é semiprimo e pelo Teorema 1.5.36, T é uma

G-extensão de Galois (global) de TG. Portanto vale o Teorema 1.5.34, e assim, TG M
w

T ∗β G. Desde que pelo Teorema 1.3.4, T ∗β G
M
w S, e que pelo Corolário 4.1.5,

Rα w TG, segue-se que Rα M
w S.

Porém podemos melhorar esse resultado provando as seguintes equivalências:

Teorema 5.2.19 Seja G um grupo finito. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. R é uma α-extensão galoisiana parcial de Rα

2. Γ e Γ′ são sobrejetoras.

3. Rα e S são anéis Morita equivalentes.

Prova. Já sabemos da Definição de equivalência de Morita que 2. e 3. são equiva-

lentes. Para ver que 1. é equivalente a 2. basta observar que:

1. Rα = trα (R) equivale a Γ ser sobrejetora, e
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2. o fato de existirem xi, yi ∈ R, i = 1, ..., n tal que
n∑

i=1

xiαg (yi1g−1) = 1 se g = 1

0 se g 6= 1
, equivale a Γ′ ser sobrejetora.

Com efeito, se Γ′ é sobrejetora, então existem xi, yi ∈ R, i = 1, ..., n tal que
n∑

i=1

∑
g∈G

xiαg (yi1g−1) δg = 1 ⇒
∑
g∈G

n∑
i=1

xiαg (yi1g−1) δg = 1 ⇒
n∑

i=1

xiαg (yi1g−1) = δ1,g, a

rećıproca é imediata desde que 1 =
n∑

i=1

∑
g∈G

xiαg (yi1g−1) δg ∈ Γ′(V ⊗W ) C S portanto,

Γ′(V ⊗W ) = S.

5.2.3 Um exemplo

Veremos alguns resultados que nos levam a estabelecer condições para que o anel

R seja uma α-extensão galoisiana de Rα. Diremos que o S-módulo à direita VS é fiel

se o ideal anulador à direita ann VS = {s ∈ S : V ·s = 0} = 0. Analogamente, diremos

que SW é fiel se o o ideal anulador à esquerda ann SW = {s ∈ S : s ·W = 0} = 0.

Para estes ideais anuladores temos o seguinte resultado:

Lema 5.2.20 Seja R um anel semiprimo. Então

1. ann VS = ranSΓ′ (W ⊗ V ).

2. ann SW = lanSΓ′ (W ⊗ V ).

Prova. Para s ∈ S, temos pela Proposição 5.2.4 que:

1. Γ′ (W ⊗ V ) s = Γ′ (W ⊗ V · s).

2. sΓ′ (W ⊗ V ) = Γ′ (s ·W ⊗ V ) .

Desde que pelo Item 1. do Teorema 5.2.9, Γ′ é não-degenerada, o resultado segue-se

imediato.
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Corolário 5.2.21 Seja R um anel semiprimo.

1. Se VS é fiel, então Γ′(W ⊗ V ) é um ideal essencial à esquerda de S.

2. Se SW é fiel, então Γ′(W ⊗ V ) é um ideal essencial à direita em S.

3. Se além disso, R não tem |G|-torção aditiva, então valem as rećıprocas nos itens

1. e 2.

Prova. 1. Se VS é fiel, então pelo item 1. do Lema 5.2.20, temos que

ranSΓ′ (W ⊗ V ) = 0. Consideremos um ideal à esquerda J de S tal que J ∩

Γ′ (W ⊗ V ) = 0, então Γ′ (W ⊗ V ) J ⊆ J ∩ Γ′ (W ⊗ V ) = 0. Assim sendo,

J ⊆ ranSΓ′ (W ⊗ V ) = 0.

2. A demonstração é análoga a feita no item 1.

3. Desde que R é semiprimo sem |G|-torção aditiva, temos pelo Teorema 3.3.11, que

S é semiprimo. Assim, se Γ′(W ⊗V ) é um ideal essencial à direita em S, segue-se que

ranSΓ′ (W ⊗ V ) = 0. Segue-se pelo item 1. do Lema 5.2.20, que VS é fiel. A outra

rećıproca é análoga.

Exemplo 5.2.22 Seja R um anel semisimples com |G|−1 ∈ R ou trα(1R)−1 ∈ R, tal

que RS ou SR são S-módulos fiéis. Então R é uma α-extensão galoisiana parcial de

Rα. Em particular, Rα e S são Morita equivalentes.

Com efeito, Em qualquer caso, os Teoremas de Maschke parcial (Teorema 3.2.1 ou

Corolário 3.2.3), garantem que S é um anel semisimples. Pelo Corolário 5.2.21 dado

acima, Γ′(V ⊗W ) é um ideal essencial à esquerda ou à direita, conforme o caso, no

anel semisimples S. Portanto Γ′(V ⊗W ) = S, ou seja, Γ′ é sobrejetora. Se |G|−1 ∈ R,

então, pelo Teorema 5.2.17, Γ é sobrejetora. Se for o caso de temos trα(1R)−1 ∈ R,

então pelo exemplo 3.2.7, a aplicação trα é sobrejetora e isso equivale a afirmar que

Γ é sobrejetora. Portanto, em qualquer dos casos temos que R é uma α-extensão
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galoisiana parcial de Rα e consequentemente, pelo Teorema 5.2.19, temos que Rα e S

são anéis Morita equivalentes.
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[1] F. Abadie, Enveloping actions and Takai duality for partial actions, J. Funct.

Anal. 197 (1) (2003), 14-67.
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