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O método dos elementos finitos pode ser tanto uma arte
como uma frustracao, mas € sempre um grande desafio.

Klaus-Jiirgen Bathe



RESUMO

Este trabalho tem por objetivo a elaboracdo de um software que simule o comportamento de
vigas de concreto armado sob carregamento. O modelo considera que as vigas estdo sob
estado plano de tensdo e que ha aderéncia perfeita entre concreto e armadura. Sdo avaliados
os efeitos elastopldsticos da estrutura através de uma andlise pelo método dos elementos
finitos e calculados deslocamentos devidos a carregamentos instantaneos. Para o concreto é
utilizado um elemento finito de 8 nds, com dois graus de liberdade em cada nd, utilizando
modelos constitutivos para representar a fissuracdo e o esmagamento para cada instante de
tempo do dado carregamento. A presenca da armadura é entendida como uma linha de maior
rigidez dentro dos elementos finitos de concreto, atribuindo-se uma maior rigidez aos
elementos que possuem barras de aco no seu interior, supondo, também, um modelo
incorporado no qual ela resiste apenas a esforgos axiais. O software foi desenvolvido com a
linguagem de programacdo Microsoft Visual Basic que permite a elaboracdo de uma interface
amigdvel ao usudrio. Como resultados, sdo obtidos os deslocamentos da estrutura ao longo

dos estadios I, II e III.

Palavras-chave: Programa computacional aplicando o método dos elementos finitos. Vigas
sob estado plano de tensdo. Vigas de concreto armado.
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1 INTRODUCAO

O estudo de vigas de concreto armado € alvo de muitas publicagdes no meio cientifico. Tanto
por ser uma peca estrutural vital para qualquer projeto, quanto pelo concreto armado ser um
material complexo devido a sua ndo-linearidade e a presenca de dois materiais com
caracteristicas diferentes: concreto e aco. O conhecimento do comportamento de tais pecas
quando submetidas aos mais diversos carregamentos € essencial para realizar um
dimensionamento racional. Por isso, usualmente, sao propostos modelos numéricos para uma

andlise mais precisa dos esforcos na peca, otimizando os resultados e, consequentemente,

diminuindo custos.

O método dos elementos finitos € mundialmente reconhecido por sua capacidade de analisar
estruturas muito complexas de uma maneira mais realista, simulando descontinuidades
geométricas e condicdes de vinculacdo, cujo cdlculo usual resultaria em extrapolacdes que
poderiam acarretar sérios erros. Sua aplicacdo em andlise de estruturas surge justamente
quando os demais métodos que estdo a disposi¢cdo ndo poderiam ser aplicados. O método
considera a discretizacdo de uma estrutura em elementos finitos, cujos comportamentos sao
conhecidos. Além disto, a possibilidade de implantacdo de rotinas para andlise nio-linear do
concreto e da armadura proporciona a resolu¢do de uma ampla variedade de problemas. Ao
longo dos anos, sua aplicagdo para concreto armado foi focada principalmente na andlise da

fissuracgdo, fluéncia e retracdo.

Neste trabalho, foi desenvolvido um programa computacional que realiza a simulacdo de uma
estrutura real de concreto armado, analisando as tensdes atuantes devidas aos diversos
carregamentos através dos estddios I, II e III. O trabalho tem como referéncia a dissertacdo de
Machado (2002) que apresentou um modelo computacional para simulagdo numérica de
estruturas de concreto armado e protendido, com ou sem aderéncia, sob estados planos de

tensdo, submetidas a cargas de curta e longa durac@o com o software MatLab.

O programa leva em considera¢do o comportamento elastopléstico do concreto e do agco com
as equagdes constitutivas proprias de cada material, indicadas pelo Cédigo Modelo CEB-FIP
1990 (COMITE EURO-INTERNATIONAL DU BETON, 1993). O modo aplicado para

representar a estrutura consiste em desenvolver dois modelos separados para o concreto e para

Rodolfo Rodrigues Jaeger. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2012/2
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a armadura, combinando-os em uma etapa posterior. As barras de aco sdo inseridas como
linhas de um material com maior rigidez dentro dos elementos de concreto, sendo a matriz de
rigidez total a soma das matrizes de rigidez do concreto e da armadura. Ainda, foi
implementada uma andlise das fissuras, distribuidas ao longo da peca, para as consideragdes
do concreto fissurado. Nesses casos, assume-se a contribuicao da rigidez do concreto apenas

entre fissuras, devido a aderéncia perfeita entre concreto e armadura.

A rotina computacional foi desenvolvida utilizando a linguagem de programacdo Visual
Basic, a qual possibilita a implementacdo do nicleo de processamento do modelo numérico e
a criagdo de uma interface de entrada e visualizacdo de dados amigavel ao usudrio. Dessa

maneira, o programa pode ser facilmente empregado para fins de aprendizagem e de projeto.

No capitulo 2, apresenta-se o método de pesquisa, que inclui a questdo de pesquisa, objetivos
principal e secunddrios, pressuposto, delimitacdes, limitagdes e delineamento que
direcionaram o desenvolvimento do trabalho. No capitulo 3, sdo apresentados os modelos de
elementos finitos utilizados para o concreto e para a armadura. O capitulo 4, descreve os
modelos constitutivos dos materiais, ou seja, como eles se comportam sob determinados
niveis de tensdo. No capitulo 5, é descrita a implementacdo do modelo computacional. No
capitulo 6, é descrito o exemplo analisado e os resultados. Por fim, no capitulo 7, sdo

realizadas as consideracdes finais.

Vigas de concreto armado sob estado plano de tensdo: programa computacional aplicando o método dos
elementos finitos
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2 DIRETRIZES DA PESQUISA

As diretrizes para desenvolvimento do trabalho sdo descritas nos proximos itens.

2.1 QUESTAO DE PESQUISA

A questdo de pesquisa do trabalho é: qual seria uma rotina computacional adequada para
andlise de vigas de concreto armado, sob estado plano de tensdo, com a utilizagdo do método

dos elementos finitos?

2.2 OBJETIVOS DA PESQUISA

Os objetivos da pesquisa estdo classificados em principal e secunddrios e sdo descritos a

seguir.

2.2.1 Objetivo Principal

O objetivo principal do trabalho é a elaboragdo de um software que analise o comportamento
elastoplastico de vigas de concreto armado, sob estado plano de tensdo, aplicando o método

dos elementos finitos, utilizando a linguagem de programacao Visual Basic.

2.2.2 Objetivos secundarios

Os objetivos secunddrios do trabalho sao:
a) verificacao da distribuicdo das fissuras em vigas de concreto armado;

b) elaboracdo de um roteiro de cdlculo do método dos elementos finitos para
andlise nao-linear.

2.3 PRESSUPOSTO

O trabalho tem por pressuposto a validade do método dos elementos finitos para andlise de

pecas de concreto armado sob estado plano de tensdo, assim como as consideragdes do

Rodolfo Rodrigues Jaeger. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2012/2
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Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (COMITE EURO-INTERNATIONAL DU BETON, 1993)
para os critérios de ruptura do concreto e da armadura, sendo ambos adequados para o estudo

proposto, supondo que os materiais possuem aderéncia perfeita.

2.4 DELIMITACOES

O trabalho delimita-se ao desenvolvimento de um software que analise o comportamento de

vigas de concreto armado sob estado plano de tensao.

2.5 LIMITACOES

Sao limitagdes do trabalho:

a) andlise de carregamentos instantaneos;
b) vigas estdo sob estado plano de tensao;

¢) uso de uma tnica linguagem de programacao, o Visual Basic.

2.6 DELINEAMENTO

O trabalho foi realizado através das etapas apresentadas a seguir que estdao representadas na

figura 1 e sdo descritas nos proximos pardgrafos:

a) pesquisa bibliogréfica;

b) desenvolvimento dos modelos de calculo;
c¢) desenvolvimento do software;

d) validacao do software;

e) consideracdes finais.

A pesquisa bibliografica tem como objetivo reunir informagoes, métodos e modelos sobre o
assunto. Foram estudados livros e artigos que tratam especificamente da aplicagdo do método
dos elementos finitos em pecas de concreto armado. E importante ressaltar que esta etapa
proporciona um conhecimento geral de como as pecas de concreto armado vém sendo

analisadas computacionalmente, o que € essencial para a proximo passo.

Vigas de concreto armado sob estado plano de tensdo: programa computacional aplicando o método dos
elementos finitos
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A etapa de desenvolvimento dos modelos de calculo compreende a definicdo da maneira
com a qual as vigas serdo analisadas, ponderando sobre quais seriam os modelos que
proporcionam melhores resultados, que sao mais efetivos e de melhor implementacdo
computacional. Essa etapa vem sendo assunto constante entre os trabalhos do Programa de
P6s-Graduacdo em Engenharia Civil, sendo a principal fonte de consulta deste trabalho a

dissertacdo de Machado (2002).

Figura 1 — Fluxograma das etapas de trabalho

Pesquisa bibliografica

b\

Desenvolvimento dos modelos de calculo

\/ N%

Desenvolvimento do software Validacao do software

N/

I Consideracoes Finais

A etapa de desenvolvimento do software tem por funcao desenvolver na linguagem Visual

(fonte: elaborado pelo autor)

Basic o estudo da etapa anterior, contando ainda com a concepg¢ao da entrada e saida de dados
do programa. Foi realizada simultaneamente com a etapa de validacao do software, ja que a
cada nova porc¢ao de codigo implementada, deve-se proceder uma verificacdo dos resultados

com célculos manuais ou com outro software de elementos finitos.

Por fim, foram realizadas consideracoes finais que consistem em um fechamento do trabalho,

analisando a precisdo do programa.

Rodolfo Rodrigues Jaeger. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2012/2
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3 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

No estudo de elementos estruturais de concreto armado, os modelos de elementos finitos
empregados para a modelagem do concreto e da armadura sdo desenvolvidos separadamente.
Para cada material é calculada a matriz de rigidez correspondente ao graus de liberdade dos
noés da estrutura e, apenas no final, essas matrizes de rigidez sdo somadas para obter a matriz
de rigidez total da estrutura. Sendo assim, a presenca de armadura é entendida como um

aumento da rigidez nos determinados pontos do concreto nos quais ela esta localizada.

Pode-se visualizar, na figura 2, um modelo de viga biapoiada que pode ser analisado
utilizando a formulacdo que € apresentada. Os pontos representam os nds dos elementos
finitos, as linhas que interligam esses pontos sdo as que definem a geometria de cada
elemento finito, enquanto que as linhas azuis, dispostas horizontal e verticalmente no meio

dos elementos, mostram a posi¢ao da armadura dentro da estrutura.

Figura 2 — Exemplo de viga biapoiada

(fonte: elaborado pelo autor)

O problema € resolvido com um processo incremental através uma andlise iterativa ndo-linear,
dessa maneira recalculam-se os deslocamentos para cada loop do programa, utilizando os
dados do estado de tensao anterior. Para cada novo loop, o programa incrementa as cargas até
atingir o carregamento total, calculando uma nova matriz constitutiva para cada ponto, que

depende dos critérios de ruptura do concreto e da armadura.

Vigas de concreto armado sob estado plano de tensdo: programa computacional aplicando o método dos
elementos finitos



20

Segundo Darwin (1993, p. 213), para representar corretamente este comportamento nao-
linear, os incrementos de carga devem ser pequenos. Dessa maneira, a convergéncia a cada
loop € obtida rapidamente, ou seja, um grande nimero de pequenos incrementos de carga
produz um pequeno nimero de iteracdes para a obten¢do da convergéncia. Além do que, se
fossem utilizados grandes incrementos de carga, poderia ocorrer um comportamento nao-

linear em outras regides do modelo.

Segundo Bathe e Wilson (1976, p. 82), os passos para cdlculo de estruturas com método dos

elementos finitos sao:

a) admitir dois deslocamentos desconhecidos em cada ponto nodal do elemento,
sendo os deslocamentos em qualquer ponto do elemento aproximados por
funcgdes de forma;

b) com a utilizacdo do teorema do trabalho virtural, calcula-se a matriz de rigidez
dos elementos que compde a estrutura individualmente;

c¢) realizar a montagem da matriz de rigidez da estrutura, somando as matrizes de
rigidez de cada elemento aos seus lugares na matriz global. Apds isso, impor as
condig¢des de contorno e resolver as equagdes de equilibrio.

Assim sdo obtidos os deslocamentos nodais dos elementos finitos, com os quais pode-se
calcular as deformacdes e tensdes em toda a estrutura. Isso € possivel utilizando novamente as
fungdes de forma que aproximam o comportamento da estrutura nos pontos em que 0s seus

deslocamentos sao desconhecidos.

Bathe e Wilson (1976, p. 101) ainda mostram que para um elemento finito ser utilizado nessa
andlise, o mesmo precisa ser completo e compativel, caso contrario, a convergéncia nao ¢é
atingida. Para o elemento finito ser completo, suas fun¢des de forma devem ser capazes de
representar os estados constantes de deformacao e os deslocamentos de corpo rigido, como se
o elemento fosse um corpo isolado. Enquanto que para o elemento finito ser compativel, os
deslocamentos em elementos finitos adjacentes, através do contorno, devem ser continuos, ou

seja, nao podem haver degraus entre os elementos.

Segundo Bathe e Wilson (1976, p. 75), a aplicagdo do método dos elementos finitos inicia
com a discretizagdo da estrutura em um conjunto de elementos individuais cujos
comportamentos sdo conhecidos através das funcdes de forma. Para cada elemento, as
matrizes de rigidez, correspondentes aos graus de liberdade globais da estrutura, sao

calculadas e a matriz de rigidez global € obtida com a adi¢do das matrizes de rigidez de cada
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elemento. Em seguida, calcula-se o vetor de forcas da estrutura, que € uma correspondéncia
nodal dos carregamentos de diversos tipos aplicados. Com a matriz de rigidez global e o vetor

de forgas calculados, é possivel calcular os deslocamentos nodais da estrutura.

E importante ressaltar que a andlise de elementos finitos é uma solucdo aproximada. Isso é
devido ao fato de que uma peca continua é aproximada por uma série de elementos finitos que
sdo conectados a um numero finito de pontos nodais. Os deslocamentos de cada elemento
finito sdo calculados com funcdes de forma admitidas como padrdes de deslocamentos,
porém, estas funcdes podem apenas aproximar os deslocamentos exatos de um meio continuo,

pois tem um grau reduzido (BATHE; WILSON, 1976, p. 82-83).

Quando se tratam de elementos finitos isoparamétricos, as coordenadas e os deslocamentos
em qualquer ponto do elemento relacionam-se diretamente as coordenadas e aos
deslocamentos dos pontos nodais através do uso de fungdes de forma, que sdo definidas
diferentemente para cada elemento finito utilizado. Dessa forma, considerando-se uma anélise
bidimensional, as coordenadas em qualquer ponto do elemento podem ser obtidas utilizando

as equagdes 1 e 2 (BATHE; WILSON, 1976, p. 128):

q
x = z N; x; (equagdo 1)
i=1
q
Y= Z Ny, (equacdo 2)

Onde:

X, y = coordenadas em qualquer ponto do elemento;

N; = fun¢des de forma calculadas com as coordenadas naturais do elemento;
Xj, yi = coordenadas dos nds do elemento;

g = nimero de nés do elemento.
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De forma andloga, podem-se obter os deslocamentos em qualquer ponto do elemento,

utilizando as equacdes 3 e 4 (BATHE; WILSON, 1976, p. 133):

q
u= Z N; u; (equagdo 3)
i=1

S

q
v=ZN-

(equacdo 4)

...
Il
-

Onde:

u, v = deslocamentos em qualquer ponto do elemento;

N; = fun¢des de forma calculadas com as coordenadas naturais do elemento;
u;, v; = deslocamentos dos nds do elemento;

g = nimero de nés do elemento.

3.1 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA O CONCRETO

Para a andlise deste trabalho, € utilizado um elemento finito isoparamétrico de oito nds, como
pode-se visualizar na figura 3. Este elemento possui dois graus de liberdade em cada n6, que
correspondem as translacOoes nas direcOes horizontal e vertical do sistema natural de

coordenadas. Suas fun¢des de forma sdo expressas nas equagoes 5 e 6.

Figura 3 — Elemento finito isoparamétrico quadrangular de oito nés

6 5
e & 9
ﬂ.
10 & .3
2

(fonte: MACHADO, 2002, p. 12)
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Para os n6s de canto (i=1, 3, 5e 7) MACHADO, 2002, p. 12):

1
N; = 7 (1 +&)A+1no) (equagdo 5)

Para os nés de meio de lado (i =2, 4, 6 e 8) (MACHADO, 2002, p. 12):

2 2
M= @) + A - ) (cquagio 6)
Onde:
N; = fun¢des de forma para cada ponto;
& =E8&:
No =M Mi;

&, i = coordenadas naturais do ponto em questao;

&, n = coordenadas naturais de qualquer ponto dentro do elemento.

Segundo Bathe e Wilson (1976, p. 130-131), o célculo das matrizes para um elemento finito
apenas atinge uma precisdo mixima quando os pontos nodais do elemento forem distribuidos
uniformemente, ou seja, a forma do elemento deve ser a mais préxima possivel da retangular.
Ainda, aconselham que os nds intermedidrios sejam localizados nos pontos intermedidrios
entre os nds de canto. Pode-se concluir que o elemento finito isoparamétrico de oito nods

utilizado neste trabalho estd de acordo com esta afirmacao.

Para calcular a matriz de rigidez do elemento, é preciso calcular a matriz de relagdes
deformacgdes-deslocamentos. Essa matriz relaciona diretamente os deslocamentos dos pontos
nodais do elemento com suas deformacdes, ou seja, multiplicando-a pelo vetor de
deslocamentos nodais, obtém-se as deformagdes. Para uma peca sob estado plano de tensao,
as deformacdes sdo calculadas com a equacdo 7, que € a base para obter a matriz de

deformacdes-deslocamentos (BATHE; WILSON, 1976, p. 109):
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ou
0x
Ex v
£ = [Ey ] =l 3 (equagdo 7)
Yy ou N v
[0y  Ox]

Onde:
€ = matriz de deformacdes;
Ex, €. Yxy = deformagdes do elemento;

u, v = deslocamentos nodais calculados.

Os deslocamentos u e v sdo fun¢do das coordenadas locais & e 1 e as derivadas da equagdo 7
sao em funcdo das coordenadas locais x e y. Para conseguir calcular essas derivadas € preciso
fazer uma transformacdo das coordenadas naturais para as locais, utilizando-se a regra da
cadeia que é representada em forma matricial na equacdo 8 (BATHE; WILSON, 1976, p.
134):

ou dx 0yl ou
5| |5 %[

av| =[x ay lavJ (equacdo 8)
ol Loy a5

Onde:
X, y = coordenadas referentes ao sistema local;
&, n = coordenadas referentes ao sistema natural;

u,v = deslocamentos do elemento.

A matriz da equacdo 8, que relaciona coordenadas locais e coordenadas naturais, € chamada
de matriz Jacobiana. Como o trabalho utiliza um elemento finito que possui como graus de
liberdade somente as translagdes em x € em y, ou em & e em 1), a matriz tem dimensao 2x2 e é

expressa pela equacao 9 (BATHE; WILSON, 1976, p. 134):
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[0x 0y]
15 o3&l

] = |09€c af]i (equacgdo 9)
[y oy

Onde:
X, y = coordenadas referentes ao sistema local;
&, n = coordenadas referentes ao sistema natural;

J = matriz Jacobiana.

Derivando as equacdes 3 e 4 em fun¢do de & e n e multiplicando pela inversa da Jacobiana,
pode-se obter os termos que compdem a matriz de relacdes deformacdes-deslocamento, B, da

equacdo 10, que € obtida a partir da equagdo 7 (BATHE; WILSON, 1976, p. 135):

_aNi O -
0x
dN;
=10 — a
B 3y (equagdo 10)
dN; ON;
L dy  Ox

Onde:
B = matriz de transformacao deformacao-deslocamento;
N; = fun¢des de forma de cada n6 do elemento;

X, y = coordenadas referentes ao sistema local.

O préximo passo € calcular a matriz constitutiva do elemento que, para peca sob estado plano

de tensdo, € dada através da equacdo 11 (BATHE; WILSON, 1976, p. 110):
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v
1-v 0
E U
C = T Z|1T—v 1 0 (equacao 11)
1-2v
0 0 2(1 —-v)d

Onde:
C = matriz constitutiva do elemento;
E = médulo de elasticidade;

v = coeficiente de Poisson.

Por fim, se obtém a matriz de rigidez K, a partir do principio dos trabalhos virtuais, através da

equacdo 12 (BATHE; WILSON, 1976, p. 136):

K= f BT CBdv (equacio 12)
%4

Onde:

K = matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais;
B = matriz de transformacao deformacao-deslocamento;
C = matriz tensdo-deformacao ou matriz constitutiva;

V = volume do elemento.

Como trata-se de um estado plano de tensdo, a integracdo € realizada apenas no plano
bidimensional da peca, sendo que para a direcdo ortogonal a este plano, a peca possui
espessura t. Dessa forma o diferencial de volume é calculado com a equacdo 13 (BATHE;

WILSON, 1976, p. 136):

dV =tdet(J) d¢ dn (equagdo 13)
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Onde:

V = volume do elemento;
J = matriz Jacobiana;

t = espessura do elemento;

&, n= coordenadas referentes ao sistema natural.

A resolucdo dessa integral de forma analitica € bastante complicada e, as vezes, impossivel.
Portanto, recorre-se a métodos de integracdao numérica, como o de Gauss-Legendre. Para isso,
o produto das matrizes da integral é realizado para cada ponto de integracdo e multiplicado
por seu respectivo fator de peso. Os pontos de integracao e os fatores de peso sdo definidos a
partir da ordem da integracao numérica, para o elemento finito utilizado € igual a trés. Assim,

a equagdo 12 € escrita em forma do somatoério da equacao 14 (MACHADO, 2002, p. 13):

K = ZZBZ C B;j tw; w; det (J) (equacdo 14)

i=1j=1

Onde:

B;j = matriz B calculada para os pontos de integracdo numeérica;
C = matriz constitutiva do elemento;

t = espessura do elemento;

wi, w; = fatores de peso da integragdo numérica;

J = matriz Jacobiana;

ng = nimero de pontos da integracdo numérica.

Na tabela 1, pode-se visualizar as coordenadas naturais dos pontos de integracdo e seus

respectivos fatores de peso para a integragao de Gauss-Legendre de grau igual a trés.

Tabela 1 — Constantes de Gauss-Legendre para grau de integracdo igual a trés

Ponto de integracdo (r;) Fator de peso (w;)
-0.77459 66692 41483 1

0 0.5555 5555 5556
+0.77459 66692 41483 1

(fonte: adaptado de BATHE; WILSON, 1976, p. 159)
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3.2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA A ARMADURA

A armadura é considerada segundo o modelo incorporado proposto por Elwi e Hrudey' (1989
apud MACHADO, 2002, p. 14). Sua facilidade de execucdo estd no fato de que a matriz de
rigidez da armadura tem a mesma dimensdo da matriz de rigidez do concreto e, dessa forma,
podem ser somadas para a obtencdo da matriz de rigidez total da estrutura. Os pressupostos do
modelo sdo que a armadura resiste apenas a esfor¢os axiais e que hd compatibilidade de
deslocamento entre concreto e armadura. Portanto, considera-se aderéncia perfeita entre
concreto e armadura. As armaduras podem ser arbitrariamente posicionadas no interior da

peca, sem a adi¢do de novas incégnitas.

Em se tratando de armadura passiva, sabe-se que irdo surgir tensdes apenas quando houver
deformacdes nas barras de aco. Para obter essas deformagdes, calculam-se os deslocamentos
nos elementos de concreto localizados na mesma posicdo. Sabendo que a armadura e o
concreto naquele ponto possuem o mesmo deslocamento, pode-se calcular a deformagdo na

armadura e, posteriormente, a tensao.

As armaduras devem ser inseridas pelo usudrio como um conjunto de pontos nodais
interligados. Quando ela atravessa o contorno do concreto, automaticamente deve ser
colocado um ponto nessa intersec¢do, para se garantir uma continuidade interelementar. As

coordenadas que nao sao fornecidas pelo usudrio sdo obtidas por interpolagao.

No caso de barras curvas, ha necessidade do calculo do angulo de orientacdo tangente a barra,

B, cujo seno e cosseno sdo dados pelas equagdes 15 e 16 (MACHADO, 2002, p. 16):

(equacdo 15)

! ELWI, A. E.; HRUDEY, T. M. Finite element model for curved embedded reinforcement. Journal of
Engineering Mechanics, Reston, v. 115, n. 4, p. 740-745, Apr. 1989.
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ds /d)( (equacao 16)

Onde:
B = angulo de orientacdo tangente a barra;
X, y € s = coordenadas locais;

x = coordenada normalizada ou coordenada natural.

A relagdo ds/dy é chamada de fator de mapeamento isoparamétrico e é também utilizada para
calcular a matriz de rigidez. Na figura 4, s@o ilustrados os sistemas locais (eixos X, y € s) €

naturais (eixos &, n e ) da barra.

Figura 4 — Sistemas de coordenadas locais e naturais da barra

y
* s x

A
X

(fonte: MACHADO, 2002, p. 16)

As fungdes de forma, para elementos de trés nds, sdo calculadas a partir de polindmios de

Lagrange e sdo dadas pelas equagdes 17 a 19 (MACHADO, 2002, p. 20):

—X (equacao 17)
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Hy(x) =1-x° (equagio 18)

H3(x) =4

(equacao 19)

Onde:
Hi, H, e H3 = fung¢des de forma da barra;

y = coordenada normalizada da barra.

Da mesma forma que para os elementos finitos de concreto, deve-se calcular a matriz de
relacdes deformagdes-deslocamentos, que, para o caso das barras, é um vetor dado pela

equacao 20 (MACHADO, 2002, p. 21):

co ,8{ }+cosﬁsen,8 {dl;l;}

[ 1
| |
Ilcosﬁ sen f§ { il } + sen?p {dl;l/ }JI o

Onde:

B, = matriz de relagdes deformagdes-deslocamentos da barra;
x e y = coordenadas referentes ao sistema local;

H; = fun¢des de forma da barra;

B = angulo de orientag@o tangente a barra.

A matriz de rigidez da barra de ago, entdo, € calculada com a equagao 21 (MACHADO, 2002,
p. 21):
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T ds .
K, = B: EcB,— A, dy (equagdo 21)
X dx

Onde:

Ky = matriz de rigidez da barra;

B = matriz de relacdes deformagdes-deslocamentos da barra;
Es = mddulo de elasticidade do ago;

ds/dy = fator de mapeamento isoparamétrico;

A = drea da secdo transversal da barra de aco;

y = coordenada normalizada da barra.

Assim como para o cdlculo da matriz de rigidez dos elementos finitos de concreto, a
integracdo numérica de Gauss-Legendre também & aplicada para este caso, de acordo com a

equacgdo 22 (MACHADO, 2002, p. 21):

3
T ds
K, = z B;; EsBg; _X As w; (equacdo 22)
i=1

Onde:

K, = matriz de rigidez da barra;

Bgi = matriz de relacdes deformagdes-deslocamentos;
E; = médulo de elasticidade da barra;

ds/dy = fator de mapeamento isoparamétrico;

A = é&rea da secdo transversal da barra de ago;

w; = fator de peso da integracdo numérica.

O numero de pontos da integracdo numérica continua sendo igual a trés. Esses pontos e o

fator de peso de cada um s@o dados pela tabela 1, anteriormente apresentada.

Essa matriz de rigidez da barra calculada € relativa a um segmento de barra localizado dentro

de um elemento finito de concreto. Dessa maneira, dentro do programa, as barras distribuidas,
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dentro da estrutura, sdo divididas para cada elemento. Se um elemento possui uma barra em
seu interior ele tem a sua matriz de rigidez somada linearmente a matriz de rigidez da barra,

atribuindo uma rigidez adicional a esses elementos (MACHADO, 2002, p. 17).
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4 MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

As vigas analisadas nesse trabalho possuem em sua composi¢do concreto e armadura, que
trabalham simultaneamente para suportar as cargas aplicadas. Porém, ao atingir determinados
niveis de tensdo, esses materiais passam do seu comportamento linear ao nao-linear. Entao,
para realizar uma andlise correta e mais precisa do comportamento do concreto e do ago, é
importante utilizar modelos constitutivos que sejam capazes de representar essa nao-

linearidade dos materiais.

Segundo Machado (2002, p. 22), as causas da ndo linearidade do concreto sdo:

A fissurag@o do concreto, a plastificagdo do concreto e do aco, a diferenga entre as
resisténcias a tracdo e compressio do concreto, a ndo linearidade da relagdo tensdo
deformagdo e os fendmenos relacionados ao tempo como, fluéncia e retracdo do
concreto e relaxacdo do ago protendido, entre outros fatores como o engrenamento
dos agregados e o efeito de pino das barras de ago [...]

Neste trabalho, serdo abordados somente os efeitos de curto prazo devidos aos carregamentos
instantaneos no concreto € no aco, sendo aqueles devidos ao longo prazo desprezados na

analise.

4.1 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA O CONCRETO

O concreto possui um comportamento bastante diverso a compressdao e a tracdo. Sua
resisténcia quando aplicados esfor¢os de compressdo € muito maior do que aquela quando sdao
aplicados esfor¢os de tracdo. Devido a esse comportamento diferenciado sdo utilizados dois

modelos de cdlculo e dois critérios de ruptura.

4.1.1 Modelo para o concreto comprimido

E proposto um modelo elastopldstico para o concreto comprimido. Nesse modelo, sdo

avaliados os invariantes do tensor desviador de tensdes, que substituem as tensdes principais
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no cdlculo. Esse procedimento é proposto por Chen e Han” (1988 apud MACHADO, 2002, p.
23) através das equacdes 23 a 27:

L =0, +0,+o0, (equagdo 23)

1 2 2 2 2 2 2 5
J2 = 2 [(O'x — o) + (O'y - Gm) + (0, — o) ] T Ty + T T 7y, (equagdo 24)
J3 = (0 = 02)[(0) = 0 ) (0, = o) = T8y | + Ty [Tay (0, = Tn) — T T ] ( 30 25)

equacio
+ Tyz [Txy Tyz — (Uy - Gm)TXZ] e

I ~

On =3 (equacao 26)
sen 30 = V3 _Js

- 2 (]2)3/2 (equagdo 27)

Onde:

I, J, e J3 = primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor desviador de tensdes,
respectivamente;

Ox, Oy, Oz, Txy, Txz € Ty, = tensoes totais;
om = tensdo média;

0 = angulo de similaridade.

O modelo para concreto comprimido é dado pelo Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (COMITE
EURO-INTERNACIONAL DU BETON, 1993, p. 37). O critério de ruptura proposto é dado
pela equagdo 28:

> CHEN, W. F.; HAN, D. J. Plasticity for structural engineers. New York: Springer-Varlag, 1988.
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I2 \/]—2 I

a + 1 +u —
o fem fem

1=0 (equacao 28)

Onde:
a, A, i = parametros do modelo;

I, J», J3 = primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor desviador de tensdes,
respectivamente;

fem = resisténcia média a compressao uniaxial.

Os parametros a serem calculados para a utilizacdo da equagdo 28 sdo mostrados da equagdo

29 a 32 (COMITE EURO-INTERNACIONAL DU BETON, 1993, p. 37-38):

1 (equacao 29)

= oKi4

1 <
U= 37k (equacao 30)
1
A =1c¢; cos [§ cos1(c, cos 39)] ,para sin360 < 0 (equagdo 31)
T 1

A =c; cos [§ —§cos‘1 (—c, cos 39)] ,para para sin360 > 0 (equacao 32)

Onde:
1, C = parametros do modelo;

k = relacdo entre f.y, € fin;

E para as equacdes 31 e 32 sao necessdrios dois parametros mostrados nas equacdes 33 e 34

(COMITE EURO-INTERNACIONAL DU BETON, 1993, p. 38):
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_ 1 (equagdo 33)
170,709

o _ 2
c; =1-6,8(k—0,07) (equagdo 34)

Onde:

k = relacdo entre f.y, € fimn;

Para o calculo da relagdo k, utiliza-se a resisténcia média a tragao uniaxial, dada pela equacgao
35, e, posteriormente, pode-se calcular esta relacdo com a equagdo 36 (COMITE EURO-
INTERNACIONAL DU BETON, 1993, p. 38):

For = 0,14 (f) /3 (equagdo 35)
k = fc_m
-~ fom (equagdo 36)

Onde:
fim = resisténcia média a tracao uniaxial;
fem = resisténcia média a compressao uniaxial;

k = relacdo entre f., € fiy.

Por fim, utiliza-se a curva tensdo-deformacdo, proposta pelo Cédigo Modelo CEB-FIP 1990
(COMITE EURO-INTERNATIONAL DU BETON, 1993, p. 40), apresentada na figura 5 e

na equagao 37.
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E ( & 2
7% 7 \50 0022)
o, = Jem : 5 fem (equagdo 37)
<fcm 0,0022 — 2) =0, 0022

Onde:

6. = tensdo de compressao no concreto;
E = médulo de elasticidade secante;

gp = deformacio elastopldstica;

fem = resisténcia média a compressao uniaxial.

Figura 5 — Diagrama tensdo-deformacdo para o concreto comprimido

0,0022 £ "

(fonte: MACHADO, 2002, p. 27)

4.1.2 Modelo para o concreto tracionado

A principal caracteristica do concreto submetido a tracdo € sua baixa resisténcia. A ocorréncia
de fissuras para baixos niveis de tensdo, mesmo que muito pequenas, ¢ um fato que, em
alguns casos, possui grande importancia, como em reservatorios ou silos. Por essa razao, deve

ser realizada a andlise da distribuicao das fissuras em pecas de concreto armado.

Neste trabalho, foi implantado o modelo de fissuras distribuidas, para o qual é necessario
atualizar a relacdo tensdo-deformacdo apds a fissura ter ocorrido. O concreto é modelado

como um material eldstico com amolecimento (strain-softening), sendo que o critério de
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ruptura utilizado é o proposto pelo Cédigo Modelo CEB-FIP 1990 (COMITE EURO-
INTERNATIONAL DU BETON, 1993, p. 87-91).

Segundo Darwin (1993, p. 204), a presenga do ago modifica o comportamento do concreto de
forma que os dois materiais ndo poderiam ser tratados separadamente. Em funcao disso surgiu
a técnica do enrijecimento a tracdo (femsion stiffening), na qual modifica-se o modelo
constitutivo do concreto fissurado para este continuar suportando tensdes de tracdo, ao
contrario do concreto simples que perde sua capacidade de suportar tracdo rapidamente apds o
surgimento da primeira fissura. A fissura é formada na direcdo ortogonal a 6; € o concreto
passa a ter um comportamento ortotropico. Tratando-se de estado plano de tensdes, uma tnica
fissura € permitida para cada ponto, na ocorréncia de duas, aquele ponto passa a ndo colaborar
para a rigidez. Esse conceito de enrijecimento a tragdo € inserido no modelo através do
digrama tensdo-deformacdo proposto por Hinton® (1988 apud MACHADO, 2002, p. 31) na
figura 6.

Figura 6 — Diagrama tensdo-deformacdo para o concreto tracionado

)

3

Frutp-——

»E

(fonte: MACHADO, 2002, p. 31)

Essa curva pode ser descrita pela equacao 38:

—(e=£0)
o. =F ¢ <e T ) (equacao 38)

’ HINTON, E. Numerical methods and software for dynamic analysis of plates and shells. Swansea:
Pineridge Press, 1988.
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Onde:

o. = tensdo de tracao no concreto;

E = médulo de elasticidade longitudinal;
g9 = deformacao de fissuragdo;

o = parametro de amolecimento;

¢ = deformagdo de tragdo nominal da zona fissurada.

O parametro de amolecimento é dado pela equacao 39:

1
(Gf - ZEE()ZC) >0
EE()lC

a =

Onde:

o = parametro de amolecimento;

G¢ = energia de fratura;

E = médulo de elasticidade longitudinal;

g9 = deformacao de fissuragdo;

l. = comprimento caracteristico para cada ponto de integracao.

39

(equacao 39)

A energia da fratura é aquela necessdria para separar as duas superficies da fissura, ou seja, é

a energia necessdria para a formacdo efetiva da fissura. E calculada com a equacao 40:

Gr = 3.107* (f,,n)"7

Onde:

Gt = energia de fratura;

s AL - P TR ~ .. 2
fem = resisténcia média a compressao uniaxial, em kN/cm”.

(equacao 40)

E, por fim, o comprimento caracteristico para cada ponto de integracdo € fornecido pela

equacdo 41:
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l. = (dV)1/3 (equacio 41)

Onde:
l. = comprimento caracteristico para cada ponto de integracdo;

dV = volume associado a um ponto de integracgao.

Para a rigidez transversal do concreto fissurado, Cervenka® (1985 apud MACHADO, 2002, p.

32) sugerem utilizar uma reducdo do médulo de elasticidade longitudinal, na equagao 42:

G. =1 £ )| g
c = —<01005) (equacao 42)

Onde:

G. = modulo de elasticidade transversal do concreto fissurado;
& = deformacgdo normal a tracao do concreto;

k; = parametro a ser ajustado;

G = mddulo de elasticidade transversal do concreto.

4.2 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA A ARMADURA

Para as barras de aco é utilizado apenas um modelo uniaxial para descrever seu
comportamento, proposto pelo Cédigo Modelo CEB-FIP (COMITE EURO-
INTERNATIONAL DU BETON, 1993, p. 73-74). Este modelo considera o aco como um
material elastopldstico perfeito. O diagrama tensdo-deformacdo da armadura passiva é
ilustrado na figura 7. O material segue um comportamento eldstico-linear, proporcional ao
moédulo de elasticidade, até atingir o valor do escoamento do aco. Nesse ponto, inicia o
patamar de escoamento, quando, para qualquer nova deformagao aplicada, a tensdao continua a

mesma até o ponto de ruptura.

* CERVENKA, V. Constitutive model for cracked reinforced concrete. Journal of the American Concrete
Institute, Farmington Hills, v. 82, n. 6, p. 877-882, Nov. 1985.
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Figura 7 — Diagrama tensdao-deformagao para a armadura passiva

Ao

Es

>
£

(fonte: COMITE EURO-INTERNACIONAL DU BETON, 1993, p. 74)
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5 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A implementacdo computacional € composta pelas subrotinas que foram utilizadas para a
formulacdo do programa. Elas s3o divididas em subrotinas de pré-processamento, de
processamento e de pds-processamento. O programa foi desenvolvido em Visual Basic,
utilizando as técnicas de programacao de Halvorson (2010) para essa linguagem, ja que além
do cddigo escrito, deve-se também desenvolver uma interface com a distribuicao de botdes e
caixas de texto. Neste capitulo, sdo descritas as subrotinas de processamento e € apresentada a

insercdo de dados do programa, assim como a visualizacdo dos dados de saida.

5.1 SUBROTINAS DE PROCESSAMENTO

O programa é composto, em sua maior parte, pelo nicleo de processamento de dados do
programa. Com o fornecimento correto dos dados de entrada, ele é capaz de interpreti-los e
calcular os dados de saida que serdo analisados. Dessa maneira, deve existir uma coeréncia
nos dados de entrada, ou seja, eles devem seguir um padrao de armazenamento, pré-definido

no programa, e um padrao de unidades, a ser definido pelo usuadrio.

O trabalho segue a filosofia de programacio proposta por Owen e Hinton (1980, p. 215-269)
que define um padrio de armazenamento de dados e o fluxograma de processamento. A figura
8 exemplifica essa organizacdo e apresenta os nomes das subrotinas do nucleo de

processamento.

Na fase de pré-processamento, foram utilizadas subrotinas de entrada de dados, nas quais o
usudrio os insere a partir das telas especificas e s@o gerados arquivos de texto (.zxt)
formatados de forma que as subrotinas de processamento consigam ler esses dados e realizar

o processamento, o que € explicitado na proxima se¢ao.

Como se pode visualizar na figura 8, as primeiras rotinas da fase de processamento sdo a

INPUT1 e a INPUT2. Na primeira, o programa 1€ os dados basicos da estrutura. Sao eles:

a) numero total de pontos que definem os elementos finitos de concreto (NPOIN);

b) nimero total de pontos que definem as barras de aco (NPAIN);
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Figura 8 — Fluxograma do programa
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(fonte: elaborado pelo autor)
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¢) numero de elementos finitos de concreto (NELEM);

d) nimero de barras de aco (NBAR);

e) nimero de nés com vinculagio externa (NVFIX);

f) nimero de tipos de materiais para o concreto (NMATS);
g) numero de tipos de materiais para a armadura (NMATA);

h) nimero de nés com carregamento externo (NNOF).

Esses dados definem o modo com que as novas telas irdo aparecer ao usudrio, nas quais serao

inseridos o restante dos dados e lidos pela segunda subrotina de inser¢ao de dados, sdo eles:

a) coordenadas dos nds dos elementos finitos e das barras de aco;

b) conectividades dos elementos finitos e das armaduras;

c¢) propriedades do concreto e da armadura;

d) defini¢do dos nds vinculados e seus respectivos graus de liberdade impedidos;

e) definicdo dos nés carregados e suas respectivas cargas nodais.

A partir das rotinas INPUT1 e a INPUT2, o programa faz uma checagem se todos os dados
foram inseridos corretamente e se eles se encontram dentro dos limites maximos fixados no
programa. Esses limites sdo fixados com o objetivo de limitar a quantidade de dados a ser
processada, para nao ocorrer problemas com ciclos muito extensos e ndao aumentar

significativamente o tempo de processamento.

Em um segundo momento, sdo acionadas as subrotinas ZERO, GAUSSQ e LOADPS. A
primeira iguala a zero os termos das matrizes que sao utilizadas para acumulacdo dados ao
longo do processo incremental e iterativo do programa. A segunda define os pontos da
integracdo numérica de Gauss-Legendre e seus respectivos pesos. O grau da integracao
numérica € fixado em trés, o que simplifica a entrada de dados e fornece bons resultados. Por

ultimo, a rotina LOADPS monta o vetor de cargas consistente para cada elemento.

A subrotina ARIGO tem como principal objetivo o cdlculo da matriz de relagdes deformacoes-
deslocamentos para cada ponto de integracdo das barras de ago, conforme a equacdo 20.
Dentro dela existem processos que identificam a posi¢do das barras dentro dos elementos
finitos, segmentando-as e atribuindo uma rigidez relativa aos nds do elemento finito. Tem
como resultante um arquivo de texto (.zx¢) no qual essas matrizes sao gravadas e, em

subrotinas posteriores, novamente resgatadas para o calculo da matriz de rigidez da barra.
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Na subrotina INCREM ¢ iniciado o ciclo de incrementos de carga. O usudrio define o nimero
de incrementos de carga com o qual deseja aplicar o carregamento total e essa subrotina
calcula os incrementos a cada novo ciclo, definindo um novo vetor de cargas consistente para

cada elemento.

Quando se inicia o ciclo da iteracdes, a primeira subrotina é a ALGOR que faz uma
verificacdo da necessidade de reformulacdo da matriz de rigidez dos elementos e,
consequentemente, solu¢do completa do sistema de equagdes. Isso € importante para diminuir

o tempo de processamento, evitando refazer todos os processos a cada novo ciclo de iteracao.

A subrotina STIFFP calcula a matriz de rigidez de cada elemento finito e armazena em
arquivo de texto para posterior recuperacdo. Da mesma forma, a subrotina ARIG calcula a
matriz de rigidez das barras de agco contidas em cada elemento finito, resultando uma matriz

de rigidez de barra de mesma dimensao que a matriz de rigidez do concreto.

Em seguida, parte-se para as subrotinas que processam essas matrizes de rigidez, sdo elas:
ASSEMBLE, COUNTOR, SOLUCSISTE e REACTIONS. A primeira monta a matriz de
rigidez total da estrutura e o vetor de cargas total a partir das matrizes de rigidez de cada
elemento finito e dos vetores de carga de cada elemento processados anteriormente. A
segunda aplica as condi¢des de contorno do problema, através da entrada de dados, nos quais
o usudrio forneceu os graus de liberdade fixados de cada ponto. A terceira soluciona o sistema
de equacdes com o método da eliminacdo gaussiana, obtendo os deslocamento nodais. A
quarta, e ultima, calcula as reagdes da estrutura nos graus de liberdade fixados. Essas quatro
subrotinas, realizam toda a solu¢do do sistema de equacdes e fornecem os dados de

deslocamentos nodais que serdo utilizados nos préximos passos.

N

A rotina RESEFP verifica a situacdo da estrutura quanto a ocorréncia de fissuragdo ou
esmagamento, no caso do concreto, ou escoamento, no caso da armadura. Ela percorre cada
ponto de integracdo calculando tensdes e deformacdes e aplicando os critérios de ruptura. Se
em algum ponto ocorre algum dos fendmenos citados acima, a subrotina calcula a carga nodal
equivalente que deve ser aplicada em cada elemento para simular esses efeitos e,

consequentemente, equilibrar o sistema.

7z

Para a verificacdo da convergéncia, ¢ chamada a subrotina STEADY. Ela monitora a

convergéncia do processo iterativo da solu¢cdo nio-linear (OWEN; HINTON, 1980, .p. 214).
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O ciclo de iteragdes mostrado na figura 8 se repete até a convergéncia ser obtida ou até um
nimero méaximo de iteracdes definido pelo programa. A partir do momento que houver
convergéncia, o programa grava os dados atuais e € reiniciado novamente o ciclo de
incremento de carga. Apés a convergéncia e aplicacdo de todos os incremento de carga o

programa gera o relatdrio de saida de dados através das subrotina especificas.

5.2 ENTRADA DE DADOS

Na figura 9, pode-se visualizar a tela principal do programa. E a primeira que aparece quando
da execucdo do mesmo. Ela é composta por botdes para insercdo dos dados, botio de
processamento € uma drea onde a estrutura pode ser desenhada. Nesta tela, o usudrio sempre
pode clicar no botdo <Ajuda> para ser redirecionado a uma explicacdio de como deve

proceder ao inserir os dados da anélise no programa.

O primeiro passo € escolher a pasta de trabalho, no canto inferior esquerdo da figura 9, nessa
pasta serdo armazenados os arquivos de entrada de dados e de processamento. A defini¢do da
estrutura inicia ao clicar no botao <Dados Gerais> para definir os dados iniciais da andlise. A
tela da figura 10 aparece e o usudrio deve inserir os dados solicitados apenas com nimeros
inteiros e apertar no botdo <Confirmar>. Durante toda a inser¢do desses parametros de
andlise, o programa verifica a integridade de todos os dados inseridos e retorna uma

mensagem quando houver algum erro, como mostra a figura 11.
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Figura 9 — Tela principal do programa
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(fonte: elaborado pelo autor)

Figura 10 — Tela de entrada de dados gerais

o7 Dados Gerais E\@

Mimero de nds de concreto:
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( CONFIRMAR ]

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 11 — Mensagem de aviso para corre¢do dos dados

Beam Builder @

-

Insira os dados corretamente!

(fonte: elaborado pelo autor)

O segundo passo € clicar no botdo <Geometria> para o usudrio ser redirecionado para a tela
da figura 12. Nesta janela, ser@o inseridas as coordenadas dos nds, as conectividades dos
elementos finitos de concreto e as conectividades das barras de aco. Existe um espago para os
dados de cada um deles. O primeiro espaco, relativo as coordenadas dos nds, devem ser
inseridas as coordenadas x e y de cada ponto em cada linha, separadas por ponto e virgula.
Para o segundo espaco, relativo as conectividades dos elementos de concreto, colocam-se o
nimero dos oito pontos que definem o elemento finito de oito nés para cada elemento em
cada linha, separando os pontos por ponto e virgula. Esses nimeros dos nés devem ser
inseridos sequencialmente conforme definido pela figura 3, apresentada anteriormente. Por
ultimo, s@o inseridas as conectividades de cada barra de aco, procedendo da mesma forma que
para os elementos finitos de concreto, porém sao necessarios apenas dois pontos para definir a
barra de ago. E muito importante manter o ordenamento dos dados, sendo o nimero da linha

correspondente ao nimero do nd, do elemento ou da barra de ago.

Figura 12 — Tela de entrada de dados das coordenadas e conectividades

"+ Geometria @
Coordenadas do nds Conectividades dos elementos finitos de concreto Conectividades das baras de amadura
Insira as coordenadas X e Y dospontos  Insira os pontos que definem cada elemento finito de concreto Insira os portos que definem cada bama
nodais da estrutura: de 8nds: de amadura:

CONFIRMAR |

(fonte: elaborado pelo autor)
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Em seguida sdo inseridos os dados de vinculagdo, para isso deve-se clicar no botdo
<Vinculagdo>. A janela da figura 13 aparecerd e devem ser inseridos trés valores separados
por ponto e virgula. O primeiro refere-se ao nimero do né impedido, o segundo e o terceiro
aos graus de liberdade livres ou impedidos, colocando-se 0 para os impedidos e 1 para os

livres.

Para as propriedades do concreto, deve-se clicar no botdo <Dados do Concreto> para inserir
as propriedades de cada elemento finito. Na janela da figura 14 podem ser visualizados dois
espacos para insercao de dados. No primeiro espaco, cada tipo de material corresponde uma
linha, na qual devem ser inseridas as seguintes propriedades sequencialmente e separadas por

ponto e virgula:

a) modulo de elasticidade do concreto (E);

b) coeficiente de Poisson (v);

c) espessura do elemento (t);

d) resisténcia média a compressao uniaxial (f.n);

e) resisténcia média a tra¢do uniaxial (fiy).

Figura 13 — Tela de entrada de dados da vinculacdo

« "+ Vinculagdo EI@

Vinculagdo
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03 graus de liberdade impedidas:

CONFIRMAR

(fonte: elaborado pelo autor)
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Figura 14 — Tela de entrada de dados das propriedades do concreto

« "+ Propriedades do Concreto EI@
Propriedades do concreto Propriedades de cada elementa
Ingira as propriedades dos materais de concreto utilizados, Insira em cada linha qual o ndmero
cada linha comesponde a um tipo de concreto. do material de cada elemento finita
I
CONFIRMAR |

(fonte: elaborado pelo autor)

No segundo espago, cada linha corresponde a um elemento e deve ser inserido o nimero do
material a ser utilizado naquele elemento. Dessa maneira, pode-se utilizar diferentes

espessuras ou resisténcias para compor uma secao.

As propriedades da armadura sdo definidas através do botao <Dados da Armadura> que abre
a tela da figura 15. A estrutura de inser¢ao de dados é andloga a do concreto, porém, no

primeiro espaco sdo inseridas as seguintes propriedades em cada linha separadas por “;”:

a) numero de barras de ago;
b) médulo de elasticidade da barra de aco (E);
¢) bitola das barras;

d) resisténcia caracteristica do ago (fyy).
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Figura 15 — Tela de entrada de dados das propriedades da armadura

<"« Propriedades das armaduras E\@
Propriedades da amadura Propriedades de cada bama
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|
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(fonte: elaborado pelo autor)

O carregamento da estrutura € realizado através dos seus pontos nodais, devem-se ser
especificadas as forcas nas dire¢des x e y que agem em cada ponto. Isso é realizado através do
botdo <Carregamento>, que abre a janela da figura 16. No primeiro espaco, cada linha
corresponde ao um ponto e as cargas em x e y devem ser, respectivamente, inseridas e
separadas por ponto e virgula, existe ainda um espaco para a inser¢do do nimero de
incrementos. Cargas distribuidas, como o peso proprio dos materiais, ndo sdo consideradas,
devendo ser inseridas como carregamentos nodais. O carregamento serd divido em partes
iguais que serdo aplicadas tantas vezes quanto o nimero de incrementos. Quanto maior for a
quantidade de incrementos, menor a quantidade de iteragdes para cada ciclo de incrementos,
mas maior a quantidade de resultados, os quais sdo fornecidos para cada um desses
incrementos de carga. Em casos nos quais se deseja visualizar e acompanhar o
desenvolvimento dos deslocamento ao longo da aplicacdo de cada carga é aconselhdvel um

maior numero de incrementos.
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Figura 16 — Tela de entrada de dados do carregamento
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CONFIRMAR

(fonte: elaborado pelo autor)

Ao clicar em <Atualizar Desenho> o programa ird utilizar todos os dados inseridos para fazer
o desenho da estrutura, mostrando a posicdo dos nds, dos elementos finitos, dos nds
vinculados e das barras de aco, como pode-se visualizar na figura 17. Esse passo nao é
obrigatério, mas com ele o usudrio pode verificar a integridade dos dados inseridos e conferir
se o programa os estd interpretando corretamente. Clicando ainda nas caixas <Pontos nodais>
<Elementos de concreto>, <Vinculacdo> ou <Armadura>, o usudrio pode ativar ou desativar
a visualizacdo desses itens dentro do desenho da estrutura. Existe a possibilidade de o desenho
ser exportado para um arquivo (.jpeg) ao clicar em <Salvar em desenho> o qual é salvo

automaticamente na pasta de trabalho.

Finalizada a inserc@o de dados, clica-se no botao <Processar> e o programa iniciard a fazer a
andlise da estrutura seguindo o fluxograma apresentado na figura 8. O usudrio pode
acompanhar a execu¢do do programa através da barra de progresso que se localiza em cima
do botdo de processamento. Se o processamento for concluido com sucesso, aparecerd a
mensagem da figura 18. Em caso de erros durante o processamento, aparecerd a mesma tela,

porém com mensagens informando o tipo de erro ocorrido.
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Figura 17 — Tela principal com o desenho atualizado
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(fonte: elaborado pelo autor)

Figura 18 — Mensagem quando o processamento ocorre sem erros

Beam Builder @

Processamento concluide com sucesso!

(fonte: elaborado pelo autor)

5.3 VISUALIZACAO DOS RESULTADOS

Caso o processamento ocorra com éxito, a tela da figura 19 ird aparecer, fornecendo ao

usudrio trés opcdes para visualizar os resultados:

a) relatério do processamento;

b) grafico carga x deslocamento;
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¢) deformada da estrutura.

Existe ainda a possibilidade de clicar no botdo <Voltar> para retornar a tela principal, ajustar
os dados e reprocessar. Para fechar o programa e terminar a andlise, clica-se em <Finalizar>, a
andlise pode ser retomada escolhendo a mesma pasta de trabalho, sem a necessidade de

reinserir dos dados de entrada.

Figura 19 — Tela de visualizacdo dos resultados
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DEFORMADA

VOLTAR ‘ ‘ FINALIZAR

(fonte: elaborado pelo autor)

Clicando em <Relatério do processamento> € possivel obter um descricio de todos os
deslocamentos calculados e as reacdes de cada vinculo para cada incremento de carga do
programa. Na figura 20, € possivel visualizar essa janela que mostra um arquivo de texto com

essas informacdes, esse arquivo € salvo na pasta de trabalho para consulta.

Rodolfo Rodrigues Jaeger. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2012/2



55

Figura 20 — Exemplo de relatério do processamento
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RESULTADOS DA ANALISE

—— INCREMENTO 1 ——
Deglucarnerrtas Nodais

Ma Delta X Delta Y

1 40,0004 304671657025838 1]

2 1] 1]

3 0.000430461697025841 1]

4 -0,0004.29179946607604 -0,00066550315530042

5 0.0004259179946607612 -0.000665503155800424

& -0,000427308275006791 -0,00133003200625283

7 6.83915878775985E18 -0.00120083121580546

8 0,000427308275006805 -0,00133003200625284

2] 40,0004 3054834484728 -0,00199565447353249

10 0,000430548344847303 -0.0019956944735325

11 -0,000471348304574173 -0,00267558584255422
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(fonte: elaborado pelo autor)

Também € possivel gerar um grafico que relacione carga e deslocamento de um ponto
especifico a ser definido. Para isso, deve-se clicar no botdo <Grafico Carga x Deslocamento>
que abre a janela da figura 21. O usudrio deve inserir o nimero do n6 para o qual deseja ver o
grifico e clicar em <OK>. E importante ressaltar que é utilizado apenas o deslocamento na
direcdo y para o desenho do gréifico, j4 que esse deslocamento corresponde a flecha da
estrutura para casos analisados nesse trabalho. Através desse grafico, pode-se acompanhar
como foi a evolucdo dos deslocamentos ao longo de cada aumento de carga para o ponto

escolhido, visualizando-se o desenvolvimento, dependendo do caso, dos estddios I, I e II1.

Vigas de concreto armado sob estado plano de tensdo: programa computacional aplicando o método dos
elementos finitos



56

Figura 21 — Tela do gréfico que relaciona carga e deslocamento
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(fonte: elaborado pelo autor)

Ao clicar em <Deformada>, se visualiza a deformada da estrutura. E um desenho que mostra
o comportamento da estrutura como um todo e ndo sdo mostrados valores neste caso. Na
figura 22, é possivel ver um exemplo que mostra em linhas pontilhadas a estrutura
indeformada e em linhas continuas a estrutura deformada. Para aumentar ou diminuir a
amplitude dos deslocamentos € possivel trocar a escala do desenho e depois clicar em <OK>
para atualizar. Da mesma forma que para o desenho da estrutura na tela principal, ao clicar em

<Salvar em desenho> a estrutura deformada € salva em arquivo (.jpeg) na pasta de trabalho.
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Figura 22 — Tela da deformada da estrutura
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(fonte: elaborado pelo autor)
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6 ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo € apresentada a estrutura analisada neste trabalho e apresentados os resultados

obtidos apds o processamento no programa.

6.1 ESTRUTURA ANALISADA

Por conveniéncia e facilidade de andlise dos resultados, foi escolhida uma viga simples,
biapoiada nos extremos e com duas cargas concentradas que possui a mesma configuracdo das
vigas analisadas por Leonhardt e Walther (1962) e Machado (2002). Utiliza-se armadura
longitudinal dupla e estribos apenas onde existe esfor¢o cortante. Como nao se trata de um
projeto, mas sim de uma andlise estrutural, os cobrimentos, os comprimentos de ancoragem e
as armaduras minimas ndo precisam necessariamente atender as normas de estruturas de
concreto armado. Na figura 23, pode-se visualizar a estrutura e a distribuicdo das barras de
aco em seu interior e a figura 24 mostra uma se¢do transversal tipica com posicionamento das

barras de aco longitudinais.

Figura 23 — Estrutura analisada (medidas em cm)
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(fonte: elaborado pelo autor)

5.00

A estrutura é composta por uma se¢ao de 35 cm de altura e 30 cm de largura e concreto com
resisténcia a compressdo igual a 24,2 MPa. Para a armadura inferior sdo utilizadas quatro
barras de ago com didmetro igual 20 mm com tensdo de escoamento igual a 428 MPa,
enquanto que para a armadura superior sdo utilizadas duas barras de aco com didmetro igual a
8 mm com tensdo de escoamento igual a 465 MPa. Por fim, os estribos sdo colocados onde o
esforco cortante € constante e tem didmetro igual a 6 mm e tensdo de escoamento igual a 320

MPa.
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Figura 24 — Secdo transversal da estrutura analisada (medidas em cm)
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(fonte: elaborado pelo autor)

Na figura 25, pode-se visualizar a discretizacdo em elementos finitos isoparamétricos de 8 nds
da viga analisada. Tratando-se de uma estrutura simétrica, € possivel analisar somente um
lado da mesma, porém devem-se adicionar condi¢des de contorno no eixo de simetria que
simulem o comportamento real da estrutura. Dessa forma, foram impedidos os deslocamentos

na direc@o horizontal em todos os nés desse eixo.

Figura 25 — Discretiza¢do da estrutura em elementos finitos (medidas em cm)
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(fonte: elaborado pelo autor)

6.2 APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Como apresentado no capitulo 5, os dados de entrada foram inseridos no programa e, entdo,
obtidos os resultados através dos dados de saida. Como pode-se esperar, houveram alguns
erros que tiveram que ser corrigidos nesse processo, desde erros de programacio a erros de
insercdo de dados, que foram detectados quando os resultados obtidos ndo foram os

esperados. Esses resultados finais sdo apresentados e comentados a seguir.
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A figura 27 mostra o relatério do processamento obtido na andlise, mostrando os valores
correspondentes aos resultados finais, contendo os deslocamento nodais e reagcdes do ultimo

incremento de carga.

Na figura 26, é colocada a deformada da estrutura, na qual pode-se visualizar o seu
comportamento global. Essa deformada € tipica da viga biapoiada analisada sendo que os
maiores deslocamentos ocorrem no meio no vao da estrutura. Se fossem comparadas com
ensaios experimentais, pode-se perceber esse mesmo comportamento descrito. As escalas na
direcdo horizontal e vertical nao sdo as mesmas ja que o programa transforma as coordenadas

dos pontos em pixels e executa o desenho conforme essas novas coordenadas.

Figura 26 — Deformada da estrutura

(fonte: elaborado pelo autor)

Rodolfo Rodrigues Jaeger. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2012/2



61

Figura 27 — Relatério do processamento
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Para visualizar o desenvolvimento dos deslocamentos, foram escolhidos um ponto
representativo da estrutura, no qual pode-se fazer uma avaliacdo mais precisa. Na figura 28, é
possivel visualizar o grafico carga versus deslocamento que corresponde ao centro do vao no
eixo da viga. Claramente € possivel observar um comportamento nao linear logo a partir do

primeiro incremento de carga.

Figura 28 — Gréfico carga versus deslocamento
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo tem por objetivo a realizacdo de uma anélise final da ferramenta desenvolvida e
do trabalho de diplomacdo. Ainda, serdo feitas as consideracdes finais com comentarios

criticos.

O objetivo principal do trabalho de elaborar um programa para andlise de vigas de concreto
armado com o método dos elementos finitos foi atingido. Com a utiliza¢do dele é possivel
obter os deslocamentos e as reacdes de cada incremento de carga sendo um auxilio importante
para verificar flechas excessivas considerando os efeitos plasticos do concreto e da armadura.
As subrotinas que tratam do esmagamento e da fissuracdo do concreto funcionaram,
atualizando o estado de tensdes quando da ocorréncia desses fendmenos. Da mesma forma, a

subrotina de plastificacdo da armadura também funcionou.

A linguagem de programacao utilizada, Visual Basic, foi bastante ttil para elaborar a entrada
e saida de dados amigavel ao usudrio. Porém, a entrada de dados ainda ndo ficou de uma
maneira facil e intuitiva, pois os dados devem ser inseridos conforme um formato pré-
definido, podendo causar dificuldades. Neste aspecto, € importante que se saiba o que esta
fazendo, sendo o capitulo 5 uma boa fonte de consulta. Como nao existem valores pré-fixados
de resisténcia, bitolas ou médulos de elasticidade, existe uma grande liberdade de se analisar a
estrutura com uma ampla gama de caracteristicas. A saida de dados, ao contrario da entrada,
estd bem clara e simples, facilmente o usudrio pode obter os resultados de cada incremento de
carga, visualizando-os de forma grafica. O grafico carga deslocamento ficou bem claro e com
ele é possivel acompanhar a evolugdo das fissuras na viga observando a mudanca de

inclinacdo da reta a cada incremento de carga.

As subrotinas de processamento exigiram profundo conhecimento da teoria dos elementos
finitos, pois, no caso do concreto armado, € preciso integrar na mesma estrutura elementos
bidimensionais e unidimensionais, caso dos elementos de concreto e barras de aco. Além
disso, para a armadura existe um modelo constitutivo e para o concreto existem dois, um para
trac@o e outro para compressao, o que aumenta ainda mais a complexidade. Ainda, o processo
iterativo necessdrio para atingir a convergéncia € bastante extenso, ji que existem muitas
variaveis sendo calculadas e deve-se tentar prever o resultado para conseguir acompanhar o

ciclo das iteracdes.
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Os resultados obtidos ainda ndo estdo corretos, pois os deslocamentos calculados pelo
programa foram maiores do que o esperado. E necessdrio realizar ainda alguns ajustes nos
modelos nao-lineares para aumentar a precisdo e devido ao curto espaco de tempo esses
ajustes nao foram possiveis. Durante os testes, a viga foi também processada considerando
apenas o seu comportamento linear, ou seja, funcionando sem critérios de ruptura. Nesse

processamento os resultados foram muito bons.

De maneira geral, o trabalho atingiu os objetivos, pois mesmo nao fornecendo os resultados
corretamente, os conceitos teéricos de elaboragdo de uma rotina computacional para analisar
os efeitos elastopldsticos em vigas de concreto armado foram absorvidos, assim como as

técnicas de programacgdo em Visual Basic.
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