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RESUMO

Nesta dissertacao sao abordados os modelos estruturais de Euler-Bernoulli
e de Timoshenko com o uso da teoria de semigrupos de operadores fortemente
continuos. Um estudo do espectro do modelo de Timoshenko é realizado com o
uso de uma base fundamental de valor inicial para a determinacao das autofuncoes.
Uma expansao assintética é realizada para a equagao caracteristica dos autovalores

no caso de condic¢oes de contorno classicas.



ABSTRACT

The aim of this work is to study the structural models of the Euler-
Bernoulli and Timoshenko beams. At first, they are analyzed by using the tools
provided by the semigroup theory of strongly continuous operators. Next,the fun-
damental basis of initial value is applied to determine the eigenfunctions. Finally, the
characteristics equations of the Timoshenko beams with classical boundary values

are asymptotic expanded.



1 INTRODUCAO

Neste trabalho sao abordados os modelos estruturais de Euler-Bernoulli
e de Timoshenko com condicoes de contorno nao-classicas utilizando da teoria de
semigrupos de operadores fortemente continuos. Um estudo do espectro do modelo
de Timoshenko com condicoes classicas é realizado com o uso de uma base fundamen-
tal de valor inicial para a determinacao das autofungoes. Uma expansao assintética
¢ realizada para a equacao caracteristica dos autovalores no caso de condicoes de

contorno classicas.

O modelo de Timoshenko é o mais completo modelo fisico para uma
viga longa e fina, onde os movimentos de rotagao da secao transversal nao sao
desprezados. Tais vigas tem importantes aplicagoes em engenharia estrutural e,

mais recentemente, no estudo de nanotubos de carbono.

O problema inicial de Cauchy foi formulado como uma equacao diferen-
cial linear de primeira ordem num espacgo de Hilbert e utilizada para sua resolugao
a teoria de semigrupos de operadores fortemente continuos. Para mostrar a geragao
de um semigrupo através do coeficiente da equacao, foram consideradas estimativas

de natureza parabdlica e hiperbdlica.

O estudo do espectro do modelo de Euler-Bernoulli foi realizado uti-
lizando a base de Euler, construida segundo a natureza das raizes do polinémio carac-
teristico, da equacao diferencial associada com a determinacao das autofuncoes. Na
determinacao das autofungoes do modelo de Timoshenko, com condigoes classicas e
nao-classicas, foi utilizada uma base matricial fundamental, gerada por uma solugao
que corresponde a fun¢ao de Green de valor inicial. Isto permitiu evitar a tradicional
reducao a equacoes de primeira ordem e manter o estudo no préprio espaco fisico do

problema. Finalmente, um expansao assintética é realizada para a equacgao carac-



teristica dos autovalores, descrita em termos da base de Euler. Foram consideradas

condicoes de contorno classicas e freqiiéncias arbitrarias.
O trabalho ¢ organizado como segue.

No capitulo 2 sao apresentadas as defini¢oes e propriedades elementares

da teoria de semigrupos.

No capitulo 3 sao caracterizados e discutidos alguns aspectos evolutivos
dos modelos estruturais de Euler-Bernoulli e Timoshenko sujeitos a certas condi¢oes
de contorno nao-classicas, ou com controle de fronteira, e com condigoes de contorno

classicas.

No capitulo 4 é feito um estudo sobre a existéncia de autovalores du-
plos para o sistema de equagoes de Timoshenko para cinco condicoes de contorno
classicas, a saber: livre-livre, fixa-livre, apoiada-apoiada, fixa-fixa, fixa-apoiada.
Além disso, sao estipuladas condigcoes a serem satisfeitas para a existéncia de auto-

valores simples e uma féormula geral para estes.

No capitulo 5 seguimos analisando a viga de Timoshenko, sujeita as
condicoes citadas acima, expandindo assintoticamente o determinante caracteristico
do problema para cada uma das condi¢oes de contorno e buscando maiores in-

formagoes sobre os autovalores do problema quando estes sao suficientemente grandes.

Por fim se apresentam as referéncias bibliograficas, onde estao citadas
as referéncias das quais foi extraido o conhecimento necessario para a realizagao

deste trabalho.



2 O PROBLEMA DE CAUCHY E A TEORIA
DE SEMIGRUPOS

A teoria de semigrupos de operadores é uma técnica muito utilizada no
estudo abstrato de equacgoes diferenciais de primeira ordem formuladas em espacgos
de Banach, tendo como coeficientes operadores lineares ilimitados. Esta teoria é uma
abstragao da conhecida técnica operacional da transformada de Laplace ([Ca-Jal)

aplicada no problema

du
% = A’LL

(2.1)
u(0) = .

Este problema é chamado de Problema de Cauchy com t € [0,7] Aqui A é um
operador linear com dominio num espago de Banach. Os resultados a seguir, que

serao necessarios ao longo deste trabalho, podem ser encontrados na literatura usual

([Pa], [B-M], [Daw-Li], [Dav], [Ki], [Ev]).

2.1 Definicoes e Propriedades Elementares
A seguir, X denota um espago de Banach complexo com norma || - || e
A um operador linear com dominio D(A) em X e valores em X.
Definicao 2.1. Seja u, em D(A). Por uma solug@o do problema inicial (2.1)
entendemos uma fun¢do u = u(t) definida num intervalo [0,T] tal que:
1. u(t) € D(A) para todo t € [0,T]
2. Em cada ponto t € [0,T], tem-se que

u(t 4+ h) — u(t)

lim
h—0

- u(y| =0 (22)



3. lim u(t) = u,,

t—0t
ou seja, u'(t) = Au(t) para todo t € [0,T] e u(0) = u,.

Definicao 2.2. O problema de Cauchy é bem-posto se

1. Para cada u, € D(A) existe solugao tinica.

2. FEsta solucao depende continuamente sobre o dado inicial no sentido que
se os valores iniciais u,(0) correspondentes as solugoes u,(t) convergem

para 0 (u,(0) — 0, u,(0) € D(A)), entdo u,(t) — 0 para cada t € [0, 7).

O fato de A ser um operador independente do tempo ¢ permite estabele-

cer que se um problema é bem-posto em [0, 7] entao resulta ser bem-posto em [0, 00).

Suponha que o problema de Cauchy é bem-posto. Para cada t > 0 fixo
, defina-se o operador T'(t) : D(A) — X através da relagao T'(t)u, = u(t) onde u(t)
denota a solugao do problema de Cauchy com condicdo inicial u, em D(A). Pela
linearidade e dependéncia continua, resulta que T'(t) é linear e continuo em D(A).

Além disso, por unicidade segue que T'(t + s) = T'(t)T(s), t, s > 0.

Se A é densamente definido, entao, o operador T'(t) pode ser estendido

por continuidade para um operador linear limitado definido em todo o espaco X.

Definicao 2.3. Suponha-se que o problema de Cauchy € bem-posto e que A € den-

samente definido. Se u, = liMy_0ollon COM Uy, em D(A), entdo

u(t) = lim T(t)upn,t >0 (2.3)

n—oo

¢ chamada de solugao generalizada da equacao diferencial v’ = Au.



Uma solucao generalizada é continua para ¢t > 0, porém nao é neces-
sariamente diferenciavel. Seus valores podem estar fora do dominio D(A) e pode
nao convergir para o valor inicial quando ¢ tende para zero. Para evitar estes incon-

venientes, o problema deve ser uniformemente bem-posto.

Definicao 2.4. Um problema bem-posto é dito uniformenente bem-posto se
un(0) — 0 implica u,(t) — 0 uniformente em t num intervalo finito [0,T], isto
¢,

lim sup [|u,(t)|| = 0. (2.4)

n—00 <4< T

Teorema 2.1. Para um problema uniformemente bem-posto, tem-se que

lim T'(t)x = x (2.5)

t—0t
para qualquer x € X.
A seguir o estudo de semigrupos de operadores T'(t) serd realizado in-
dependente de equagoes diferenciais.

Defini¢ao 2.5. Uma familia {T(t)}1>0 de operadores lineares limitados de X em

X € chamada de semigrupo de operadores lineares continuos se:

(i) T(0)=1,
(i1) T(t +s) = T(t)T(s) para todo t,s > 0.
A propriedade relativa a translacao é referida como sendo propriedade
de semigrupo.

Defini¢ao 2.6. Um semigrupo {T(t)}1>0 de operadores lineares limitados em X €

dito um semigrupo uniformemente continuo se

li T(t)—1I||=0.
T |1T(¢) — 1] = 0



Definicao 2.7. Um semigrupo {T(t)}:>0 de operadores lineares limitados em X é
dito um semigrupo Cy ou semigrupo fortemente continuo se

lim T(t)z = x

t—0t

para cada x € X.

Definicao 2.8. Um semigrupo fortemente continuo {T(t)}s>o € dito um semi-
grupo contrativo se

1T <1, ¥ t>0.

Da propriedade de semigrupo fortemente continuo, segue que para cada
zr € X a funcdo T'(t)x é continua para ¢ > 0. Um semigrupo T'(t) que é gerado por
um problema de Cauchy uniformemente bem-posto resulta ser de classe Cj. Serd

estabelecido que o reciproco também é valido.

O estudo dos semigrupos uniformente continuos, essencialmente segue
o padrao da exponencial de uma matriz no caso finito-dimensional. O seguinte
resultado resume as principais propriedades deste tipo de operadores. Um estudo

mais aprimorado pode ser encontrado em [Da-Kr].

Teorema 2.2. Seja {T(t)}1>0 um semigrupo uniformemente continuo em X.

1. Representacao: Existe um operador limitado A tal que

n

T(t) _ etA _ Z (tA> )

(2.6)
—~ n!
O operador A é dado pela formula
Az = lim LT =T
t—0t t

Reciprocamente, se T(t) = e, t > 0 com A limitado, entdo T(t)

¢ um semigrupo uniformemente continuo. Para Re(\) suficientemente

10



grande, o resolvente' do operador limitado A pode ser escrito em termos

do semigrupo

RA:A)= (M- A= /OO e ST (t)dt.

2. Unicidade: A representacao exponencial (2.6) de um semigrupo uni-

formemente continuo depende de um unico operador limitado A.
3. Ordem e diferenciabilidade
(a) Existem constantes reais M >0 e w tais que | T(t)|| < Me“*.
(b) t — T(t) € diferencidvel e

dZ—it) =AT(t)=T()A
Com relagao ao teorema anterior, uma representacao exponencial para
semigrupos de classe C,, nem sempre serd possivel uma vez que o correspondente
operador A nao ¢é necessariamente limitado. Contudo alguns dos resultados do
teorema podem ser adequadamente estendidos para esta classe de semigrupos. Por

exemplo, serd possivel garantir diferenciabilidade do semigrupo e ser considerada

como solugao da equacao u' = Au.

Defini¢ao 2.9. Seja T'(t) um semigrupo de operadores limitados. Para h > 0
seja Ay, o operador definido por

T(h)xr —x

Ahl’ = A

1Se A é um operador linear em X , o conjunto resolvente p(A) é o conjunto de todos os mimeros
complexos X para os quais (\I — A)~1 € um operador limitado em X. A familia de operadores
lineares limitados R(\ : A) = (A — A)~™Y, X € p(A) é chamado de resolvente de A.

11



Seja D(A) dado por

h—0

D(A) = {x € X : lim Apx existe } :
Define o operador A com dominio D(A) pela férmula
Az = lim Apx parax € D(A).
h—0+

O operador A com dominio D(A) é chamado gerador infinitesimal do semigrupo

T(t).

Teorema 2.3. Seja T(t) um semigrupo Cy e A seu gerador infinitesimal. Entao:

(a) Existem constantes w > 0 e M > 1 tais que

IT@)] < Me*

(b) D(A) = X e A é um operador linear fechado. Se D(A™) é o dominio
de A™, entdo (),—, D(A™) € denso em X.

(¢) Para x € D(A), T(t)x € D(A) e

d
ZT(0a = AT(t)e = T(1) Az. (2.7)

(d) T(t)x = ]llir% erx € X, uniformemente para t em qualquer intervalo

finito em [0, 00).

Teorema 2.4. Com as mesmas hipoteses do teorema anterior, tem-se que
(a) Se Re(N\) > w,, w, = lim; . log|T(t)|/t, entao X € p(A) e

RMNA) = —-A) ' = /OO e ST (t)dt. (2.8)

12



Em particular, o resolvente é uma fungao analitica para Re(X\) suficien-

temente grande.

(b) O problema de Cauchy com dado inicial em D(A) € uniformemente
bem-posto. Em particular, se T(t) e S(t) sao semigrupos Cy com o

mesmo gerador infinitesimal A, entao T(t) = S(t) para t > 0.

O fato do resolvente ser a transformada de Laplace do semigrupo, per-

mite obter o semigrupo 7'(t) em termos de seu gerador inifinitesimal.

Teorema 2.5. Seja A um operador fechado densamente definido em X.

1. Se A € limitado, entao para v > ||Al| tem-se

1 y+ioco
T(t) = e = — e R(N, A)dA.

270 oo

A convergéncia € na topologia uniforme de operadores e uniforme em t

em intervalos limitados.

2. Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo T(t) de classe Cy tal
que ||T(t)|| < Me*t. Entdao, para v > max(0,w) tem-se
1 Y+i0o

NT(Hr = e =_—— e R(N, A)zd), x € D(A?)

270 oo

iT(Hr = lim (I—%A)‘”x

n—oo

= lim [%R(

n—o0

n
t

,A)rx, reX.

OBSERVACOES

e Dos resultados anteriores resulta claro que o problema de Cauchy com
A fechado é uniformente bem-posto, se, e somente se A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cj.

13



e Nas aplicagoes, o dominio de um gerador infinitesimal é usualmente
complicado. Se o semigrupo é conhecido, entao pode ser preferivel
trabalhar num subespaco menor D que seja denso em X e invariante
sob agao do semigrupo, isto é, T'(t)D C D. Nesta situacgao, D é também
denso em D(A) com respeito da norma do grafo |||z||| = ||z|| + ||Az]|.

Veja-se [Dav].

e Na formulacao de um problema de Cauchy, o coeficiente A pode nao
ser imediatamente fechado. Entao, se A é fechdvel? ou o problema é

uniformemente bem-posto, entao A gera um semigrupo Cj.

2.2 Caracterizacao de Geradores Infinitesimais

A seguir vamos enunciar a caracterizacao de operadores lineares que
geram semigrupos com geradores infinitesimais nao necessariamente limitados. Este

tipo de gerador aparece no estudo de problemas em espacos de dimensao infinita.

Teorema 2.6 (Hille-Yosida-Phillips). Seja A um operador linear em X fechado
e densamente definido. Entao A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {T'(t)}i>o
de classe Cy se, e somente se existem numeros reais M e w tais que para qualquer

A>w, A\ estd em p(A) e

M

[RA: A" < my

n=12,... (2.9)

O seguinte resultado, que vem a ser um corolario do teorema H-Y-P, é

conhecido na literatura como o teorema de Hille-Yoshida.

Teorema 2.7 (Hille-Yosida). Seja A um operador linear em X fechado e den-

samente definido. Entdo A € o gerador infinitesimal de um semigrupo contrativo

2Um operador A é dito fechavel se ele possui uma extensio fechada.

14



{T'(t)}t>0 se, e somente se A > 0 estd em p(A) e

1
IR\ A)|| < Y para A > 0. (2.10)

Se o operador A no problema de Cauchy ¢ limitado, entao ele é uni-

formemente bem-posto e o semigrupo é representado na forma T'(t) = e'4.

Resulta que qualquer problema de Cauchy uniformente bem-posto é, em

certa forma, um problema limite em que os coeficientes sao operadores limitados.

Teorema 2.8. O problema de Cauchy u' = Au,u(0) = u, € D(A) com A fechado
¢ uniformemente bem-posto, se, e somente se A possui resolvente para X > 0 su-
ficientemente grande e que seja o limite de uma sequéncia de operadores limitados

A, que comutam entre si tal que
]| < M, (2.11)

para M e w que independem de n.

Em [Kr| os operadores A, sao definidos justamente como sendo

A = =Ml — MR\, A)].

Corolario 2.8.1. Um operador linear A é gerador infinitesimal de um semigrupo

Co de forma que ||T(t)]] < e** se, e somente se

(i) A é fechado e D(A) = X

(i1) O conjunto resolvente p(A) de A contém o conjunto {\ : Im\ > w} e

para tal A

HRQ:mngAiw. (2.12)

15



Para anunciar o préximo resultado iremos definir, para todo x € X, o

conjunto dualidade F(x) C X* por
F(z)={2" 2" € X" e (a7,2) = ||z[* = ||="||"}

Definigao 2.10. Um operador linear A € dito dissipativo se ¥ v € D(A) existe
um x* € F(x) tal que Re(Ax,z*) < 0.

Teorema 2.9. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se ||(A — A)x| > A||z||

Ve e D(A) e A > 0.

Teorema 2.10 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio D(A)

denso em X.

(a) Se A € dissipativo e existe um Ao > 0 tal que a imagem, Im(AgI — A),
de \oI — A € X,entdo A € o gerador infinitesimal de um semigrupo

contrativo Cy em X.

(b) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragio em X,
entao Im(A — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo. Além disso,
para todo x € D(A) e para todo x* € F(x), Re(Ax,z*) < 0.

Teorema 2.11. (/B-M], pg.142) Seja H um espaco de Hilbert e A um operador
linear limitado com dominio D(A) denso em H e com imagem Im(A) C H. Entao,
A é gerador infinitesimal de um semigrupo contrativo Coy T(t),||T(t)|| < e“' se, e

somente se:

(i)
Im(M —A)=H, Y\>§8

(ii)
Re(Ay,y) < Bllyl>, ¥V y € D(A),

16



onde 3 € uma constante.

Observacao 2.1. Se 8 < 0 o operador A € dissipativo e recaimos no Teorema de

Lummer-Phillips .

2.3 Perturbacoes por um Operador Linear
Limitado

Teorema 2.12. Seja A um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy T(t) em X,
satisfazendo ||T(t)|| < Me“t. Se B é um operador linear limitado em X, entao

A+ B é gerador infinitesimal de um semigrupo Cy S(t) em X, satisfazendo ||S(t)|] <

M@ MBI

2.4 Propriedades espectrais

O espectro de um operador A pode ser relacionado com o espectro do
seu resolvente R(\ : A). Esta propriedade permite obter, em particular, que ope-
radores definidos em dimensao infinita com resolvente compacto possuam espectro
andlogo ao espectro de operadores em um espaco finito-dimensional. O espectro

resulta ser um conjunto discreto que se acumula no infinito.

Teorema 2.13. 1. Seja A um operador fechado ilimitado e densamente

definido em X. Para \ ¢ o(A), tem-se

o(R\:A) ={0yu{(A—2)":2€0(4)}
2. Seja A um operador fechado em X tal que o resolvente R(\ : A) existe

e € compacto para algum N\,. Entao, o espectro de A consiste de um

conjunto enumerdvel de autovalores A, com multiplicidade finita tais

17



que lim, . |\,| = +o00 e e R(A : A) € compacto para qualquer A\ €
p(A).(veja [Kaf,pg.187)

Este teorema ¢é bastante utilizado em conexao com operadores diferen-
ciais em que o conjunto resolvente é nao vazio e o resolvente pode ser escrito como

um operador integral do tipo Fredholm.

Definigao 2.11. Um semigrupo Cy T(t) € dito compacto para t > ty se para todo

t > to, T(t) é um operador compacto.

Teorema 2.14. T'(t) é compacto se, e somente se T(t) € continuo na topologia

uniforme de operador para t >0 e R(\: A) € compacto para X\ € p(A).

Coroldrio 2.14.1. Se R(A : A) é compacto para algum X\ € p(A) e se T(t) €
continuo na topologia uniforme de operador para t > to, entao T(t) é compacto

para t > tg.

Corolario 2.14.2. T'(t) é um semigrupo compacto se, e somente se R(\ : A) €

compacto para todo A € p(A).

Teorema 2.15. Se T'(t) € continuo na topologia uniforme de operador para t > 0,

entao existe uma fungao 1 : [0,00) — [0,00) tal que

p(A) DN N =0 +ir, |7 > ¥(lo])},

lim |R(oc+it:A)||=0

|7|—00
para todo o real.

Corolario 2.15.1. Para todo —oo < a < 3 < 00, a intersec¢ao da faiza o < Rel < (8

com o(A) contém no mdximo um nimero finito de autovalores de A.

Observacao 2.2. Note que no coroldrio acima (2.15.1) foi prova de que se T(t)
¢ um semigrupo Co compacto o espectro o(A) de seu gerador infinitesimal consiste

somente dos autovalores.
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3 MODELOS ESTRUTURAIS DE
EULER-BERNOULLI E TIMOSHENKO

Seja X um espaco de Banach e considere o problema:
= Au, u(0)=wuy€ X (3.1)

Iremos adicionar restricoes a A de maneira que a EDO acima tenha uma tnica
solugao. E interessante observar que muitas EDP podem ser reescritas como o
problema (3.1). Se A for um gerador infinitesimal do semigrupo 7'(¢), entao T'(t)z

¢ uma solucao do problema (3.1).
Iremos necessitar da seguinte definigao, ([Ev]):

Definicao 3.1. Sejam 1 < p < oo e k um inteiro nao-negativo, fixos. O espaco

de Sobolev
Whr(U)

consiste de todas as funcoes localmente integrdveis v : U — R tais que para cada

multi-indice o com || < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(U).

Observagao 3.1. Se p = 2, escrevemos
HMU) = Wh? (k =0,1,...).

Note que H(U) = L*(U).
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3.1 Um modelo de Euler-Bernoulli com massa
atarrachada

Nesta secao iremos considerar o problema de contorno que foi estudada

em ([K-Re]) :

Ut + Uggze = 0 (3.2)
w(0,t) = uy(0,1) = uge(l,t) =0 (3.3)
— Uz (1, 1) + mug(1,1) = w(t) (3.4)

onde m > 0 é a massa atarrachada e w(t) é a forca de controle na fronteira aplicada

a extremidade livre da viga (veja figura 3.1).

Analisaremos a estabilidade de (3.2) para a lei de controle de feedback
linear w(t)

w(t) = —auy(l,t) + Brgea(l,t) (3.5)
onde «, # sdo constantes positivas.

Iremos definir uma funcao auxiliar n

n@:ﬂmmﬁ+%mmw (3.6)
Utilizando (3.6) podemos reescrever a condicao (3.4) como

Bi(t) + n(t) + (o — %)uta,t) — 0. (3.7)

3.1.1 Caracterizacao do Problema

Sejam os espagos:

V={u:[0,l] = Rlu € H*0,1),u(0) = u,(0) = 0}, (3.8)
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H = {(u,v,n)" |u € V,ve L*0,]) n € R}. (3.9)
Vamos definir em H o produto interno:

l
0

onde y = (u,v,n)" € H,y = (u,0,7)" € H,K > 0 é escolhido como

62
T m+taj

(3.11)

Agora vamos definir o operador linear ilimitado A : D(A) C H — H

por:

u v
1 — 51— gla—=G)(l)
onde o dominio do operador A é definido como
D(A) = {(w,v,n)"|ue HY0,)NnV,veV,neR (3.13)
1) = 0,1 = (1) + o)}
Podemos assim reescrever o problema (3.1) como
= Ay, y(0) € H, (3.14)

onde y = (u,v,n)T,n é definido por (3.6) e v = u;. De agora em diante iremos

assumir, sem perda de generalidade, que [ = 1.

Para provar o nosso préximo resultado necessitaremos do teorema de

Lax-Milgram ([Ev],pg.297)
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Teorema 3.1 (Lax-Milgram). Seja B : H x H — R um funcional bilinear, onde

H € um espago de Hilbert, para o qual existem constantes o, 3 > 0 tais que:

(i)
|B(w, 0)|| < allullllol (u,v € H)

(i1)
B(u,v) > Bllul*> (ue€ H).

F seja f: H— R um funcional linear limitado em H.

Entao existe um inico elemento u € H tal que

B(u,v) = (f,v)

para todo v € H.

Teorema 3.2. O operador A definido em (3.12) gera um semigrupo contrativo Cy

em H.

Demonstracao. Comecaremos mostrando que o operador A é dissipativo. Utilizando

o produto interno definido (3.10) e integrando por partes e usando (3.6) e (3.11),

temos:
(Ay,y)n = /Ol(umvm — Ve ) AT — %n (77 + (a — %) v(l)) (3.15)
= o) = S (= ) o)

IN
o

A seguir mostraremos que A\ — A : D(A) C 'H — H é sobrejetivo para A > 0.
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Seja z = (f,g,h)T € H, queremos encontrar y = (u,v,n)” € D(A) tal

que (A — A)y = z. Que é equivalente a resolver o problema:

Au—v=Ff (3.16)
AU+ Uppgr = G (3.17)
1 1 m
A =)n+—S(a——=)v(l) =h 3.18
(A g+ 5 ﬁ) (1) (3.18)
Substituindo (3.17) em (3.16) chegamos a
MU+ Uggee = Af + 9. (3.19)

Usando (3.16) e (3.4), a equacao (3.18) pode ser escrita como

B 1 " /\(a+m)\)u _ mA+ «
(A+ 6) s B U R (UNNCEY

Portanto, para provar que A\l — A é sobrejetiva temos que mostrar a

existéncia de solugao do problema:

Au + Uggzr = f*>
w(0) = 1, (0) = tpn(1) = 0, (3.21)
Uz (1) + cu(l) = h*,

onde

fr=M+geL*0,1),
I} mA + la

h*=aﬁ+1 DV ES f(1) eR, (3.22)
_)\(m)\+a)>0
N3 +1 '

O problema de contorno nao-homogéneo (3.21) é bem-posto para os termos nao-

homogéneos. Uma maneira de provar isto é através da formulagao variacional. A
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seguir, daremos uma idéia dos passos que sao utilizados na literatura [Co-Mor]. A

formulagao fraca do problema (3.21), que é

1 1 1
/ Uy Gzad + N? / updr + cu(1)p(l) = / ffodx + h*¢(1) (3.23)
0 0 0

para u € V, V¢ € V. Obtem-se que a forma bilinear

1 1
B(u,¢) = /0 Ugy GredT + )\2/0 updr + cu(1)p(1) (3.24)

é continua e coerciva, isto é, existem constantes C; e Cs tais que,

() [B(u,u)| = Cylulf?

(i) [B(u,9)| < Colfullll¢]-

Assim, pelo teorema de Lax-Milgram sabemos que existe um unico u € )V satis-
fazendo a formulagao fraca do problema. Utilizando regularidade padrao de v € H*(0,1)

e utilizando um ¢ particular, recuperam-se as condi¢oes de contorno em u.

Devido a dependéncia de v,n em u, segue que Al — A é sobrejetivo.
Aplicando o teorema de Lumer-Phillips (2.10) temos que A é gerador infinitesimal

de um semigrupo Cj.

Teorema 3.3. Seja T(t) o semigrupo contrativo Cy gerado por A em H. Entao

existem constantes positivas M e 0 tal que:
|T(E) | peny < Me™ t>0 (3.25)
com a norma induzida pelo produto interno definido em (3.10).
Prova: Vamos definir a funcao

V(t) =tE(t) + /01 xu(z, t)uy (2, t)de (3.26)
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onde a "energia” E(t) é dada por

B = 510 = 5 [ (.0 + e )i+ S0, (27

onde z2(t) = (u(-,t),u(-,t),n(t))T € H é a solugao de (3.14) e K é dado por
(3.11). Assuma que z(0) € D(A) entdo, usando a propriedade de semigrupo,
2(t) =T(t)z(0) € D(A),Vt > 0. Assim, por (3.1),(3.7),(3.15) obtemos

E(t) = /0 (ue(x, ) ug (2, 1) + Uy (2, ) Ugar (2, 1) )dx + Kn(t)n(t)  (3.28)

= (Az,2) <0
Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz! e de Poincaré? temos:

1 1 1
|/ xug(z, t)ug(z, t)de| < / uf(m,t)dm/ u?(z,t)dx (3.29)
0 0 0

1
< 1/ ui(w,t) + u(z,t)dx
2 Jo
Lty 2
< 5 | (x,t) + Cusy(z,t)dx
0
< CE(t), C>0.
Assim,
(t—C)E(t) <V(t) < (t+C)E(t) (3.30)

1Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Se x e y sdo dois vetores em um espaco com produto interno
V', entao
[z, p)| < [l llyll

?Desigualdade de Poincare: Seja U um aberto limitado do R™.Suponha que = € Wol’p(U) para
algum 1 < p < n. Entao
lullze@y < CllDul|pa)

para cada g € [1,np/(n — p)] e C' depende somente de n,p,q e U.
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Derivando (3.26) e usando (3.1), obtemos:

V(t)

= E(t)+tE(t) + /0 (xug(z, t)ug(x,t) + 2u (x, t)u(x, t))de  (3.31)

= E(t)+tE(t) + /0 (—TUpppe (@, O)uy (2, 1) + 2Use (2, t)wy (2, ) )d

Integrando por partes e usando a condi¢ao (3.2) obtemos:

1 1
/ xumm(x,t)ux(x,t)dx:ux(l,t)umx(l,t)—l—g / i (t)dr, (3.32)
0 0

1 1 1
/ Ty (2, t)ug(x, t)da = éuf(l,t) - —/ uf(z,t)dr (3.33)
0 0

Usando (3.3) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz chegamos a

uZ(1,t) = (/1 umdx)2 < /1 u? (z,t)dx. (3.34)
0 0
Também temos as seguintes desigualdades:
Ug (1, ) U (1, 1) < 61Ul (1,1) + %uim(l,t), (3.35)
onde d; > 0 é uma constante arbitraria, e
n*(t) < 2u?,.(1,t) + zg—;um, t). (3.36)

Usando (3.28),(3.32)-(3.36) em (3.31), nés obtemos

1
Vv < —(1— 51)/ uiw(x,t)dx - {Et -3 — 5%] uim(l,t) (3.37)
0

6
B Kmat_lKTrﬂ )
32 2 p?
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Se escolhermos d; < 1, o termo da integral de (3.37) é negativo. Assim, existe uma

constante T' > 0, dependendo somente de K, m, «, 3, e §; tal que vale:
vV <0, t>T. (3.38)

Agora, de (3.30),(3.28) e (3.38) obtemos que

B < T*C

ST ¢ E(0), t > max{C,T}. (3.39)

Note que E(t) = 1||z(t)]|* = [|T(¢)z(0)||*; assim de (3.39) segue que ||T'(¢)|| < 1
para t > 0 suficientemente grande. Assim, segue da propriedade de semigrupo que

(3.25) vale. O

3.1.2 Analise Espectral

Seja A € C um autovalor do operador A e y = (u,v,n)’ € D(A) o
autovetor correspondente. Queremos encontrar y € D(A) tal que (A — A)y = 0.

Usando as equagoes com z = (0,0,0)7 obtemos,

Nu + Uzgea = 0,

’LL(O) = UI(O) = uzx(D = 07 (340)
ISV Matmd) gy
(A + ﬁ) v (1) + 3 (1) =0,

Desta forma podemos encontrar u. Depois calculamos v utilizando a relacao Au — v = 0,
(3.16), e n com a relacao (3.6). Utilizando as condi¢oes da extremidade inicial pode-

mos facilmente chegar a

u(z) = c1(cosh(tz) — cos(7z)) + co(sinh(7z) — sin(7x)), A =it (3.41)
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Usando as condigoes de contorno na extremidade x=1. Chegamos ao sistema de

equacoes:
c17%(cosh T + cos T) + co72(sinh 7 + sin7) = 0
cilqr(A\)73(sinh 7 — sin 7) + g2(A)(cosh 7 — cos 7)] (3.42)
+ca[—q1(N)73(cosh T + cos T) + q2(A\)(sinh 7 — sin7)] = 0
onde

a)=A+g e = 20T

Diretamente, podemos afirmar que o sistema acima sé possui solucao nao trivial se

(3.43)

—q1(A\)7*(1 4 cosh 7 cos 7) + g2(\)(cosh 7sinh 7 — cos 7sin7) = 0 (3.44)

As solugoes de (3.44) sao os autovalores de A e seus respectivos autovetores podem

ser encontrados da forma como foi demonstrado no inicio desta secao.

A seguir faremos a seguinte observagao sobre o espectro de A no caso

em que o = m/[3. Podemos reescrever (3.44) como

1
<)\ + B) [72(1 + cosh 7 cos 7) + aA(cosh 7 sinh 7 — cos 7sin 7)] = 0 (3.45)

Segue de (3.45) que A = —1/4 é um autovalor de A. Para encontrarmos os outros

autovalores precisamos determinar as raizes de
f(7) = 7*(1 + cosh T cos 7) + aA(cosh 7 sinh 7 — cos 7sin 7). (3.46)

E conhecido que (3.46) é a equaciio caracteristica do problema (3.2)-(3.5) quando

nao ha massa atarrachada, isto é, m = 0 (veja [Ri]).
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3.2 Um modelo de Timoshenko com controle de
fronteira

Muitos sistemas mecanicos, como artefatos espaciais ou bracos de robos
com ligagoes flexiveis, podem ser modelados como uma combinagao de partes eldsticas
e rigidas. Muitas aplicac¢oes espaciais futuras, como uma estacao espacial, dependem
de materiais leves e com sistemas de controle de alta performance por causa da ne-
cessidade de alta precisao pontual e continua. Para atingir a precisao requerida por
estes sistemas, é preciso considerar o efeito das partes flexiveis do sistema. O modelo
de viga de Timoshenko ¢é intensamente utilizado para descrever tais sistemas. Neste

modelo aparecem duas equacoes diferenciais acopladas,

pwir(x,t) — K(wee(z,t) — ¢z(x,t)) =0,
Lou(x,t) — Elpyy — K(wy(z,t) — ¢(z,t)) =0

(3.47)

onde 0 < x < [,t > 0, [ é o comprimento de uma viga uniforme, p é a densidade,
w(z,t) é a deflecgao da viga em relacdo ao seu estado de equilibrio e ¢(z,t) é o angulo
total de rotacao da viga na posicao x e no tempo t. As constantes I, e EI sao a massa
do momento de inércia e o coeficiente de rigidez da se¢ao tranversal, respectivamente,
e K é o médulo de cisalhamento de elasticidade. Diferentes condigoes de contorno

podem ser aplicadas a (3.47).

Nesta secao as condigoes de contorno estudadas serao:

w(0,£) =0 $(0,1) = 0
K6 1) — wo(l, 1) = aw(l,t) ElIp,(L.t) = —Ben(l.1)

(3.48)

onde a, # > 0 sao constantes dependendo do dispositivo de controle .

29



As condigodes (3.48) descrevem uma viga com uma extremidade fixa em
x = 0 e um controle na fronteira na extremidade x = [ este problema foi estudado

por [Co-Mor].

3.2.1 Caracterizacao do problema

Sejam os espagos:

G= { y=[w, w21, 0] w1, € H'(0,1),
wa, d2 € L*(0,1),w1(0) = ¢1(0) = 0},

S= { y=lwi,w,¢1, 0] |wi, o1 € H*(0,1),ws, 02 € H(0,1),
w1(0) = ¢1(0) = w2(0) = ¢2(0) = 0,
K(¢1(l) —wi(l)) = aws (1), EI¢na(l) = —Ba(D)}-

Vamos definir o produto interno em G :

_ (K . EI, - :
(v, 9)g = / {?wlxwu T Waws + I—¢1;p¢1x + ¢2¢2} dzx, (3.49)
0

p

Agora vamos definir o operador linear ilimitado A : S — G por:

0 I 0 0
K/p)Oyy 0 —(K/p)0y 0
A (K/p) (K/p) (3.50)
0 0 0 I
(K/1,)0, 0 (EI/I,)0xx— (K/I,)I 0
Podemos assim reescrever o problema (3.47) como
y = Ay, (3.51)
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onde Yy = [wawt7¢7 ¢t]T el=1
Teorema 3.4. O operador A definido em (3.50) é gerador infinitesimal de um semi-

grupo Cy em G.

Demonstracao. Vamos escrever A = Ay + A, onde

0 I 0 0
K/p)Oy: 0O 0 0
0 0 0 I
0 0 (EI/I,)0xxz 0
com D(Ap) =S e,

| 0 0 0 0 ]

0 0 —(K/p)o. 0

- (K/p) .
0 0 0 0
(K/1)d, 0 —(K/I)I 0

Temos que A; é um operador limitado em G. Pelo teorema (2.12), basta provar que

Ap é gerador infinitesimal. Pelo teorema (2.11) precisamos mostrar que:

(ii) Im(A — Ap) = G para A > c.
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Seja y = [w,ws, &, ¢¢T € S, integrando por partes e utilizando as condigoes de

contorno para y € S temos,

1
o = [ rnne i)+ T 0t )

o LpP Ly
K ET

= —wlx(l)u&(l) + [[_ ¢1x(1)¢2(1)]
1Y p

- o0 E 6 - i) - £ a0
K? ,

< h
K? [

< Hp ; ¢, dx

IN

K2
(4) / By
K? 9
() 200l

Para terminar iremos mostrar que A\ — Ay é sobrejetor para A > 0. Dado y =

[f1, f2, g1, g2] € G precisamos encontrar x = [wy,ws, ¢1, P2] € S de maneira que:

/\wl — Wy = fl, (354)
K

)\Wg — — Wige = fQ, (355)
p

AP1 — P2 = g1 (356)
El

Ap2 = = Olax = 92 (3.57)
P

Substituindo (3.56) em (3.57) e usando as condigdes de contorno, chegamos a EDO:

Vo1 — = gt (35%)
p
¢1(0) =0, EIi(1) + BAdi(1) = Boi(1)
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E substituindo (3.54) em (3.55) e usando as condig¢oes de contorno do espago S

obtemos:

Nwy — %w'f = fo+ Af1,
wl(O) = 0, K¢1(1) — Kwi(l) = Oé)\(,(Jl(l) — O{fl(l)

onde () é a derivada com relagao a .

Podemos facilmente resolver o problema (3.58) encontrando ¢, € H:

I

Mél /Ox(gz(S) + Agi(s)) sinh p(z — s)ds (3.59)

¢1(z) = esinh pr —

onde yu = \(I,/EI)Y? e ¢ é unicamente determinado por EI1¢ (1) + BA¢1(1) = Bgi(1).
Assim, ¢y pode ser calculado por (3.56). Fica claro que ¢o € H', ¢5(0) = 0 e
El¢1.(1) = —fa(1).

Da mesma maneira podemos resolver a EDO (3.59). Fica assim, deter-

minado de maneira tnica r = [wy,ws, @1, P2] € S de forma que (3.54)-(3.57) vale.

Portanto, pelo teorema (2.11), temos que Ay é um gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy. Logo, pelo teorema (2.12), A = Ag+ A; é gerador infinitesimal

de um semigrupo Cj. m

Teorema 3.5. Seja T'(t) o semigrupo contrativo Cy gerado por A em H. Entdo

existem constantes positivas M e § tal que:
1Tty < Me™®, >0 (3.60)
com a norma induzida pelo produto interno definido em (3.10).
Demonstracao. Seja zy € D(A), entao T'(t)zg € D(A) e
d

ET(t)ZO = AT(t)ZO
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Assim, podemos escrever
T(t)zo = [w(z,t), w(z, t), o2, 1), ¢(x, )" (3.61)

onde w(x,t) e ¢(x,t) satisfazem o problema (3.47).
Primeiramente vamos dar uma idéia de como serd a prova.

Vamos definir uma funcgao
F(t) = pte(t) + G(T(t)z0) (3.62)

onde p é uma constante dependendo dos coeficientes do problema (3.47)-(3.48) ¢ G
é tal que

|G(2)| < C|z|lg, Vzeg (3.63)

Utilizando a inequagao ([Co-Mor]):
1 1 1
/ widr < 2/ (¢ — w,)?dx + 2/ P> dx (3.64)
0 0 0
para todo ¢ € H', w € H' satisfazendo w(0) = 0. Foi mostrado em [K-Re| que
di|[T(t)z0llg < €(t) < d2]| T (t)20llg (3.65)

vale para todo t > 0, onde d; e dy sao constantes positivas que dependem somente

dos coeficientes de (3.47). Entao mostramos que
F(t) < M ]2 (3.66)

vale para todo t > 0, onde M; é uma constante positiva que depende somente de «,

B e dos coeficientes de (3.47). As equagoes (3.66) e (3.65) implicam
g _ 1 2
IT(t)20ll3 < MBI, Ve >0 (3.67)
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Como § é denso em G, (3.67) implica

JYALL
Irelle < |32 Bl V2o

Por ultimo, usamos as propriedades de semigrupo e chegamos a (3.60).
Agora segue a demosntragao em detalhes:

Vamos construir uma funcao F'(t):

t 1
ﬂw::%/pﬁ+gﬁ+Kw—%V+mﬁm
0

(3.68)

(3.69)

1 1 1 1 1 1
+ P/ xwthdx+lp/ TPz dr — —P/ wwidz + —]p/ ¢odx
0 0 0 2+n " Jo

247

onde p e n sao constantes positivas que serao determinadas adiante. Derivando

(3.69) obtemos
dF

9
— = tJ. I
I P+ p 2+Z

n=3

onde

1 1
Jp :e@:§/p@+gﬁ+K@—%f+Ewy%
0

1
Jy = /0 {pwiwy + I, o1pn + K(¢ —w)(pr — wat) + Elppdy b,

1 1

J3 = p/ Twiwed, J6:[p/ TP Prdr
01 10 X

Jy = P/O Twywyd, J7:m]p/o OPydx

1 1 1
= T »d E— 2d
Js p/omtqﬁt v s QM,,/Oqstx
1

1 1 1
Jg = ——— widey — —— /ww dx
9 2+77p/0 t 2+77p ; tt
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Integrando por partes e usando (3.47)-(3.48) chegamos a

1
J2 - /0 {KWt(wmx - ¢m) + (bt(EI(bxz + K<W:Jc - (b)) + K((b - ng)(¢t - th) + El(bx(bzt}dx

= —aw(1,1)2 = By(1,)?,

1 , 1 /! )
‘]3 = _pwt(Lt) _§P wt(lat)a
0

2
1
Jy = /xwa(wm—qﬁx)dx
0
1
= §wa(1 t)? ——K/ de—K/ LWy Ppdx
1
Js = _pgbtlt /¢tdx
1
Jsg = /xqﬁx(EI(ﬁm—K(b—i-wa)dx
0
1 2 1 r 1 2
= _E[¢x(17t) — 5Bl ¢zd$__K¢(1>t)
2 27 ), 2
1 1 1
+ —K/ ¢2dx—K/ TP W dr,
2 Jo 0

1 1

1
= ——FEI¢(1,t xlt——EI °d
oz o160 [ s
— d —K 1,t)w(l,t
e e e )
- /1w wypdx — LKu) (1, t)w(1,t)
2+n,0 ttWay 2+ 7 z\1, )
1 1
+ ——K [ W&dx.
241 Jo

Vamos escolher n > 0 de maneira que

1 1 1
K(-———)<-FI,
2 24 4

e depois escolhemos p > 0 tal que

1 1
2K+ FEI) < — | E1
wer B < (3450 ) B
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Assim encontramos

dF 1/1 1 ! K (1 1 !
— < —-|Z4+—)EI 2de — — (= — —— 2 71
it = 2(4+2+n) /O%dx 2(2 2+n)/0wxdx (3.71)
1
= oputwi(1,t) = Butdi(1,t) + Spwi(1,1)
1 1 1

+ 5wac(l,zf) + élp(bf(l,t) + §EI¢§(1,15)
1 1

- -K¢*(1 ——FEI¢(1 1
5 ¢ ( ,t)+2+77 P(1,1)¢(1,1)

1 1
—— Ké(1,w(l,t) — —— Kw,(1,)w(1, ¢
G KAL) - 5 Kuy(LAe(L )

Utilizando as ja conhecidas desigualdades :

1
21 2 d
& ,t>s/0 &2 (. )dr,

1
wi(1,t) < / w(z,t)dw,
0
e as condigoes de contorno do problema, deduzimos a partir de (3.71) que V¢ > T,

dF
— <0 3.72
s (3.72)

onde T' é uma constante positiva que depende de «, 3 e dos coeficientes da equacoes

(3.47). Segue de (3.72) que vale (3.66). O

3.3 Um modelo de Timoshenko com condigoes
de contorno classicas

Nesta secao iremos tratar do mesmo problema da secao anterior, a viga
de Timoshenko, para as cinco condigoes de contorno classicas, [Vu-W-Xu-Y], listadas

a seguir:
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(B1) livre-livre:

{ K (w0, 1) — 6(0, 1)) = 0, Blo.00=0, o
K(wx(l7t) _¢<l7t)) =0, E[¢x<l7t) =0,
(B2) fixa-livre:
{ w(0,1) = 0 $(0,1) = 0, -
K(w(l,t) = o(l,1)) =0, El¢,(l,1) =0,
(B3) apoiada-apoiada:
{ w(0,8) = 0, El6,(0,1) = 0, 5s)
w(l,t) =0, ElI¢.(l,t) =0,
(B4) fixa-fixa:
{ w(0,1) = 0, (0,1) = 0, 576)
w(l,t) =0, o(l,t) =0,
(B5) fixa-apoiada:
{ w(0,1) = 0, (0,1) = 0, -
w(l,t) =0, Elé,(1,t) = 0.

3.3.1 Caracterizacao do Problema

Define o espaco H := H*(0,1) x L*(0,1) x H'(0,1) x L?(0,1) com H*(0,1)
(k = 1,2) sendo o espaco usual de Sobolev de ordem k. Para Y| = |w1, 21, ¢1,¢1]7,
Yy = [wo, 29, P2, 1]T € H, o produto interno em H é definido por

L L
(Y1,Y5) / K(w ¢2)d33+/ pzlz_2d$+/ El1¢,¢hdx
0 0
+ / Ly Td + Ken (0)2(0) + £l (0)2(0)
0
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e assim fica facil ver que H é um espaco de Hilbert . Definiremos os subespacos de

‘H por
HQ = {Y = [wa Z, ¢7 ¢]T€H|w(0) = 07 ¢(0) = 0}7
Hy = {Y = [w, 2,0, ¥] eH|w(0) = 0}
e temos
Hs = Hy + {£€]0,0,1,0]7|¢ € C}
(§]

H = Hy + {£[1,0,0,0]" 4 ¢[0,0,1,0]7|¢,¢ € C}.

Agora vamos considerar a viga de Timoshenko (3.47) com cada uma das condigdes

de contorno classicas: Bi; Bs; Bs; By e By .

Seja Hy = 'H, H4 = Ha, Hs = Ha; observe que todos H;, j = 1:5, sao

subespacos de H. Neles podemos definir o operador A; por

w z w
z 2w =) z .
A, = .V e D(A;), j=1,2,345
¢ (0 ¢
¥ Bt £~ 9) ¥

(3.78)
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com dominios

DA) = { Y=l 2 ¢ ¢ e Hi| w,¢ e H0,0), 2,9 ¢ H'(0,0),
K(W' (2) = ¢(x))|a=0,1 = 0, EI¢' ()] =0,1 = 0},

D(A) = { YV =lw 2 ¢ ¢|" ¢ Hol w,¢ € H*(0,1), 2,9 € H'(0,1),
K(w'(x) = ¢(x))] = = 0, E1¢/(I) = 0},

D)= { Y =lw 2 ¢ ¢]" ¢ Hs| w,¢ ¢ H0,0), 2,9 ¢ H'(0,0),
2(I) =w(l) =0, E1¢/(x)| 2=0,0 = 0},

DAY= { YV =lw 2 ¢ ¢ e Halw,d e H0,0), 2,4 ¢ H(0,1),
2(l) = w(l) = 0,9(1) = ¥(I) = 0},

D)= { Y =lw 2 ¢ ¢ ¢ Hs| w,¢ e H*0,0), 2,9 ¢ H'(0,0),
z(l) =w(l) =0, EI¢'(1) = 0}.

E claro que cada A; com dominio D(A;) é um operador de Timoshenko
correspondente a condigdo (B;), e que a equacao (3.47) com a condigao de contorno

(Bj) torna-se a sequinte equacao evolutiva em H;:

dY(t)
L =AY, >0 (3.79)

onde Y = [w(-,t), &(-, 1), ¢(-,1), d(-,1)]T. Utilizando a teoria das equagdes evoluti-

vas, imediatamente temos os seguintes resultados que serao provados a seguir.

Teorema 3.6. A; ¢ a anti-adjunta em um subespaco invariante com codimensao

no maximo 2.
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Demonstragio. Seja Yy = [wy, 21, 1, ¢1]7, Yo = [wa, 22, 2, 1]T € H;. Aplicando o

produto interno definido acima,

L
(A;Y1,Ys) / K(z (W) — do)da + / K(w! — ¢))Zdr + / EIY, goda
0

+ / EI6! + K (& — 60)]dadz + K21(0)2(0) + Bt (0)32(0)

Integrando por partes e reorganizando os termos chegamos a

(A7, V) = / (K (], — 1) (3 )i + K= (] — d)de + EI16, T}

- /0 W [EI¢Y + K (wh — ¢9)]dr — Kw;(0)24(0) — EIpy(0)1h5(0) + B

Isto é,

<-AJYl7Y2> = _<Yl7'AjY2> + BJ'

onde

Bj = Kuwi(0)2(0) + K2 (0)ws(0) + EL¢1(0)1h(0) + EIt1(0)(0)
+ | Ka(2)(Wh(x) — do(2)) + K (& (2) — d1(x))2a(x) + ETn (2)dh(x) + Bl ()1 (x) ;

Falta mostrar que existe um subespago M; C D(A;) de codimensao de no maximo

2 onde B; = 0. Para isso vamos analisar cada Bj,j =1 : 5.

BlzK

By, = K
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Podemos definir,

My ={Y = [w,2,0,9]" € Hy|w(0) = 6(0) =
={Y = [w, 2,6, ¢]" € Hy[2(0) = ¥(0) =
My ={Y = [w,z,¢,9]" € Haw(0) = 2
My={Y = [w,2,0,9]" € Ha|2(0) = 9(0) =
My ={Y = [w,2,¢,0]" € Hs|2(0) = ¢(0) =

Assim cada M; é claramente um subespago invariante de H; de codimensao no

méximo 2. Observe que a escolha dos M;’s nao é tnica.

Teorema 3.7. o(A;j) € simétrico com respeito ao eizo real e

o(A

j)z{mn|n:

(0), £1, 42, .., n_p =

com 1, > 0 real para todo n > 0 e lim,_ . 1, = 00

Demonstra¢ao. Uma prova detalhada pode ser encontrada em [Cos|,pg.94.

_77n}7

]

]

Teorema 3.8. Seja A um operador fechado em X com resolvente nao-vazio. Entao,

A tem resolvente compacto se, e somente se, a indentidade de D(A) em X € com-

pacta.

Definicao 3.2. Sejam X e Y espacos de Banach, X C Y. Dizemos que X esta

imersamente compacto em Y, e denotamos por X CCY se :

(a) ||z|ly < C|lz||x, para alguma constante C; e
(b) I:X —Y, o operador identidade de X em Y €é compacto.

Teorema 3.9 (Rellich). Seja Q2 uma regidao limitada de classe C™ em R™

j<m,1l<p<oo. Entio me(Q) € imersamente compacto em W[Z(Q)

Teorema 3.10. O operador Ay possui resolvente compacto.
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Demonstragdo. Vamos mostrar que 0 € p(Ay). Dado V = [fi, fo, f3, fa]F € H

queremos encontrar Y = [w, z, ¢, |7 € D(A,) tal que AY =V, ou seja, tal que

z=f
K " / _ T
;(w (x) — ¢'(2)) = fo()
() = f3(x)
ET K, ,
[—p<f> (x) ]—p(w () = ¢(x)) = fa(x)

Lembrando que

Hy = {Y = |w, 2,0, ¥ eH|w(0) = 0,$(0) = 0}
D(Ay) = {Y = [w, 2, ¢, ¥]" € Ha| w, ¢ € H*(0,1), 2,9 ¢ H(0,1),

K(W'(z) = ¢(x))|a=0,1 = 0, EI¢(1) = 0}

Integrando a equagao (3.81) e usando (3.84) chegamos a

o) = [ nirar

Substituindo em (3.83) temos

r) = fu(x) — I% /09” fo(T)dr

Integrando (3.86) e usando que EI¢'(1) =

——¢< /f4 ——/f2 Jard

Integrando novamente e usando ¢(0) = 0

__¢ //f4 __/ fa(r)dr]deds
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Desta forma ¢(x) fica determinado de forma tnica e segue de (3.84) e de w(0) =0

x 3
w(z) = /0 6(6) + /0 fo(r)drde (3.80)

que Y existe e é tinico. Como Hy CC H e A;' é um operador limitado de H em

D(Ay) C Ha, temos que o resolvente de Ay é compacto. ( Veja [Shu] e [Ad]) O
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4 ESPECTRO DO MODELO DE
TIMOSHENKO UTILIZANDO UMA BASE
FUNDAMENTAL DE VALOR INICIAL

Ja vimos que as equacoes diferenciais acopladas que modelam a viga de

Timoshenko sao dadas por

pwtt(wat)_K(wxz<x7t)_¢x($at)> =0, 0<.1'<l,t>0 (4 1)
Léu(a,t) — Elgy, — K(wp(2,t) — (x,1) =0,  0<z<lt>0
O método de Euler de procurar solucoes do tipo exponencial
,t N
o(5,1) = o) ",
w(z,t) = eMw(x)

leva, apds substitui¢ao de (4.2) em (4.1), para um problema de autovalor descrito

pelo sistema de equagoes

pANw(z) — K(w"(z) — ¢/(x)) = 0, 0<z<lI 43)
IN¢(z) — BI¢"(x) - K(&'(x) = ¢(x)) =0,  0<z<l, '
Este sistema pode reescrever-se na forma matricial como

MU" +CU + k(MU =0 (4.4)
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onde

w(z) -K 0 0 K pA2 0
U= M= C = ;o k() =
() 0 —EI K 0 0 IN+K

As condigoes de contorno também podem ser escritas na forma matricial

AU(0) + BU'(0)

=0 (4.5)
CU(l) + DU'(1) = 0

onde A, B,C' e D sao matrizes 2 x 2. Adiante serao calculados A, B,C e D para

cada uma das condicoes de contorno cléssicas (3.73)-(3.77).

Vamos procurar uma solugao para (4.3) na forma U(z) = @ (z)c; + Po(z)co
onde ®q(x), Po(x) sdo matrizes 2 X 2 e ¢y, ¢y sao vetores 2 x 1. Substituindo nas

condigoes de contorno (4.5) segue que
Uc=0 (4.6)

onde U é uma matriz 4 X 4 com blocos de ordem 2 X 2 e ¢ o0 vetor 4 x 1 com linhas

bloco de ordem 2 x 1 dados por

A®1(0) + B, (0)  Ad,(0) + BP,(0)
C®, (L) + DO, (L) Cy(L) + DP,(L)

1

C2

Para obter solugoes nao-nulas da equagao (4.3) é necessério que o de-

terminante da matriz U seja nulo, isto é,

A =det(d) =0 (4.9)
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A equagao (4.9) é chamada de equagao caracteristica do problema.

4.1 Base Fundamental

O estudo de sistemas de equacoes diferenciais de ordem superior ¢ usual-
mente feito através de uma reducao a sistemas de primeira ordem. Porém, no caso
de equacgoes ordinarias isto nao € necessario. Para isto, pode ser considerada uma
base fundamental gerada por uma solucao matricial sujeita a condig¢oes iniciais pré-
determinadas. Um estudo deste caminho tem sido desenvolvido em [Clayl], [Clay2],
[Clay3], [Clay4], e inclusive é proposta uma forma fechada para esta solucao [Clayl],
[Clay4]. Por outro lado,o uso desta base tem-se mostrado satisfatério no estudo de

problemas de autovalor [Clay1], [Cos|, [Bi].

Sejam ®q(z) = h(x) e $o(x) = h/(x) onde supomos h solugao matricial

2 x 2 do problema de valor inicial

MW+ Ch + k(A\)h =0
h(0) =0, MK (0) =1

(4.10)

onde 0 denota a matriz nula 2 X 2 e I a matriz identidade 2 x 2. Como os coeficientes
matriciais sdo constantes, segue que h’ também ¢é solugao da equagao em (4.10). As
solugdes h e h' formam uma base de solugoes para (4.1). Esta base fundamental,

também é denominada base dinamica devido as condicoes iniciais de h.

Outra base que pode ser escolhida, a base normalizada, ¢ definida por

O(x) = ho(z) Po(x) = hy(x) (4.11)
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onde

satisfazem as condicoes iniciais normalizadas.
ho(0) =1, ho(0) =

h(0) =0, K (0)=1

4.1.1 Calculo de h(x)

Segue de [Clay3], [Clay4] que
j—1
2) =YY bid " (@) hy

7j=1 =0

onde hy = h¥(0) satisfaz a equagdo matricial de diferencas

th+2 + Chk+1 + Ii()\)hk =0
ho = 0, Mh]_ = [

O polinomio de grau 4, denotado por

P(s) = det[Ms> + Cs + k()] = Y bys'™*
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corresponde ao polindomio caracteristico associado ao sistema problema (4.10) e d(z)

corresponde a solucao do problema de valor inicial expresso por

bod™® (x) + byd"” () + byd" () + bsd' (z) + byd(z) = 0 (4.19)
d(0) = d'(0) = d"(0) = 0, byd"(0) = 1.

No problema de Timoshenko temos by = ab, by = 0, by = —(ae + cb)\?,
bg =0e b4 = C/\2(€/\2 + a),

P(s) = ab(s* + g°(\)s* — r*(\)) (4.20)
g\ =~ (g + 2) A% (4.21)
iy = - AN (12)

ab
ondea=K,b=FI, c=p,e=1,

As raizes do polinémio (4.20) sao dadas por s = €, —¢, id, —id, onde

1
€= 5\/—2g2—|—2\/g4+47“4 (4.23)
d =g+ ¢€ (4.24)

Segue que a solugao de (4.19) é dada por

_ dsinh(ex) — esin(éx)
dlw) = abed (€2 4 02)

(4.25)
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Facilmente podemos obter os valores de (4.17):

00 L0
hO - ) hl - “
0 0 0 1
[ 0 1 _a?—c)\% 0
h2 _ 1 b : h3— a?b y
-3 0 0 %
Assim,
—bd"(z) + (eX? 4+ a)d(z) —ad(x
oy = | P @) o) o
ad'(x) —ad"(z) + c\?d(x)
Segue que
bad" (x) — ad'(z)eN* ad(z)e)\* + d(x)a?
o [ o) —at@es adwert + ae) .
—ac\?d(z) bad"” (z) — beA?d (z) + ad'(z)
—(=bd" () + (eX? + a)d(z))a ad (z)b
b [ e+ e e adte) o

—a*d () —(—ad"(x) + cA?d(x))b

4.2 Freqiiencia Critica

Para as freqiiencias naturais (veja [Cos|) A = iw, a natureza das raizes
S12 = %€ e s34 = £id do polindomio P(s) = ab(s* + g*(\)s* — r*()\)) depende do
valor de w. As raizes sy podem ser reais ou imagindrias conforme o valor de e.
Observe que € é real se, e somente se r* > 0, isto é, a — ew? < 0. Para r* < 0,
a — ew? > 0 temos que € é puramente imagindrio, isto é, ¢ = ¢ € com € real nao-
negativo. Em ambos os casos temos que g* + 4r* é real nao negativa para qualquer
w real. Segue que as raizes s34 sao sempre imagindrias puras para w real. O caso €

real ou puramente imaginario pode ser caracterizado pela introdugao da freqiiéncia
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critica w,

Y L it
Ve I,
Entao temos que para:
oL = W s
T — sin(ox
d(z) = ab53< :
ow < W S (s
sinh(ex) — esin(ox
dlw) = ab(e5()62 + (52)( )
oW > We: s 5
esin(ox) — osin(ex
dw) = a(beé)(e2 — 52)( )

4.3 Estudo da matriz U

Escolhendo a base dindmica normalizada (ho(z), hi(z)) temos
U(z) = ho(z)U(0) + hy(z)U'(0)

e a matriz U e o vetor ¢ ficam da forma

. A B
| Cho(L) + DRY(L) Chi(L) + Dh,(L)

U(0)
U'(0)

CcC =

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

Caso 1: quando ao menos uma das matrizes A ou B é nao-singular
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Se A for uma matriz nao-singular: a equagao caracteristica pode ser

simplificada, pois segue de (4.5) e de (4.33) que
U(0) = —A~'BU'(0)

U(z) = (ha(z) — ho(x) A B)U'(0)

[C(h(1) = ho()A™'B) + D(hy (1) — ho()A™'B)JU'(0) = 0

Assim, a equacao caracteristica é dada por
A(N) = det(D(N))
onde D(\) é a matriz 2 x 2 definida por
D(\) = C(hi(l) — ho(DA™'B) + D(K. (1) — hy(DA™'B)  (4.36)

Sao exemplos deste caso as condigdes de contorno B2(3.74),B4(3.76) e

B5(3.77) que estao descritas na pagina 46.

Se B for uma matriz nao-singular: analogamente, a equacao carac-

teritica pode ser simplificada pois, segue de (4.5) e de (4.33) que
U'(0) = —=B~'AU(0)

e entao

U(z) = (ho(z) — h(2) B~ A)U(0)

[C(ho(1) — ha(1)B~1A) + D(hg(1) — (1) B~ A)U(0) =0
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Assim, a equacao caracteristica é dada por

A(N) = det(D(N))

onde D()) é a matriz 2 x 2 definida por

D() = C(ho(1) — ha(1)B™" A) + D(hiy(1) — B, (1) B~ A)

Neste caso encontra-se o problema de Timoshenko com condicoes de

contorno B1(3.73).

Caso 2: quando A e B sao matrizes singulares

A priori ndo conseguimos reduzir a matriz 4. Em particular para as

condigoes de contorno B3 (3.75) conseguimos reduzir a matriz U a uma matriz 2 X 2

D()). Neste caso temos que

Entao U fica,

onde Al = Cho(l) + Dhé(l) = [Al,ij] (& AQ = Chl(l) + Dhll(l) = [Agﬂ‘j]

A B
Ay

sao matrizes 2 x 2. Como U.c = 0, temos

1 00 O
0 00 1
Ay JAD)

1

Co

C3

Cy
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Restringindo o problema a

0
Co A1,1262 + A2,1103 =0 A1,12 A2,11 Co
[ A A, ] . =0= & . =
C3 A1,2202 + A2,2103 =0 A1,22 A2,21 C3
0

Assim conseguimos reduzir U a uma matriz 2 x 2

~ A A
DO\ = 1,12 2,11
Ajgg Agoy

4.3.1 Discussao dos autovalores de D

Para que uma matriz 13()\) € M?**? tenha autovalores simples temos

que achar valores de A tal que posto(D(A\))= 1 e para existir autovalores duplos

temos que achar valores de A tal que posto(ﬁ()\)): 2.

A seguir serd feito um estudo dos autovalores de uma viga de Timo-
shenko para as cinco condicoes de contorno estudadas, lembrando que A = iw, com

w real.(veja [Cos])

4.4 Estudo dos autovalores da viga de
Timoshenko com varias condicao de
contorno classicas

4.4.1 Condicao de Contorno Livre-Livre

Em uma viga livre-livre as condig¢oes de contorno sao dadas por
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wo(0,1) — $(0,t) = 0, ¢:(0,t) =0, (4.38)
0

) ¢x(lat) =0,

que vamos reescrever na forma matricial, chegando a

AU(0) + BU'(0) = 0
CU(l) + DU'(1) = 0

onde

0 —1 10 0 —1
A= ; B= ;O = ;
0 0 01 0 O 01

Neste caso a matriz B é nao-singular, A= C,B=D =1, e B!A = A. Entao,

D = C(ho(l) — ha(1)B~A) + D(R)(1) — K, (1)B"* A)

se reduz a
D = Aho(l) — Ahi(1)A + hiy(1) — R, (1) A
~ beX2d" (1) — ceA*d(l) beA?d(1
5 [revan - exan wxva) )
—acA\?d'(1) aeXd" (1) — cA2(eX? + a)d(])
Teorema 4.1. A2 = 0 é um autovalor duplo do problema de Timoshenko com

condi¢oes de contorno (4.38) e que seus correspondentes autovetores associados

sao quaisquer dois vetores linearmente independentes em R?, em particular temos

Z1 = [1,0]T € ZQ = [0, 1]T .

Demonstracdo. E facil ver que para A = 0, D=0. O]
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4.4.2 Condicao de Contorno Fixa-Livre

As condigoes de Contorno para uma viga de Timoshenko com as ex-

tremidades fixa-livre sao dadas por

w(0,t) =0 0,t) =0,
(0.1 50, 0
ww(lu t) - ¢(l7t) - Ou ¢$(Z7t) = 07
Reescrevendo-las na forma matricial
AU(0)+ BU'(0) =0
cU(l)+DU(l)=0
onde
0 0 -1 1
A= ; B= ;O = ;D=
0 1 00 0 0 01
Neste caso A é nao-singular, A=D=identidade e A~!B = 0. Entao
D = C(h(l) — ho(1)A™"B) + D(K, (1) — h\(1) A~ B)
se reduz a
D = Chy (1) + hj (1)
N abd” (1) — aeX*d' (1) beA?d(l

—a2d"(I) abd” (1) — beX2d'(1)

Teorema 4.2. Todos os autovalores problema de Timoshenko (4.1)com condigoes

de contorno (4.40) fixa- livre sao simples.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que o problema (4.1)-(4.40) nao possui autovalores

duplos. Procurar autovalores duplos do problema (4.1)-(4.40) é equivalente a buscar
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uma solucao para o sistema de equagoes

(

abd” (1) — aeX?d' (1) = 0
d(l) = 0

&'(l) = 0

abd” (1) — beX2d' (1) = 0

\

Da onde segue que A é uma autovalor duplo do problema (4.1)-(4.40) se, e somente
se d(l) = d'(I) = d"(l) = d"(l) = 0 a menos que A = 0. Entretanto tal A ndo existe

pois se A = iw para:

ol — sin(dl)
abd?
d(l) = 0« 0l —sin(6l) =0(5 #0)

O que nunca acontece. Note que d(d = 0,1) = I3/ab.

o W < W,

dsinh(el) — esin(dl)
abed (€2 + §2)
d(l) = 0< dsinh(el) = esin(dl)(d, e # 0)

esinh(el) + dsin(dl)
ab(e? + §?)
d'(l) = 0<% esinh(el) = —dsin(dl)(0,e # 0)

= (€ +6)sinh(e) =0 e=0

Recaindo no caso anterior onde w = w,. Chegamos assim numa con-

tradicao.
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oW > W,

esin(dl) — dsin(el)
abed (€2 — 02)
d(l) = 0« esin(dl) = dsin(el)(e, d, € — 6* # 0)

d(l) = COSCEZZZ__C;”)(EZ) = d'(l) = 0 < cos(8]) = cos(el)(e2 — 5% # 0)
(1) = 225D Fesinle) iy o o bsin(8l) = esin(el)(@—0% £ 0)

ab(e? — 02)

Isto acontece quando § = nw/l e € = (2p 4+ n)w/l onde n,p sao inteiros

nao-nulos. Contudo ainda precisamos que d”(I) = 0. Porém

—6%cos(01) 4 €*cos(el)
ab(e? — §2)

d///(l) —
Entao d” (1) = (—1)"/ab(e + 6).

E se A = 0 recaimos no caso w = w, com ¢ = 0.

Logo nao conseguimos encontrar A que satisfaca as condi¢oes necessarias

para a existéncia de um autovalor duplo. Il
Teorema 4.3. Os autovalores simples do problema (4.1)-(4.40) existem se

—abd" (1) 4+ aeX?d'(1) a’d’(I)

beA2d(l) ~abd”(1) — beX2d'(1)’

com abd” (1) — beX?d' (1) # 0 ou X # 0,d(l) # 0.
Ademais, os autovetores simples sao da forma V = [v1,v5|T onde :
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(i) V = [1,va)" se vy # 0 e vy € dado por:

C—abd"(1) + aeX?d/(1)
vy = bex2d(0) se A #0,d(l) # 0, ou
a’d’(I)
abd” (1) — beX2d'(1)

V2

,se abd" (1) — beA*d' (1) # 0

(ii) V = [v1,1]T se vy # 0 e vy € dado por:

behZd(1) )
(%1 _abd/”(l) +a€)\2d/(l)7se —abd”/(l) +a€)\ d/(l) 7é 070u
abd” (1) — beX2d'(1) .
U1 2" (1) ,se d'(1) #0
Demonstragao. Segue direto de (4.41) 0

4.5 Condicoes de Contorno Apoiada-Apoiada

Relembrando as condic¢oes de contorno sao dadas por:

W(O,t) = O, Cbz(O?t) = 07

(4.42)
w(l,t) =0, ¢.(1,t) =0,

Que na forma matricial podem ser escritas como

AU(0) + BU'(0) = 0
CcU(l) + DU'(l) =0

onde
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Ja demonstramos na sec¢ao (4.3) que

onde Ay = Chy(l) + Dh{(l) e Ay = Chy(l) + DR (1). Onde hg e hy foram deduzidas
em (4.27), (4.28) respectivamente. Assim,

hoai hoi2
A= Y
021 o2
e
A hiin hije
2 pr—
Pior Pias
Portanto,
- ea\? + a?)d(l abd" (1) — (aeX? + a®)d(l
=[x v O-texraan]

(eX? +a)(ad"(1) — cN2d(l)) —a?d"(l)
O problema (4.1)-(4.42) apresenta autovalores simples quando posto(D)
= 1. Isto acontece quando e\? + a = 0, isto ¢, quando w = w,; e quando d”’(I) # 0.

Neste caso a matriz D fica

~ 0 abd’"(l)
D(eX +a=0) =
0 —a?d"(l)
Temos que quando w = w,
(1) = sin(d1)
~abs

Entao precisamos impor § # nm/l onde n é inteiro nao-nulo para que eA* + a = 0

seja um autovalor simples de B3.
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O problema (4.1)-(4.42) apresenta autovalores duplos quando posto(D)
= 0. Entao procurar autovalores duplos é equivalente a buscar uma solucao para o

sistema

(ca)? + a2)d(l) = 0
abd”(l) — (aeX? + a?)d(l) = 0
(eA? +a)(ad"(l) — cX¥d(1)) =0
\ —a?d"(l) =0

Da onde segue que d”(1)=0 e
(eX? +a)d(l) =0

(eX? + a)A2d(1)) = 0

Entao para que exista um autovalor duplo é necessario que d”(1)=d(1)=0 quando

e’ +a # 0 ou que d”(1)=0 e que eX*> +a =0

Se eA? + a # 0, ja4 vimos no caso (4.40) que d(1)=d”(1)=0 ¢ satisfeita

quando w > w,. e § = nw/l e ¢ = pr/l para n,p inteiros nao-nulos.
Se eA? + a = 0 temos

sin(d1)
abd

d//(l> —
entao
d"(l) =0 < sin(dl) = 0(0 #0) & 6 = nn/l
onde n é um inteiro nao-nulo.

Logo eA? + a = 0 é um autovalor simples de B3 se § # nr/l e um

autovalor duplo se 6 = nm/l. Desta forma provamos o teorema anunciado a seguir.

Teorema 4.4. O problema de Timoshenko (4.1)-(3.75) possui autovalores duplos

seeX’+a#0, w>w.ed=nn/l ee=pnr/l para n,p inteiros nao-nulos. Além
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disso, eA*+a = 0 é um autovalor simples de (4.1)-(3.75) se 6 # nw/l e um autovalor

duplo se 6 = nw/l
Teorema 4.5. Os autovalores simples do problema (4.1)-(3.75) existem se

B (eX? + a)d(]) _ (eX? + a)(ad" (1) — cA\*d(1))
bd" (1) — (eA? 4+ a)d(l) a?d"(l) ’

com bd"(l) — (eA? + a)d(l) # 0 ou d"(l) # 0.

Ademais, os autovalores simples sao da forma V = [vy,ve]T onde :

(i) V = [1,va)" se vy # 0 e vy € dado por:

_ (eA? + a)d(l) // 2
vy = T3l — (e 1 a)d(l),se bd" (1) — (eA* +a)d(l) # 0
(eA? + a)(ad"(1) — cA*d(1))

vy = 20 (1) ,se d'(1) #0

(ii) V = [v1,1]T se vy # 0 e vy € dado por:

b (1) — (eX? + a)d(])

v = (32 + a)d(l) ,se d(l) #0,o0u
_ CLQd”(l) se ad” —c 2
U T @ () = eaqy ¢ 4D —exdl) £ 0

Demonstragao. Segue direto de (4.43) ]

4.5.1 Condicoes de Contorno Fixa-Fixa

Vamos analisar o problema de Timoshenko sujeito as condicoes de con-

torno

{ w(0,t) =0, ¢(0,1) =0, (4.44)
w(l,t) =0, ¢(l,t) =0,
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Podemos escrever as condigoes de contorno na forma matricial

AU(0) + BU'(0) = 0
cU(l) + DU'(l) = 0

onde

Neste caso A é nao-singular, A=C=I , B=D=0 . Entao
D = C(h(l) — ho(1)A™"B) + D(K, (1) — h\(1) A~ B)

se reduz a

5 abd” (1) — (aeX? + a?)d(l) abd'(1)
—a2d/(l) abd” (1) — beA2d(1)

(4.45)

Teorema 4.6. O problema de Timoshenko (4.1)-(4.44)possui autovalores duplos so-

mente se w > we,0 =nm/l,e = (2p+n)n/l.

Demonstracdao. Procurar autovalores duplos é equivalente a buscar uma solucao para

o sistema

abd” (1) — (aeX* + a*)d(l) =0
d(l)=0
abd” (1) — beA*d(1) = 0

Da onde segue que A é uma autovalor duplo de B4 se e somente se d(1)=d’(1)=d” (1)=0

a menos que (ae — bc)\? +a = 0.

Do problema B2(4.40) sabemos que nao existe A tal que d(1)=d”(1)=0

para W = we, W < We.
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Também de B2(4.40) temos que quando w > w,. esta condigao é satis-

feita para um A tal que 6 = nw/l,e = (2p +n)mw\L.

Entao existe autovalores duplos no problema B4(4.44) somente se w > w,,

d=nn/l,e=(2p+n)r/l. O
Teorema 4.7. Os autovalores simples do problema (4.1)-(4.44) existem se

(aeX? + a?)d(l) — abd” (1) a’d'(I)

abd' (1) ~abd"(l) — beX2d(l)’

com abd" (1) — beX?d(l) # 0 ou d'(1) # 0.

Ademais, os autovalores simples sio da forma V = [vy,ve]T onde :

(i) V = [1,09)" se vy # 0 e vy € dado por:

_ (aeX* +a?)d(l) — abd" (1) ,
vy = b (1) ,se d'(1) #0
a’d'(1)
abd" (1) — bex2d(l)

,se abd” (1) — beA?d(l) # 0

(ii) V = [v1,1]T se vy # 0 e vy € dado por:

_ abd (1) )
T e T a?)d(l) — abd" (1) (aeA? + a®)d(1) — abd" (1) # 0, 0u

abd” (1) — beA2d(1)

v = 2 (1) ,se d'(l) #0

Demonstracao. Segue direto de (4.45) O
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4.6 Condicoes de Contorno Fixa-Apoiada

As condigoes de contorno do problema (4.1) com extremidades fixa-

apoiada sao:

w O, t - 0, O’t - 07
(0.1 5(0.1) o
w(l,t) =0, ¢.(1,t) = 0.
Reescritas na forma matricial
AU(0)+ BU'(0) =0
cul)y+DU(l)=0
onde
10 00 00
A= ;. B = ;C = o D=
0 1 00 00 0 1
Neste caso A é nao-singular, A=I , B=0 e A™'B = 0. Entao
D = C(h(l) = ho(l)A™"B) + D(W, (1) — hi\(1)A~' B)
se reduz a
D = Chy(l) + DR,(1)
~ bd" (1) — aeX*d' (1) beA2d(l
5 [ abar@ —aevay veran) .

—a2d"(l) abd” (1) — beA2d'(1)

Teorema 4.8. O problema de Timoshenko (4.1)-(4.46) nao possui autovalores du-
plos.
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Demonstragao. Procurar autovalores duplos é equivalente a buscar uma solucao para

o sistema

([ abd” (1) — aeX2d'(1) = 0
d(l) = 0
&(1) = 0

| abd(1) — bex2d/(1) = 0

Da onde segue que A é uma autovalor duplo do problema (4.1)-(3.77)
se e somente se d(1)=d’(1)=d”(1)=d”’(1)=0 a menos que ae —bc = 0 ou A = 0; ou se

d’(1)=d” (1)=d”’(1)=0 quando ae — bc =0 ou A = 0.

Do problema B2(3.74) sabemos que nao existe A tal que d(1)=d”(1)=0

para w < we.

Também temos que quando w > w, ndo existe A tal que d(l) = d'(I) =

d"(1) = d" (1) = 0.

No caso de w = w, basta que d’'(1)=d” (1)=d”’(1)=0. O que nao acontece

para nenhum valor de A pois

d'(l) =0« cos(dl) =1

d"(l) =0« cos(dl) =0
E chegamos assim num absurdo.

Logo, o problema B5 nao possui autovalores duplos para nenhum w

real. O

Teorema 4.9. Os autovalores simples do problema (4.1)-(3.76) existem se

abd” (1) — aeX?d'(1) a’d’ (1)

beA2d(1) ~abd”(1) — beX2d/ (1)’
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com abd” (1) — beA?d'(1) # 0 ou Ad(l) # 0.

Ademais, os autovetores simples sio da forma V = [vi,vs]T onde :

(i) V =[1,0)" se vy #0 ewvy € dado por:

_abd"(l) — aeX*d'(1)
bex2d(D)
a2d//(l) u 2

vy = ~abd (0] —bc)\Qd’(l)7se abd" (1) — beA“d'(1) # 0

,se d(l) #0,A#0

(ii) V = [v1,1]T se vy # 0 e vy € dado por:

beX2d(l) 2
U1 = _abd///<l) _ U/GAQd,(l>78€ abd///<l> — ael d/<l) ;é 070u
bd" (1) — beX2d' (1
= _ abd"{l) ~ be (),se d"(1) #0

a?d" (1)

Demonstracao. Segue direto de (4.47)
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5 EXPANS}O ASSINTOTICA DE
EQUACOES CARACTERISTICAS DO
MODELO DE TIMOSHENKO

J4 foi visto no capitulo 4 que as solugoes exponenciais para o problema

de Timoshenko

pwi(x,t) — K(wee(2,t) — ¢u(z,t)) =0, O<z<[t>0 (5.1)
Lbw(w,t) — Bl — K(wa(z,t) — ¢(z,1) =0,  O<z<Lt>0 '
sao dadas por
U = MU (2) (5.2)
onde U = [w(z,t), ¢(z,t)]T e U = [w(z), ¢(z)]T, com
U(z) = ho(x)U(0) + hy(x)U'(0) (5.3)
onde
ho(z) = 1 (2)M + h(x)C (5.4)
hi(z) = h(z)M (5.5)
[ “K 0 [ 0 K }
M = C = .
0 —FEI -K 0
Ja vimos também em (4.26) que,
M) = —bd"(z) + (eN* + a)d(z) —ad'(z) (5.:6)
ad' () —ad"(x) + cA\?d(x)
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onde

Como

d sinh(ex) — esin(dx)
d pu—
(@) abed(e? + §2)

Substituindo (4.27) e (4.28), temos

Uz) =

|

|

bad” (z) — ad' (x)eX? ad(x)eX? + d(z)a? ] | | w(0)
—ac\?d(z) bad" (z) — beA*d (x) + a*d'(z) | | (0)
—(=bd"(x) + (eN* + a)d(x))a ad'(x)b | W'(0)
—a’d' () —(—ad"(z) + cA\?d(x))b || ¢'(0)

As componentes de hg e hy podem ser escritas na forma

wi(z, \)

wo(z, \)

¢1 (.27, )\)

ng(.%, )\)

ws(z, \)

wy(z, N)

¢3($, )\)
¢4(l’, )\)

bad" (z) — ad'(x)e)?

1
- (1 — A) cosh /g x — (e — A) cosh /1 x) ;
1= M2

ad(z)eN* + d(z)a?

B 1. 1.
g (N/,ul lsmh,/,ula;—\/ug lsmh‘/uga:) ;
17— M2
—ac)?d(z)
AC -1 . -1 .
o <\/,u1 sinh /1 x — /1o~ sinh /o m) :
17— M2

bad" (z) — beN*d (x) + ad' (z)

1
1 — ((11 — B) cosh \/uz © — (2 — B) cosh /1 @) ;
1= M2

—(=bd"(z) + (eX? + a)d(x))a

1 1. ~1 .
- <(u1 — B)/n 'sinh /i @ — (pe — B) /i 1smh\/;Tgx> ;
ad'(z)b = — (cosh \/p1 & — cosh /o ) ;
—a’d (r) = (cosh y/py @ — cosh /s ) ;

M1 — M2
—(—ad"(x) + cA\*d(x))b

! <(/~01—A)\//T1_181nh\//7117—(ug—A)\/pTg_lsinh\/pTgx> )

M1 — 2
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onde

c e a a
A=\ B=_-\+— C=—- 5.8
" T b (5:8)
e iy e o as duas raizes da equacao quadratica
p—(A+B+C)u+ AB = 0. (5.9)

Assuma que pqy # g, entao w e ¢ sao dados por

w(z,t) = w(0)wi(z,\) + d(0)ws(z, \) + ' (0)ws(x, A) + ¢ (0)ws(z, \)

¢(x,1) = w(0)¢1(z, A) + ¢(0)da(x, A) +w'(0)ds(x, A) + ¢ (0)¢a(z, A).

5.1 Determinantes Caracteristicos

Para considerar o problema de autovalor A; (3.78), assumimos A € iR
tal que a equagao (AI—A;)Y = 0 tenha solugdo nao-nula Y = [w, Aw, ¢, A\p|” € D(A;).
Temos

Y(z) = w(0)Y1(A) + ¢(0)Y2(A) + ' (0)Y5(A) + ¢/(0)Ya(N)

onde

Yk? = [Wk(fﬁ, A),)\OJ]{;(ZU, /\)7¢k’(x7 A)qubk(xaA)]T? k= 17273a4'

Sem perda de generalidade, considere p; # ps. Substituindo as férmulas das solugoes

dadas acima chegamos no determinante caracteristico de Ay, que é dado por

0 —1 1
Di(N) = | WA =i (1,N) Wyl N) — (L, N) wh(l,N) —os(l,N) | =0, (5.10)
AUPY P (L, A) ¢5(1, A)
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de A,, que é dado por

Do\ = | B =0, (5.11)

Ds(A) = =0, (5.12)
de Ay, que é dado por

Dy(\) = =0, (5.13)
de As, que é dado por

Ds(A) = =0, (5.14)

Para ilustrar mostraremos como foi obtida o determinante caracteristico para o

operador As, o problema de contorno fixa-fixa. Sabemos que:
Y (A 2) = w(0)Yi(A) + ¢(0)Y2(A) + w'(0)Y3(A) + ¢'(0)Ya(N)

onde

Vi = [wir(@, ), dwp(z, N), o (2, N), A (2, V)], k=1,2,3,4.

Aplicando as restrigdes do dominio D(A3), w(0) = ¢'(0) = 0, temos

Y (1) = ¢p(0)Y2(A, 1) + o' (0)Y3(A),
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e aplicando as condigoes de contorno do dominio D(Aj3), w(l) = ¢'(I) = 0, obtemos

o]

- ws (1) ] 0
Y\ 1) = ¢(0) Awa (1) L (0) Mas(l) | 0
¢2(1) ¢5(1) (1)
RN | Aos(l) || hel)
@) | w0 || o |
vy =s | 40| 4| 40| 2|0
95(0) 94 (0) 0
| A1) | e || o
Segue que,
P(0)ws(l) + o' (0)ws(l) = 0

#(0)5(1) +w'(0)¢5(1) = 0.

Reescrevendo na forma matricial

segue o determinante caracteristico de Aj.
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5.2 Expansao Assintética

Temos as seguintes expressoes assintoticas para o determinantes carac-

terfsticos (quando [Im\| — oo) ?

Di(A\) = M\pipysinh(pAl) + O(1),

1
Dy(X) = cosh(p1Al) cosh(paAl) + O (F) :

[\

Ds(A\) = sinh(piAl) sinh(ps\) +0(Ai)’

Ds(N) = %[sinh(pl)\l) sinh(paAl)] + O (%) ,

[sinh(p1 Al) cosh(paAl)] + O (%) ,

> =

onde p? = c/a e p3 = ¢e/b.

Novamente, para ilustrar, iremos detalhar como foi obtida a expansao

assintética para o polindmio caracteristico D(As).

Temos que

'Dizemos que uma funcio f(z) é da ordem de uma funcdo g(x) e notamos f(x) = O(g(x))
quando x — xg se

onde C é uma constante.
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1

Dy(A) = = ) {(m — A) (1 — B) cosh® /1y 1

—[(p2 = A)(p1 — B) + (p1 — A)(p2 — B)] cosh \/puy I cosh \/piz |

+ (2 — A) (2 — B) cosh® /115 L}

C

e {(11 — A) cosh® /i1 1

—[(p2 — A) + (1 — A)] cosh /11y L cosh /i3 1

(5.20)
+ (p2 — A) cosh® \/iz 1}
C : . 2
—m [\/ESlnh \/EZ — \/ESll’lh \//Tll]
C . 19
_m {(,Ul — A)sinh®\/pq 1
—[(p2 — A) i (11 — A) /12 sinh /gy Lsinh (/i3 |
+ (g — A) sinh? Vizl}.
Iremos precisar das seguintes equacoes:
N, 2 2
=" (3 + 03+ (03 - V) (5.21)
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2

A
pe = 5 (0t 4+ = (o} = A)VA) (5.22)

onde
2 2

Pp W
A=1-14 = (5.23)
pr— P3N

com w? = c/e.

Com um pouco de paciéncia podemos facilmente chegar que

Z_] _o): (5.24)
n o)
% _0 (%) ; (5.26)
ﬁ _0 (%) ; (5.27)

para j =1,2.

Utilizando (5.24)-(5.28), podemos reescrever (5.20)

Do) = 2 = A = B) + (1 = A)(p2 ~ B)]

1
cosh +/uq [ cosh +/ l+0<—).
(111 — 12)? & " \2

(5.29)

Através de simples calculos podemos reduzir a equacao acima a

At = p3)?

1
Dy(N\) = TR cosh y/p1 Lcosh \/pg L + O (ﬁ) : (5.30)
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Utilizando (5.23) temos

1 1
Dy(N) = x cosh /1 L cosh /2 1+ O (ﬁ) . (5.31)

Quando |[ImA| — oo é facil ver que A — 1 e, conseqiientemente 1y —

Np? e py — N?p3. Ademais cosh ,/zi; [ fica limitado.

Assim podemos concluir que

1
Dsy(X) = cosh pyAlcosh poA 1+ O (ﬁ) (5.32)
quando [ImA| — oo .

Analogamente chegamos as outras expansoes assintoticas.

Defina
f(A) = cosh py Al cosh po A 1. (5.33)

E natural pensar que os zeros de f(A) e de Dy(\) estejam préximos quando [ImA| — oo.
Onde os zeros de f(A) sdo dados por:

2(n+ 1)mi

T

Este problema é abordado em [Ge-Mc] e em [Vu-W-Xu-Y].
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