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PREFA,CIO 

A famosa fungao delta de Dirac, definida 
em geral por 

S(x) = 0; 	x # 0 

cam a propriedade c -4-E 

S(x) dx = 1 
J -6 

4 bastante conhecida daqueles que j4 estudaram ele-
tromagnetismo, em tratados modernos, ouMecanicaquan 
tica. 

Todos concordam em atribuir a Dirac o me-
rit() da introdugao da delta em fisica matematica, 
pots apesar de ter sido de Hertz a id4ia de usar u-
ma tal fungao, em um artigo seu sabre Mecdnica Esta 
tistica, nao resta ddvida ter sido Dirac que em pri 
metro Lugar a usou extensivamente em seu livro "Quan 
tum Mechanics", depois de estabelecer suas princi-
pais propriedades. 

Pela definigao usual, concluimos tratar-
-se, coma dizem Morse e Fesbach, de uma fungao "patold 
gica" par nao possair "propriedades fisicas"normais 
de continuidade e derivabilidade no ponto 	x 9  0. 
Sob ponto de vista matematico, a 6(x) nao 4 	uma 
fungao Lpesar disto, a 8(x) tratada formaimente 
como fungao nos permite estabelecer ana serie de pro 
priedades e o use fiestas propriedades nospermite ob 
ter resultados corretos. 



Recentemente, v4rios autores, tais 	coma  
Schwartz, Temple, Mikusinski l  etc., desenvolveram a 
teor:ia das fungoes generalizadas ou distribuigOes, 
estando a delta incluida nesta classe de fungoes. 

No presente trabalho, pela limitagao 	de 
tempo e espago, nao seria possivel um tratamento cam_ 
pleto doassunto. Nestas condig3es, uma escolha se 
impunha entre duas possiveis orientagOes: 

1 4 - Estudo da delta dentro das teorias da 
distribuigao e das fungoes generalizadas, sob umpon 
to-de-vista essencialmente matemtico; ou: 

2 4 - Estudo das propriedades formais da del 
ta, assuntos que envolvem a delta e aplica93esapro 
blemas fisicos. 

Escolhemos a 2 4  par razbes que nos parece 
ram obvias em um concurso para a cadeira de Fisica 
I da Escola de Engenharia. 

Esperamos, sinceramente, possa, esta pe-
quena monografia, ter alguma finalidade a14m daque-
la decorrente de exiOncia regimentar. 

POrto Alegre, dezembro de 1963 

H.F. de Azambuja 
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1.- FUNQAO DE HEAVISIDE 

1.1 - DEFINIcXO  

A funggo de Heaviside, tambdm chamada fun 
ggo ressalto, que indicaremos por H, 	definida por: 

0 -‘21-x < 0 
1 	 > 0 

e tem como grAfico (Fig. 1.1-1). 

I
t  

0 

Fig. 1.1-1 

Fisicamente esta funggo deve ser pensada 
camo idealiaaggo da fungao continua representada na 
fig. 1.1-2 pars 

0 
6 

Fig. 1,c,1-2 
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Assim, per exemplo, o potencial M(x) do 
sistema na fig. 1.1-3 seria representado por131112  fun 
gao de Heaviside: 

1(x) = 	H(x) 	 (1.1-2) 

'N‘  

      

      

      

      

  

H 

 

   

      

       

Fig. 1.1-3 

Outro exemplo seria a aplicagao de 	UMEI, 

ftr2a F o  aplicada no instante t = 0. Como a apli 
cacao da f8rga nao a instantFnea, a variagao de F 
com o tempo series: 

F(t) = Fo  H(t) 	 (1.1-3) 

1.2 - YUKIO H(x xo)  

De acOrdo com a definigao em 1.1 temos: 

H(x xo) 	0 x xo  < 0 ou x < xo  
1 	x xo  > 0 	ou x > xo  (1.2-1) 

0 grLfico da fungao seria o da fig. 1.2-1. 

x. 

Fig. 1.2-1 
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H(x x0 ) seria a idealizacao da funcgo 
indicada em tracejado. 

1.3 - YUKIO H(-x)  

De acardo com a definicao de 1.1 9 temos: 

H(-x) 0 -v" -x < 0 	ou x > 0 = 1 	'fit -x > 0 	ou 	x < 0 (1.3-1) 

0 grAfico da funcgo estA representado na 
fig. 1.3-1. 

Fig. 1.3-1 

H(-x) seria a idealizacgo da funcgo indica 
da em traCejado. 

1.4 - YUKIO H(xn x)  

De acordo com a definiggo de 1.1, temos: 

H(xo  - x) 0 xo  x < 0 x > xo  = 1 	xo  -x>0 	x< xo 	( 1 .4-1 ) 
0 grAfico de H(xo x) estL representado 

na fig. 1.4-1. 

Fig. 1,4-1 
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Temos naturalmente de (1.4-1) e (1.2-1) 
que: 

H(x - x0 ) + H(x 0 	x) = 1 	x # x0  (1.4-2) 

1.5 - DERIVADA de H(x)  

Se pensarmos H(x) como limite de fungi° 
continua a derivada H 1 (x) terA a forma indicada 
na fig. 1.5-1 e possui a propriedade: 

5+E 
HI(x) dx = 1 

E 
(1.5-1) 

5+ op 
H , (x) dx = 1 	 (1.5-2) 

011: 

co H (x) 

x 

Fig, 1,5-1 
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Veremos que a propriedade (1.5-2) C carac 
ristica da fungao delta a ser introduzida na secgao 
2. 

A H(x) tem derivadas sucessivas 	H 1 (x), 
H"(x), etc. 

1.6 - FUNQA0 r1(x; xi, x2)  

Vamos definir a fungao Fl(x; x i , x2 ) por 

11(x; x 1 , -x4) = 11(x - x 1 ) - H(x - x2 ) (1.6-1) 

ou seja: 

0 	xIt(xl , x2 ) 
n (X; xi,  X2) = 1 	x EE (X i , x2) (1  .6-2) 

0 grAfico da fungao est& representado na 
fig. 1.6-1. 

 

.7. 7.  

	

/ 	 \ 

	

I 	 I 
/ 

	

/ 	 I 

	

/ 	 l 
/ 	 \ 

 

0 Zs 
	 z 

Fig. 1.6-1 

Esta fungao serve para representarfungOes 
restritas a um interval() (x i , x2 ). 

Assim, por exemplo y  a fungao definida por 

g(x)  fo (x) x 

x 

(x i , x2 ) 

(xl, 	x2 ) ( 1 .6-3) 

representada por 

g(x) = 	r1(X; Xi, x2) f ( x ) ( 1 . 6-4) 

0 grafico desta representagao pode ser vis 
to na fig. 1.6-2. 



g (x) 
	 f (x) 

n (x xi  ;4 

I 

X 

Fig. 1.6-2 

1.7 - PROPRIEDADES DE INTEGRAIS  

1.7.1 - Integral Definida  

Das definig3es das fungOes R(x - x i ) 	e 
Mx; xi , x2 ) temos de imediato as propriedades: 

,c x2  
f(x) H(x - x0) dx 	f(x) dx 	(1.7-1) 

xi 	 a 

onde: [a; p] 	[x1,  x2] n  [xo , 03] 

icx2 
f(x) fl(x; 	dx 	f(x)dx (1.7-2) 

xi 	 a 

onde: [a; p] a [X if x2] n Exl ,  

1.7.2 - Integral Indefinida 

Temos a propriedade 

.cH(x - x0 ) dx = (x - x0 ) H(x - x0) 	C (1.7-3) 

Justifica-se a propriedade por: 
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(717c  E(x xo) H(x xo ) 	C] = 

	

= H(x - x0 ) 	(x x0 ) H ,  

e 

(x x0) H , (x - x0 ) = 0 

Sem dlivida esta demonstracao 4 formal. 

1 0 8 - REPRESENTAQI0 INTEGRAL DA FUNQIODFiTTRAVISIDE  

A funcgo de Heaviside 11(x) pode ser ex-
pressa em forma Integral: 

1 
H(x) = 2ni 	K 

dK 	(1.8-1) 

no piano complex°, onde C indica o cont8rno especi-
ficado na fig. 1.8-1. 

Fig. 1.8-1 

Esta integral pode ser calculada pela teo-
ria dos residuos. 

x > 0 

Neste caso podemos fechar o cont8rno por 
um semi-circulo de raio f--•-op no semi-piano in-
ferior. A contribuicgo ao longo do semi-circulo 6 
nula. 
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Assim usando o teorema dos residuos: 

-iKx 	 -iKx 
e 

 • 
dK = 2ni Res. {e  K  • K = 0]

K  

COMO: 

[e-iKx  Reg. 	K = 0] = 1K 

veto.: 

1 	-iKx . 1 	(1.8-2) 

para x > 0. 

x < 0 

Pechamos o contorna corn um semi-circulono 
piano superior. Novamante a contribuicao ao longo 
do semi-circulo se anula. 

e-iKx 
Como 	K  nao tam pOlos dentro deate con 

K 
dK = 0 

C 

Assim para x < 0 

-iKx 
1 	 cl.K . 	0 

2ni 	K 	= 
(1.8-3) 

As integrals (1.8-2) e (108-3) nosnmetram 
a validade da. reprasentagao (1.8-1) para R(x). 

2Tri 

terno 

e-iKx 

--oo0oo-- 
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2. - A FUNQAO DELTA  

Propriedades e Ortonormalizagao  

2.1 - INTRODINAO 

Suponhamos uma f8rga concentrada P na on 
gem de um sistema. A fOrga concentrada em um ponto 
6 uma idealizagaomatemdtica. Flsicamente 4 uma car 
ga distribulda 	q(x), 	em uma vizinhanga do 	ponto 
consi.derado (Fig. 	2.1-1). 

q(x) 

0 0 
Fig. 2-1-1 

e tal que 

q(x) dx 	P 
	

(2.1-1) 

Vamos introduzir a fat:1ga° 6(x) come de-
finida somente em uma vizinhanca da origem e com a 
propriedade 
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c+e 
6(x) dx = 1 
	

(2.1-2) 
-6 

A carga concentrada P poder6 ser represen 
tada pela carga distribuida 

q(x) = P 8(x) 	 (2.1-3) 

uma vez que 

q(x)  	P 	6(x) dx = P 
J-6 
A fancgo 6(x) 6 geralmente definida por 

6(x) = 0 	x # 0 

com a propriedade 

S ®
6 
 6(x) dx = 1 

Em probiemas ,. que envolvam grandezas con-
centradas, estas poderao ser representadas por in-
term4dio de fungOes delta, e o use das propriedades 
formais que veremos a seguir nos conduz a resulta-
dos corretos. 

2.2 - PROPRIEDADE  

8(-x) 	6(x) 	 (2.2-1) 

uma, propriedade decorrente da propria 
definicao, 

2.3 - PROPRIEDADE 

ou tamb4m: 
£(x) 5 (x) 	f(o) 8 (x) 

c +00 
f(x )b(x ) dx . g(o) 

- co  

(2, 1-4` 
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uma vez que a propriedade bksica 4 

(+CO 
S(x) dx = 1 

_ co 
Conv6m 	notar 	que 	a propriedade 

(2.3-1) assim como as que veremos a seguir t6mi sig-
nificado sOmente quando sob sinal de integral. 

A propriedade (2.3-1) ou (2.3-2) justifi-
ca-se pelo teorema da media. 

Sejam f(x) e g(x) duas fung6es inte-
grAveis em [a, b] e g(x) 1 0. 

0 produto g(x)f(x) 	tamb4m integravel. 
Se 1 e L sao os extremos de f(x) no 	interval° 
[a, b], entao pelo teorema da mddia existe um mime 
ro m: 1 m a L tai que 

f(x)g(x) dx = m 	g(x) dx 	(2.3-3) 
a 	 a 

Se f(x for continua em [a, b] existi 
rd um ponto 	eta" b] para o qual m = f(5). 

ABSiM teremos para a (2.3-3) 
c) 

f(x)g(x) dx = f() 5 g(x)dx 	(2.3-4) 
a 	 a 

Vamps aplicar a (2.3-4) as fungBes f(x) e 
5(x), pensando a 8(x) como limite duma sucessao 
de fungOes com a propriedade bAsica (2.1-2) 

c +6  
+E 

f(x)S(x)dx = f(5) . 
	
5(x)dx = f() 	(2.3-5) 

sendo E [-e, +el representa o valor de f 
numa vizinhanga arbitrdria da origem e podemos subs 
tituir f(5) pelo valor de f na origem f(0) sem 
err° aprecidvel. 

Se f nao 4 definida na origami, usamos: 
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lim 
5-4-0 

Esta propriedade estende-se de imediato 
para o caso 5(x - a) 

c+ 	f(x)5(x - a)dx = f(a), 
J- 03  

fazendo x-a=y e usando a (2.3-2) 

if  c° f(y + a)5(y)dy = f(a) 
- co 

(2.3-6) 

Os limites de integracgo nao precisam ser 
estendidos de -co a +co, mas devem incluir o ponto 
"a" considerado. Comumente as limites de integragao 
sao omitidos em tail integrais ficando subentendido 
que o domlnio de integraggo 6 conveniente. 

2.4 - PROPRIEDADE  

x6(x) = 0 	 (2.4-1) 

ou 

S f(x)x8(x)dx = 0 	 (2.4-2) 

A justificagao 6 imediata pela proprieda-
de anterior (2.3-1) ou (2.3-2) quando consideramos 

f(x),x = g(x) 

e que g(0) = O. 

2.5 - PROPRIEDADE  

5(ax) = a-15(x) 	 (2.5-1) 

Usamos a propriedade b4.sica (2.1-2) 

E8(y)dy = 1 
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e fazemos 

y = ax 

dy = adx 

,5(ax)adx = 1 

S5(ax) dx = 	s(x)dx  
55(ax) dx = E a  5(x)dx 

Daqui sai a propriedade (2.5-1). 

A relaggo (2.5-1) vale sob sinal de inte-
gral, mesmo se no integrando apareoaroutra funcao: 

	

Sf(x)5(ax)dx = 	L)(1  dx. 

2.6 - PROPRIEDADE  

a K 
43- 5(Kx) = 	42- 8(x) 	(2.6-1) 

Demonstra-se usando a propriedade ante-
rior (2.5-1) 

	

el(Kx) = 	8(x) 

e derivando em relagao a K 

--a- 5(Kx) 	- 	8(x)K K2 

Naturalmente a propriedade estende-se as 
derivadas de maior ordem: 

an 
3K11- 8(1( ) = (_

1 )21 311 	6(x)  
Kn-i 

(2,6-2) 
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2.7 - PROPRIEDADE  

(x - a)6(x) = -a 6(x) 
	

(2.7-1) 

Temos usando a (2.4-1) 

(x - a)6(x) = x6(x) 	a6(x) = -8.6(x) 

2.8 - PROPRIEDADE  

x8(x - a) = agx - a) 	(2.8-1) 

Fazendo f(x) = x e usando a propriedade 
(2.3-6) 

S xf(x),5(x 	a)dx = af(a) = 
f(x)a5(x - a)dx. 

2.9 - PROPRIEDADE 

Xol(X) = -6(x) 	 (2.9-1) 

f(X)X6 1 (X)011X = 
-co 

fazendo 

vems 

u = xf(x) 

dv = 8 1 (x) 

du = f(x) + xfqx) 

v = 6(x) 

= [xf(x)8(x )r a) 	 + xfq )]5(x)dx 
-co 

coma x6 (x) = 0 conforme (2.4- 1 ) 

J 
c+c° f(x)8(x)dx 
 _ co  
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Desta igualdade sai (2.9-1). 

Temos tambem 

xnS'(x) =-xn-i6(x) 
	

(2.9-2) 

relagao que se demanstra da mesma forma usando xnfOO 
em vez de xf(x). 

2.10 - PROPRIEDADE  

(x 	a) ,5 1 (x) . -6(x) - 2.5 1 (x) 	(2.10-1) 

Sai comp consequOncia da relagao (2.9-1). 

2.11 - PROPRIEDADES  

n  

f(x)6 (n) (x)=>  , (-1) r ( 1 , (r) (0)5 (n-r)( 	(2.11-1 
r=o 

n  

f(x)o (n) (x- a) => , (-1)r(11.1 )f(r)(a)(0-1)(x- a) (2.11-2) 
r=o 

Vejamos para n = 1 

[f(x),5(x)T = [f(0)8(x)]' = f(0)5 1 (x) 
	

(2.11-3) 

por outro lado 

[f(x)8.(x)]' = fl(x)5(x) + f(x)b 1 (x) 	(2 . 11 °4) 

de (2.11-3 e 4) 

f(0)8 1 (x) = fl(x)8(x) + f(x)8'(x) 

e usando a propriedade (2.3-1) 

f(x)8 1 (x) 	f(0)8 1 (x) 	fl(0)s(x) (2.11_5) 

Vejamos para n = 2 

[f(x)8(x)]" = [f(0)8(x)r = f(0)6"(x) 	(2.11-6) 
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por outro Lado: 

[f(x)8(x)J" = /[f(x)8(x)TJ ,  = 

= [fl(x)8(x) + f(x)6'(x)] ,  = 

= fll(x)5(x) + 2fl(x)8t(x) + f(x)8"(x) = 

usando as propriedades (2.3-1) 

= f"(0)6(x)+219 (0)8'(x)-2f"(0)8(x)+ f(x)6"(x) 

(2.1177) 

de (2.11-6 e 7) 

f(x)8"(x) = f(0)6"(x) + f"(0)80(x) 	2f 1 (0)8 1 (x) 

n=2 .  
=> 4  (-1 )r i n  f (r) ( 0)8n-r (x) (2.11-8) 

r=o 

Generalizando vem a (2.11-1) 

f(x)8 (n) (x) => 
 : 

(-1)r()fr(0)8(n-r)(x) 
T=0 	 r  

Se fizermos (x a) = y em 

f(x)6 (n) (x - a) 

e usando a propriedade anterior 

f(Y 	a)8(11) (Y) => ,( -1 ) T©fr ( ) 5(n-r) (Y) 
r=o 

ou seja a (2.11-2). 

2.12 - PROPRIEDADE  

x11  8( 11 )(x)= (-1) n  n1 8(x) 	(2.12-1) 

imediata pela (2.11-1) quando f(x) =x11, 
pois 
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f (r) (0) = 0 	; 	r = 0, 1, 2 	( n. - 1 ) 

e para r = n 

f (n) (x) = n: 

ficando o somAtorio reduzido a (-1) n  n! 5(x). 

imediata tamb4m a relagao 

(x 	a)11,5 11 (x) = (-1)n  n! 	- a) (2.12-2) 

2.13 - PROPRIEDADE 

8(x - xi) 
8Ig(x)] = (2.13-1) 

onde xi sao os zeros da g(x) p  isto 4: 

g(xi) = O. 

Consideremos a fungao o(y) sendo y= g(x). 
A fungao 6(y) tem val3res apreciAveis na 

vizinhanga de y = 0 ou seja nas vizinhangas dos 
zeros da g(x). 

Considerando 5Eg(x)] como fungao compos 
to de x, obteriamos o grAfico da figura (2.13-1). 

Fig. 2.13-1 

Na realidade o[g(x)] representa um con-
junto de fungoes o definidas nas vizinhangas dos ze-
ros da g(x). 
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Formalmente: 

g(x) = gi (x)H(x 0  x) + g2 ( )H(x - x0 ) 

derivando: 

g'(x) = gl(x)H(x0 	x) + ggx)H(x xo
) 

+ gi  (x)H (x o  - x) + g2 (x)11 1 (x- x0 ) 

COMO: 

FP( - x0 ) = o(x - x 0 ) 

H' (x0x) = -8(x - x 0 ) 

conforme (14-2), vemo 

g'(x) = gl(x)H(x 0  m  x) + ggx)H(x - x 0 ) + 

gi(x)gx x0) 	g2(x) (5 qx xo) 

g1(x)5(x xo ) = g i (x0+)8(x - x0 ) 

g2 (x),5(x - x 0 ) = g2 (x0-)15(x - x0) 

C010_0: 
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conforme 2.3, vela usando (2.17-1) 

g'(x) = gi(x)H(x o  - x) + gl(x)H(x - x0 ) 

+ b 6(x - x 0 ) 

Assim a derivada duma funcgo seccionalmen 
to continua (piece wise continuos) g(x) cola pon-
tos de descontinuidade x i , x2 , ..., xn cola saltos 
bit b2, e.., bn  seras 

n 

g' (x) +> 
 A 	
bK  6(x - xK) 	(2.17-2) 

K =1 

onde g'(x) a definida como derivada ordinaria, ex 
cluidos os pontos de descontinuidade. 

2.18 - INTEGRAL DA DELTA  

Vimos na funcgo de Heaviside, que 

	

Ht(x 	xo ) 

tem como propriedade 

Si) 
11 , (x 	xo)dx = 1 

a 

e pole ser identificada cola a delta. 

H(x -x.) 

x. 

xo  E (a, b) 	(2.18-1) 

1-e(xx.)cr(x—x.) 

x. 
Fig. 2.18-1 
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Considerando H(x - x 0 ) e S(x - x0 ) co 
mo limites de sucessOes de funcOes continuas (Fig. 
2.18-1) 9  podemos escrever: 

S(x 	xo)dx:= H(x - x o ) + C 	(2.18-2) 

para a integral indefinida 9  pois 

[H(x xo ) + 01 = 6 (x - xo ) 

A integral definida da delta pode ser 
tida da (2.18-2) 

Sb ]b 
6(x - x o )dx = [H(x x o ) + C 

a 	 a 

= H(b 	x0 ) 	H(a - x0 ) = 1-1(x0 ; a, b) 

xo 0 = {I° 	
xo E (a, b 

2.19 - PROPRIEDADES  

+(7) 
5(x) = - 

1 	' 

2K 

 . 
e1WX dw (2. 19 - 1) 

1 5.4.°3  eiw(x-a) 6(x - a) = 	 &to 	(2.19-2) 
-co 

Estas propriedades sera() vistas na seccgo 
5 e Transformadas de Fourier° 

2.20 - ORTONORMALIZA0.0 PELA DELTA 

A dita ortanormalizacgo pela delta apare-
ce comumente em Mecanica QuAntica e em eletromagne-
tismo. 
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2.20.1 - Defining°  

Dizemos que as autofungOes 	(x) dum o- 
perador Hermitianon sao ortonormalizadas pela del-
ta se 

(N1s;11),y ) = 	11:(x)1,11,(x)dx = o(u)- mp) (2.20-1) 
-co 

(Estamos considerando o caso de espectro 
continuo, isto 4,w varia em forma continua.) 

Um conjunto nsstas condigOes nos permite 
expressar uma fungao f(x) Como combinagan linear 
das autofungOes :s+ co 

f(x) . 	C (W)4/0(x)dm0 	(2.20-2) 
-co 

Os C(W) sao determinados atrav4s 	lc  da 
(2.20-1). Multiplicando ambos os membros por Wo e 
integrando em relagao a x 

+co 
Nicd(i); f(x)) 	 C 	( x)41)0( x ) dA1 1 dx 

op -co 	- 

invertendo a ordem de integragao: 

ri-col+co 
11Jd(x)t(x)d4C(W) dw 

-co 	-co 

e usando (2.20-1): 

+ CC) 

= 	c(w)s(u) — col )ciu) 	c(up) 
— 0D 

ou 
c(w) =( w; f) 
	

(2.20-3) 

2.2062 - Condioao de Clausura 

Como caso particular se 
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ou: 

e 
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f(x) = 6(x - x o ) 

c(w) 	0Ww (x); 6(x - xo)) 

C(w) .1k0 (x0 ) (2.20-4) 

6(x - xo ) 	SY:(x0 )Vw(x)dw 	(2.20-5) 

que 4 conhecida como condicao de clausura (closure 
relation). 

2.20.3 - Exemplo -.Auto-efunciies do Operador Momentum  

tica 4 
	0 operador momentum p op.  em Macfinica quan- 

pop .= - jlc,7 

As auto- func3es e auto-valesres 
minados pela equacao 

-itiv1P= 

Em uma dimensao temos para a (2. 

47  341)  -in — = p ax 	x 

a44)  
ax TIT = 

integrando: 

113.11) . i 	x+ 1nN 

(2.20-6) 

sao deter 

(2.20-7) 

20-7) 

.px 

Px= N e 
	

(2.20-8) 
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Px assume valores continuos de -co a +co. 

Determinamos N pela condicao de ortonorma 
lizacao pela 

2 O pix OPpx ) = 	-(13x-131x)x  dx 

Usando a propriedade (2.19-2) 

(4104x) = 1N1 2 2n6 (4 - II ) 	( 2 .20-9) 

usando a propriedade (2.5-1) 

1 11 1 2 2 A.6(14 	Px) 	(2.20-10) 

As auto-fungOes ortonormalizadas pela 8 
sao portanto obtidas com a condicao 

- 2mh. 1111 2  = 1 

ou: 

Px 

Vpx  - 	e 
1 	11 x  

(2. 2 0-11) 

--oo0oo-- 
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REPRESENTAOES DA DELTA 

3.1 - INTRODUQAO  

A fungal° delta, pode ser pensada como  li-
mite duma sucessao de fungoes, de tal forma que as 
propriedades desta sucessao de fungOes sob sinal de 
integral terao como limites as propriedades da del-
ta. 

A definigao por meio de sequencias de fun - 
goes 4 adotada na teoria das "fungoes generalizada: 

Ao u.sar a definigao de "funcao generaliza 
da" por meio de sequgncia, devemos estabelecer em 
que condlgoes duas sequencias definem a mesma "fun-
gao generalizada". Para isto multiplicamos cada mem 
bro da sequesncia por Tama "fun. ao teste" F(x) e in 
temos de -co a +co e passamos ao limite. Se ob-
tivermos o mesmo resultado pa:ra as duas sequencias, 
qualquer que seja a "fungao teste" usada, dizemos 
que as duas sequencias definem a mesma "fungao gene 
ralizada". 

Assam, se tivermos duas sequencias de fun 
goes 

Tio T29 .°°, Tn ,  

V2, ".,Vn 

com as propriedadesg 

lim 
n-•-op 

Tn(x)F (x )dx F(0) 
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+co 
lim 	Vn(x)F(x)dx = F(0) 

n 	- co 

entao dizemos que as duas sequencias definem a fun-
ca.() 	8(x). 

Desta forma uma "funcao generalizada" 
definida na realidade por uma classe de 	sucessOes 
de fungoes. 

Vamos mostrar a seguir tre's exemplos 	de 
sucessOes de func3es que definem a delta. 

Uma exposicao detalhada e rigorosa da teo 
ria das "funcoes generalizadas" fugiria ao escopo 
deste trabalho. 

Na "teoria das funcOes generalizadas" sao 
usadas 9  nas diferentes versoes da teoria 9  classes 
distintas de fancoes testes e as funcoes das sequen 
cias estao sujeitas a restricOes. 

3.2 - 1aREPRESENTAQAO 

6(x) = liM V -  e -nx
2 	

(3.2- 1 ) 
n CO 

Esta representagao constitui uma sucessao 
de fungOes (Fig. 3.2-1) com as propriedades 

sc *co nx 
e 	dx = V —   

GO 

(para quRlquer valor de n) 

2 
1 iM 	1g F(x)e --

11 
 x  dx . F(0) 

.11; n--►m 

(3.2-2) 

(5.2-3) 

As propriedades desta sacessao de funciies 
sob sinal de integral tem como unites as proprieda 
des da delta. 
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n.50 

Fig, 5,2-1 

5.3 - 2 4  REPRESENTAQA0 

8(x) = 1 — lim 	 1 + n2x2  
21--P-00 

(3 , 3 -1 ) 

A sucessao de func6es esta represent:6)3am 
fig. 5.3-1 

• Temos tarabdm aqui que 

c°  

n. 	dx = [arc.tg n2x2
r 

= 1 + n2 x2  
-Qo 
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ou seja: 

c +cr3  n 	 1 	(3.3-2) n 1 + n2 x2 
co 

i0 

Fig. 3 . 3 —1 

3.4 — 3a REPRESENTAQA0  DA DELTA 

6(x) = lim sen nx 	(3.4-1) 
n-o-oo 

A funcao 

sen nx 
nx 

nao 4 definida no ponto x O. A singularidade po 
derg ser removida se definirmos o seu valor no pon-. 
to x = 0 como o 
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sen nx n 
lim 	= 

X 0 Tr X 
	Jr 

A integral 

sen nx  dx 
jrx 

C:10 

pode ser calculada pela teoria dos resicluos, consi-
derando-a como a parte imaginaria do valor princi-
pal da integral 

S-co 
0 
nz 

-inz 
VP 	 dz 

-co 

Como 

[e -inz 
Res. nz 	z = 0 

teremos: 

e
-inz 	 1 1 

VP 	 dz 	2 Jr 2ni - - = i 
- 	nz co 

e portanto: 

= 
1 
- 
Tr 

5+ co sennx nx  
VP 	 dx = 1 

-co 

A fungao 

sen nx 
TEX 

tem pontos nulOs Para 

nx 
	 K = 0, 1 , 2, 3,0.0 

( 3 .4- ) 
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5
lx) 

n = 10 

Fig. 3.4-1 

Nesta representaggo 4 imediata a proprie- 

F(x)gx)dx = F(0) 

quando usamos a conhecida "Integral de Dirichlet": 

a .  a 2  
lim 	F(x) son nx dx = F(0+) 	(3.4-3) 

n -P-co ir  So 

v6lida para F(x) de variaggo limitada em 
Se al4m disao F(x) é continua, entao: 
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+5 
lim 5 	sen nx 

F(x) 	dx F(0) 
00 - 6 	

Jr X (3.4-4) 

Na figura 3.4-1 temos representadasas fun 
toes da sequencia correspondentes a 

n = 1, 2, 5, 10. 

--oo0oo-- 
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4. - DELTA n-DIMENSIONAL 

4. 1  - INTRODUQA0 

Definida a delta e examinadas as suas pro 
priedades mais importances, 4 natural que fagamos a 
generalizagao para o espago n-dimensional. 

Seja a variAvel n-dimensional 

X = (X 19  X2 9  .m., xn). 

A fungao real de variAvel n-dimensional qu 
representaremos por 6,(X), teria valores apreiaveis 
apenas numa vizinhanga N(0). 

A 8(X) por extensao ao caso unidimen-
sional, deverA satisfazer a propriedade bAsica 

EI(X )dX = 1 	
( 4. 1-1 ) 

onde 

dX = dx1 dx 2 	dxn  

4,2 - DELTA n-DIMENSIONAL COMO PRODUTO  
DE DELTAS UNIDIMENSIONAIS  

Vamos admitir que possamos escrever: 

8(x ) = g 1 (x 1 ) g2(x2 ) 
	

gn(x ) 	(402-1) 
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Neste caso a condicao (4.1-1) implica 

g i (x 1 )dx1. g2 (x2 )dx2  ... Sgn (xn)dxn  = 1 (4.2-2) 

Esta relacao verifica-se naturalmente se 
fizermos: 

gi(xi) = 8 (xi) 	 (4.2-3) 

e neste caso conforme (4.2-1) 

8(X) = 6(x l ) 5 (x2) 	8(xn ) 	(4.2T4) 

Esta forma de expressar a funcgo delta n-
-dimensional como produto de deltas unidimensionais 
satisfaz a propriedade (4.1-1) e al4m disso permite 
estender de forma imediata uma serie de proprieda-
des j obtidas no caso unidimensional. 

4.3- PROPRIEDADES DA S n-DIMENSIONAL  

4.3. 1  - Propriedade  

f(X)5(X) = f(0)5(x) 
	

(4.3-1) 

ou 

f(X)5(X)dX = f(0) 
	

(4.3-2) 

A justificagao 4 imediata se usamos (4,2- 
-4): 

.. 1. f(X)8(X)dX = 	o(xi )dxi .1'  .5(x2 )8(x2 )... 

J... 	of(X19 mee, xn)dXn = 	o(Xi)dal ea. 

es. So(X11.,i)ef(X l y X2, 000, Xn .:.. 1 9 0)1Mn 1 = ...= 

-(0909 4009 o ) = 1(0). 
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4.3.2 - Propriedade  

f(X)5(X - a) = f(a)8(x - a) 
	

(4.3-3) 
OUI 

- a)dx = f(a) 	(4.3-4) 

Esta propriedade 4 obtida da anterior com 
a mudanca de variAveis Y = X - a, isto 4: 

E f(Y + a)5(Y)dY = f(a) 

011: 

.f S. 	..f(x)8(x - a)dx = f(a) 

4.3.3 - Propriedade  

gx) = 5(-x) 	 (4.3-5) 

Como 

	

5(X) = 5(x 1 ) 6 (x2) 	5(xn ) 

a demonstracao 4 imediata pela propriedade (2.2-1) 

5(x) = 5(-x) 

4.3.4 - Propriedade  

6 (aX) = 	gx) 	(4.3-6) 

Temps 

	

aX = (ax 19  axe ; 	axn) 

S(aX) = 5(ax 1 ) 5(ax2) 	5(axn ) 

e usando a propriedade (2.5-1) 
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6(ax) = 	5(x) 

obtemos a (4.3-6). 

4.3.5 - Propriedade  

ak 6(kX) = - kn 1 
8(i) 

E obtida de imediato da anterior 

6 	 a 6(kX) = 	
kn 

77 -- 6(X) = - 
kn-i 

 6(X) 
("Is-  

( 4. 3 -7 ) 

4.3.6 - Propriedade  

X.V5(X) = nS(X) 	 (4.3-8 ) 

Temos 

	

V6(X) = g 16 1 (x 1 )6(x2 ) 	5(xn) + 	+ 

+ en6(x l ) 5 (x2) 	5 9 (xn ) 

X = e ix i + g2 x2 	d-  enxn 

	

xxo(x) = x1 6 1 (xi.)6(x2 ) 	8(xn) + 	+ 

+ S(x1)S(x2) 	xn62(xn) 

usando a propriedade (2.9-1) vem: 

LV6(X) = nS(X) 

4.5.. - Propriedade (Caso tridimensional)  

V 2 
X  1X' 

1 
	4116(X  - xg) 	(463-9) 

Seja 

r = IX - X 3 I 

(Fig 405-1) a  isto 
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+ (y 	Y 3 ) 2 	(zm z ! ) 2  

X -X1  

r2 = 	xi  

Fig. 4.3-1 

(z - zi) 

3_ (1) 
az r + 

Temos 

x 
dr 2r 
d-- 2(x - xi) 

e da mesma forma 

  

 

dr x - xi 
dx 

dr Y Y 1  
dy 

dr 	z 	zi  
dz 

(4.3- 1 0) 

   

3 	1 	1 dr 	1 _ 
ax r i 	Tr dx = r3 (x - x 

e da mesma forma 

ay r 
(1) . 

(1) a r 	r3  

+ 
-r 3 
j  — ay 

1 

` r ) 

	 a 

(4.3- 11  ) 1 ( y 	y 2) 

x - x' 	 z 	zt  = - i 	r3 	- J 	- k r3 

— 

ir 0 = - 
r3 

= 	2 	(4.3-12) 

e 
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1 	 - 	3 
V'2  (T) = v.7(7..) = 	(- 

x 
r 3

x,   
) "F. 	( - 

Y r3Y 1
) 

(_ z - zl
) - [- 

1 	3(x-x 2  ) 2  1  .ILL:•_,t; 
r7  r3 	r3 	r 5 	- + 	r5  

E- 1 	5(z _ z)2, 

	

1, 5 	j = 0 	(4.3-13) 

para r 0. 

Por outro lado 

V2  (!)d..a = 	v.v(-1.-) dn= 

. i 	
irn ... .v( 1 ) ciE = — —i= n dS =- 	du). - 4N  

r 	r 

Assim temos: 

	

4R 	\ri  
.1.17 2 (1d/L =  1 (4.3- 1 4) 

As relagOes (4.3-13) e (4.3-14) nos permi 
tem escrever a (403-9): 

.72 	  4n 5(X - xv) (x 	xil 

Esta propriedade importante, porque nos 
mostra que a fungao de Green do operador V 2, ou seja 
da equagg.o de Poisson na eletrostAtica comcandigOes 
homoggneas de conttirno num dominio infinito,4: 

G(X9 xy) = ix r:I  xyl 

404-DELTA n-DIMENSIONAL EM COORDENADAS CURVILfNEAS  

404. 1  - IntroduQao  

Consideremos as coordenadas curvillneas 
4 1 , 42 9  00., 4n  relacionadas com as 	coordenadas 

( 4. 3 -1 5 ) 
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x l , x2 , 0.0 9  xn  pelas equagOes de transformagao 

(4.4 - 1 ) X = X(U) 

ou de forma mais explicita: 

x i = x1(4i, 4 2 , "', 4n) 

x2 = x2( 1 19 L29 "', 421) 

xn  = xn(g i , 112, oaf., gn) 

Seja 

(4.4 -2) 

J(X; U) 
e(x • x2 , ..., xn ) 

0 / =  
0(µ1, 4 2 5 —.9 4n) 

o jacobiano da transformaggo. 

Se quisermos expressar a s(x) como pro-
duto de deltas nas coordenadas curvillneas, de ma-
neira que a propriedade (4.1,0) se verifique, deve-
mos fazer: 

8(X)  = J(X 
1 
; U) 	5(111) 5(11 2 )  ••• 8 ( 4n )  

uma vez que o elemento de volume 

ax = dx i  dx2 	dxn  

est& ligado a 

dU = dg i dµ 2 dgn  

pox 

(4. 4 - 3 ) 

ax = J(x; U) dU 	(4.4-4) 
e portanto como 

S o(x)ax = 1 

vein 

a(gn ) dp i  d4 2 	dgn  = 1 
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que se verifica pela propriedade b6sica das 
(2.1-2). 

4.4.2 - Exemplo  
Coordenadas Cilindricas  (Fig. 4.4- 1 ) 

Temos as coordenadas curvilineas 

11 1 = r 

11 2 = P 
L3 = Z 

e as equagOes de transformagao: 

x i  = r cos p 

x2  = r sen y 

x3 = z 

(4.4-5) 

 

Fig. 4.4-1 

	

cos p 	sen p 	0 

	

J(X; U) = -r sen p 	r cos p 	0 = r 

0 	0 	1 

Assim 

.5(X) = 	5(r)5(y)5(z) 
	

( 4 .4-6 ) 



e as equagoes de transformagao 
- 

Fig. 4, 4 -2  

As coordenadas curvilfneas sao (Fig. 4.4-2) 

41 = r 

L2 = g 

{ 43 = P 
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4.4.3 -Exemplo 	Coordeaadas Esf4ricas 

r sen e cos P 

= r sen 9 sen 
	

(4.4-7) 

11 3 = r cos 9 

sen 9 cos y 	r sen e cos y 	-r sen 6 sen p 

sen 8 sen p 	r cos 8 cos p 	r sen 8 cos y 

cos 9 	-r sen 9 	 0 

= r 2 sen 

Assim 

1  
5(x)  = T2  sen e 8(r)5(e)5( T )  
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4.5 -FTJNOES DELTA COM SIMETRIA ESPECIAL  

Ha vantagem, em certos problemas, de in-
troduzir funcOes delta com simetria especial. Assim, 
por exemplo, em problemas de simetria esfdrica, uma 
carga unitaria na origem, seria representada por u-
ma delta com simetria esferica. Vamos representar 
esters funcOes delta pela mesma letra 6, mas com in-
dices indicando o tipo de simetria. 

4.5.1 - Simetria Axial (2 Dimens6es)  

,Neste caso, introduzimos a 8a(r) 	cuja 
forma esta representada na fig. 4.5 - 1 . 

Pig. 4.5- 1  

A propriedade basica para Sa(r) 6 neste 
caso: 

c c°  2nr6 (r)dr 	1 	 (4.5- 1 ) 
Jo 

Para a propriedade (2.3-1) teriamos: 

2nrf(r)5a(r)dr 	f(0) 	(4.5-p2) 

A funcgo 5a(r ro) teria a forma da fi-
gura 4.5-2 gerada pela curve C girando em tarn() do 



C 

	

1 	1 i 1 	 /' 	x. 	, 
\ 	- 	--- 
\ 	 / 
\ 	 / 

■ 	 / 
..- 

Fig. 4.5-2 
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eixo Z, e como propriedade bdsica 

S 2rr o a(r 	r o )dr = 1 
	

(4.5- 3 ) 

para outras propriedades devemos levar em conta que 
27ur El a (r ro) a equivalente a 15(r - r o ). Temos, 
assim: 

2ytr f(r)o(r - r o )dr = f(r o ) 	(4.5 -4) 

A Sa (r - ro ) serviria para representar u-
ma carga linear, A por unidade de comprimento, em 
forma de circlinferencia de raio ro no piano, isto 4 

q6(r - a- 0 ) 

pois 	 (4.5-5) 

S 23rq6(r = r o )rdr = q 

4.5.2 =. Simetria Cillndrica (3 dimensOes)  

, No espaco tridimensional podemos introdu-
zir 8c(r, z) com simetria cilfndrica escrevendo: 
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S c (r, z) = 6a(r) 8 (z) 	(4.5-6) 

como produto da 8, a(T) de 4,5.1 e de uma delta umA 
dimensional 5(z). 

Temos a simetria axial pela S a (r) ea si 
metri.a em relacao ao piano XOY devido a 5(z)0 

Para 5 c (r, z) temos 

2Fr S c (r, z)drdz = 1 
	

(4. 5 -7) 

coma consequencia das propriedades de S a(r) e 5(z). 

A Sc(r, z) serve para representar uma cor 
rente I em uma espira circular, pela sua densidade 
de corrente 

Jp = IS a (r 	ro)5(z) 
	

(4.5- 8 ) 

Pois o vetor densidade de corrente tem so 
mente componente Jp (Fig, 4.5-3). 

Fig. 4.5-3 

4.5.3 - Simetria Esf4rica (3 Dimens3es)  

Podemos introduzir a fling-a° 5e (r) com sime-
tria esferica definida num  entorno da origem. 

Para 5 e (r) terIamos: 
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c 4nr2  Se(r)dr = 1 	 (4.5-9) 

A funcao .5 e (r ro ) tem simetria esf4ri 
ca e 4 definida em uma casca esf6rica de raio m4dio 
ro . Para Se (r - r o ) temos: 

S 41uf2  Ele(r - ro)dr = 1 	(4.5-10) 

Os limites da integral devem incluir ro. 

--oo0oo-- 





TRANSFORMARA DE FOURIER 

5.1 - Introducao 
5,2- Propriedades basicas 
5.3- T:ransformadas de Fourier 

	

5.3,1 	Transformada da delta 6(x) 

5.3.2 - Transformada de 6(x - x 0 ) 

	

5.3,3 	Transformada de 6N(x) 

5.3.4 - Transformada de 6N(x - x 0 ) 

5.3.5 - Transformada de K = constante 

5.3.6 - Transformada de x 

5.5,7 - Transformada de xn 

	

5.3.8 	Transformada de exp. (lax) 

5,3.9 e Transformada de xn exp. (lax) 

5.3.10 - Transformada de H(x) 

5.3.11 - Transformada de xn H(x) 

50312 - Transformada de H(x - x0) 

5,3,13 - Transformada de exp.(iax)H(x - x 0 ) 

5.3.14 - Transformada de exp.(iax)xnH(x) 

	

5,5.15 	Transformada de 1/x 
1 

	

5,3,16 	Transformada de 

n 

X - X0 , 
5, 302 1 	Transformada de ,x xo) 1143.(x 	xo) 

5.5.22 	Transformada de exp(iax)(x X0)nH(X -7X.c) 

x xo 
n.(i) 505.17 - Transformada dP ex 	ax  xo  

5.3.18 	Transformada de 1/xn 

5,3°19 	Transformada de 1/(x - xo 

5.3.20 - Transformada de ex 	lax  





5.- TRANSFORMADA DE FOURIER  

5.1 - INTRODUQA0 

Definimos a transformada complexa de Fou-
rier duma funcao f(x) pela integral 

co 1 f()e -ict!5d5 
VIrr co 

Esta integral sera uma funcao de w e sera 
indicada por F(W) ou 9rEf(x)]. 

Assim 

, 

 T[f(x)] 	F(W) - 	 f(q)e -iw#d 	(5.1-1) 
2n 

+CO 

co 

As transformadas seno e cosseno de Fou-
rier, indicadas por 5sEf(x)I  ou Fs (c0) e Tc[f(x)] 
ou Fc (u)) sao definidas por: 

cro [f(x)] = 	f() coscVld 	(5.1-2) 

ao 
g's[f(x)] = 	f(5) senco g dc 	( 5.1-3) 

0 

As fOrmulas de inversao das transformadas 
de Fourier, que nos permitem calcular f(x) a par-
tir das F(W), podem ser obtidas da formula inte-
gral de Fourier. 
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Consideremos uma funcao f(x) lisa por 
partes (piecevise smooth) em qualquer intervalo fi-
nit°, e nos pontos de descontinuidade, o valor da 
funcao 4 a m4dia aritmetica dos limiter a esquerda 
e a direita. Al4m disso vamos admitir que exists a 
integral 

If(x)I dx 
-co 

 

Nestas condicZes demonstra-se a validade 
da integral de Fourier 

gp  
f(x) = 1 
	

+co f() cos W ( b  - x)d 	(5.1-4)  dw 

Seja f(x) par 

f(5) coscucoscVx 	4 par 

f(5) sena) 5 sena)x 4 Impar 
em relacao a 5. 

Assim a (5.1-4) se reduz a 

a) 	
co

a  f(x) = 	„
S. 	cosuix 	f() cosu)§- d5 
o 

e usando a ( 5 1-2 ) 

co 
f(x) .1427 	F0 (LO) oosu)x d& 	(5.1-5) 

que 4 a formula de inversao da transformada cosseno. 

Seja f(x) Impar 

f(5) cos& 5 cosci) x 	4 impar 

f(5) senci) senu)x 	6 par 

em relagao a 

Usandc a ( .1-4) 
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f(x) 	 sexl&x clutr 	f() sen.u)d§.  
Jr. 	o 

no  CO 	 co 

e usando a (5.1-3) 

f(x) = 	Fs (0) sencOx du) 	(5.1-6) 
Jr 

que 4 a formula de inversao da transformada seno. 

Sendo: 

+ co 
f(5) cos ei) ( 5 - x)d5.  

-co 

funcao par de a) podemos escrever 

f(x) = 2-;-; 	du) 	f(5) cos 	(c -x)dq 	(5.1-7) \ 	1 	+co 	j +co 	
u) 

' -co 	-co 

e sendo 

.C+ 

co 
f(5) sen 	 5" x)d 

-op 

funcao impar de (A) podemos escrever: 

+ co 	trio 
0 = 	du) 	f() sen u.) (5 - x)d, 	(5.1-8) 

-co 	co 

Multiplicando a (5.1-8) por i e subtrain-
do da (5.1-7) 

:c 
f(x) a 21Tr.f+co 
	

+co f(5) e"-i&(5 -x)  
-co 

ou usando a (501-1) 

.+° 	iu)x f(x) = me _co  F(U)) e 	du) 	(5.1-9) 

que 4 a fOrmula de inversao da transformada de Fou-
rier complexa. 
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Resumindo 

Transformada 	 Antitransformada 

(+ co 

5[f] — 
	f (5) e 

 ao 

5411= Iric 	(5)senc.qd5 

gio [f] =11:5 1c a' f ( 5) c o su) d 5 
0  

+ co 1  
(x) - 	F(u.))e

ia.)x 
du) 

vor - co 

a)  (x) 	Fs  (W)sena) xdu) 

r---1 co 
f(x).\1 	Fc (W)coe cOxdc.0 

5.2 - PROPRIEDADES BA.SICAS  

Vamos dar a seguir uma serie de proprieda 
des importantes sem demonstracao, pods a fin.alidade 
fiesta secaO 5 6 apenas apresentar as transfornia.das 
de Fourier que envolvem as funcao delta e Heaviside. 

TEcifi + 0212] = ci.T[fl] + 02 [f2] 	(5.2-1) 

	

(S [d1] = ill)43[f] 	 (5.2-2) 

	

(Y[8f]= T[f] 	 (5.2-3) 

sendo e o operador ref lexao : 

O[f(x)]= (-x) 

315Efl = 	3 = e[f(x)] 	(502-4) 

9[.f.•x = xo)] = e'wx°c;5[f(x)] 	(5,,2-5) 

TEsA ccx  f(x)] = r(u) = a) (502-6) 



0 U 

+ CO 

23T 8(x) 
= Si  

e iWx du) (5.3 -2) 
- GO 
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onde 

F(W) qf(x)] 

5.3 - TRANSFORMADAS DE FOURIER  

5,3.1 - Transformada da Delta  

316(x)] = 1/21 r  

imediata pois 

(5.3-1) 

(YD.  (x )] -  	e -1(L)x  6(x)dx 	
1 
VT - ao 

Da f6rmula de inversao sai a propriedade 
(2.19-1) da delta 

1 	+co  1 	iWx 6(x) - 	y51  e 	dW 

5.3,2 	Transformada da 6(x - x 0 )  

-iWx0  
Tra(x - x0 )] 	e 	 

V2ir 

pole 

(5.3-3) 

Egx - x0)] - '274 c°  (x - xo)e -iwx„ 	1 	-iwxo u.x= 	e 
V25 .-  

- oa  

Usando a transformada inversa obtemos a 
propriedade (2.19-2) 
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gx xo) = 
1 	+ co 1 

 e -iWx0 e i0x dW 
co 

+co. ,/ 	■ e all./ X -Xc dui 

-co 

ou 

cc) 
eigx-xo) du) 	(5.3-4) 2F 5(x - x ) = 

-co 

5.3.3 - Transformada de 5(N)(x)  

iT5(N) (x)] - 	 (5.3-5) 

A demonstragao 4 feita atrav6s da aplica-
9ao sucessiva da (5.2-2) e levando em conta a (5.3- 
-1). 

5.3.4 - Transformada de 6,(N) (x - x0)  

Ir[o (N) (x - xo)1 (5.3-6) 

A demons racao 4 feita pela aplica9ao su-
cessiva da (5.2-2) levando em conta a (5.3-3). 

5.3.5 - Transformada de K = C te 

[K] m11:257 K .6(a.)) 

poise 

(5.3-7) 

cy[K] — \r-gr; 
+ CO 

-oo 
Ke -iWt dt 

e usando a propriedade (5.3-2) e levando em conta 
que 



2 r; 
1 	

+ 	
x e

-iWx dx 
- co 

73 

6(x) = s(-10 
Area; 

1 	
K 271: 6(u)) = 1,12Fr K 6(u)) 

5.3.6 	Transformada de x 

4'[x] = 2K i 5 9 (0) 
	

( 5. 3- 8 ) 

1 	1 	d 
 e

-iWx 

	

= 	 dx = AFTIF 7377 dW -co  

asando a (5,2-5) 

1 	d = 7=-1 -- 2n 6(cd) fTw ofA 
2n dW 

5.3,7 - Transformada de xn 

	

9rExn] = y217.  in  6 (11) W) 
	

(5.3-9) 

A demonstragg,o 4 id6'ntioa a anterior usan 
do a relagaos 

xne-iwx 	1 	do  -iwx 	n dn  = (_i)n 321' e 	= (i) dwn  e 	(5.3-10) 

5.3.8 	Transformada de e iax  

	

Wreiax] = fa" o(u)- a) 	(5.3-11) 

poll 



usando a (5.3-4) 

e-i(c0-a)x dx = 
in  do S+ co 

dwn -co 
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q[eiax]  / 	. 1 e i“:‘-(.0)x - 

	

1/27c 	
dx = 

- co 

usando a (5.3-4) 

= ArFc (a) - a) 

5.3.9 - Transformada de xneiax 

(Y[xnelax =
(n)

(u)- a) 	(5.3-12) 

demonstra-se usando a relaggo: 

xne-1Dx.n do  -ROE 
dui p.  e 

FWD 
-JA 

	

1 	xne LLb .a)X _ [XneiCal = 	 dx = 
117.7 -co 

.n = 1 - a). 

5.3.10 - Transformada de H(x)  

1 	1 
T DI ( x ) 1 TIT [1w 3r8 (c)) ] (5.3-13) 

Para obtermos esta transformada vamos 11- 
sar 

H(x) 	H(-x) = 1 

para x. / 0 

cY[1] =7113(x) + H( - x)] 

e usando a (5.3-7) e a. linearidade (5.2-1) 
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T[H (x )] + 1[11 ( -x ) ] = V23 5(u)) 	(5.3- 1 4) 

facamos 

T[ii(x)] =q1J(W) ± a 8(W) 	(5.3-15) 

com 41(W) impar. A (5.3-15) verifica a (5.3-14) pa-
ra 

a = 

pois 

9qH(-x)] = -1)(W) + a 5(0) 	(5.3 - 16) 

e somando (5.3-15 e 16) vem pela (5.3- 1 4) 

2a 5(W) = 1737 5(W) 

ou 

a = ' 6v - 2 

Para de terminarmos '14)(W) us amo s 

5111 2 ( )] =5[5(x)] - 112-/-pr  

e pela (5.2-2) 

1 • cy[Ho (x)] = itoT[H(x)] - ry' 

WN(&) + a gc0)] = 

e como W5(.4)) = 0 

= luP11)(4,0) = 1 
27c 

‘ti)(cV) 	iu) 21t; 
portanto 

(5 .3- 1 7) 

(5. 3 -1 8) 

cyDi(x)j — 	21-6 [-+ ir5(W)] 
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5.3.11 - Transformada de xnH(x)  

	

TExnH(x)1 =   + inrc 8(w)] 	(5,3-19) 

pois 

1 
.f + c°  

TExnH(x)1 - 7, 	xflH(x)e -iii)x  dx = 
-co 

a,  5 inH ( 30 dn - ■ ) IT e 	dx = 

in  dn - 11.27 	H(x)e -ildx  dx_ 	 dn  dwn (5[H(x)2 = 

conforme (5.3-13) 

in dn 
11-27 ckon. LI 	gw) = 

ETin 	)n n1 _L  n n 8 (W)  
/ 01+ 1 	-L  

1 	r 	ni  
- 11,23 L(Wn+1 + inn 0.0)] 

5.3.12 - Transformada de H(x - x0)  

1 	-itLIK ° 5[H(x xo )] 1717  [e  i(j) + 7.001.  
(5.3,20) 

Usando a propriedade (5.2-5) veins 

grEH(x - x0)] = e-Iii)x°5[H(x)] 

pela (5.3-13) 



-77- 

e -ic0x 0  1 r1 
FR 1.3;) na (t() )] 

e usando a propriedade (2.3 - 1) 

f(x)5(x) = f(0)8(x) 

	

1 	-iwx0 

	

VT  E
e 
	" (L) ] 

5.3.13 - Transformada de eiaxH(x - xo)  

1 	-j*-a)x°  n8(u).- a)] ci[e icaH(x - x0 )] = ,PX1 [
e

i  1/4r 	(a)- a) 
(5.3-21) 

Esta relaggo 	obtida a partir da(5.3-20) 
e da propriedade (5.2-6). 

3.3.14 	Transformada de e iaxxil li(x)  

cste laxxnH(x)] - 27,1 	n!  + rill-5 (11) (W- a) 
E l (W-  a)m+1 3 

(5.3-22) 

A relagao imediata pela propriedade (3. 
.2 -6) e a (5.3 -19). 

5,1,15 	Transformada de Vx  

(3fil 	v217 [sri 	2jri H(`v)] 	(5.3-23) 

Se usarmos a propriedade (5.2-4) em 	(5. 
.3-13) isto 6 



vem: 
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5iy[H(x)]} = H(-x ) 

11(—x) =51*r 	ic [1,-r-co + s(u))4 

= 	+ -v*,-c[s(co)]
i LWJ 

usando 

H(-x) = 1 - H(x) 

T[o(w)] — 

I — H(x) _ 	iTN + 

donde: 

= 17? 	H(.) -,fit 

[1] = 	[Tri 27ri 11(x)] 

011 

 

— 177  [in 	2Ti H(x)j 

5.3016 	Transformada de  

-iWx0  
9[L.

1 	e 
LA x0 .1 = -v- p--  [ni -2ni H(D)] (50324) 

A demonstra9go- 4 imediata pela aplicacao 
da propriedade (5G2-5) a propriedade anterior (5O3- 
-23). 

x 
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ictx 
5.3.17 - Transformada 	de 	e 	 x X0 

[x
eiax

x0J - 
e-i(u)-a)xo 

- 2Ni H(u).- a)] (5.3-25) c- 	ge 

4 imediata pelts aplicaggo da propriedade (5.2-6) sa 
(5.3-24). 

5.3.18 - Transformada de 1 -- xn 

n-i 1 r  
n 1)1 VT Or  2ici H(W)] (5.3 -26) 

Grr 
xn
1 	1 	e -i(dx  

7LJ 
_ 
vu 	xn dx -co 

fazendo: 

e-iWx du . -iu) e -iuh' dx 1.1 =  

dx 	 1 dv = -- 	 v . 	1 7-- 

	

01  1 	77-T xn 	 (- )  

e integrando por partes 

1 	

- 

[ 1 e-iWt roa rco . lw  -6 10x 

V n 1 7117.T— 	 n 1 xn- 1  
dx  = 

1. co 

 - 

3co 

-

(n

- 

) [771.17T1 	(5.3-27) 

Aplicando a (5.3-7) sucessivamente vem 

e substituindo (5.323) obtemos a (5.3-26). 
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5.3.19 - Transformada de  
1  

	

(x 	xo)n 

cer 	-1  e  [in - 2ni HMI (5.3-28) -3- L(x -x o )n-1 - (n - 1 )1 Ar2Te 

Obtemos de imediato pela aplicaggo da pro 
priedade (5.2,.5) 11 (5.3-26). 

iax 
5.3.20 - Transformada de  	e   (x xo )n  

rid -2srili(c0-a)1 

(5.3-29) 

A relagao obtida pela aplicaggo da pro-
priedade (5.2-6) it (5.3-28). 

5.3.21 	Transformada de (x x o )n H(x xn )  

e - i&x° 1E(x   - x0 )1 - 	[n4ui)n±i  + 

+ gin  >  (nr ) (ixo)n-r 5(r) (W)] (5.3 -30 

Usamos a propriedade (5025) 

cf(xm xo )] :, e -iWx0  c[f(x)] 

aplicada a (5.3-19) 

c[(x xo)n H(x - x0)] 

lax 	e-iP-a)x°140-  
[(xe-: xo)n-1— 	(n - 1)1 
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-icOxo r  6 = 
777 L(iu)n1-1 nin  o (n) (c1))] = 

.n o 
1  rn: -iwx0 

(iu 
e  (5 (n) 014]  

	

V2E-IL 	e+i + Jr 1 e 

e usando a propriedade (2.11-1) 

n  

f(tA) ) 8(n) (10) = 	( -1 ) 1'  Cr.) f (r) ( 0 ) 6(n-r) (&) 
T=0 

vems 

1    [m: 	i4x0 	\ 	f 

112n! 	
je 
'-(7) 13) 7.17 +Nill  2 , (T11)(ixo)r (n-r)("')]. 

= 1 	 ° l e-j-Wx  
	. 

T7L 
rai 

(iu.) 111-1  + Nin>, r (n)(ixo/ )n-r6(r) ((p)] 

5.3.22 - Transformada e iam(x xo)nH(x xo )  

cf elax (x - xo )niqx xo )] 

1  rni  e-i(0.1)a)-a)xo 	n  
	  in> (nxix o )n-ro(r) 

((V- a)] 1-1_ 	±Tr   r 
T=0 

(5.3-31) 

Usamos a propriedade (5.2-6) em (5.5-50). 

-- o o 0o o-- 





6a - TRANSFORMADA DE LAPLACE  

6.1 	Introducgo 

602 m  Propriedades b6sicas 

6.3 - Transformadas de Laplace 

603.1 	Transformada de 

60302 	Transformada de 

5(x - x 0 ) 

H(x) 

6,3.3 Transformada de H(x - x0 ) 

60304 Transformada de 11(x; 	x1, 	x2) 

6.505 Transformada de eax  H(x 	xo) 

6.3,6 Transformada de eax 	(x: 	
X2) 

60307 Transformada de xH(x e xo) 

6,508 Transformada de xn H(x m  x0) 

60509 Transformada de A senha(x-x 0)H(x- x 0) 

60300 Transformada de A cos ha (x - x0)11( x - x0) 

-o0o- 





6. - TRANSFORMADA DE LAPLACE 

6.1 - INTRODUCAO  

As transformadas integrals sac) definidas 
por 

b 
F(w) = 	f(x)K(x,u))dx 	(6.1-1) 

a 

onde os limites de integraggoaebeondcleo K(x, 
w) sac) especificados para cada tipo de transforma-
da. Assim para a transformada complexa de Fourier 

= -co 

b = + OD 	 (6.1-2) 

K(x, u) ) = e -iWx  

'pa seja: 

Para a transformada de Laplace 

a = 0 

b = co 

K(x, s) = e -sx 

(6.1-3) 

Dada uma funggo f(x) definida em [0,co], 
a transformada de Laplace de f(x), representada 
por 

L[f(x)] 	ou. 	F(s) 
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definida por 

Z[f(x)]
CO 
 f(x) e -SX  dx 
	

(6,1-4) 

As transformadas podem ser usadas para re 
solver equagOes diferenciais com condig3es de con-
torno especificadas. Neste caso a t4cnica a ser usa 
da esquematicamente: 

a) Selecionar a transformada apropriada 
para o problema 2  conforme o campo 	de 
definigao e condigoes de contorno. 

b) Aplicar a transformada a equagao dife-
rencial e condigoes de contorno, usan-
do as propriedades da transformada, ou 
ainda, multiplicar a equagao diferen-
cial e condig3es de contorno pelo nd-
oleo (kernel) escolhido e integrar em 
relacao a variavel escolhidn para ser 
exclun.a. 

0) Usar na transformada da equagao dife-
rencial em b as condigOes apropriadas 
de contorno (ou iniciais). 

d) Resolver as equagOes auxiliaresou "sub 
sidiarias", obtendo desta .formaa trans 
formada da solugao procurada. 

e) Obter a anti-transformada em tabelas cu 
por fOrmula de inversao. 

A finalidade desta secgao 6 é apenas apre 
sentar algumas transformadas de Laplace que envoi= 
vem as fungOes delta e Heaviside. 

6.2 - PROPRIEDADES  BASICAS 

Vamos a seguir enunciar as principais pro 
priedades basicas, sem demonstr6-las nem entrarmos 
em detalhes s8bre as condig3es de validade. 
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ac if i  + c 2 f 2 j = c iL[f l ] + c 2af2 ] (6.2-1) 

	

.(, [ f ( x 	xo  ) ] = e -xo s 	 (6.2-2) 

b ex f(x)] 	M(s - b) i M(s) =L[f] (6.2-3) 

L[xn  f(x)] = (_1)n  &El (6.2-4) 

L u(n)(x)] = 	[f(n-1)( 0) 	sf(n-2) (0)  

+ sn-i£(0)] + sn C[f] 	(6.2 -5) 

6.3 - TRANSFORMADAS DE LAPLACE  

6.3.1 - Transformada de L(x - x0 )  

£[5(x - x0 )] = e -8 xo 	 (603-1) 

pais 

	

Z [b(x xo )]= 	e -sx  b(x x0 ) dx = e -sxo 
0 

Como caso limite Para x 0  0 vem: 

.E[ 5 (x)] = 1 	 (6.3-2) 

Naturalmente est& relacgo se justifica pe 
los resultados corretos que se obtem na soluggo das 
equacOes diferenciais com a transformada de Laplace. 

6 03. 2  -IallplamalaciaEIII 

(6,3-3) 



6.3.5 	Transformada 
de ea H(x xn)  

-(s-a)xo  
L[eaxF(x x0)] 	 

s -a 
(6.3 -6) 
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co 	 co 
LEH(x)] = 5 	H( ) e-axdx =if e -sx dx 	1 

6.3.3 - Transformada de H(x - x n )  

-s x
0 

 
.01(x - x0 )] - a S (6.3-4) 

Justifica-se pela propriedade (6.2-2) e 
(6.3-3). 

6.3.4 - Transformada de fl(x; xi, x2)  

- 
ac[n(xt x i , x2 )] - e-sx 	e-sx2 	

(6.3-5) 

4 imediata, pois 

C,[n(x; xi, x2)] =Z[H(x - x 1 ) 	H(x - x 2 )] 

pela (6.2-1) 

= Eff(x - x i )] - L[H(x - x2 )] = 

usando a (6.3-4) 

e
-sxi 

e
-SX2 

Usamos a propriedade (6.2-3) e a (6.3°4). 
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6.3.6 - Transformada de eax  r1CILJEL L aga  

e
-(s-a)x i 	e-(s-a)x 2  

s - a 
(6.3-7) 

Usamos a propriedade (6.2-3) e a (6.3-5). 

6.3,7 	Transformada de xH(x  

e —SX 0  1 + sxo  L[xH(x 	xo)] 	 s2 	(6.3-8) 

4 s6 usar a propriedade (6,2-4) e a ( 6 .3 -4). 

6.3.8 - Thansformada de xnH(x xo)  

-sx (sxo ) n  + n(sxo )n-1  +...± ni  
axnH(x - x0)] e 	0 	 sn4-1 

(6.3-9) 

Usamos a propriedade (6.24) e a ( 6 .3 -4)9 
isto 6: 

n dn e - sxo 
g[xnH(x 	x0)] = (-1)n 	s 

6,3.9 	Transformada de A senha (x - x o )H(x - x0 )  

Ls4JqA senh (x - x 0 )H(x - x0 )] = A -cI s 	- cc 

temos 

(6.3-10) 

A r a(x-x 0 ) 	e-a(x-x0 )] 
A senha (x x0 ) . 7  Le 

z [ eax n  ( x; xi, 3c2 )] = 
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LEA senh a (x - xo )H(x - x0 )] = 

-t- f.C [e cc(x-x°) H(x 	xo )] -.Cre-a(x-x0)11(x 	xo)]/' 

A 
2 • —2 e-ax .CEe cacH(x x 	9:- - +ax°  £[e."-ax11 (x 	xo)]= 

usando a (6.3-6) 

a 
- s-a)x o  

A r -axo  e  
= 	Le 	 - e xo e

-(s+a)x 

2 	s 	 s+ 	j - 

-ex ()  

	

A 2a e -s x ° 	a e  
= 2 s 2 	a2 	A  s2  - a 2  

6.3.10 Transformada de A cosh a (x - xo)H(x xn)  

se e -  LEA cosh a (x xo )H(x x0 )] = A s 2 _ a2 

(6.3-11) 

Demonstragao antIloga a anterior. 

--o o0oo - - 
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7.- FUNQA0 DE GREEN  

7.1 - EQUAOES DIFERENCIAIS NAO HOMOGENEAS  
COM CONDIOES DE CONTORNO HOMOGENEAS  

Sejan um operador diferencial linear (re 
lativo h varidvel x). 

Consideremos o problems de determinar a 
funcao f(x) que satisfaz a equagao diferencianao 
homoOnea 

S2f(x) = s(x) 	 (7.1-1) 

com condigOes eopecificadas de contOrno e f(x) de 
finida em Ca, b]. 

Seja G(x, x 1 ) a solugao da equagao di- 
ferencial 

S1 G(x, x 1 ) = 6(x - x') 

t facil demonstrar que 

b 
f(x) . 	G(x, x 1 ) s(x 1 ) dxV 

a 

(7.1 -2 ) 

( 7. 1 -3) 

d solugao da (7.1-1). Para isto, aplicamos o opera- 
dor-CL a ambos os membros da (7.1-3) e levando 	em 
conta que d relativo a varitivelxee linear, obtemos: 

b 
S2..f(x) = .5*  I/ G(x, 	)s(x 2 )c1.30 

a 



f 7 (a) 

f u (a) = 

G2X(a I xf) s(xl) d:xi = 0 
a 

(7. 1- 7) 

a, xi) 	dx/ = 0 
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e substituindo (7.1-2) 

b 
12f(x) . 	8(x - xl)s(x 7 )dx 3  

a 

e usando a propriedade (2.3-6) e levando em conta 
que 8 4 par vem a (7.1-1) 

S/f(x) = s(x) 

o que nos mostra ser a (7.1-3) solugao da equaggo 
diferencial (7.1-1). 

Devemos examinar as condig6es de contOrno. 

Pela (7.1-3) vemos que se G(x, x 7 ) satis- 
faz 	condicOes 	homoggneas 	de 	contbrno, 
f(x) 	que 4 solugao da (7.1-1) terA condigOes 	de 
contorno homoggneas. 

Pois se 

G(a„ x') = 0 (7. 1 -4) 

G(b, 	x') = 0 
entao, 	pela 7.1-3 

b 
f(a) = G(a, 	x 7 ) 

a 
s(x 7 ) 	dx 7  = 0 

(7.1-5) 

f(b) = G(b, 	x 7 ) 
a 

s(x') 	dx' = 0 

ou ainda se 

OIL 

temos: 

Gi(a, x') = 0 

G"X (a 9  xl) = 0 

a 
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Assim, ,uma equagao diferencial nao homo-
genea com condigoes .homogeneas de contorno tem como 
solugao a (7,1-3) onde G(x, x') 4 a funcao de Green 
do problema e 4 a solugao da equagao diferencial 

QG(x, x') = 6(x - xl) 	(7.1-8) 

com condigOes homogeneas de con -torn°, 
- 

A fungao de Green é tambem chamada "fun-
gao inflOncia" e a (7,1-3) expressa matematicamen-
- 

te o "principio da superposicao" que 4 	largamente 
usado em flsica. 

Assim, pox exemplo, se G(x, xl) 4 o deslo 
camento em x pela carga unit6ria em x/ entao o des- 

46(x,x) 

G (x, 	x') 
2.\ 

Fig, 7,1-1 

locamento em x devido a distribuicao de carga q(x) 
sera pelo principio da superposicao 

71(x) = 	G(x„ x/) q(xl) dxl 
	

(7,1 -9) 
0 

7.2- COND.M5ES DE CONTORNO 1110  HOMOGENEAS 

Vimos em 7,1 a solugao da equagao 

111(x) = s(x) 	 (7,2-1) 

com condigOes homogeneas de cont6rno. 

Consideremos agora a solugao da 	(7,2-1) 
com condigoes de cont6rno nao homogeneas, 

Sejam: 

a solugao da equagao (7.2-1) com as con 
digOes de cont6rno nao homogeneas especificadas, to 
mos: 

s(x) 	 (7,2-2) 
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itic, a solugao da equacao (7.2-1) 
condigOes de contorno homogeneas (140  pode 
da, pela fungao de Green), temos: 

Q o  = s(x) 

solugao da equagao homogenea 

121 = 0 

corn as mesmas condic3es de contOrno nao 
especificadas para a (7.2-1). 

Temos que NJ„, + 	e solugao da 	(7.2-1) 
pods pela (7.2-3) e (7.2-4) e a linearidade de 11 

01)0 + 	=S1- 11 10 1- 12- 	= s (x) 

e 1/0 	tem as condigOes de contorno nao homoge- 
neas especificadas. 

Assim 

1/0  + 

ou, usando a funcao de Green 

(7.2-5) 

(7.2-6) 

(7.3-1) 

(7.3-2) 

 

111) . 	+ 	G(x, xv) s(x') dxl 

7.3 - EXEMPLO 

 

 

Resolver 

  

d2
X 

M dt2 - Kt 

com as condigOes iniciais 

x(0) = xo  

  

com 	as 
ser obti- 

(7,2-3) 

associada 

(7.2-4) 

homogeneas 
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7.3.1 - Equagao Homoggnea com Condic3es  
Iniciais nao Homoggneas (1)  

d2 1 TiTy = 0 

1(0 = A lt + A2 

para as condigOes iniciais (7.3-2) 

A l  = vo  

A2  = X0  

T(t) = vo t + Xo 

(7.3-3) 

(7.3 -4 ) 

7.3.2 - E ex) nao Homo gnea com Condi 3es 

    

Homo §neas de Contorno 

Wn  K  dt 	m t  

11)0 (t) 	T 	t 1 K 3 + Bit + B2 

(703-5) 

para 410 (0) = 0 vem 

Vo( t) 	t3 	 (7.3-6) 

e conforme (7.2-5) 

x(t) = 1(t) + 14)0(t) = xo  + v0t  + 6  ! t3 

(7.3 -7) 

6 a solu4ao da equagao (7.3-1) cam as condic3es 
ciais (7.3-2). 

7.4- EXPANSAO DA MOW DE GREEN EM  

Vimos clue dada a equagao no homoggnea 
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A.f(x) = s(x) 	 (7.4- 1 ) 

com condicOes de contorno homogeneas, podiamos ob-
ter a solucao atraves da funcgo de Green. Vamos ago 
ra ver como obter a funcgo de Green dum operador di 
ferencial linearn, atrav4s de suas auto-funcOes. 

Sejam Vin (x) as auto-funciiee normaliza-
das, do operador R, correspondentes aos auto-van-
res Xm, isto 4, 

CL 1Pm(x) = 	 (7.4- 2 ) 

A funcgo de Green do operador S2, G(x, x 0 ) 
pode ser desenvolvida em sdrie das auto-fungoes 

CO  

G(x, xo ) 	,Am(xo)m(x) 
m.o 

(7.4-3) 

G(x, x0 ) 4 solucgo da equacgo 

Si.G(x, x0 ) = 8(x - x 0 ) 
	

(7.4 -4) 

Sulstituindo G(x, x 0 ) da (7.4-3) 

	Am(x0 )(Pm (x) = 8(x - xo ) 

como 12 6 linear e relativo a x 

›—lAm (x0 )11.1)m(x) = 8(x - x o ) 

e pela (7.4-2) 

\/›. , Am(x0 ) XmWm(x) = 8(x - x 0 ) • 

Multiplicando por Ar n(x) e integrando, e 
levando em conta a ortonormalizacgo das auto-fun-
coes, vem: 
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>  Am(io )xm . 1)11.(x),Pm( x ) dx = liqi ( x ) 8 (x 	x o  )dx 

ou 

AnAn(xo) 4!(x0) 	 (7.4-5) 

e substituindo em (7.4-3) An(x0 ) desta relaggo 

G(x, xo ) => 1111(x°In(x) 	(704-6 ) 
An 

Para auto-func6es reais temos de imediato 
que 

G(x, x0 ) = G(x o , x) 
	

(7.4-7) 

A (7.4-6) pode ser estendida para a caso 
de espectro continuo. 

Sejam YA as auto-funoles den. corn espec 
tro continuo: 

SINx 	 (7.4-8 ) 

Suponhamos as Vx(x) ortonormalizadas pe 
la 6 

(Yx; 1111)p) = 6(X - p) 	(7.4-9) 

A funogo de Green G(x, x0 ) do 	operador 
pode ser expressa pela integral 

G(x, x0 ) = S. A(X; x0)111)X(x)dA 	(7.4-10) 

Substituindo G(x, x0) em 

.Q.G(x, x 0 ) = 6(x - x0) 

Q. S A(A; xoNX(x)dX = 8(x - x0) 
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Sendo Si linear e levando em conta a (7.4 - 

-8) 

S A(., x o )Wx(x)dX = 8(x - x0 ) 

multiplicando por 14(x) e integrando em x e usan - 
do (7.4-9) 

xo )A.8( A - )dx . 1-F 1,(x0 ) 

ou 

levando 

em (7.4-10) 

A(Y, x0 ).Y = 	 (7.4- 11 ) 

- Y( xo)  
xo) 	

xo)  

41440) 1Pi■(x)  
G(x, xo ) 	 dY 	(7.4-12) 

Para podermos calcular G(x„ x 0 ) nao de-
verA existir auto-valor nulo. 

Demonstra-se que: 

"A condicao necessAria e suficieteparaque 
um operador Hermitiano 12 tenha funcao de Green, 6 
que nac tenha zero como auto-valor ou como limite 
de auto-val8res." 

7.5 - EXEMPLO  - YOGA° DE GREEN DO OPERADOR 

12 	dx a2 2  1 EM DOMfNIO INFINITO  d  

A equaQao 

12.f(x) = s(x) 

descreve, por exemplo, a densidade de absorgao de 



101 

partfculas que se difundem de uma fonte de densida-
de s(x). 

70501 	Determinacao de G(x, 	) por Expansao  
em S4rie de Auto-FuncOes  

Para fazermos use da (7.4- 1 2), necessita-
mos conhece.r as auto-funcOes do operadorS/, isto 4, 
resolver 

011 

,N)A, = XYA, 

2 d 2V a --y 
dx 
 + (X - )y . 0 

Substituindo 

e iWX  

a2w2 = 
	- 

= 1 + 0( 2 /4)2  

(7.5- 1 ) 

As auto-fungOes sao eiwx e os auto-valo 
res 

X = 1 + a2a 2  

As auto-funcOes ortonormallzadas pela 	6 
sao® 

	

1 	iWx 
Yo . 777 e 

correspondentes aos auto-valores 

X = 1 + a 2W2  

Usando a (7.4-12) 

1  +oo e iW(x-x;) 
G(x, 	= -- 

	

2D S o 	1 t a2w2 
00 

Obviamente temos para a 

du) 

(7.5-2) 

(705-3) 

( 7.5-4) 
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G(x, x?) 	 - XI) 

A integral (7.5-4) pode ser avaliada pela 
teoria dos residuos. Fazemos 

u)  c1-1 au) = 	 d  a 

+ co 
G(x, xg) - 1 ( 

2ra )-oo 

1 a  

(t + i)(t - i) dt  

    

Pig. 7.5- 1  

A funcao 

eipz 

f(z) - (z + i)(z - i) 

tem 2 polos nos pontos z = ti, e os resIduos nes-
tes Bois polcs: 

e- P Res[f(z); z = +11 = lim (z - i) f(z) 

Res[f(z); z = -i] = lim (z + i) f(z) 	- -- 2i 

	

Para p > 0 isto e x > xt 	escolhemos 

	

o contarno C i  indicado no piano para 	Usan- 
do o teorema dos reslduos 



1 03 
- 

(x-x')  

G(x, xl) - 
a 

e 
(7.5-5) 2 

Para p < 0, isto 4, x < xl esoolhemos 
o Canto/710 C2 (Fig. 7.5-1). 

x-x' 
a 

G(x, xi) = e 2 	 (7.5-6) 

A (7.5-5) e (7.5-6) podem ser reunidas em 

(x-x 2 )  
a 

G(x, x') - e 	 2 

 

(7.5-7) 

 

7.5.2 - Determinacao de G(x, x') pela 
Solucgo Direta da Equacio  

A funcgo de Green 4 a solugao de 

A 2 
a2  T:t2- + 1) G(x, xl) = e(x, xi) 	(7.5-8) 

para condic3es de contorno homogeneas: 

G(tco, xl) = 0 	 (7.5-9) 

para x < xl e x > x' a (7.5-8) reduz-se a 

2 d2 
a Tim- G(x, xi) = G(x, x') 

Usando 

G(x, xi) = G(xl)e i9x  

vem 

-a 2 5. 2 = 1 	
9 = - a 

ou seja 

a +— 
G(x, xi) = al(xl)e 	a2(30)e a 
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soluggo da (7.5-8) 	para x 	x'. 

As condigiies (7.5-9) exigem que 

	

ai (xl) = 0 	para 	x < x 

	

a2 (x 1 ) = 0 
	

para 	x > xl 

Para x x' a solucao pode ser escrita 

	

+- 	 -- 

	

G(x, 30) = a(xl) e a 	H(x' 	x) + b(x 2 ) e a  H(x - x') 

(7.5-10) 

a(xl) e b(xl) devem ser determinados.De 
rivando formalmente em relaggo a x 

+ ra(x 2 ) e a  - b(xl) a ] o(x - x') (7.5-11) 

A expressao entre parentesis deve ser nu-
la para x = xl 

x' 	 xl 

a(x') ea - b(x') e a = 0 

pois caso contr4rio 

d2  
dx2  G(x, xl) 

conteria um termo proporcional a 

(7.5 -12 ) 

dx - 5(x - xl) 

que nao seria cancelado na equagao (7.5-8 ).  

Assim de (7.5-12) 
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x' 	 xg 

	

a(xi)e a  = b(x') e 
a = c(xg) 	(7.5-13) 

Substituindo 

xg _- 
a(xg) = c(xl) e a  

x ,  + 
b(xg) = c(x1) e a 

 em (75-10) e (7.5-11) 

x-xl 	 x' _x 
x 	a 	 c(x  G(x,x) c(l)  e 	H(x 1  -x) + 	l) 	a H(x-x') e a 	 a 

ou 	 (7.514) 

x-x'  

G(x 	c(x )  , x 3 ) - 	e 	a  
a 

e 

x°®x 	 x-x 2  

dG  
dx 	

c(xT) 	a 	 c(x) 	ae 	H(x`-x 	 H(x 	x ) a 

( 7 . 5 -1 5 ) 

derivando (75 - 15) 

xg-x  
2 G 	1 	 c(xl)  e 	

a 
dx2 	a2 G(X , xl) 	a 	 6(x - xl) 

x-xg 
c(x11 	a e 	8(x - xi) a 

e c oaf orme a propriedade 

f(x)8(x m  xg) = f(x 2 )8(x 	xl) 

2G 
	c(a)  dx2 	7  G(x, xv) - 2 	a  o(x - xi) 

e comparando com (7.5-8) vem: 

(7.5- 1 4) 
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2c(x 1 ) a = 1 

• c(x') = 1 
 

e portanto para a (7.5-14) 

( 7.5-16) 

 
G(x, xl) 	e a 

2a (7.5- 1 7) 

Propriedade de G 2 (x, x')  

Usando a (7.5-15), temos: 

G:(xI+, xI) 	- c(xI)  a 

G(xl-, 30) = 	c(xl)  
a 

A descontinuidade da G'(x, 	por sal- 
to no ponto x = xI, vale 

( 	1 
G;  (x 2 +, xi) - 	 2cax)  xI)= - 	.---2- 	(7.5-18) 

a 

A derivada da funcgo de Green do operador 

d2  
-a2  cix2 

tem uma descontinuidade por salto, no ponto x = x , 
 igual a - 1/22. 

7.5.3 - Determinacgo da G(x, x 2 ) pela Soluogo  
&a Equaqao por Transformada de Fourier  

G(x, x 2 ) 4 a soluggo de 

2 
( 

A 
 a2 u (- 	cb--Er  + 1) G(x, xi) = 8(x — xi) 

para as condicOes 
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G(too, xl) = 0 

Aplicando a transformada de Fourier 

CY.(... 2  5; 	1 )  G (x, x' )  .T.6 (x - xl) 

e 

e  2 2 ""/  
+ a w Gv.t4 xv) 	x') - 

1 	e  a(Wp  x') - yu 1 	1;4 2(02 

Pela formula de inversao: 

(7.5- 1 9) 

1 +co 0-iW(xt-x) 
G(x, x') =   dW 1 + U 2(4'.  

quecalculadapela teoria dos residuos, conforme vi-
mos em 7.5.1 nos dgs 

fx-xli  
1 

 G(x, xl) =e- 
	a 

2a (7.5 -20 ) 

7.6 - SIMETRIA DA FUNQ70 DE GREEN  
E OUTRAS PROPRIEDADES  

7.6.1 - Simetria  

A funcao de Green de um operador auto-ad-
junto 6 uma funcao sim6trica do parametro x' e da 
varigvel x, isto 4, 

G(x, x') = G(x', x) 	(7.6-1) 

Nao demonstraremos esta propriedade. 

A simetria da funcao de Green expressa a 
reciprocidade que frequentemente aparece em 
se a forca 1 aplicada em xl p:roduz um efeito G(c 30) 
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em x, entao a forga 1 aplicada em x produz o mesmo 
resultado em x'. 

7.6.2 - Propriedade G(x - x'; 0) = G(x, x')  

Consideremos a equaggo diferencial nao ho 
mogenea com condicoes homogeneas no dominio [-co, 
+co] 

S2 f(x) = s(x) 	 (7.6-2) 

A funcao de Green do problema 4 a solugao 
de 

S2 G(x, 30) = 5(x - xi ) 

com as condicoes 

G(± co , 	) = 0 

Como caso particular para x' = 0, 

G(x„ 0) = G(x) 
- 

satisfaz a equagao 

SL G(x, 0) = o(x) 

com as condicSes 

G(too, o) = 0 

Se usarmos x - 	em vez de x 

g(x, xi) = G(x - xc,  0) 

satisfaz a (7.6-4) 

S2..g(x, 30) = 5(x - x') 

com as condicOes (7.6-5) 

g(±co,x 1 ) = 0 

(7.6-4) 

(7.6-5) 

Comparando (7.6-6) e (7.6-5) com (7.6-2) 
e (7.6-3) concluimos clue 

g(x, xl) = G(x„ x') 

ou seja 
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G(x 	0) = G(x, xg) 	(7.6-8) 

Assim . a funcao de Green em dominio infini 
to (-co, +co) pode ser calculada atraves da solugao 
de 

1/G(x) = 5(x) 	 (7.6-9) 

com condigOes homogeneas de contorno por 

G(x, x') = G(x - xg) 	(7.6-10) 

Esta relagao nos permite escrever a solu- 
gao: 

-F CO 

f(x) = 	G(x, xl)s(x0dx 1 
	

(7,6-11) 
—Ca 

da forma 

+ CO 

f(x) =G(x - x 9 )s(x0dxf 	(7.6-12) 
-co 

que 6 a definiggo de convoluggo (faltung) da G(x) 
com s(x) e representa-se por 

f(x) = G(x) * s(x) 	(7.6-13) 

7.6.3 - Propriedade G(t, t') = G(t - tg, 0)  

Consideremos a equaggo diferenoial 

S/ f(t) = s(t) 	 (7.6-14) 

com condigOes homogeneas iniciais. 

A funcgo de Green do operadorn 4 solugao 
de 

11 G(i, t') = 	- t v ) 	(7.6-15) 
- 

comcondicoes iniciais homogdneas. 

Como a perturbacgo 	- t') s6 se faz 
sentir ap6s t > tg e como as condigOes 	iniciais 
homogeneas se conservam at4 t = t', a funcao G(t, 
t') ser6 igual a G(t - 	0) solugao de 
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SL G(t - tf, 0) = 	- tl) 	(7,6-16) 

com condic3es homoggneas para t - t' = 0. 

Portanto, se G(t) a soluggo de 

S2 	= a(t) 	 (7.6- 17) 

com condigOes iniciais homogeneas, a funggode Green 
G(t, t') pode ser calculada por 

	

G(t, t') = G(t 	0) 	(7.6-18) 

Naturalmente, tudo o que foi visto nesta 
seccao„ pode estender-se sem dificuldade a duas ou 
mais variaveis. 

--oo0oo-- 
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8. APLICAOES  

8.1 - REPRESENTAQAC DE CARGAS EM ESTIJICA 

Em est4tica comumente aparecem cargas con 
centradas, cargas distribuidas por trechos, cargas 
com distribuicao continua. Estas situag3es de car-
gas sao representadas fAcilmente por combinagoes de 
fungOes delta e heaviside. As equagOes gerais dedu-
zidas para carga com distribuicao continua q(x) po 
dem ser usadas sem nenhuma restricao, bastando fa-
zer use das propriedades formais. 

Dada urna viga de comprimento 1 com carga 
distribuida q(x) (Fig. 8.1-1) 

00 

't  

Fig. 8.1-1 

temos: 

1 
R1.1 = 	q(x)(1 - x)dx 
	

( 8 .1 -1 ) 

x 
M(x) = R ix - 	q(x , )(x - x')dx' 	(8.1-2) 
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Consideremos o exemplo da fig. 8.1.2. 

Fig. 8.1-2 

A distribuicgo de carga representada por 

q(x) = 2r1(x; 1, 3) + 45(x - 4) (8.1-3) 

Substituindo (8.1-3) em (8.1-1) 

5 
R1.5 = 	Dr1(x; 1,3)(5- x)+ 45(x- 4)(5 -x)]dx 

0 

5 	 5 
2r,(x; 1, 3)(5- x)dx + 	45(x- 4)(5° x)dx = 

0 	 0 

e usando as propriedades (1.7-2) e (2.3-6) vem 

3 n 3  
2(5 - x)dx + 4(5 - 4) . [lox - x 4 ] + 4 = 16 

16 
3, 2 t = 3 R1 = 5 	9 (8.1-4) 

Calculemos o momenta,  no ponto x = 2m. 

Substituindo (8.1-4) e (8.1-3) em (8.1-2) 

2 
11(2)= 3,2x 2- 

	

	[21.1(x'; 1, 3)(2-3E0+46(xl-4)(2-x9jdx'= 
0 

2 	 2 
= 6,4= 	2n(100,3)(2-xotho- 	48(x2-4)(2-xocw. 
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Usando as propriedades (17-2) e (2.3-6) 
e levando em conta que o intervalo [0, 2] nao in-
clui o ponto xf = 4 vem 

22 

1 
= 6,4 - .c 2(2 - xf)dx 2  = 6,4 - [4x - x 2 ]

1 
 = 

= 6,4 - 1 = 5,4 m t 

8.2 - MOVINENTO RETILINEO  

Vamos considerar aqui o seguinte problema: 

Determinar a equagao do movimento de um  
ponto de massa m, que parte do repouso sob acao da 
forga 

F(t) = t 2  il(t; 0, t1) 	(8.2-1) 

A (8.2-1) representa uma forga f(t) = t2 
 agindo do instante t = 0 a t = t1 . 

A equagao a resolver é 

m  TT7  
d2 x 	F(t) 

Vamos resolve-la pela fungao de Green. 

8.2.1 - Funcao de Green do Problema  

A fungao de Green do problema 4 a soluggo 
da equagao: 

com as condigOes 

A 2 

m 	
r, 

" dt2 - '(t) (8.2-3) 

x (0) = 0 
(8.2-4) 

xf(0) = 0 

Vamos resolver a (8.2-3) pela transforma-
da de Laplace. 

(8.2-2) 
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A 2 r, 
LEM ‘ctTi.x] = L[ °  ( t )] 

Usando as propriedades da transformada de 
Laplace (6.3-2) 

e[8(t)] = 1 

e (6.2-5) 

Z[fl = [s 2Cf - sCf(0) 	f' (0)] 

vem,levando em conta as (8.2-4) 

m8 2  C, [G] = 1 

L[G] — 1 2 MS (8.2-5) 

e portanto a fling -a° de Green do problema 

G(t) = 111-1. t 	 (8.2-6) 

8.2.2 - Solucao do Problema  

A soluggo do problema 4 dada,conforme vi-
mos em 7.6-2,por 

x(t) = G(t) * F(t) 

ou seja 

co 
x(t) = s,c6 	G(t 	t 2 )F(tt)dtv 

ou seja 

co t 	tg . 1 2 x(t) 	 t 	ri(tg% 0, t i )dtg 

e usando a propriedade (1.7-2) vem com 

[a; p] = [0, co] n [0 9  1] = L 0 9 
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x( t) 

	

t3 	
4 

	

1 	t o l) 	
t > tl 1 (t —.- — —7/ 

or ti t * 	+ 	
iTI 	3 	4 111

tl 12 dti = 
1'  0 

T.  
L(t)  - 12 m (4t 	3t1)  (8.2-7) 

valida para t > t 1 , 

Naturalmente nao tem sentido calcular x(t) 
pela (8.2-7) para t < t i . Neste caso o tempo t 1 

 durante o qual age a f8rga, sera limitado por t, ou 
seja t 1  = t, e portanto: 

14 
x(t) - 12 m (8.2-8) 

Se tiv4ssemos condigOes nao homogeneas 

x(0) = x 0 	
(8.2-9) 

x(0) . v o  

deverfamos adicionar a solugao (8.2-7) da 	equagao 
nao homoggnea com condigOes homogeneas a solugao da 
equagao homogenea com as condigOes nao homoggneases 
pecificadas, ou seja a solugao da equagao: 

d2 x 
m  dt2 	0 

com as condig3es (8,2-9). 

A solugao 4: 

x(t) = x o  + vo t 	 (8,2-10) 

Assim a solugao do problema proposto para 
condigOes nao homogeneas 4: 

tl  
x(t) = x o  + vo t + 12 1m  (4t - 3t 1 ) (8.211) 

para t > t 1  

(8.2-12) 

para t < t i . 

t4  
x(t) = xo 	vot  + 12 m 



I< 	 

Fig. 8.3-1 

L\ 2 
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8.3 - ELASTICA DE UMA VIGA APOIADA SOB Ago DE 41 PAR  

Vamos resolver Este problema pela fungao 
de Green. Assim determinaremos em primeiro lugar a 
fungao de Green do problema. 

8.3.1 - Funcao de Green da Viga A -poiada 
8(x-x') 

A fungao de Green do problema 	G(x, x') 
4 a deformagao em x devida a uma carga unitaria em 
xl, ou. seja, 4 a solugao da equagao diferencial 

EJ dG = -6(x - x') 	(8.3-1) 

com as condigOes de cantelrno especificadas (Fig. 8. 
.3-1), 

Esta equagao pode ser resoivida atraves 
das equac6es diferenciais de 1° ordem sucessivas, 
com as condig3es de cont8rno especificadas 

dx 
dT = -6(x - )0) 

1 
T(0) - 	- xl  

d.M 
T 

dx 

(8.3-2) 

.3-3) 

(8o3-4) 
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M(0) = M(1) = 0 

d2  EJ G = -M 

G(0, Jo) = o(1, xl) = 0 

(8.3-5) 

(8.3 -6) 

( 8. 3-7 ) 

Da (8.3-2) usando a propriedade (2.18-2) 

T(x) = 	H(x - x 2 ) + c i  

e usando as condic3es (8.3-3) 

T(0) = c i  = 1 	-i x!  

xi 
T(1) 	-1 + o f  = - T 

vein: 

T(x) - 1-71 x1  - H(x - x 9 ) 	(8.3-8) 

Da (8.3-4) e (8.3-8) 

dM 1 - x 2  
dx = 	1 	- H(x xl)  

usando a propriedade (1.7-3) 

	

M(x) = 1  1 X2  x - 	Xt)H(X 	X t ) 	C2 

C2 = 0 pelas condig6es (8.3-5) 

Assim 

M(x) - 1 	-1 3°  x - (x - x')H(x - x') (8.3-9) 

Da (8.3-6) e (8.3-9) 

dx2G 2 	1 	x 2  EJ 	- 	1 	x - (x - x 2 )H(x - x 2 ) 
d 

integrando e usando a propriedade 
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S (x - x 2 )H(x 	xl)dx = (x 	x 2 ) 2H(x - x 2 ) + c 

02 
EJ dG 	1 - x2  x2 - 	' 11(x - x 2 ) + 0 3  

dx - 	

(x x  

21 	 2 

integrando novamente 

1- X 2  3 (X- 

6
XI)

3 

	

EJ G(x, x1)= 61 	H(x-xl) + c 3 x + c 4  

usando as condigZes (8,3-7) 

G(1, x 2 ) - 1  

G(0, 

xl 

x 1 ) 

1 2 

= 04  

(1 

= 0 

- x 2 ) 3  
- 

c 3 1 = 0 6 6 

(1 
	

2 )(21x 1  - x 22 ) 

	

3 = 	
61 

4 = 0 

Assim 

1-x 

	

EJG(x, x 2 ) = 6 1 ° 	- xx 12  - x3 )+ 
(X-X 

6
I )3

Ei(X-)0 

ou ainda: 

61EJG(x, x 1 )=(1-x 1 )(21x 1 x-xx 12 -x3 )+1(x-x 1 ) 3 H(x-xl) 

(8,3-10) 

A (8.3-10) 6 a fungao de Green do proble- 
Ma o 

8, 3m 2 m Elgstica da Viga Apoiada sob  Acao  
de um Par de Nomento M 

A situagao de carga 4 repre3eAta por (Fi-
gura 8.3-2) 
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que 6 a equaggo da elgstica procurada 

Cglculo' da integral 

c 

1 
- (1 - x 2 )21x 1 x ,5 1 (xl - a)dx = 

o 

usando a propriedade (2,11-2) para n = 1 

f(xf)61 1 (xl- a) = f(a)8 2 (xt - a) - fl(a)8(x'- a) 

+ 212x - 4alx 	(8.3-15) 

Cglculo da integral 

(1 	x Oxx 12 6 f(x - a)dxv = 

Usando a propriedade (2.11-2) para n = 1 
e (2.3-6) 

- 2alx + 3a2x 	(8.3-16) 

Czaculo da integral 

.f. 1 
- (1 - x')x 3 8'(x'- a)dxl = 

o 

Usando a propriedade (2.11-2) para n = 1 

= X3 

Cglculo da integral 

1  1(x - x 5 ) 3H(x - xf)E0(xl - a)dx 1  . 
0 

usando a propriedade (1.7-1) 

.f 
x 

. - 	1(x - x 1 ) 3 6g(xl - a)dxf . 
o 

e usando a (2.11-2) para. n = 1 

(8.3-17) 



K 	F(t) --,anznera--esua-a-zszs- 
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0 para x < a 

31(x - a) 2  para x > a 

ou seja 

= 31(x - a) 2H(xa a) 	(8.3-18) 

A soma de (8.3-15, 16, 17, 18) 4 a ( 8 .3 -1 4). 

8.4 	OSCILADOR HARMONICO 

Vamos resolver aqui o caso de uma mola e-
lAstica, solicitada por uma forga 

F(t) = Fo  senult, 

pela funcao de Green, 

8.4,1 m  Funogo de Green do Problema 

	>I 

Fig. 8 04- 1  

A equagao diferencial do movimento 4 

F(t) - KX mi = 0 

ou 

+ 	x 	F(t) 
	

(8,4-1) 

onde indica 

ex 
dt 2  
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A funggo de Green do problema é a soluggo 
da equagao 

d 2 G 	K G(t) - 8(t)  + -  
dt 2 	m (8.4 - 2 ) 

_Aplicando a transformada de Laplace, com 
as condigoes iniciais 

G (0) = 0 

	

G 2 (0) 	= 0 	 (8.4-3) 

. (8.4-2), vem com as propriedades (6.3-2) e( 6 . 2 -5) 

C[G] = s 2  LEG] 

L[SN] = 1 

	

32  LEG] + m 	= rT; 

daqui 

	

L[G] — 1 
	1  

M s 2 + K 
m 

fazendo 

K 	2 
M 6140  (8.4 -4) 

 

L[G]- 

  

e portanto 

M s 2  +W 

C-(t) - moo  sentO o t 	( 8 .4- 5) 

G(t) dada pela (8.4-5) 4 a fun.ggo de Green 
do problema. 

8.4.2 - Vibracao Harmonica Forgada 

Vamos considerar o caso em que 



Fo [24 sen u)t - 2 Wsen tOot] 
2MU./0 	 Ci) 
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F( t) = F o  senuut 
	

(8.4-6 ) 

A sollicao da equPcao diferencial (8.4-1) 
4 dada por: 

x(t) = G(t) * F(t) 

pares condic6es homoggneas. 

Assim: 

t F  
x(t) = 	- - senc0 0  (t 	t°) senctit 2  dt = 

o 131-  

usando 

( . 4-7 ) 

1 	 1 
sen p sen q -2  cos (p 	q) 	- cos (p + q) 

F0 t  
cos (wot (-LW -LUti) dti - • 21114 O

. 

cos (wo t 	cUo tv +(APO) 	= 

Po  [sen (Wot - Loot 	wtIl t  
2mwo  - (Do + ) 

F {sen (Wot Loot g +  
2m 	 cv0  w 0 

F 	sen u)t + sen Wnt 	sen ct)t 	sen Wot  
2mub 	 + u.) 

F0 sct 
2mab 0  

0 

onde 

Sc  

- (g)2 (sen 
	- 	senu)ot) 

F0  La   

me = K . SO 
 t (8.4-8 ) 
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Assim 

x(t) - 	
sow 
	(sena') t 	sen cOo t )0  

1 	() 2 	 b 	 .4_9) 
 

4 a solucao procurada para as condicOes homogeneas 

x(0) = 0 1 
(8.4-10) 

i(0) = 0 

Esta solucao pode ser decomposta em dual 
partes. 

A primeira 

/C0 2 	
(8.4-11) Xi(t) - 	  sent) t 

1 - 

4 um movimento harmbnico, de frequ6ncia cOigual 
da perturbacao, e com amplitude 

8 0  A l  = 	2 = N 8 0 	 (8.4- 1 2) 
1 - (4) 

N 4 chamado "fator de amplificacao" e sua 
variacgo esti representada na figura 8.4-2. 

0,5 

8 o 

-t- 

Fig. 8.4-2 
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Para W =c00  temos N = op, que repre-
senta a condigg.o de ressonancia, para a vibraggpfor 
dada sem amortecimento. 

A 2 4  parte 

 

x2 (t) = 	8°, 2 It sencd o t 
1 - () 

(8.4-13) 

onde 

= A2 sen clo t 

 

a) 	 u) A 2  = N 	 7.1T 8 0  = A l  	(8 .4- 1 4) 

6 um movimento harm8nico com a frequ6ncia fundamen-
tal 4. 

Como casos particulares: 

a) <.< 1 

A frequencia natural 6 muito menor do que 
a da perturbagao, temos 

N = 1 	e 	Al 	80 >> A2 
e nestas condigOes 

x(t) 	50  senuit 	 ( 8 .4- 1 5) 

0 movimento resultante tem a frequencia 
da perturbagao 

u) 	 (Lk aT 	 N a 7  

e 

A2 =#oo >> A i  

e nestas condigaes c movimento resultante 

x(t) s 4741)Q 5 0 sencl)ot 
	

(8.4-16) 

tem a frequencia natural mas pequena amplitude 
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cc/a so 

Para ilustrar o comportamento do sistema, 
ou seja, da (8.4-9) no limits u)-p-u)0  representamos 
na fig. 8.4-3 os gr4ficos para: 

W = 0,8 	e 	zg 0,9 

91 .08 ‘,1 	1 
\ 66'0 

             

             

             

             

           

           

          

         

N 

 

           

\ 1_41=0,9 
\ u.)„ 

           

            

       

V/ 

    

             

             

             

             

Fig, 8„4-;', 
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Se as condigOes iniciais forem nao homo- 
goneas  

X(0) = X0  

)40) = v o 

 devemos adicionar A solugao encontrada, a solugao 
da equagao homoggnea para estas condigoes, ou seja 

x = sen (wot + a) 

com as condigOes iniciais (8.4- 1 7) 

x(0) = A sen a = x o  

x(0) = AcA cos a = vo  

vo  2  
A = x (!)  + 

(8.4-18) 

tg a = Woxo 

 

vo  

e portanto 

x(t) = 14+ (Evig) 2  sen (coot + arc tg "-51 ) ( 8 .4-1 9) 

A solugao para as condigOes (8.4-17) é a 
soma de (8.4-9) e ( 8 .4- 1 9) 

x(t) = 	5° 	(sen Wt - c1,1 sen 400 + , 44) , 2 

'110 	
0 

„ 2  
+ 	+ (Tit) sen (Wot + arc tg 

( 8 .4-20 ) 

8.5 - CONDUCIO DO CALOR  

8.5.1 - Ecuacao da Difusao de Fourier  

A quantidade de calor que atravessa uma 
superficie dS na unidade de tempo, 6 dada por 

(8.4-17) 
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dS 

Fig. 8.5-1 

d =-kVTno dS 
	

(8.5- 1 ) 

ande k 4 o coeficiente de condutibilidade t&rmica. 

la > o dt 

indica propagaggo no sentido dell o . 

la < o dt 

indica propagagga no sentido contrario a n o . 

Considaramos um elemento de volumes/ 9  li-
mitado pela superffcie S (Fig. 8.5-2). 

A quantidade de calor que passa atrav4s 
de S na unidade de tempo: 

la 
dt 

4 dada por 

(la 
= 	kV Trio  dS dt 

0 dt 

indica saida de calor den atrav4s de S 

(8.5-2) 
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d".9‘< 0 dt 

indica entrada de calor atravds de S. 

Aplicando o teorema de Gauss a (8.5-2) 

dQ. 
dt kV. (V T ) do 

dt 
	kv2T d S2 
	

(8. 5-3) 

Por outro lado a quantidade de calor no 
volumen 4 dada por gi 

	9 cT d12. 
	

(8.5-4) 

onde: s. 4 a massa especifica 
c 4 o calor especifico. 

dgi 
dt - 9c  cT--C ( 8.5 -5) 

4 o acr4scimo de Qi na unidade de tempo. 

dQ1 
> 0 dt 

indica aumento da quantidade de calor emii 0  

111- < 0 dt 

indica diminuiggo da quantidade de calor em S2. 

Devems ter: 

dgi  
dt 	dt 

ou seja pela (8.5-3) e (8.5-5) 

aT 12.  
s' at kV2 T. d.Q = 



Fig. 8.5-3 
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Como a relagao vale para qualquer S/ 

kV2 T = s)c at 
e fazendo 

-IL 9c = K  
(8.5 - 6 ) 

72 T  . 
K  1 at ( 8 .5-7) at 

A (8.5-7) 4 a equagao da difusgo de Fou- 
rier. 

Para o caso uni-dimensional 

 

 

62 T 	1 aT 
axe 	et (8.5-8) 

8.5.2 - Solucgo da Equaogo de  
Fourier Uni-Dimensional  

Vamos resolver o 
seguinte problema (Fig. 8. 
.5-3). 

Parede de espes-
sura 1 com temperatura ini 
cial nula 

T(x, 0) = 0 	(8.5-9) 

condicOes de contorno homo 
geneas 

T(0, t) = 1(8.5-10) 
T(1, t) = 0 

e uma quantidade de calor 
go colocada no piano x = a, isto 4s 

q(x, 0) = Q .o 6, (x - a) 	(8.5-11) 

ou em outras palavras resolver a equagao (8.5-8) pa 
ra as condigOes dadas. 



au 
2— , 

ax 2 - 	7  = - IT T(x, 0) (8.5-12) 

- 133 - 

Resolveremos pela transformada de Laplace. 

Aplicando a transformada de Laplace b. (8. 
.5-8), em relagao a t 

L[t32-Ei] = iL [E] 
e usando a propriedade (6.2-5) 

L[f"(t)I = - g o) 	P 

vem fazendo 

Cot  T(x, t) = T(x, p) 

a2 T 	1  

axe - R [- T(x, 0) + p T(x, P)] 

C01110 

T(x, 0) 	T (x, 0 ) 	q(x, 0)  
K 	k 

OU 

T(x, 0) = q(x, 0) = aiVel (8.5-13) 

Substituindo (805-13) em (8.5-12) 

.3 2 T(x. P)
- 	

p) = ■ JL.  q(x, 0) axe 	 K 
(8.5- 1 4) 

Esta equaggo 6 a chamada equagao diferen-
cial subsidiAria. 

No problema proposto conforme (8.5-11) 

q(x, 0) = Q o  6(x - a) 

A equagao subsididria a ser resolvida 6 

>2E 
(x, p) 	2  T(x, p) = Clo f K 6(x - a) 	(8.5-15) c  
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com as condic3es de con -tarn° 

	

T(o, p) = 7(1, p) = o 	(805-16) 

decorrentes das condic3es de contOrno (805-10) 

Solugao da equaqao subsidiaria homoOnea  

2 —  
d T D 

-  dx2  K 

Tem como solucao: 

g, 	4.152x  
T = 	e 	+ BI  e 

usand_o 

ex = coshx + senhx 
-x e = coshx - senhl 

e 

Al + Bi = A 

Ai B i = B 

T(x, p) = A cosh - . Aqx + B senh qx 	(8,5-17) 

S211.19ao  particular da equacao subsidiAria 
nao homogenea 

T 
ax2 (x, P) 	K  

Qo 
(x9 P) = - pcic 6 (x - a) 

Aplicando a transformada de Laplace em re 
lagao a x 

p(00 p ) +  s  _aT (0 
p) 
	B 2 4 -T _ 	go e -as 

ax ( 0, • 	 9cK 

C01110 

p) = 0 

da (805-16) e 



vem 
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a — T(0, p) = 0 
ax 

c1/47 ., 	_ 	e -as  
ycK 2 s 	K  

 

 

A ze-as 
xki _ Q0 Vi

K 
 gc K p s - 2 p 

K 

(8.5-18) 

e conforme (6.3-10) 

T(x, p) 	9:1°  senh [1fF (x 	a)] H(x - a) (8.5-19) 

Solucao geral da equa,cao subsidiaria  

Ser4 a soma da (8.5-17 e 19) 

F(x, p) = A cosh Ari x+ B senh Irfx - 

- sc glr-pTc  senh co g (x — a)] H(x - a) 	(8.5-20) 

A e B sao determinados pelas condig3es (8. 
.5-16) 

p) = T(1, p) = 0 

ou seja, lembrando que 

cosh 0 = 1 

senh 0 = 0 

T(0, p) =A= 0 

71(1, p) = B senh 11 	
go  1 - 	senh 1/2  (1 - a) = 0 

B - 
	Qo  senh V g (1 - a) 

9C 	senh 
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e portanto 

Q 	senh VF(1 - a) 
i(x, 	p) - 	v2-0 [ 	  senh Fx 

g c v 13" 	senh 	1271 	 K 

- senh 1/-152K  (x - a) H(x - a] 

(8.5-21) 

A formula de inversao aplicada a (8.5-21) 
nos levaria a solucao do problema. 

Outra forma de resolver o problema 6 usar 
a propriedade 

op 
2 6(x - a) = 1 -7 	nr 	ILTC

1 
 sen T a sen -- x 	(8.5-22) 1  n=i 

e ensaiar a solugao 

Qo 2  T(x, t)= s„- T>  , fn(t) sen nn  -- a sen n-n  - x (8.5-23) 

	

T 
	1 

com fn(0) = 1 a fim de que a (8.5-23) verifique a 
condigao inicial (8.5-13) 

- a) 
\ . jx, 

 0) 
 - 

So / T(x, 0) 	 80c 
9a 	9 c 

Substituindo (8.5-23) na equacao (8.5-8) 

a2T 	1 ,aT 
J-Trc. = K at 

> I fn(t)(1f) 2  sen t- sen 	x x = 

1 	 nit = 
	I

f 	1 	1 l(t) sen -- a sen 	X .  
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;1° [(L.11271) 2  fn (t)+ 1  ff(t)] sen nn  a sen 
my x = 0 

	

K n 	 1 	1 n=1 

	

(Y) 2  fn(t) 	f121. (t) = 0  

f t (t) nr, 2 

f)---07. 	K (T) 

nr 2  In f(t) = - K(717) t + In f o  

_K(7) 2 t  

f(t) = fo e (8.5-24) 

COMO 

f(0) = 1 f = 1 

Substituindo f(t) em (8.5-23) 
Ktn ir\  2 t  

T(x9  

	

2Q,o 	1 nn 	nic x sen 717  a sen 

	

= 9c1 	 
(8.5 -25) 

que 4 a solucao do problema. 

8.6 CIRCUITO RLC FUNQA0 DE GREEN  

0 

C 

Fig. 8.6-1 

Determinax a corrente I(t) do 	ci_rcuit° 
RIC da fig. 6.6-1 9  constituido pox zeros, indutancia L4 
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resistencia R e condensador C9 pare uma,  forga ele-
tromotriz impulsiva E 08(t). 

A equagao diferencial do circuito 

" dt 
dI 

+ RI + 	= V(t) 	(8.6-1) 

onde Q - carga do condensador esta ligada a I pela 
relacgo: 

dQ 
" dt (€3.6-2) 

Para o casb de 

V = E0 

vein 

dI L 	+ RI + 	E dt 	C 	° 
(8.6-3) 

IR I dt 

Aplicando a transformada de Laplace 
(806-3) e admitindo como condigOes iniciais 

1(o) = 0 

Q(o) = o 	 (8.6,4) 

e levando em conta as (603-2) e (6.2-5) 

at LES t C11  - I(0)1 = LS 
LEs(t)] = 1 

Ltdc -A]=LEII = sl,EQ1 Q(o) 

e 

vein 

LSI 	 = Eo so 
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donde: 

E o  
- 	 
LS + R + -- 

SC 

(8.6-5) 

EOS  
- 

LUS + 2E) 	LC - 4R1  

fazendo: 

R  
2L = 4  

1 	R2 	,2 
LC - 4L = - 

- 	Eos  
0,) 2 	2, LUS 	 n 

Para n2  > 0 obtemos (ver adiante) 

I(t) = nL nL  -413  (n cos nt - µ sen nt) 	(8.6-8) 

Para E 0  = 1 a (8.6-8) representa a fun 
cao de Green do circuito RLC Para condicZes homoge-
fleas 

-11(t-t!) 
G(t, t') = e 	 nL 	(n cos nt - µ sen nt) 

(8.6-9) 

Calculo da transformada inversa 

Temos: 

[sen ax] 2 	a  S2  + a2 

S  £[cos ax] = S2 + b 2  

a  
sen at] - (S 	102 	ag 	(5.6-10) 
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4;[e-PA  cos at] 
S 

4-  11 ) 2 	a 
(8.6-11) 

Assim escrevendo a (8,6-7) sob a forma: 

EO 	S 	4  
1(S) 	L L(S + 4) 2  + n 	(S + 4 2  + 212 ] 

vem conforme (8.6-10) e (8.6-11) 

E I(t) at) = —17  e 	(n cos nt - µ sennt) 

- TEORIA DAS LINHAS  

8 0 7.1 - EquacOes Diferenciais  

Supanhamos uma linha de constantes distri 
buidas com uma carga Z(1) 9  ligada a uma fonte (figu 
ra 8.7-1). 

Z(e) 

Fig, 8.7-1 

Queremas obter os valores de 

I(x 9  t) 	e 	V(x 9  t). 

A linha dita de constantes distribuidas 4 
aquela que apresenta uma resistencia AB por uhidade 
de comprimento e uma indutancia Lo par unidade de 
comprimento. Al6m disso 9  vamas admitir que o meio 
se caracterize por uma condatancia G per unidade de 
comprimento e um efeito capacitivo caracterizado por 
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una capacidade C por unidade de comprimento. 

Um trecho de comprimentoAx pode ser re-
presentado pelo circuito equivalente da fig. 8.7-2. 

Fig. 8.7-2 

LY - auto indutancia por unidade decomprimento (hen 
ry/m) 

Rt - resist&ncia por unidade de comprimento (n,/m) 
G 	condutancia por unidade de comprimento 	Jim) 
C - capacidade por unidade de comprimento (farad/M) 

Para o comprimento Ax estas grandezas te-
rao os valores 

L'Ax, RYAx, GAx, QAx 

Para deduzirmos as equagOes diferenciais, 
vamos usar a relagao 

(Va  - Vb ) + 	E, 	7  RI 	(8.7-1) 

que nos d6 a diferenga de potential entre dois  pon-
tos de um circuito. Nesta relagao inclulmos no\ 'E 
as f.e.m.: 

dI - L
dt 
	- — 

Assim teremos: 
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dl 	v - C 	+ GV ( 8 .7 -4 ) 

As equagoes (8.7-3) e (8.7-4) sao conheci 
das como equag3es de Lord Kelvin. 

31T 	31 
- ax = L at + RI 

31 	3V 
-

+ GV 

8.7.2 - EauagOes Subsidi4rias  

As equagOes (8.7-5) sujeitas a condigOes 
iniciais e de cont8rno especificadas, nos dao a so-
lugao do problema. 

As equagoes subsidi4rias sao as que apare 
cern pela aplicagao da transformada de Laplace nas 
equagOes de Lord Kelvin. 

Sejam 

1(x, o) = I (o)  

V(x, 0) = V (o) 

	
(8.7-6) 

as condigoes iniciais. 

	

Aplicando a transformada de Laplace 	com 
relagao a t e usando a propriedade (6.2-5) 

cf) [f ( t ) ] = 	f ( 0) + p L[ f ] 

vems 

- LI
(o) 

+ Lp I +

• 

 RI = -  
ax 

- CV (o)  + Cp V +

• 

 GV = 

ou 



(Lp + R) [-(Cp + G)V + CV (0) 1 = g l  dIM  
dx 

ou 

144 - 

(Lp + R)1 = o 	+ LIM 

(Cp + G)V = aa! + CV (0)  

 

( 8 .7-7) 

  

As (8.7-7) sao as equagOes subsidiarias.0 
samos 

I = I(x, P) =:Gt[gx, t)] 

	

V 	p) =S;AV(x 9  

Podemos eliminar 19 derivando a primeira 
em relagao a x e substituindo ai/ax da segunda 

	

( Lp 	R) al _ 	a 2  v 	dI (0)  

	

17- 	7: 

	

ax 	axe L  dx 

( 8 .7 -8 ) 

(0 	
C( Lp + R)(Cp + OTT = L  di d x) CkLp + R)VM 

( 8 .7-9) 
e 1 4 dado por 

y(c, p)  = , 	1 
	ax 	Lp 	(8,7 ° 10) Lp + R ax Lp + R 

Se fizermos 

	

q2  = 1 / ,Lp + R)(Cp + G) 
	

(8,7-11) 

A solucao da equacao homogOnea associada 
da (8.7-9) 

eTi Tc7 q V = 0 (8,7-12) 

6 

7(L, P) = A. e gx  + B e-gx 
	

(8,7-13) 
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onde A e B sac) determinadas pelas condigOes de con-
tarn°. 

8.7.5 - Aplicaoao - Sinal Delta 

Linha ideal, 	R = G = 0, 	corn um sinal na 
origem 	V(O, t) = E0  &(t), 	condigoes iniciais homo 
geneas, isto 4 

I (o) 	= I(x, 	0) = 0 
( 8 . 7 - 1 4 ) 

V(o)  = V(x, 	0) 

e aberto na extremidade 

= 0 

V(1, 	t) 	= 0 (8.7-15) 

Neste caso temos para a (8.7-11) 

e = L0p2  (8.7-16) 

A equaggo a resolver (8.7-9) 4 portanto 

372- 	LCp2 = 0 

cuja soluggo 4 

on.de fizemos 

x -x 
V(x, p) =Ae

v 
+Be (8.7-17) 

LC = 1 
	

(8.7-18) 

Determinaggo de A e B. 

0 circuito sendo aberto na extremidade 

1 ( 1 , t ) = o 	 ( 8 .7 - 1 9) 
e 

T(1, p) = £tI(1, t)] = 0 	(8.7-20) 

V 



-146- 

Assim pela (8.7-10) com 

	

R = 0 	e 	I(o)  = 0 

1(x, p) 

e usando a (8.7-17) 

2a 	-2  x 

	

1-(x, p) = 	Lp P 
(A elr 	B e v ) 

e pela (8.7-20) 

21 	-21 
Aev -Be 	=0 	(8.7-21) 

Por outro lado 

V(0 9  p) =L[V(00 t)] =LEE 06(t)] = E 0  (8.7-22) 

e portanto pela (8.717) 

A +B = E0 
	 (8.7 -23) 

As relagOes (8.7-21 e 23) nos permitem de 
terminar A e B. 

A - 	
Eo 

21 	-21 
e
v +e v 

21 
B 

Eo  
eV 

 

21 	-21 
ev  +e ms  

(8.7-24) 

  

Substituindo (80724) em (8.7-17) obtemos: 

	

2(1-x) 	-2(1-x) 

p) 	E 
v + 

+ e  e  

	

RI 	-21. 
ev 	e 
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cos h 2  (1 - x) 
= Eo  	(8.7-25) 

cos h 2  1 

Dividindo numerador e denominador por 

21 
e 

vem: 

- 2x 	-2(21-x) 
V(x, p) 	 e 	 

-2 2 1 
	Eo  

1 + e v  
e desenvolvendo 

1  

-2 21 
1 + e v  

em eerie como 

a)  1 
= 1- 11+4 2 - p 3  + 	=>  (-1) 1.  AT 	(8.7-26) 

T=0 

111 1 	< 1 obtemos 

-2x 	-2(21-x) N )11) 	-2r21 V(x, p) = Eote v  + e v  3 	 
r=o 

V(x, p) = 
-.!)7(x+2r1) 

r=o 

co , 
-2[2(r+1)1-x1 

+ Eo>  4 (-1)1  e v 	 (8.727) 
r=o 

V(x, t 4 calculado pela transformada In-versa de (8.7-27 
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V(x, t) 	£-1[ (x, p)] 

Se usarmos a propriedade (6.3-1) 

= 5(t - a) 	(8.7-28) 

obtemos: 

V(x, t) = E o > . (_1)r g t  x + 
v 
 2r1  

) 

2(r + 1)1 - Ic N  Eo > i (_1)r g t  

(8.7-29) 

A (8.7-29) 4 a solugao do problema. 

Este resultado pode ser interpretado de i 
mediato como sinais delta que se propagam em forma 
de ondas com velocidade v e que se refletem sucessi 
vamente nas extremidades (Fig. 8.7-3) sofrendo in-
versa° sempre que se refleten na origem x = 0. 

A propagagao em forma de ondas nas linhas 
ideals, poderg ser mostrada pelas equagoes (8.7-5) 
com R = 0, G = 0 

av 	T, a' 
- ax 	3t 

(8.7-30) 
az c  av 

- ax 	at 

Derivando. a primeira em relagao a x 

a2 V T.  a 31 	3 n 
- 57 - L ax at - L a ax 

e substi•uindo aTialx da segaxida 

211 
ax2 	LO ate 

ou 



1 49 
a v 2 

= 	ate  (8.7-31) 
que nada mais 4 do que a equagao de dvAlembert (On-. 
das). 

A (8.7-31) nos diz que V(x, t) se propaga 
em forma de ondas, com velocidade 

v - 1 
	 (807-32) 

-11.• 

	

r = 0 no 	E 0 8 	
V 

V Somat6rio 

21 - x\ 

	

tr.  = 0 no 	Eogt v ' 
2' Somatbrio 

 

1 	no 
_E08( 	x + 2 1 )  

v 

 

1 2  Somatorio 

 

tr = 1 	no 	-E08(t - 41-x)  

2' Somatorio 
	 v 

	

r = 2 no 	E05(t x + 41)  v 
V Soma -toxic 

I 2' Somatorio 

	

{ r = 2 no 	E08(t - 	v  ) x \  

LC 

etc. 
Fig. 807-3 
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8.8 - TEOREMA DOS POTENCIAIS RETARDADOS  

8.8.1 - Introducao  

As equagOes de Maxwell nos potenciais fi-
cam reduzidas a uma Unica equacao diferencial 

-71 02Ay = 
Y y  

quando introduzimos os tetravetores 

Av = (77; 	I) 

Jv 7  (S.; 19v) 
- 

A condicao de Lorentz 6 expressa por 

D.Ay = 0 	 (8.84) 

0 problema eletromagn6tico fica resolvido 
quando se conhece a solugao da (8.8-1), uma vez que 

-,- 	 1 h 
E = - grad. 	- - N-- 	(8.8-5) 

y ot 

B = rot. T. , 	 (8.8-6) 

0 teorema dos potenciais retardados, que 
veremos a seguir, 6 demanstrado de forma elegante, 
pela solucao da equagao diferencial (8.8-1) atravds 
da funcao de Green. 

8.8,2 	Teorema  

0 teorema dos potenciais retardados esta- 
beIecet 

"Os potenciais originados p)r cargas e16- 
tricas ou correntes nao estiacionariaa sao calcula-
das da mesma forma qua 112B casos estacionArios, sal 
vo o retardo no tempo devidz, a prpagagao da pertur. 
bacao". 
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Consideremos isms,  distribuigao de densida-
des de cargas e correntes dadas por (Fig. 8.8-1) 

y 	t) 	 t) 	(8.8-7) 

Os potencials vetorial e escalar 

t) 	 t) 

em um ponto P, no instante t, devido a distribulgao 
(8.8-7), podem ser calculados de mord° com o teore 
ma, pela distribulgao "estaciondria". 

Ycii; t 	ir 	v 

r(iri;  t - I r -V  r11Ti! ) 

	 (8.8.,8) 

Pela solugao da equagao (8.8-1) com a fun 
gao de Green obteremos 

Aycit.,t) 	
r-2(Z; t - 	 
	  dri  

1 -7  - Fit 

que comparada com a solugao para casos estaciand-
rios, nos permite enunciar o teorema. 

As corAtantes que aqui aparecem, dependem 
do sistemas de unidades adotado e estao ligadas por 

2 	yyth  y 	 (B ob-9) 
4Trell 



x i  = x. 

12 = Y 
x3  = 

14 = ivt 

pela funcao cle Green. 

( 8 .8-13) 
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8.803 - Demonstracio  

Vamos resolver a (8.8-1) 

0 2 Asi,  = 	. jv  
Y I  

onde 

Ay = (Ax, Ay , Az , i  1Y.T. I) = (Ap i 	1) 

(8.8-10) 

Jv = (Jx, Jy, Jz, ivg) = (3, ivg) 	(8.8-11) 

2 	2 	2 	2 

0 4--- 	 (808-12) 34 34 34 

quacgo 
A funcao de Green 	G(X) 	4 a soluggo da e 

02  G(X) 	(5(X) 	(808- 1 4) 

G(X), 
Seja 	G(K) 	a transformada de Fourier 	da 

isto 4: 

onde 

G(X) = Tri774-r   G(K) e iKX dic  (898_15).  

e 

K 	= (Kl, K2, K3, 	K4) = (, iK0) 

d K = dK i , dK2f  dK3  9  dKo 

As s 
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KK (K) e IY.G(X) - - 	17 	5 dK (8„8-16) 

por out:ro Lado, como generalizacao de (503-2) 

o(x) e iKX dK 	(888-17) 

Das (8*8-16 e 17) tiramns: 

	

6(K) = 5771TR 
	

(8*8-18) 

Pela f6rmula da inversao da triansformada 
de Fourier obtemos: 

G(X) = 4irr  8(r m  vt) 
	

(8,8-19) 

A solucgo 6 obtida por 

Ay (X) = 	4 J)? (X) * G(X) 	(8*8-20) 

ou seja 

Av (X) = ifif 	4,11, G(X - X i ) dX1 (808-21) 

	 bri .  - 	- v(t 	t,)] G(x 	xi) = 	- 	L 

	

- 4r 
1 	o[v(t i - t + -------)J 

Se usarmos a propriedade (2.5-1) 

	

8(ax) = 	5(x) 

17. G(x - x i ) - 	  8(t 1 (8„8-22) 
4mv 11" 	rii 	 v 	• 
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Substituindo (8.8-22) em (8.8-21) vem 

Ay(K) = 

onde 

T.:Z111.1 ) dX i  t ) 	 	 y 	 4wArr-i;rd 5Eti-t-  v  

dX 1  = dxdydzv dt i  

Integrando em relagao a t 1  vem 

- 	\ 

AY(X) = 	 v 
	

( 8 0 8-23) 

Esta solugao comparada com a solugao obti 
da para distribuigoes estacion4rias 

r 	vciri)  

Av (')  = 	
(8.8-24) 

nos permite enunciar o teorema. 

8.8.4 - Cglculo de Integrals  

a) Cglculo da integral 

G(x)  Ti77 
	

G(K) 
eiKX dK  

para 

6(K)  - 47r 2KK3 

ou seja 

onde 

a(x) 767.1"7  

1K.X 

KK 
d.K 	(8.8-25) 

dK = dK1  dK2  dK3  



e 

K X = K ix, + K 2x 2  * K 3x 3  - Koxo  = 
2 	--"- 2 	2 KK = K. K K o  =K 	Ko  

K x o o 
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Poderemos escrever a (8.8-25) sob a forma 

G(X) 	16 1 :r4 	e-IK°x° dKo  

a segunda integral vale 

(C 	eiK.r 
dK 

3 K. I- 14 

e+iKor 

conforme item b. Assim 

1 	+co,-iKoxo+iKor 
G(X) = 8E2 dKo 

-co 

8y 

. 1 
2r 	e

1Ko(r-xo) dKo 
 

-co 

A integral vale 21.c 5(r - x0 ) 	conforme 
propriedade .  (2.19-2) 

G(X) = :gib. 5(r - x0 ) 

of 

1 
r 

G(X) = 
4r

( 
	

vt) 

b) Avaliaggo da integral 

 	- r Kt' d  

Temos de ao3rdo corn a fig. 8.8-2 

(8.8-26) 
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Fig. 8.8-2 

""g• 	I -41 
K.r = JKI r cos 8 	 (8.8-27) 

=kr cos 8 

e ikr cos 6 

k 2  - Kg 
	  k 2  sen 8 dedpak = 

ikr cos 8 
= 2n 	e

k2Ko k 
2 sen 8 d8dk 

e
ikr cos 8 21c 

ir 	k 2  Kg 
sen 49d0)dk 

k 	 it  
r k2  -K 2a 

.f  
i  

0 

	

2ri oo  k d. k
( e 	

e
+ikr )  

r o k2  dKo 

k e-ikr co k e+ilcr 

k 2  Kg dk  k 2  - K 2  

k 	e -ikr 230 	 e iK°r  
k 2 -K2 

ak 	21172  

	

cujo cgaculo 4 feito cam o 	da teoria 
residuos, no item c. 

e
ikr cos 8 . 

d(ikr cos 6)= 

dk 
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c) Clculo da integral 

23ri l+oo e-ikr a) k 2 	i() kd.k 

A funcgo 

e -iZr 
f(z) = z 2 	2 Z - K 0  

tem doffs polos 

z + K o  

Os residuos desta funcgo nestes p6los sac): 

	

e  Res Cf(z); z 	+ 	2  

e+iKor 

	

Res [f(z); z .-Ko] = + 	 2 

Integrando ao longo da trajetaria indica-
da na fig. 8.8-3 quando o raio da semi-circunfergn-
cia tende a infinito: 

Fig. 8.8-3 

vem 

c2
+00 e-ikr +iKor 
	kdk - -2ri e  k 2 _ K 2 

-co 	o  

e portanto: 
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yco . -ikr 
2ri 	e 	 Tc

2 

k 2 0  kdk = 
-op 	

0 
 

8.9 - ESPALHAMENTO ?WO DELTA  

8.9.1 - Sec3es de Choque Diferencial e Total  

Seja 

V(r) = -B 5(r) 	 (8.9-1) 

o potencial espalhador. Para calcularmos a seccao de 
choque diferencial faremos use da aproximacao de 
Born para potenciais esfericamente simdtricos, a sa 
ber: 

f(8) = 	
2mc

4. 2 	V(y)r A sen kr dr 
	(8.9-2) 

0 

Aplicando ao potencial do problema: 

f(8) = 2moBj r son kr S(r)dr 

2m0B11 2 sen kr  
tie r  kr gr) dr 

usando a propriedade da &(r) (coin simetria esfe-
rica) 

ao 

	

47cr2  f(r)6(r)dr = lim f(t) 	(8.9-3) 
6-*0 

vein 

f(8) = 
mc B 	sent 	mc  B 	(8.9-4)

- ti2  ;L 'ini 	2rti2  

A secgiio de choque diferencial por unida-
de de :Angulo solid() 
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6 (e, (p) = If(e)I 2  
2 2 

mo B  
4n 2t4  ( 6 . 9 °5) 

A (8.9-5) nos mostra ser o 	espalhamento 
isotr6pico. 

A secgao de choque total sera: 

m2  B2  moB (8.9-6) 

interessante notar que 	pode ser obti- 
da como caso limite do pogo retangular para baixas 
energias, 

2 6 

C9'° 16 moyvoa 

9 	ti4 	 

para a --P-0 e Vo -a-co com a condigao 

TcVoaz 	B 

isto 4 

2 
MO i T: (3 irV0a3)2 

In
2 B2 0  

st 14 (8.9-9) 

8.9.2 Validade da aproximacgo de Born  

A condiggo de validade da aproximaggo de 
Born 4 expressa por 

2ikr mo   
t2k 	(e - 	- 1) V(r)dr << 1 (8.9-10) 
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2ikr 
e 	= cos 2kr + i sen 2kr 

(8.9-11) 

mo j c°  (e2ikr 	Bo(r) dr  
grj 

o 

_ moB  ETE i .c c°  cos 2kr 5(r) 0   dr + i 	sen. 2kr 5(r)tir 

co 

	

5(r) dr 	= 

e usando as propriedades da delta 

	

el
moB r  cos 2 kE,  + 	sen 2k6 

FIT-4r  L 	62 	 Ez 
6 

	

moBrcos 2 k 6- 1 + 	sen 21(6]  _ 
= tl2k4IT L 	 62  6 --1-o 

I moB  2 sent  k E+ i 2 sen k E cos k  
2k411; 62 

moB 4 sen4k & + 4 sen2 k 6 cos'ke, 
k2k4.p; 64- 

E 

moB a 2 gen. kE k4yr  

e gste limite tende a co n'.4,o se verificando 	por- 
tanto 	a condiggo de validade da aproximacao 
de Born. 

V(r) = - B5(r) 

Calculemos a integral da (809-10) 
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8.9v3 a  ConclusOes  

A aplicagao formal da aproximagao de Born 
para potenciais esfericamente simetricos ao poten-
cial 

V(r) = a B 5(r) 	 (8.9-12) 

leva a resultados corretos, isto é, que 	coincidem 
com aqueles obtidos como limites de um pogo retangu 
lar a baixas energias, apesardeacondigao de valida 
de da aproximaggo de Born nao se verificar. 

No pogo V(r) = 	B 5(r) 

co 
= 	B 5(r) 4nr2  dr = B 	(809-13) 

representa o "volume" do pogo de potencial. 

Vejamos as segOes de choque total de ou-
tros dois pogos de potencial de curto alcanceerafun 
gao do "volume do pogo". 

Poco Retangular  

t = 4 ire. 3  Vo 	 (8.9-14) 

c5,_ 16 rmAVAa6 	mOir2  
9 	ti. 4 	— 77E77  

r -- 
Pogo V(r) = -Vo e a  

r oo 
r = 	4wr2  Vo e a  dr = 8N Voa3  (8.9-16) 

0 

como se pode verificar integrando por partes. 

6.,_ 64T mAVA Et 2 2 
Oir 	(80917) 11 4 	— 

m
rt4  

Comparando (8.9-9, 15, 17) e (809-13) con 
clulmos que para baixas energias e potenciais de cur 
to alcance a segao de cheque total depende sbmente 

(8.9-15 
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do "volume" do pogo, isto 4: 
2 2 

Mol't  
CY_ 

7t4  

Um espalhamento deste tipo pode ser des-
crito por um pontencial tipo delta 

	

V = 	B 6(r) 

onde B representa o "volume do pogo". 

Neste caso o nosso maior inter&sse 	ajus 

	

tar a constante B ao 	valor conhecido da 	segab 
de choque. 

--oo0oo-- 
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NOTAQOES  

para todo x 

8(x) 	fungao delta 

H(x) 	fungao Heaviside 

fl 	fungao retangular 

E 	pertence 

nao pertence 

intersecgao de dois conjuntos 

valor arbitrario > 0 

derivada parcial em relagao a K 
Ejn) 	derivada de ordem n 

x 	variavel unidimensional 

X 	variAvel n-dimensional 

N(X) 	vizinhanga de X 

Tef 
F(W) 	transformada de Fourier da f(x) 

Ts  of 	
transformada de Fourier seno da f(x) 

Fs(w) 

0 0 
e .f 

) 	transformada de Fourier cosseno da f(x) F:0 

operador reflexao 61f(x)]. f(-x) 
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f 
	transformada de Laplace da f 

f * g 	convoluggo (faltung) 

G(x, xg) funcao de Green 

E modulo de elasticidade 

J 	moment° de in4rcia da seggo 

R 	resistencia 

L indutancia 

G condutancia 

C 	capacidade. 

--oo0oo-- 
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