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INTRODUCAO

Nosso objetivo neste trabalho foi estudar um dos
principais resultados da teoria ergddica, o teorema de
Birkhoff, e algumas de suas consequéncias. Este teorema €
uma versao mais forte do teorema da recorréncia de
Poincaré. Enquanto esse teorema ultimo afirma, sobre

determinadas condi¢coes, que para quase todo ponto x de
um conjunto mensuravel A a Orbita de x "retorna" uma
infinidade de vezes a este conjunto, o teorema de Birkhoft
nos da uma resposta mais precisa dizendo qual € a
frequéncia com que este ponto retorna ao conjunto A.

DESENVOLVIMENTO

Teorema Ergodico de Birkhoff

Seja T: (X, X) — (X, X ) uma transformacao mensuravel e
seja 1 uma medida T-invariante finita em X. Dada uma
funcao u - integravel ¢: X — R, o limite

or(x) = lim %; P (Tk(x))_

existe para quase todo ponto e temos

f‘PTdH = fgodu
Definicao

Dizemos que T: (X, X, u) — (X, X, u), uma transformagéo
mensuravel num espaco de probabilidade, é ergodica se,
para qualquer fungao u - integravel ¢: X — R, para quase
todo ponto de X, vale que as médias temporais sao iguais
as médias espaciais, ou seja, se para quase todo x € X

tem-se: -1n—1 .
: _ k — d
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Como equivaléncias:

e Para todo conjunto invariante A € X (T'(A) = A) tem-se que
w(A) =0 ou w(A) = 1.

e Se f: X—>R étalque foT-=f para quase todo ponto, entdo f
é constante fora um conjunto de medida nula.

Exemplos de Transformacdes Ergddicas:

e Seja T: [0,1] —[0,1] dada por T(x)=10x-[10x], Observe que
se X = 0,byb;.... € [0,1], entdao T(x) = 0,b,b,.... € [0,1]. A
verificacao da ergodicidade de T € uma consequéncia do
teorema da derivacao de Lebesgue.

oSeja R,: [0,1] —[0,1] a aplicagao rotagcao, dada por R_(x) =
X +a (mod 1), onde o é irracional. Verifiquemos que R, €
ergodica. Seja L, o espaco das funcbes complexas
mensuraveis de quadrado integravel, ¢: [0,1] — C. A familia
de fungdes ¢, (x) = x¥, com k inteiro, constitui uma base de
L,, ou seja, toda ¢ : [0,1] — C em L, se escreve de modo

Unico como: )
‘P(Z) = Z CxZ .
keZ

Pelas equivaléncias basta mostrar que toda funcao integravel ¢
Invariante é constante fora de um conjunto de medida nula. Assim,

se ¢ é invariante temos @oR = ¢, logo expressando na base {@}

resulta:
Z cefzk = % ¢, z"

keZ keZ

Pela unicidade dos coeficientes seque ¢k (eki“ — 1) =0 . Por a
ser irracional teremos que ¢, = 0 para todo k ndo nulo, ou seja, ¢(x)=
Co- Portanto R, é ergddica.

Aplicacoes
Aplicacao 1: Dizemos que um numero real x é normal, ou
balanceado, se a frequéncia de cada algarismo de sua expansao
decimal é equidistribuida, ou seja, tem frequéncia um décimo.

Afirmacao: Fora um conjunto de medida nula, todos os numeros
reais sao normais.
Prova:

Sejam T: [0,1] —[0,1], dada por T(x)=10x-[10x], e E;= [ /10,
(j+1)/10], para j = 0,...,9. Agora notemos que para x=0,byb;.... em
[0,1] tem-se que b, € ] < T"(x) € E;. Assim utilizando o fato que T é
ergodica, i. e., podemos aplicar o teorema de Birkhoff a T, resulta
que existe H; < [0,1] de medida total tal que para todo x em H; tem-

se: e _ ,
lim H;ZEJ' (T""(x)) — “(Ej) ~ 70

n—+oo

Como podemos ver, teremos que pu(Hy N Hy N... n Hg)=T1.

Aplicacao 2: Seja a,, = 2", para todo n natural. Agora definimos 3,

como sendo o primeiro algarismo do numero o, Seja k um
algarismo entre 1 e 9 fixo. Vamos calcular a frequéncia de k na
sequéncia f, .

Notemos que se k for o primeiro algarismo da n-ésima poténcia de 2,
entao podemos escrever:

2" = kas_1Q¢_p ...y = 10t + a,_,10t"2 + ...+ a;10°

As_ a
t 1_|_..._|__1)

n.log(2) = (t — 1).1log(10) + log (k +—= T

Observe que o primeiro digito de 2" € k se, e somente se,
log(k) < {n.log(2)} <log(k + 1)

onde { } representa a parte fracionaria.
Como o = log(2) é irracional segue que a rotagao R, é ergodica,
logo: N—1
.. , 1
<n<N-11° naRy_ — |
nj0<n<N-1,1%digitode 2"é k} — = Z Z[lng(k),lng(k+1}](RE(O))

N n=0
k+1

> u([log (k) , log(k + D) = log (——) quando N — +.

Portanto as frequéncias de 1, 2,..., 9 sao respectivamente log(2/1),
log(3/2),..., 1og(10/9), ou seja, contrariando a nossa intuicao o
numero um € 0 que possui a maior frequéncia.

CONSIDERAOES FINAIS

Como podemos ver o teorema de Birkhoff pode ser aplicado em contextos pouco esperados como na teoria de numeros. Isso pode
ser visto como, por exemplo, no recente teorema de Green-Tao na qual afirma que a sequéncia de numeros primos contem

progressoes aritméticas arbitrariamente longas, este resultado provado inicialmente utilizando técnicas de analise harmonica ganhou
uma segunda demonstracao bem mais curta e “simples” apenas utilizando teoria ergddica.
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