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RESUMO 

Vigas com traçado curvo são concebidas tanto por motivos estéticos quanto funcionais, sendo 

usualmente utilizadas para projetos de edifícios, pontes e viadutos. Têm como característica a 

solicitação pelo esforço torçor, exigindo critérios específicos de dimensionamento. Este 

trabalho faz um estudo sobre vigas em concreto armado com traçado curvilíneo, propondo um 

software para análise estrutural e dimensionamento da seção ao estado limite último de 

solicitação. Aplicando-se o método dos deslocamentos para a análise estrutural, a partir das 

solicitações é feita a verificação da seção para o momento fletor, momento torçor e esforço 

cortante, conforme as recomendações da NBR 6118:2007 – Projeto de Estruturas de 

Concreto: procedimento. Para o desenvolvimento completo do software objetivo deste 

trabalho foi utilizada a linguagem de programação MS Visual Basic que, além de ser simples e 

prática para o desenvolvimento de aplicativos, está disponibilizada gratuitamente no pacote 

MS Visual Studio Express 2012. 
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1 INTRODUÇÃO  

A importância de vigas com traçado curvo se dá tanto por necessidade, como no caso de 

pontes, viadutos e acessos, situações em que a configuração curva representa a opção mais 

viável, quanto por aspectos estéticos, como em edifícios, situação em que a adoção de vigas 

curvas agrega valor arquitetônico, possibilitando a criação de projetos arrojados e inovadores. 

Apesar de sua utilização convir em diversas situações, seu dimensionamento exige uma 

análise adequada dos esforços atuantes nas seções, em especial da ação do momento torçor, 

conforme frisado por Mason (1977, p. 280-281), que é decisivo na determinação da seção e 

que pode ser determinado tomando por base a estática das vigas. A mensuração adequada dos 

esforços possibilita o correto dimensionamento da seção, garantindo a segurança ao estado 

limite ultimo de solicitação do elemento aos carregamentos de cálculo previstos. 

No Brasil, o concreto armado se destaca na construção civil como o material mais utilizado 

para a execução de elementos estruturais, incluindo-se nestes as vigas. Através da ação 

solidária do concreto com o aço, obtêm-se um material com propriedades mecânicas 

conhecidas e possíveis de serem estimadas, possibilitando levar o dimensionamento a estados 

limites de tensões, chegando-se assim a uma solução resistente, segura e com excelente custo-

benefício. Ainda, somado às propriedades estruturais e econômicas, o concreto, quando ainda 

fresco, se apresenta em um estado fluído, podendo assumir inúmeras formas. Já o aço, por sua 

vez, devido a sua alta ductilidade, mesmo em seu estado natural pode ser moldado de acordo 

com a necessidade no momento da execução do projeto. Em virtude das excelentes 

propriedades apresentadas pelo concreto armado, até mesmo para formatos curvos, justifica-

se o emprego deste como o material a ser utilizado no desenvolvimento deste trabalho. 

O dimensionamento de vigas em concreto armado, segundo a NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO 

BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a), deve atender a critérios de segurança 

específicos para cada tipo de solicitação, sendo possível analisar o Estado Limite Último 

(ELU) e o Estado Limite de Serviço (ELS) de solicitação, considerando forças normais e 

cortantes, momentos fletores e momentos de torção, englobando todas as possibilidades de 

solicitação do elemento. 



19 
 

__________________________________________________________________________________________ 
Vigas curvas horizontais em concreto armado: elaboração de programa computacional 

A divisão do trabalho está feita em seis capítulos, sendo que o primeiro se refere a introdução, 

aonde é disposto o problema e a importância de obter-se a resolução adequada, justificando o 

desenvolvimento deste projeto. 

O segundo capítulo é composto pelas diretrizes para desenvolvimento deste trabalho, 

apresentando os objetivos, pressupostos, delimitações e limitações. 

No terceiro capítulo está exposta fundamentação teórica utilizada no desenvolvimento do 

projeto, sendo estudadas as propriedades físicas do concreto armado, as fórmulas utilizadas 

para análise estrutural e dimensionamento de vigas em concreto armado aos diferentes tipos 

de solicitações possíveis. 

O quarto capítulo apresenta a metodologia de projeto, apresentando o modelo de aplicação 

computacional utilizado para o desenvolvimento do software, objetivo deste trabalho, 

complementando com a apresentação do software criado, demonstrando suas funções e como 

utilizá-las, detalhando cada elemento de sua interface a fim de capacitar o usuário a operar o 

programa. 

O quinto capítulo traz a validação dos resultados, sendo que primeiramente é validado o 

modelo de aproximação de uma viga circular por uma composta por múltiplos segmentos 

retos, sendo feito, para tal, a análise do modelo aproximado pelo programa desenvolvido e, 

posteriormente, a comparação entre os resultados obtidos com os da solução analítica desta 

mesma viga. Ainda, é feita a validação dos resultados obtidos na análise estrutural, checando 

se a aplicação das rotinas de cálculo está correta, e, por último, é realizada a validação das 

áreas de armadura obtidas para a seção. 

O sexto capítulo corresponde ao fechamento do trabalho, sendo realizadas as conclusões e 

propostas de complementação cabíveis ao software em trabalhos futuros. 
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2 DIRETRIZES DA PESQUISA 

As diretrizes para desenvolvimento do trabalho são descritas nos próximos itens. 

2.1 QUESTÃO DE PESQUISA 

A questão de pesquisa do trabalho é: considerando-se o método dos deslocamentos para 

cálculo das solicitações e as condições de verificação determinadas pela NBR 6118 

(ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a), qual software pode ser 

disponibilizado para sistematizar o cálculo de vigas curvas horizontais, de seção retangular, 

em concreto armado? 

2.2 OBJETIVOS DA PESQUISA 

Os objetivos da pesquisa estão classificados em principal e secundários e são descritos a 

seguir. 

2.2.1 Objetivo principal 

O objetivo principal do trabalho é o desenvolvimento de um programa computacional, 

baseado no método dos deslocamentos, para o dimensionamento de vigas curvas em concreto 

armado. 

2.2.2 Objetivos secundários 

Os objetivos secundários do trabalho são: 

a) descrição do método dos deslocamentos; 

b) apresentar um roteiro das etapas de cálculo para o dimensionamento de vigas. 
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2.3 PRESSUPOSTO 

O trabalho tem por pressuposto que a análise de múltiplos elementos retos fornece uma boa 

aproximação para elementos curvos, e assim, aplicando-se o método dos deslocamentos, 

pode-se prever a resposta da estrutura real às solicitações, adotando-se estes resultados para o 

dimensionamento da mesma. Ainda, pressupõe-se que as orientações fornecidas pela NBR 

6118:2007 – Projeto de Estruturas de Concreto: procedimento (ASSOCIAÇÃO 

BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a) para o dimensionamento de estruturas em 

concreto armado fornecem resultados seguros e podem ser adotados no desenvolvimento 

deste trabalho. 

2.4 DELIMITAÇÕES 

O trabalho delimita-se ao desenvolvimento de um software que execute a análise e 

dimensionamento de vigas curvas, com desenvolvimento horizontal, em concreto armado. 

2.5 LIMITAÇÕES 

São limitações do trabalho: 

a) o dimensionamento se restringe a vigas de seção retangular e seção caixão; 

b) a viga está na posição horizontal e recebe apenas carregamentos verticais; 

c) a viga encontra-se biengastada nas extremidades; 

 

2.6 DELINEAMENTO 

O trabalho foi realizado através das etapas apresentadas a seguir, que estão representadas na 

figura 1, e são descritas nos próximos parágrafos: 

a) pesquisa bibliográfica; 

b) compreensão do problema; 

c) definição das etapas de cálculo; 

d) desenvolvimento do software; 

e) validação do software; 
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A etapa de pesquisa bibliográfica 

considerações e resultados apresentados durante o trabalho. 

técnicas, artigos, trabalhos de diplomação, 

respeito de critérios de dimensi

estrutural pelo método dos

tornando possível alcançar os objetivos da pesquisa.

uma etapa, pois se faz prese

a base em que as conclusões 
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f) considerações finais. 

Figura 1 – Delineamento da pesquisa 

(fonte: elaborado pelo autor)

A etapa de pesquisa bibliográfica esteve voltada à busca de informações que qualifiquem as 

considerações e resultados apresentados durante o trabalho. Tendo como base livros 

trabalhos de diplomação, dissertações e teses, buscou

respeito de critérios de dimensionamento para estruturas de concreto armado, análise 

elo método dos deslocamentos e técnicas de programação em 

tornando possível alcançar os objetivos da pesquisa. A pesquisa bibliográfica não é apenas 

, pois se faz presente durante todo o período de desenvolvimento da pesquisa

base em que as conclusões foram fundamentadas. 
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(fonte: elaborado pelo autor) 

busca de informações que qualifiquem as 

como base livros e normas 

buscou-se conhecimento a 

onamento para estruturas de concreto armado, análise 

e técnicas de programação em Visual Basic, 

A pesquisa bibliográfica não é apenas 

nte durante todo o período de desenvolvimento da pesquisa, sendo 
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Na etapa de compreensão do problema, buscou-se entender quais os fatores que são 

importantes para o desenvolvimento do software, analisando quais variáveis o compõe e como 

obtê-las. Concomitantemente à compreensão do problema, foram definidas as etapas de 

cálculo, de forma a sistematizar o processo. Nesta etapa, foram definidos quais os dados que 

devem ser fornecidos, como é definida a matrizes de rigidez que representa a estrutura para a 

obtenção das solicitações nas seções e, ainda, a união desses resultados com as condições de 

verificações propostas pela norma brasileira. 

Com as etapas de cálculo sistematizadas é possível partir para o desenvolvimento do software. 

Nesta etapa, são escritas as rotinas na linguagem de programação do Visual Basic, 

desenvolvendo-se as etapas de cálculos e a interface gráfica do programa. Como resultado 

desta etapa tem-se o programa para cálculo de vigas curvas, com o qual podem ser extraídos 

os resultados de acordo com o desejo do usuário. 

Para validação, primeiramente é feita a comparação das solicitações ao longo de uma viga 

circular com solução analítica com o modelo aproximado por múltiplos segmentos restos, 

analisando a correlação entre os resultados obtidos. Posteriormente, para a validação do 

software é feita a comparação entre os resultados obtidos pelo programa desenvolvido com os 

fornecidos pelo programa utilizado na disciplina de Análise Estrutural por Computador, visto 

que ambos operam com base no mesmo método. Em uma terceira verificação é feita a 

validação do dimensionamento, comparando os resultados obtidos com os de problemas 

previamente resolvidos na bibliografia. Por fim, a conclusão e considerações finais encerram 

este trabalho. 
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3 FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

Neste capítulo está exposta a teoria básica utilizada no desenvolvimento do software, sendo 

apresentando o método dos deslocamentos, o qual é utilizado para a obtenção das solicitações 

que a viga está submetida, bem como as propriedades do concreto armado e seus critérios de 

dimensionamento ao estado limite último de solicitação. 

3.1 MÉTODO DOS DESLOCAMENTOS 

Segundo Samuelsson e Zienkiewicz (2006, p. 149), o método dos deslocamentos, como o 

próprio nome sugere, tem por essência a relação entre forças aplicadas sobre determinados 

nós de uma estrutura e os deslocamentos que ocorrem nos mesmos. Esta relação é possível 

pelo desenvolvimento de equações que mensuram a resistência que um elemento estrutural 

oferece a deformações em diferentes direções, sendo ainda possível arranjar estas equações de 

forma matricial, obtendo-se assim uma matriz de rigidez. 

Ainda, de acordo com Samuelsson e Zienkiewicz (2006, p. 150), o método como é hoje 

conhecido é produto de diversos estudos afins, sendo que em 1862 se teve o primeiro registro 

de um algoritmo para análise linear de uma treliça tridimensional, proposto por Alfred 

Clebsch, que publicou em seu livro Theorie Der Elastizität Fester Körper um método em que 

eram considerados três deslocamentos e três equações para cada nó, sendo que com a adição 

de vínculos diminuiria o número de deslocamentos, fazendo com que o sistema tivesse 

solução única. 

A importância do desenvolvimento do método dos deslocamentos se faz presente nos métodos 

mais modernos para análise estrutural. Conforme destaca Azevedo (2003, p. 2) em seu 

trabalho sobre o Método dos Elementos Finitos (MEF), “A formulação do MEF pode ser 

baseada no método dos deslocamentos, em modelos de equilíbrio, ou em métodos híbridos e 

mistos [...]”. O trabalho referido está baseado no método dos deslocamentos, pois, conforme o 

autor, é o que apresenta uma maior simplicidade e versatilidade e, sendo assim, suas 

colocações são válidas para o embasamento teórico deste projeto. 
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Importante ressaltar que apesar de ser um método desenvolvido há bastante tempo e ser 

extremamente eficiente, sua utilização se difundiu principalmente após o advento do cálculo 

computacional, que permitiu a solução de grandes sistemas de equações com relativa 

facilidade. 

Nos itens a seguir, são tratadas as definições básicas necessárias para a aplicação do método 

no desenvolvimento deste trabalho. 

3.1.1 Predefinições 

De acordo com Azevedo (2003, p. 2), existem critérios que devem ser previamente definidos 

para a aplicação do método dos deslocamentos. Nisto se incluem as características da análise 

(dinâmica ou estática, linear ou não linear) e o tipo de estrutura a ser analisada. Sobre isso 

tratam os próximos itens. 

3.1.1.1 Análise dinâmica ou estática 

Conforme Azevedo (2003, p. 3), em geral, as ações atuantes sobre estruturas são dinâmicas, 

pois há uma inércia associada à aceleração dos esforços atuantes. Apesar disso, há situações 

em que a aplicação dos carregamentos se dá de forma demasiadamente lenta, podendo-se 

desconsiderar as forças de inércia, considerando os esforços como estáticos. No caso de 

projetos de edifícios convencionais, a consideração de que os esforços são estáticos é 

aceitável, podendo-se fazer esta simplificação para este estudo. 

3.1.1.2 Análise linear ou não linear 

Ainda segundo Azevedo (2003, p. 3), ao receber um esforço, a estrutura solicitada sofre 

deformações. Quando se considera a estrutura inicialmente indeformada, a análise estática 

resulta nos esforços e deslocamentos gerados para o instante de aplicação do carregamento. 

No momento em que ocorrem deformações, em uma estrutura real, a distribuição dos esforços 

sofre uma alteração proporcional ao tamanho destas deformações. Caso as deformações sejam 

de grande magnitude, a análise da estrutura indeformada não corresponde à resposta real, 

sendo necessária uma nova análise para o correto dimensionamento. 
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Em uma análise linear, as considerações são feitas sobre a estrutura indeformada. Já em uma 

análise não linear, após a estrutura indeformada sofrer a deformação inicial é feita uma nova 

análise considerando como geometria do elemento a estrutura deformada. Isto gera uma 

amplificação nos esforços solicitantes, tendendo a converter a um valor após algumas 

interações. 

3.1.1.3 Tipo de estrutura 

Segundo Azevedo (2003, p. 3), pode-se classificar as estruturas, de acordo com a sua 

geometria, em estruturas: 

a) sólidas: são aquelas em que não há uma dimensão predominante no elemento, 
gerando a necessidade de uma malha complexa que represente o elemento nas 
três dimensões; 

b) laminares: são as que se caracterizam por ter duas dimensões predominantes. 
Ainda, se a estrutura laminar for plana, ela pode ser classificada como parede 
(os carregamentos atuam paralelamente ao plano médio do elemento), laje (os 
carregamentos atuam perpendicularmente ao plano médio do elemento) ou 
casca plana (os carregamentos atuam de forma indefinida). Caso a superfície 
não seja plana, a estrutura é classificada como uma casca tridimensional; 

c) reticuladas: são as que apresentam uma dimensão predominante, como no caso 
da viga analisada neste estudo, sendo tratadas com maiores detalhes no capítulo 
seguinte. 

 

3.1.2 Estruturas reticuladas 

Segundo Ellwanger (2006, p. 6), a análise de estruturas com base no método dos 

deslocamentos compreende cinco modelos, sendo eles o de treliça plana, treliça espacial, 

pórtico plano, grelha e pórtico espacial. Ainda assim, conforme Ellwanger (2006, p. 8), 

independentemente do modelo adotado, para a aplicação do método dos deslocamentos e 

resolução de problemas deve ser levado em conta que: 

Ao analisar-se uma estrutura pelo método da rigidez, assim como em qualquer outro 
problema de elasticidade, três conjuntos de equações devem ser satisfeitos: as 
equações de compatibilidade, as constitutivas e as de equilíbrio. As equações de 
compatibilidade relacionam as deformações da barra com os deslocamentos nodais. 
Introduzindo estas relações nas equações constitutivas, relacionam-se as forças nos 
extremos das barras com os deslocamentos nodais. Introduzindo estas últimas 
relações nas equações de equilíbrio, obtêm-se um conjunto de equações que 
relacionam forças nodais com deslocamentos nodais. Estas podem ser consideradas 
como equações de equilíbrio da estrutura, expressas em função dos deslocamentos. 
A solução deste sistema de equações fornece os valores das incógnitas do problema 
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que são os deslocamentos nodais, de posse dos quais se podem obter as solicitações 
nas barras da estrutura, bem como as reações. 

Ainda, para a aplicação computacional, Ellwanger (2006, p. 8-9) dispõe etapas fundamentais: 

Podem-se definir seis etapas fundamentais na solução de um problema pelo método 
da rigidez por computador. São elas: 

(a) identificação estrutural: consiste na preparação de dados para a análise da 
estrutura [...]; 

(b) cálculo da matriz de rigidez e do vetor de cargas nodais equivalentes de cada 
barra: são as contribuições da barra para a montagem da estrutura [...]; 

(c) montagem da matriz de rigidez e do vetor de cargas de toda a estrutura [...]; 

(d) introdução das condições de contorno; 

(e) solução do sistema de equações; 

(f) cálculo das solicitações nas extremidades das barras e das reações nos vínculos 
externos. 

 

3.1.2.1 Sistemas de referência 

Para referenciar a estrutura no plano trabalhado, são utilizados dois sistemas de referência 

distintos, ou seja, sistemas de eixos: 

a) globais (x, y, z): sistema de coordenadas geral da estrutura, utilizado para 
referenciar os nós e demais grandezas relacionadas a eles, como deslocamentos 
e reações; 

b) locais (xL, yL, zL): sistema de coordenadas associado a cada barra que compõe a 
estrutura completa. A orientação de xL corresponde com a orientação do eixo 
baricêntrico da barra, tendo como ponto zero o nó inicial da barra. Os eixos yL 
e zL possuem a mesma orientação dos eixos principais de inércia da seção 
transversal do elemento. 

 

3.1.2.2 Dados geométricos e propriedades do material 

Para ser possível a análise pelo método dos deslocamentos, conforme Ellwanger (2006, p. 9), 

é necessário o fornecimento de variáveis básicas, sendo elas: 

a) E: módulo de elasticidade longitudinal; 

b) G: módulo de elasticidade transversal; 

c) A: área da seção transversal; 
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d) Ix: momento de inércia à torção em torno do eixo local x; 

e) Iy: momento de inércia à flexão em torno do eixo local y; 

f) Iz: momento de inércia à flexão em torno do eixo local z. 

 
No quadro 1, encontra-se um resumo dos dados necessários para cada tipo de estrutura. 

Quadro 1 – Constantes do material e propriedades da seção transversal 

TIPO DE ESTRUTURA DADOS NECESSÁRIOS
Treliça plana E, A
Treliça espacial E, A
Pórtico plano E, A, Iz
Grelha E, G, Ix, Iy
Pórtico espacial E, G, A, Ix, Iy, Iz  

(fonte: ELLWANGER, 2006, p. 10) 

3.1.2.3 Dados do carregamento 

No momento da inserção dos carregamentos atuantes na estrutura, um dado importante é o 

eixo referencial adotado para sua aplicação, como destaca Ellwanger (2006, p. 11). Pode ser 

adotado tanto o eixo global da estrutura, quanto o eixo local da barra solicitada, devendo ser 

convenientemente adotado o referencial que facilite a entrada de dados e posterior análise 

pelo software. 

Usualmente, utiliza-se o eixo global para referenciar carregamentos aplicados sobre os nós da 

estrutura. Já quando o carregamento age sobre a barra, de forma concentrada ou distribuída, 

utiliza-se o eixo local da barra para referenciá-lo. Ainda assim, invariavelmente, após a 

análise da estrutura, os valores nodais de resposta são referenciados de acordo com o eixo 

global da estrutura. 

3.1.2.4 Matriz de rigidez 

A matriz de rigidez de uma barra representa a resistência que a mesma apresenta a 

deformações. Dessa forma, segundo Ellwanger (2006, p. 19), a matriz relaciona os 

carregamentos atuantes com os deslocamentos gerados na barra, sendo que para cada tipo de 

estrutura (treliça plana, treliça espacial, pórtico plano, grelha ou pórtico espacial) há uma 

matriz de rigidez característica em função dos graus de liberdade envolvidos na análise. Na 

fórmula 1, apresenta-se esta relação para uma barra, sendo possível obter as solicitações em 
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suas extremidades, produto da matriz de rigidez pelos deslocamentos somados aos esforços de 

engastamento perfeito: 

Fi,L=	K i,L ·	Ui,L+		Fep
i,L  (fórmula 1) 

Onde: 

Fi,L  = vetor de esforços que age na barra i em coordenadas locais; 

K i,L  = matriz de rigidez da barra i em coordenadas locais; 

Ui,L  = vetor de deslocamentos nodais da barra i em coordenadas locais; 

Fep
i,L  = vetor de esforços de engastamento perfeito na barra i em coordenadas locais. 

 
Conforme Ellwanger (2006, p. 11), treliças planas são as estruturas mais simples do ponto de 

vista estrutural, pois só há dois graus de liberdade por nó da estrutura e assim a matriz de 

rigidez inclui apenas a resistência a deformações axiais do elemento. Já um pórtico espacial, 

estrutura mais complexa dentre as de barras, cada nó possui seis graus de liberdade e, dessa 

forma, a matriz de rigidez deve apresentar resistência aos deslocamentos e aos giros nas três 

direções (x, y, z). 

No caso de uma viga curva horizontal, submetida apenas a carregamentos verticais, o tipo de 

estrutura em grelha representa de forma objetiva as variáveis envolvidas na determinação dos 

esforços. A matriz de rigidez de uma grelha, em coordenadas locais, é apresentada na fórmula 

2, conforme Ellwanger (2006, p. 46): 
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 (fórmula 2) 

 

Onde: 

E = módulo de elasticidade longitudinal; 

G = módulo de elasticidade transversal; 

L = comprimento da barra; 

Ix = momento de inércia à torção em torno do eixo local x; 

Iy = momento de inércia à flexão em torno do eixo yL. 

 

3.1.2.5 Transformação de coordenadas 

Como as estruturas de barras são definidas primeiramente em suas coordenadas locais, é 

necessário converter os dados para outros equivalentes nas coordenadas globais da estrutura. 

Dessa forma, é possível fazer a interação dos diversos segmentos de barras que compõem a 

estrutura toda. 

Essa transformação de coordenadas se dá pela utilização de uma matriz de rotação, definida 

em função do ângulo entre os eixos de coordenadas locais e os de coordenadas globais. Em 

sua publicação, Ellwanger (2006, p. 31) apresenta a fórmula que define o vetor de esforços 

em coordenadas globais, exposta na fórmula 3: 
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Fi= RT·	K i,L ·	R	·	Ui+	RT·	Fep
i,L  (fórmula 3) 

Onde: 

Fi = vetor de esforços que age na barra i em coordenadas globais; 

K i,L  = matriz de rigidez da barra i em coordenadas locais; 

Ui = vetor de deslocamentos nodais da barra i em coordenadas globais; 

Fep
i,L  = vetor de esforços de engastamento perfeito na barra i em coordenadas locais; 

R = matriz de rotação total da barra; 

RT = transposta da matriz de rotação total da barra. 

 
Ainda segundo Ellwanger (2006, p. 47), a matriz de rotação para uma grelha é definida na 

fórmula 4: 

R=

��
��
��
��
�1 0 0 0 0 0

0 cosθ sinθ 0 0 0

0 - sinθ cosθ 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 cosθ sinθ

0 0 0 0 - sinθ cosθ	










�

 (fórmula 4) 

Onde: 

R = matriz de rotação total da barra; 

θ = ângulo entre o eixo x em coordenadas locais e o eixo x em coordenadas globais. 

 

3.2 VIGAS 

Vigas são elementos lineares destinados a vencer vãos, resistindo aos esforços solicitantes e 

transferindo-os para os apoios. Podem ser constituídas de apenas um material, como no caso 

de vigas metálicas, ou de combinações, como no caso de vigas em concreto armado, em que 

concreto e aço trabalham de forma conjunta no mesmo elemento estrutural. Sendo este último 
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o material adotado para este estudo, seus critérios de dimensionamento são analisados com 

maiores detalhes. 

3.2.1 Concreto armado 

Estruturas de concreto armado têm como principal característica o trabalho solidário entre o 

concreto e o aço em um mesmo elemento estrutural. Esta união resulta em um material 

resistente e econômico, o que explica ser uma técnica tão difundida para construção de 

edificações. 

Para o dimensionamento, deve-se conhecer a forma como as solicitações se distribuem ao 

longo do elemento, sendo que para cada solicitação há critérios específicos de verificação. As 

solicitações são obtidas através dos passos apresentados na divisão 3.1. Já os critérios de 

dimensionamento são abordados com maiores detalhes nesta. 

3.2.1.1 Concreto 

O concreto é obtido pela mistura de cimento, água e agregados, sendo sua resistência variável 

de acordo com a proporção de cada um na mistura. Segundo a NBR 8953 (ASSOCIAÇÃO 

BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2011, p. 2), o concreto pode ser classificado em 

dois grupos, como indicado no quadro 2, sendo apresentada a classe do concreto conforme 

sua resistência. O valor após o C indica a resistência característica à compressão do concreto 

em megapascal (MPa). 

Quadro 2 – Classes de resistência de concretos estruturais 

 
(fonte: adaptado de ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2011, p. 2-3) 

Em vista da NBR 6118 estar limitada ao uso dos concretos do grupo I, também neste estudo 

as condições de verificação ficam limitadas a esses valores de resistência, sendo apresentado 

nos itens a seguir, formulações para obtenção das variáveis relevantes de resistência do 

concreto. 

 

Grupo I C20 C25 C30 C35 C40 C45 C50
Grupo II C55 C60 C70 C80 C100
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3.2.1.1.1 Resistência à compressão 

Segundo Araújo (2003a, p 3), a resistência à compressão do concreto simples é determinada 

por ensaios de compressão, em que um cilindro de dimensões padronizadas é submetido a um 

carregamento até sua ruptura. Mesmo com ensaios padronizados, de acordo com Araújo 

(2003a, p. 3): 

Devido a fatores de natureza aleatória, como falta de homogeneidade da mistura, 
graus de compactação diferentes para corpos de prova diferentes, dentre outros, 
verifica-se experimentalmente uma razoável dispersão dos valores de resistência 
obtidos em um lote de corpos de prova. 

Por esse motivo, o valor adotado para a resistência à compressão do concreto simples é 

estatístico, considerando-se que a probabilidade de apresentar esta resistência é de 95%. Este 

valor estatístico é denominado como resistência característica à compressão, simbolizada 

por fck. O diagrama idealizado da deformação do concreto e em função da tensão é 

apresentado na figura 2. 

Figura 2 – Diagrama de tensão-deformação idealizado para o concreto comprimido 

 
(fonte: ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 20) 

3.2.1.1.2 Resistência à tração direta 

A resistência à tração direta do concreto simples pode ser determinada por ensaios ou pode ser 

obtida de uma relação direta com o fck. De acordo com a NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO 

BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 18), são apresentadas as seguintes 

fórmulas para esta relação: 
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fctm = 0,3 fck

2
3�  (fórmula 5) 

fctk,inf = 0,7 fctm (fórmula 6) 

fctk,sup = 1,3 fctm (fórmula 7) 

Onde: 

fctm = resistência média do concreto simples à tração (MPa); 

fck = resistência característica do concreto simples à compressão (MPa); 

fctk,inf = resistência característica inferior do concreto simples à tração (MPa); 

fctk,sup = resistência característica superior do concreto simples à tração (MPa). 

 
O motivo de existirem dois valores de resistência característica à tração para o concreto se 

deve à soma de incertezas, tendendo a favorecer a segurança. Como exemplo, Araújo (2003a, 

p. 10) cita que o “[...] fctk,inf é usado para determinar a resistência da aderência entre o 

concreto e as barras da armadura [...]. Por outro lado, para o cálculo da área mínima de flexão 

[...], emprega-se o [...] fctk,sup.”. 

3.2.1.1.3 Módulo de elasticidade 

Assim como a resistência do concreto à tração, o módulo de elasticidade pode ser obtido 

através de ensaios ou de uma relação direta com a resistência característica à compressão do 

concreto. Conforme a NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS 

TÉCNICAS, 2007a, p. 20), tem-se as fórmulas 8 e 9 para obtenção desses parâmetros: 

Eci = 5600 fck
�/� (fórmula 8) 
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Ecs = 0,85 Eci (fórmula 9) 

Onde: 

fck = resistência característica do concreto simples à compressão (MPa); 

Eci = módulo de elasticidade do concreto simples (MPa); 

Ecs = módulo de elasticidade secante do concreto simples (MPa). 

 
Para a determinação de esforços solicitantes e verificação de estados limites de serviço deve 

ser utilizado o módulo de elasticidade secante. 

3.2.1.1.4 Módulo de elasticidade transversal 

Pela NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 20), o 

módulo de elasticidade transversal do concreto pode ser estimado em função do módulo de 

elasticidade secante do concreto, conforme apresentado na fórmula 10. 

Gc = 0,4	Ecs (fórmula 10) 

Onde: 

Ecs = módulo de elasticidade secante do concreto simples (MPa); 

Gc = módulo de elasticidade transversal do concreto simples (MPa). 

 

3.2.1.2 Aço 

O aço é o elemento responsável por resistir aos esforços de tração nas estruturas de concreto 

armado e, quando necessário, auxiliar na resistência à compressão. Possui uma resistência 

muito mais elevada que o concreto, tanto à tração quanto à compressão, mas seu elevado 

custo torna a associação com o concreto vantajosa. 

Os aços destinados a armaduras de estruturas de concreto armado são especificados de acordo 

com a NBR 7480 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007b), que os 

classifica conforme sua resistência e forma geométrica, como descrito a seguir. 
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3.2.1.2.1 Classificação 

Segundo a NBR 7480 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007b, p. 

2), os aços utilizados em concreto armado classificam-se em: 

a) barras: produtos de diâmetro nominal de 6,3 mm ou superior, obtidos por 
laminação a quente sem processo posterior de deformação mecânica; 

b) fios: produtos de diâmetro nominal de 10 mm ou inferior, obtidos a partir de 
fio-máquina por trefilação ou laminação a frio. 

 
Também são classificados em categorias conforme a resistência característica ao escoamento, 

sendo as barras classificadas nas categorias CA-25 e CA-50 e os fios na categoria CA-60. Os 

valores dados após o CA indicam a resistência característica do aço em kilonewton por 

centímetro quadrado (kN/cm2). 

3.2.1.2.2 Módulo de elasticidade 

Para poder relacionar as deformações que ocorrem em um elemento estrutural, o módulo de 

elasticidade é de suma importância, pois representa a resistência a deformações que um 

material apresenta. Como especificado na NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE 

NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 22), caso não sejam executados ensaios ou não se tenha 

valores fornecidos pelo fabricante, pode ser utilizado como módulo de elasticidade do aço o 

valor de 210 GPa (gigapascal). 

3.2.1.3 Durabilidade 

Atendendo às prescrições da NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS 

TÉCNICAS, 2007a, p. 12), exige-se que estruturas de concreto armado apresentem uma vida 

útil mínima de 50 anos. Para que isto aconteça, além das propriedades físicas e químicas de 

cada componente do concreto armado, são indicadas recomendações construtivas com o 

objetivo de evitar a deterioração precoce da estrutura. 

O principal fator determinante, a fim de adotar medidas para proteção da estrutura, é a 

classificação de agressividade ambiental, determinada conforme indicado no quadro 3. A 

Norma ainda destaca que o risco de contaminação por cloretos classifica a estrutura como de 

classe IV. 
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Quadro 3 – Classes de agressividade ambiental em função 
das condições de exposição 

 
(fonte: ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 16) 

3.2.1.3.1 Qualidade do concreto 

Conforme a classificação de agressividade ambiental, valores limites para a relação entre água 

e cimento são exigidos, bem como valores mínimos de fck, de acordo com o apresentado no 

quadro 4. Isto se deve, pois, segundo Araújo (2003a, p. 48), “A qualidade do concreto está 

intimamente ligada à relação água-cimento, pois é esta que determina a porosidade da massa 

endurecida e, portanto, a facilidade de penetração de água ou de gases no concreto.”. 

Quadro 4 – Correspondência entre classe de agressividade e qualidade do concreto 

 
(fonte: adaptado de ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 15) 

 

I II III IV
Relação 

água/aglomerante em 
≤ 0,65 ≤ 0,60 ≤ 0,55 ≤ 0,45

Classe de concreto ≥ C20 ≥ C25 ≥ C30 ≥ C40

Classe de agressividade ambiental
Concreto
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3.2.1.3.2 Cobrimento 

Ainda segundo Araújo (2003a, p. 48), para evitar a deterioração do aço são definidos valores 

mínimos de cobrimento para a armadura, de acordo com o ambiente a que o elemento 

estrutural está exposto. Estes valores estão dispostos no quadro 5. 

Quadro 5 – Correspondência entre classe de agressividade e cobrimento nominal 

 
(fonte: adaptado de ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 16) 

Importante destacar que, caso haja um controle rigoroso no momento da execução, estes 

valores podem ser reduzidos em 5 mm. 

3.2.1.4 Estados limites 

Araújo (2003a, p. 51) destaca em seu trabalho que projetos de estrutura em concreto armado, 

além de atender critérios econômicos e estéticos, devem atender, também, critérios de 

qualidade. Dentro disso, cita-nos três itens: 

a) segurança: a estrutura deve suportar as ações que lhe são impostas em todas as 
fases construtivas sem apresentar ruptura ou perda de equilíbrio estático; 

b) bom desempenho em serviço: em condições normais de utilização, a estrutura 
não deve apresentar deformações excessivas que prejudiquem elementos não 
estruturais ou causem desconforto ao usuário, tampouco apresentar fissuração 
que afete o uso, aparência ou segurança da armadura; 

c) durabilidade: nas condições ambientais previstas, a estrutura deve se manter 
conservada, sem serem necessários grandes reparos. 

 
No momento em que a segurança ou o bom desempenho em serviço não são atingidos, 

considera-se que a estrutura alcançou um estado limite. 

 

 

I II III IV

Viga/Pilar 25 30 40 50

Classe de agressividade ambiental

Cobrimento nominal
mm

Componente ou 
elemento
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3.2.1.4.1 Estado limite último 

Como definido por Araújo (2003a, p. 52), estados limites últimos “[...] são aqueles 

relacionados ao colapso, ou a qualquer outra forma de ruína estrutural, que determine a 

paralisação, no todo ou em parte, do uso da estrutura.”. 

3.2.1.4.2 Estado limite de serviço 

Segundo Araújo (2003a, p. 52), são estados em que a utilização da estrutura fica prejudicada, 

podendo ser por deformações excessivas, vibrações, ou ainda por fissurações que 

comprometam a durabilidade. 

3.2.2 Ações 

De acordo com a NBR 8681 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 

2004, p. 3), as ações podem ser classificadas em função da sua variabilidade no tempo, sendo 

classificadas como: 

Ações permanentes: consideram-se como ações permanentes: 

(a) ações permanentes diretas: os pesos próprios dos elementos da construção, 
incluindo-se o peso próprio da estrutura e de todos os elementos construtivos 
permanentes, os pesos dos equipamentos fixos e os empuxos devidos ao peso 
próprio de terras não removíveis e de outras ações permanentes sobre elas 
aplicadas; 

(b) ações permanentes indiretas: a protensão, os recalques de apoio e a retração dos 
materiais. 

Ações variáveis: consideram-se como ações variáveis as cargas acidentais das 
construções, bem como efeitos, tais como forças de frenação, de impacto e 
centrífugas, os efeitos do vento, das variações de temperatura, do atrito nos 
aparelhos de apoio e, em geral, as pressões hidrostáticas e hidrodinâmicas. Em 
função de sua probabilidade de ocorrência durante a vida da construção, as ações 
variáveis são classificadas em normais ou especiais: 

(a) ações variáveis normais: ações variáveis com probabilidade de ocorrência 
suficientemente grande para que sejam obrigatoriamente consideradas no projeto 
das estruturas de um dado tipo de construção; 

(b) ações variáveis especiais: nas estruturas em que devam ser consideradas certas 
ações especiais, como ações sísmicas ou cargas acidentais de natureza ou de 
intensidade especiais, elas também devem ser admitidas como ações variáveis. 
As combinações de ações em que comparecem ações especiais devem ser 
especificamente definidas para as situações especiais consideradas. 

Ações excepcionais: consideram-se como excepcionais as ações decorrentes de 
causas tais como explosões, choques de veículos, incêndios, enchentes ou sismos 
excepcionais. Os incêndios, ao invés de serem tratados como causa de ações 
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excepcionais, também podem ser levados em conta por meio de uma redução da 
resistência dos materiais constitutivos da estrutura. 

Através desta classificação, tem-se uma estimativa da probabilidade de ocorrência de cada 

ação e, desta forma, estabelecem-se fatores de ponderação ou majoração para determinação 

dos carregamentos. Além de depender da classificação do carregamento, as combinações são 

função do estado limite a ser verificado. 

Para a verificação quanto ao ELU da estrutura, são consideradas as combinações últimas. 

Conforme Araújo (2003a, p. 57-58), a combinação das ações se dá pela soma destas com 

coeficientes de ponderação (em virtude da possibilidade de ocorrência simultânea das 

mesmas) e por coeficientes parciais de segurança específicos para cada tipo de ação, sendo o 

γg utilizado para ações permanentes, γq para ações variáveis diretas e γ
ε
 para deformações 

impostas. Nos itens a seguir, abordam-se as diferentes formas de combinações últimas citadas 

pelo autor. 

3.2.2.1 Carregamento normal 

Carregamento normal é aquele que atua na estrutura quando em seu uso previsto. Para este 

estado, devem ser considerados os valores característicos para as ações permanentes e para as 

ações variáveis é considerada uma como principal, utilizando seu valor característico, e as 

demais tem seus valores reduzidos, conforme a fórmula 11: 

Fd = � γg,jFgk,j+γq,1Fq,1+� γq,iΨ0iFqk,i

n

i=2

m

j=1

 (fórmula 11) 

Onde: 

Fd = ação de cálculo (kN); 

Fg = valor característico da ação permanente (kN); 

Fq = valor característico da ação variável considerada (kN); 

γg = coeficiente parcial de segurança para ações permanentes (adimensional); 

γq = coeficiente parcial de segurança para ações variáveis diretas (adimensional); 

Ψ0 = fator de redução para ações variáveis (adimensional). 
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Os valores para os coeficientes de segurança e fatores de redução estão apresentados nos 

quadros 6 a 9. 

Quadro 6 – Coeficientes parciais para as ações permanentes 

 
(fonte: ARAÚJO, 2003a, p. 61) 

Quadro 7 – Coeficientes parciais para efeitos de recalques de apoio e de retração 

 
(fonte: ARAÚJO, 2003a, p. 61) 

Quadro 8 – Coeficientes parciais para as ações variáveis 

 
(fonte: ARAÚJO, 2003a, p. 62) 

 

 

 

 

 

Carregamentos
Para efeitos 

desfavoráveis

Para efeitos 

favoráveis

Normais γg = 1,4 γg = 1,0

Especiais ou de construção γg = 1,3 γg = 1,0

Excepcionais γg = 1,2 γg = 1,0

Carregamentos
Para efeitos 

desfavoráveis

Para efeitos 

favoráveis

Normais γε = 1,2 γε = 0

Especiais ou de construção γε = 1,2 γε = 0

Excepcionais γε = 0 γε = 0

Carregamentos
Para efeitos 

desfavoráveis

Para efeitos 

favoráveis

Normais γq = 1,4 γε = 1,2

Especiais ou de construção γq = 1,2 γε = 1,0

Excepcionais γq = 1,0 γε = 0
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Quadro 9 – Fatores de redução para ações variáveis 

 
(fonte: adaptado de ARAÚJO, 2003a, p. 60) 

3.2.2.2 Carregamento especial e de construção 

Carregamentos especiais e de construção são carregamentos de curta duração em relação à 

vida útil da estrutura. Sua determinação é similar a dos carregamentos normais, alterando 

apenas os coeficientes de segurança. 

É considerado como fator de redução Ψ0i,ef, que normalmente assume os mesmos valores de 

Ψ0. No caso de a ação variável considerada ser de duração muito curta, adota-se o valor Ψ2. 

Estes valores de ponderação são apresentados no quadro 9. 

3.2.2.3 Carregamento excepcional 

Na definição de Araújo (2003a, p. 60), os carregamentos excepcionais são transitórios, de 

duração extremamente curta, mas que podem causar efeitos catastróficos. É definido pela 

fórmula 12: 

Fd = � γg,jFgk,j+Fq,exc+� γq,iΨ0i,efFqk,i

n

i=2

m

j=1

 (fórmula 12) 

 

 

Ações variáveis Ψ0 Ψ2

Variações uniformes de temperatura 0,6 0,3
Pressão dinâmica do vento 0,6 0
Cargas acidentais dos edifícios quando não há 
predominância de pesos de equipamentos que 
permanecem fixos por longos períodos de tempo, 
nem de elevadas concentrações de pessoas 
(edifícios residenciais)

0,5 0,3

Cargas acidentais dos edifícios, nos casos 
contrários (edifícios comerciais e de escritórios)

0,7 0,4

Cargas acidentais em bibliotecas, arquivos, 
oficinas e garagens

0,8 0,6
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Onde: 

Fd = ação de cálculo (kN); 

Fgk = valor característico da ação permanente (kN); 

Fqk = valor característico da ação variável considerada (kN); 

Fq,exc = valor representativo da ação transitória excepcional (kN); 

γg = coeficiente parcial de segurança para ações permanentes (adimensional); 

γq = coeficiente parcial de segurança para ações variáveis diretas (adimensional); 

Ψ0,ef = fator de redução para ações variáveis (adimensional). 

 
A análise correta dos carregamentos que serão inseridos para a análise é imprescindível para a 

obtenção das solicitações atuantes nas seções, posteriormente utilizadas para 

dimensionamento. 

3.2.3 Dimensionamento 

O dimensionamento de seções em concreto armado se apoia em premissas básicas. De acordo 

com Araújo (2003a, p. 75-76), as seguintes hipóteses devem ser levadas em consideração: 

(a) hipótese das seções planas: admite-se que uma seção transversal ao eixo do 
elemento estrutural indeformado, que inicialmente era plana e normal a esse 
eixo, permanece nessa condição após as deformações do elemento. Essa é a 
hipótese fundamental da teoria de flexão de barras esbeltas. Em consequência da 
hipótese das seções planas, resulta uma distribuição linear das deformações 
normais ao longo da altura das seções transversais. Assim, a deformação em uma 
fibra genérica da seção é diretamente proporcional à sua distância até a linha 
neutra. 

(b) aderência perfeita: admite-se a existência de uma aderência perfeita entre o 
concreto e o aço, ou seja, nenhum escorregamento da armadura é considerado. 
Com isso, as armaduras vão estar sujeitas às mesmas deformações do concreto 
que as envolve. Logo, a deformação em um ponto da seção transversal será 
calculada de acordo com a hipótese (a), independentemente de este ponto 
corresponder ao aço ou ao concreto. 

(c) concreto em tração: despreza-se totalmente a resistência à tração do concreto. 
Dessa forma, todo o esforço de tração será resistido pelas armaduras. Essa 
hipótese é perfeitamente justificada em vista da baixa resistência à tração do 
concreto. De fato, o concreto tracionado só é importante nas condições de 
serviço da estrutura. No estado limite último, para o qual se faz o 
dimensionamento, o concreto tracionado dá uma colaboração muito pequena 
para a resistência. 
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A partir destas hipóteses, é possível estimar a distribuição de esforços em elementos de 

concreto armado. Somando-se isto ao conhecimento das propriedades dos materiais que 

compõem o elemento, é possível levar o dimensionamento aos estados limites de solicitação. 

De acordo com a NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 

2007a, p. 108), o dimensionamento para o ELU deve ser feito com base em domínios de 

distribuição de deformações dentro da peça, conforme apresentados na figura 3. 

Figura 3 – Domínios de estado limite último de uma seção 

 
(fonte: ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 108) 

A ruptura convencional por deformação plástica excessiva se dá na reta a, ocorrendo por 

tração uniforme na peça. No domínio 1, se dá por tração não uniforme, sem compressão e no 

domínio 2, por flexão simples ou composta sem ruptura à compressão do concreto. 

Já a ruptura convencional por encurtamento limite do concreto se dá no domínio 3, resultado 

da flexão simples ou composta com ruptura à compressão do concreto e com escoamento do 

aço. No domínio 4, ocorre por flexão simples ou composta com ruptura à compressão do 

concreto e aço tracionado sem escoamento. No domínio 4a, devido à flexão composta com 

armaduras comprimidas e no domínio 5 por compressão não uniforme, sem tração. Na reta b, 

a ruptura se dá por compressão uniforme. 

3.2.3.1 Flexão normal simples 
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Para a flexão normal simples, de acordo com os domínios de dimensionamento, a ruptura 

pode ocorrer nos domínios 2, 3 e 4. Ainda, segundo Araújo (2003a, p. 81), em função dos 

domínios que a peça se encontra, esta pode ser classificada como subarmada, normalmente 

armada ou superarmada. 

No domínio 2 a peça encontra-se subarmada e nesses casos a ruptura ocorre por deformação 

excessiva da armadura, sem esmagamento do concreto. É o caso de ruptura convencional, 

pois o elemento oferece aviso prévio da ruptura devido a alta fissuração do concreto na área 

tracionada. 

No domínio 3 a peça encontra-se normalmente armada, sendo este o domínio utilizado no 

dimensionamento para o ELU. Neste domínio, a ruptura também ocorre com aviso prévio, 

ocasionada pelo esmagamento do concreto e escoamento da armadura. 

Já no domínio 4, a peça encontra-se superarmada, sendo uma situação de dimensionamento 

crítica, pois a ruptura ocorre de forma brusca, sem aviso prévio, por esmagamento do 

concreto. Esta situação pode ser evitada pela adição de uma armadura na parte comprimida da 

seção transversal. 

Independente do domínio, elementos submetidos à flexão normal simples possuem uma área 

da seção transversal tracionada e outra comprimida. A definição desta área se dá pela posição 

da linha neutra, linha que divide a seção de forma que as solicitações de tração e compressão 

estejam em equilíbrio. Conforme Araújo (2003a, p. 84), levando em consideração a 

deformação máxima resistida pelo concreto εc = 3,5 ‰ e pelo aço εyd, definida na fórmula 13 

em função da resistência do mesmo, com a semelhança de triângulos observada na figura 4 

chega-se a equação que determina a posição limite entre os domínios 3 e 4 da linha neutra, 

apresentada na fórmula 14. 

ε�� 	= 	 f��E�  (fórmula 13) 

Onde: 

εyd = deformação de escoamento de cálculo do aço (adimensional); 

fyd = tensão de escoamento de cálculo do aço (kN/cm²); 
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Es = módulo de elasticidade do aço (kN/cm²). 

 

Figura 4 – Diagrama de deformações no limite entre os domínios 3 e 4 

 
(fonte: ARAÚJO, 2003a, p. 84) 

xlim =  3,5‰

3,5‰ + εyd
!d (fórmula 14) 

Onde: 

xlim = profundidade limite da linha neutra (cm); 

εyd = deformação de escoamento de cálculo do aço (adimensional); 

d = distância entre o centroide da armadura inferior e a borda superior (cm). 

 
Como salientado anteriormente, as solicitações de tração são contrapostas apenas pelo aço. Já 

a resistência à compressão se dá pelo concreto, que por sua vez tem a resistência em função 

da área acima da linha neutra. Para simplificação de cálculo, segundo Araújo (2003a, p. 82), a 

NBR 6118 permite o uso de um diagrama retangular de tensões no concreto, como pode ser 

visto na figura 5, mantendo os resultados muito próximos. 

Para este estudo, em que são consideradas seções caixão e retangulares, a tensão no concreto 

(σcd) é igual a 85% da resistência de cálculo do concreto (fcd). 
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Figura 5 – Distribuição das tensões no concreto 

 
(fonte: ARAÚJO, 2003a, p. 82) 

Tendo-se as dimensões da seção, fazendo o equilíbrio do momento chega-se à fórmula 15, 

conforme Araújo (2003a, p. 86), que estabelece o momento limite que uma seção 

simplesmente armada é capaz de suportar. Caso o momento solicitante seja maior, deve-se 

utilizar armadura dupla para equilibrar os esforços na seção. 

Md lim = 0,8 b xlim$d	-	0,4 xlim% σcd (fórmula 15) 

Onde: 

Md lim = momento limite (kN.cm); 

b = largura da seção transversal (cm); 

d = distância entre o centroide da armadura inferior e a borda superior (cm); 

xlim = profundidade limite da linha neutra (cm); 

σcd = tensão resistente de cálculo do concreto (kN/cm²). 

 

3.2.3.1.1 Roteiro para cálculo com armadura simples 

Para o dimensionamento, tem-se como objetivo definir a área de aço necessária pra equilibrar 

os esforços atuantes na seção. Segundo Araújo (2003a, p. 90), com as fórmulas apresentadas 
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anteriormente, junto com as definições de momento reduzido e do adimensional ξ, determina-

se diretamente a área de aço necessária, conforme as fórmulas 16, 17 e 18: 

µ = 
Md

b	d2	σcd

 (fórmula 16) 

ξ = 1,25&1	- '1	-	2µ( (fórmula 17) 

As = 0,8 ξ b d 
σcd

fyd
 (fórmula 18) 

Onde: 

µ = momento reduzido (adimensional); 

ξ = adimensional; 

As = área da seção da armadura longitudinal tracionada (cm²); 

b = largura da seção transversal (cm); 

d = distância entre o centroide da armadura inferior e a borda superior (cm); 

Md = momento solicitante de cálculo (kN.cm); 

σcd = tensão resistente de cálculo do concreto (kN/cm²); 

fyd = tensão de escoamento de cálculo do aço (kN/cm²). 

 

3.2.3.1.2 Roteiro para cálculo com armadura dupla 

Como destaca Araújo (2003a, p. 92), nos casos em que é necessária a utilização de armadura 

dupla não há uma solução única. Para se chegar a uma solução única, fixa-se como 

profundidade da linha neutra o seu valor limite. Esta solução não é necessariamente a que 

apresenta o menor consumo de armadura, mas é um valor muito próximo. 

Ao fixar o valor limite para a linha neutra, deve-se verificar a deformação que ocorre na 

armadura de compressão, conforme Araújo (2003a, p. 93-94), a qual define, a partir da 
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fórmula 13, qual a tensão de contribuição desta armadura. A deformação apresentada pela 

armadura de compressão é obtida na fórmula 19: 

ε's = 3,5‰ )xlim- d'

xlim
* (fórmula 19) 

Onde: 

ε's = deformação na armadura de compressão (adimensional); 

xlim = profundidade limite da linha neutra (cm); 

d' = distância entre o centroide da armadura superior e a borda superior (cm). 

 
Caso o valor da tensão de resistência obtida pela deformação da armadura seja maior que a 

tensão de escoamento do aço, deve-se utilizar a tensão de escoamento. 

Assim, conforme Araújo (2003a, p. 96-97), chega-se de forma direta às áreas de aço de 

compressão e tração aplicando-se as fórmulas 20 e 21: 

A's = 
Md	-	Md lim

(d	-	d')	σ'sd
 (fórmula 20) 

A� 	= 	A′�	σ′�� 	+ 	0,8	b	x012	σ��f�� 	 (fórmula 21) 

Onde: 

A's = área da seção da armadura longitudinal comprimida (cm²); 

As = área da seção da armadura longitudinal tracionada (cm²); 

b = largura da seção transversal (cm); 

d = distância entre o centroide da armadura inferior e a borda superior (cm); 

d' = distância entre o centroide da armadura superior e a borda superior (cm); 

xlim = profundidade limite da linha neutra (cm); 

Md = momento solicitante de cálculo (kN.cm); 
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Md lim = momento limite (kN.cm); 

σ'sd = tensão resistente de cálculo da armadura comprimida (kN/cm²); 

σcd = tensão resistente de cálculo do concreto (kN/cm²); 

fyd = tensão de escoamento de cálculo do aço (kN/cm²). 

 

3.2.3.1.3 Armadura mínima 

O cálculo da armadura mínima se faz necessário para evitar que a região tracionada sofra uma 

ruptura brusca ao passar do estádio não fissurado para o estádio fissurado, conforme Araújo 

(2003a, p. 105). Sendo assim, devem ser consideradas taxas mínimas em função do concreto 

utilizado, do aço e da área de seção transversal. A área mínima é obtida a partir da fórmula 22, 

com as taxas mínimas de armadura apresentadas no quadro 10. 

As, min = ρmin b h (fórmula 22) 

Onde: 

As, min = área mínima da seção da armadura longitudinal tracionada (cm²); 

ρmin = taxa mínima da armadura de flexão (adimensional); 

b = largura da seção transversal (cm); 

h = altura da seção transversal (cm). 

 

Quadro 10 – Taxas mínimas da armadura de flexão ρ
min

 (%) 

 
(fonte: ARAÚJO, 2003a, p. 108) 

A área de armadura tracionada utilizada será a maior entre a obtida pela fórmula 18 e a 

armadura mínima. 

Para a armadura comprimida é necessário empregar, segundo Araújo (2003b, p. 175), uma 

armadura mínima de diâmetro mínimo igual ao do estribo. Nas situações em que não é 

20 25 30 35 40 45 50

CA-50 0,15 0,15 0,17 0,19 0,21 0,23 0,25

CA-60 0,15 0,15 0,15 0,16 0,18 0,19 0,20

AÇO
fck
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necessária armadura de compressão, esta armadura possui apenas caráter construtivo, devendo 

estar localizada nos cantos dos estribos. 

3.2.3.1.4 Espaçamento entre as barras 

Segundo a NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 

132), as armaduras longitudinais devem possuir espaçamento mínimo, tanto para a direção 

vertical quanto horizontal. No quadro 11, apresentam-se os valores de espaçamento mínimo. 

Quadro 11 – Espaçamento mínimo entre barras de armadura longitudinal 

 
(fonte: adaptado de ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 132) 

Ao fazer a disposição das barras dentro da viga, deve-se tomar cuidado com a possibilidade 

da mudança do centroide da armadura, conforme ressalta Araújo (2003b, p. 173-174). Nos 

casos em que a distância vertical entre o centroide das barras e o centroide da camada superar 

10% da altura da viga, deve-se refazer a análise de resistência da seção, pois o erro contido 

pode ser grande. 

3.2.3.2 Esforço cortante 

Pontos solicitados pelo esforço cortante têm como característica a existência de uma tensão 

cisalhante dentro do elemento. Segundo Araújo (2003a, p. 157), ao considerar uma viga de 

concreto armado não fissurada, a análise da distribuição das tensões pode ser feita com base 

nas fórmulas clássicas da resistência dos materiais. Apesar disso, como citado pelo autor: 

Em virtude da baixa resistência à tração do concreto, a fissuração de uma viga de 
concreto armado é um processo inevitável. Dessa forma, a análise deve ser feita 
sempre no Estádio II, através de um modelo comprovado experimentalmente. 

Assim, para o concreto armado, o dimensionamento ao esforço cortante é feito de 
acordo com o modelo de treliça idealizado por Mörsch. Nesse modelo imagina-se 
que, após a fissuração, o esforço cortante é equilibrado pela associação de bielas 
comprimidas de concreto e de diagonais tracionadas acompanhando as trajetórias 

20 mm 20 mm

Ø Ø

1,2 dmax 0,5 dmax

ah - distância horizontal mínima entre as barras

av - distância vertical mínima entre as barras

Ø - diâmetro da maior barra

dmax - diâmetro máximo do agregado

ah ≥ av ≥

Direção verticalDireção horizontal
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das tensões principais. As tensões de compressão nas bielas inclinadas devem ser 
limitadas, para não haver ruptura por esmagamento do concreto. As diagonais 
tracionadas são formadas por estribos, convenientemente dimensionados para o 
esforço de tração de cálculo. 

Conforme Araújo (2003a, p. 161), a compressão nas bielas de concreto é menor quando se 

utiliza estribos inclinados a 45°. Apesar disto, por questões construtivas, normalmente são 

aplicados estribos verticais. 

3.2.3.2.1 Roteiro para cálculo 

Considerando bielas comprimidas a 45º e estribos verticais, tem-se como roteiro para 

dimensionamento ao esforço cortante, adaptado ao caso de estudo, as fórmulas 23 a 29. 

τwd = 
Vd

bw	d (fórmula 23) 

τwu = 0,27	αv	fcd	 (fórmula 24) 

αv = 1	-	 fck

250
	 (fórmula 25) 

τwd ≤ τwu	 (fórmula 26) 

Onde: 

τwd = tensão de cisalhamento pelo esforço cortante de cálculo (kN/cm²); 

τwu = tensão limite para o esforço cortante (kN/cm²); 

αv = coeficiente (adimensional); 

bw = menor largura da seção transversal (cm); 

d = distância entre o centroide da armadura inferior e a borda superior (cm); 
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Vd = esforço cortante de cálculo (kN); 

fcd = resistência de cálculo do concreto simples à compressão (kN/cm²); 

fck = resistência característica do concreto simples à compressão (MPa). 

 
Caso a tensão cisalhante seja maior que a tensão limite, deve-se alterar a largura da seção da 

viga. Seguindo, tem-se: 

τd = 1,11	$τwd	-	τc%	≥	0	 (fórmula 27) 

τ� = 	0,09	$f�4%� 5� 	 (fórmula 28) 

Asw,	V= 100	bw
τd

fyd
	 (fórmula 29) 

Onde: 

τd = tensão para cálculo da armadura transversal (MPa); 

τ� = fator de redução (MPa); 

Asw,	V = área da seção da armadura transversal por comprimento da peça para o esforço 
cortante (cm²/m); 

τwd = tensão de cisalhamento de cálculo (MPa); 

bw = menor largura da seção transversal (cm); 

fck = resistência característica do concreto simples à compressão (MPa); 

fyd = tensão de escoamento de cálculo do aço (MPa). 

 
Conforme Araújo (2003a, p. 168), por recomendação normativa a tensão de escoamento para 

o aço não deve superar as referentes ao aço CA-50. 

Importante ressaltar que se deve estar atento às unidades, pois algumas mudam de acordo com 

a fórmula empregada. 

3.2.3.2.2 Armadura mínima 
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Segundo Araújo (2003a, p. 168-169), assim como para a armadura longitudinal, a armadura 

transversal dimensionada para o esforço cortante deve ser maior ou igual a um valor mínimo, 

definido pelas fórmulas 30 e 31: 

Asw,min= ρw, min100 bw (fórmula 30) 

ρw, min= 0,2 
fctm

fyk
 (fórmula 31) 

Onde: 

Asw, min = área da seção da armadura transversal mínima por comprimento da peça para o 
esforço cortante (cm²/m); 

ρw, min = taxa mínima de armadura transversal (adimensional); 

bw = menor largura da seção transversal (cm); 

fctm = resistência média do concreto simples à tração (MPa); 

fyk = tensão de escoamento característica do aço (MPa). 

 
Da mesma forma como no caso anterior, para a armadura mínima a máxima tensão de 

escoamento para o aço deve ser a referente ao aço CA-50. 

3.2.3.2.3 Detalhes para estribos 

De acordo com a NBR 6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 

2007a, p. 134), o diâmetro mínimo para estribos é de 5 mm, podendo ser reduzido para 4,2 

mm no caso de estribos formados por tela soldada, e não deve exceder 10% da largura da 

alma da viga. Ainda, para barras lisas não pode ser considerado diâmetro superior a 12 mm. 

Para o espaçamento máximo entre os estribos, devem ser respeitados os valores obtidos pela 

fórmula 32: 
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smax= 0,6 d ≤ 30 cm, se τwd ≤	0,67	τwu 

smax= 0,3 d ≤ 20 cm, se τwd	>	0,67	τwu		
(fórmula 32) 

Onde: 

smax = espaçamento máximo entre estribos (cm); 

d = distância entre o centroide da armadura inferior e a borda superior (cm); 

τwd = tensão de cisalhamento de cálculo (MPa); 

τwu = tensão limite (MPa). 

 

3.2.3.3 Torção 

Vigas em curva possuem como característica adicional a necessidade de dimensionamento ao 

esforço torçor. Segundo Araújo (2003c, p. 1): 

Quando uma barra reta é submetida a uma torção simples, suas seções transversais, 
inicialmente planas, se empenam, devido aos diferentes alongamentos longitudinais 
das fibras. Se não existir nenhuma restrição ao empenamento, a barra estará livre de 
tensões normais e a torção é denominada torção de Saint’ Venant. 

Por outro lado, se o empenamento das seções for impedido, surgem tensões normais 
de tração e de compressão ao longo da barra, além das tensões tangenciais presentes 
na torção de Saint’ Venant. 

Ainda: 

Na prática sempre existe certo grau de restrição ao empenamento imposto pelos 
apoios. Assim, nessas regiões ocorrem tensões tangenciais e tensões normais, as 
quais se dissipam [ao longo da barra] [...]. 

De acordo com Araújo (2003c, p. 3), para o dimensionamento de seções de concreto armado 

ao esforço torçor considera-se a viga fissurada, tomando como modelo para analogia a treliça 

de Mörsch, similar ao realizado para o dimensionamento ao esforço cortante, com a diferença 

de que é utilizado um modelo de treliça espacial. Ainda, ao realizarem-se ensaios em 

laboratório, constatou-se que somente uma pequena casca de concreto colabora na resistência 

à torção. Sendo assim, estabelece-se uma espessura de parede equivalente para a seção 

transversal, a qual define a contribuição resistente do concreto no elemento.  
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No caso de seções vazadas, conforme Araújo (2003c, p. 5), deve-se considerar como 

espessura equivalente o menor valor entre a espessura real da seção vazada e a espessura 

equivalente calculada supondo uma seção retangular cheia com as mesmas dimensões do 

contorno externo. 

Importante ressaltar que a treliça idealizada para o esforço torçor deve estar compatível com a 

idealizada para o esforço cortante, ou seja, as mesmas inclinações para as bielas comprimidas 

e estribos utilizadas anteriormente devem ser consideradas. 

3.2.3.3.1 Roteiro para cálculo 

Para roteiro de cálculo, utilizam-se as equações apresentadas por Araújo (2003c, p. 5-17), 

condensadas nas fórmulas 33 a 41: 

t =	 b	h
2	(b	+	h)

 ≥	2	C1	 (fórmula 33) 

Ae = $b	-	t%	$h	-	t% (fórmula 34) 

u = 2	$b	+	h	-	2t%	 (fórmula 35) 

τtu = 0,25	αv	fcd (fórmula 36) 

τtd = 
Td

2	Ae	t 	≤	τtu (fórmula 37) 
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τtd

τtu
+	 τwd

τwu
 ≤	1	 (fórmula 38) 

Asw, T	= 
100	Td

2	Ae	fyd
	 (fórmula 39) 

Asl	= 
Td	u

2	Ae	fyd
	 (fórmula 40) 

Asw, tot	= Asw, V	+	2Asw, T	 (fórmula 41) 

Onde: 

t = espessura equivalente para a seção (cm); 

Ae = área limitada pela linha média (cm²); 

u = perímetro da linha média (cm); 

τtu = tensão limite para o esforço torçor (kN/cm²); 

τtd = tensão de cisalhamento pelo esforço torçor de cálculo (kN/cm²); 

τwd = tensão de cisalhamento pelo esforço cortante de cálculo (kN/cm²); 

τwu = tensão limite para o esforço cortante (kN/cm²); 

Asw,	T = área da seção da armadura transversal por comprimento da peça para o esforço torçor 
(cm²/m); 

Asl = área da seção da armadura longitudinal para o esforço torçor (cm²); 

Asw,	tot = área total da seção da armadura transversal por comprimento da peça (cm²/m); 

Asw,	V = área da seção da armadura transversal por comprimento da peça para o esforço 
cortante (cm²/m); 

b = largura da seção transversal (cm); 

h = altura da seção transversal (cm); 

C1 = distância entre o eixo da armadura longitudinal de canto e a face lateral da peça (cm); 
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αv = coeficiente (adimensional); 

Td = esforço torçor de cálculo (kN.cm); 

fcd = resistência de cálculo do concreto simples à compressão (kN/cm²); 

fyd = tensão de escoamento de cálculo do aço (kN/cm²). 

 
A dimensão C1 pode ser mais bem compreendida conforme se apresenta na figura 6. 

Figura 6 – Representação de C1 

 
(fonte: ARAÚJO, 2003c, p. 6) 

3.2.3.3.2 Armadura mínima 

Para o esforço torçor também há áreas de seção mínimas para as armaduras longitudinais e 

transversais. Conforme Araújo (2003c, p. 15-16), define-se a armadura mínima a partir das 

fórmulas 42 e 43: 

Asw, min = ρw, min100bw ≤ Asw, tot (fórmula 42) 
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Asl, min =	 ρw, min

2
ubw ≤	Asl	 (fórmula 43) 

Onde: 

Asw,	min = área mínima da seção da armadura transversal por comprimento da peça (cm²/m); 

Asl,	min = área mínima da seção da armadura longitudinal para o esforço torçor (cm²); 

ρw, min = taxa mínima de armadura transversal (adimensional); 

bw = menor largura da seção transversal (cm); 

u = perímetro da linha média (cm); 

Asw,	tot = área total da seção da armadura transversal por comprimento da peça (cm²/m); 

Asl = área da seção da armadura longitudinal para o esforço torçor (cm²). 

 
A taxa mínima de armadura transversal respeita o mesmo valor estabelecido pela fórmula 31. 

3.2.3.3.3 Detalhes para armadura 

A distância máxima entre os estribos solicitados pelo esforço combinado de torção e corte é 

similar a apresentada na fórmula 32, de acordo com Araújo (2003c, p. 16), e se dá pela 

formula 44: 

smax= 0,6 d ≤ 30 cm, se τtd τtu� ,	 τwd
τwu�  ≤	0,67 

smax= 0,3 d ≤ 20 cm, se τtd τtu� ,	 τwd
τwu�  >	0,67	

(fórmula 44) 

Onde: 

smax = espaçamento máximo entre estribos (cm); 

d = distância entre o centroide da armadura inferior e a borda superior (cm); 

τtd = tensão de cisalhamento pelo esforço torçor de cálculo (kN/cm²); 

τtu = tensão limite para o esforço torçor (kN/cm²); 

τwd = tensão de cisalhamento pelo esforço cortante de cálculo (kN/cm²); 

τwu = tensão limite para o esforço cortante (kN/cm²). 
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Outro ponto importante é a superposição dos efeitos, que para o caso da armadura transversal 

se dá de acordo com a fórmula 41. Já para a armadura longitudinal, de acordo com a NBR 

6118 (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 135), “As barras 

longitudinais da armadura de torção podem ter arranjo distribuído ou concentrado ao longo do 

perímetro interno dos estribos, espaçadas no máximo em 350 mm.”. Assim, após a 

distribuição da armadura longitudinal resultante da torção, nos pontos coincidentes entre esta 

e a armadura longitudinal de flexão, seus efeitos devem ser superpostos. 

 

3.2.3.3.4 Momento de inércia à torção para seções retangulares 

De acordo com Creus e Masuero (2007, p. 233), a determinação do momento de inércia à 

torção para seções retangulares é feita pela aplicação direta da fórmulas 45: 

Ix = 
h b3

3		+	 1,8
h

b�
	

(fórmula 45) 

Onde: 

Ix = momento de inércia à torção em torno do eixo local x; 

h = altura da seção transversal (cm); 

b = largura da seção transversal (cm). 

 
  



61 
 

__________________________________________________________________________________________ 
Vigas curvas horizontais em concreto armado: elaboração de programa computacional 

 

4 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

A partir da compreensão do problema e definição dos processos de cálculo utilizados para 

determinação dos esforços e dimensionamento de vigas em concreto armado, pode-se fazer a 

implementação computacional para o desenvolvimento do software. Assim, neste capítulo 

está exposta a sistemática do processo computacional implementado, sendo feita, em seguida, 

a apresentação do software obtido pela aplicação das rotinas na linguagem de programação do 

Visual Basic. 

4.1 ETAPAS DE DESENVOLVIMENTO 

A aplicação computacional inicia-se pelo desenvolvimento de uma interface gráfica, aonde 

devem ser informadas as propriedades geométricas, as resistências características dos 

materiais empregados no dimensionamento e os carregamentos atuantes, a fim de que o 

programa possa calcular as reações nos apoios em coordenadas globais, as solicitações em 

cada barra nas coordenadas locais da mesma, as áreas necessárias para as diferentes 

armaduras e o espaçamento máximo para a armadura transversal, de modo a resistir com 

segurança às solicitações impostas. 

4.1.1 Propriedades dos materiais 

A primeira informação necessária se refere às propriedades dos materiais, aonde a inserção de 

dados é feita através da seleção da classe do concreto e da categoria do aço. Através desta 

seleção é estabelecido o valor de resistência característica tanto para o aço quanto para o 

concreto, bem como o módulo de elasticidade secante e transversal do concreto. O módulo de 

elasticidade para o aço é pré-estabelecido em 210 GPa, conforma a NBR 6118 

(ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE NORMAS TÉCNICAS, 2007a, p. 22) propõe. 

4.1.2 Propriedades geométricas 

A determinação das propriedades geométricas inicia-se pela definição da classe de 

agressividade ambiental a qual a viga estará sujeita, conforme as determinações da Norma. 
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Este valor é utilizado na determinação da altura útil máxima da seção, pois corresponde de 

forma direta ao valor de recobrimento da armadura. O valor da altura útil pode ser estimado 

considerando-se a altura da seção menos o recobrimento somado a 1,5 cm (estimando uma 

armadura longitudinal com bitola de 20 mm e uma armadura transversal de 5 mm), de forma 

que esta dimensão estime a distância entre o centro da armadura e a face da viga. Caso queira-

se utilizar outro valor para a altura útil, pode-se inseri-la diretamente como propriedade da 

seção. Isto é importante pelo fato da aplicação computacional proposta neste trabalho não 

realizar o detalhamento da estrutura e, assim, após uma análise individual para cada barra, 

caso seja constatado que a distância entre o centroide das armaduras e o centroide da camada 

próxima à face da viga supera 10% da altura da viga, conforme destacado anteriormente na 

etapa de dimensionamento, pode-se corrigi-la e refazer o dimensionamento. 

Ao definir a seção, automaticamente são armazenados todos os dados necessários para a 

análise estrutural e dimensionamento. Para análise estrutural é armazenado o momento de 

inércia à flexão da seção, considerando para tal um elemento homogêneo de concreto, e o 

momento de inércia à torção. Para o dimensionamento são armazenados diretamente os 

valores de altura, largura e espessura caso seja uma seção caixão. Ainda, é armazenado o 

valor da área, da espessura equivalente, do perímetro e da área limitada pela linha média. 

O último passo de definição das propriedades geométricas é a determinação do 

desenvolvimento da viga através da inserção de coordenadas em um plano XY. Para tal, 

divide-se o elemento curvo a ser dimensionado em pontos, que servirão como as coordenadas 

a serem inseridas e que serão automaticamente ligadas por retas. Para cada reta definida é 

gerada a sua matriz de rigidez correspondente, já rotacionada, ou seja, referenciada nas 

coordenadas globais da estrutura. 

Importante destacar que quanto maior o número de pontos, ou coordenadas, maior a 

correlação esperada entre os resultados obtidos e os da estrutura real. Ainda, como a 

implementação adotada do método dos deslocamentos fornece apenas resposta às solicitações 

atuantes nas coordenadas definidas, uma malha com poucas coordenadas poderá mascarar 

pontos de máxima solicitação. Como exemplo pode-se citar uma viga reta, definida por 

apenas dois pontos, com uma carga distribuída. A resposta direta pela aplicação do programa 

será apenas nas coordenadas definidas, ou seja, início e fim, sendo que o momento fletor 

máximo atuante ocorre no centro da viga, não aparecendo nos resultados. 



63 
 

__________________________________________________________________________________________ 
Vigas curvas horizontais em concreto armado: elaboração de programa computacional 

4.1.3 Carregamentos 

Para determinação dos carregamentos devem ser inseridos seus valores de cálculo 

diretamente, conforme especificados em 3.2.2. As possibilidades de aplicação de cargas se 

dão de três formas: 

a) carregamentos nodais: são cargas aplicadas diretamente nos nós, podendo-se ter 
cargas verticais e cargas momento em torno dos eixos X e Y, todos 
referenciados às coordenadas globais da estrutura; 

b) carregamento concentrado nas barras: são cargas verticais concentradas que 
atuam em um ponto específico da barra, referenciadas pela distância entre o 
ponto de aplicação e o nó inicial da barra em coordenadas locais; 

c) carregamento distribuído nas barras: são cargas verticais distribuídas que atuam 
nas barras, referenciadas pelo ponto inicial e final de aplicação, ambos de 
acordo com as coordenadas locais da barra. 

 
Ao inserir os carregamentos, automaticamente é armazenado o vetor de cargas junto com o de 

engastamento perfeito, já rotacionado e referenciado de acordo com as coordenadas globais da 

estrutura, a ser utilizado na determinação dos esforços. 

4.1.4 Análise estrutural 

Após todos os dados inseridos, realiza-se a sobreposição das matrizes de rigidez de cada 

barra, gerando-se a matriz de rigidez global da estrutura. Da mesma forma, é gerado o vetor 

de cargas da estrutura. 

Aplicando-se as condições de vinculação para o primeiro e o último nó, considerados 

engastados, tanto na matriz de rigidez global quanto no vetor de cargas, igualando-os e 

resolvendo o sistema linear, obtêm-se o vetor de deslocamentos nodais da estrutura. Ao 

multiplicar o vetor de deslocamentos nodais pela matriz de rigidez global, subtraindo-se o 

vetor de cargas, chega-se aos esforços nodais da estrutura. 

Para as solicitações nas barras, multiplica-se a matriz de rigidez de cada uma isoladamente 

pelo vetor de deslocamento correspondente aos seus nós e em seguida subtrai-se o vetor de 

cargas de engastamento perfeito correspondente a esta barra, tendo com isto as solicitações 

nas barras em coordenadas globais. Como para as barras o interesse está nas solicitações em 
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coordenadas locais, multiplica-se o vetor de esforços da barra pela sua respectiva matriz de 

rotação, obtendo-se assim as solicitações em coordenadas locais. 

4.1.5 Dimensionamento 

Com o vetor de esforços para cada barra definido, selecionam-se as maiores solicitações para 

flexão positiva, flexão negativa, corte e torção. Aplicando-se o procedimento de cálculo 

apresentado em 3.2.3 obtêm-se as áreas de armadura longitudinal e transversal, bem como o 

espaçamento da armadura transversal, todos respeitando os valores mínimos e máximos 

impostos por Norma. 

4.2 APRESENTAÇÃO DO SOFTWARE 

Basicamente, o programa está dividido em três interfaces, sendo a primeira utilizada para 

inserção dos dados necessários para o processo de cálculo e as seguintes para apresentação 

dos resultados. Na interface de resultados, a primeira tela apresenta a resposta estrutural da 

estrutura ao carregamento e na segunda tem-se o dimensionamento das armaduras destinadas 

a resistir ao ELU. 

Ao iniciar o programa abre-se a tela inicial, apresentada na figura 7 com pontos numerados 

em destaque, a fim de serem explicados individualmente. 

No ponto 1 opta-se entre as diferentes classes de concreto elegíveis, as mesmas apresentadas 

anteriormente no quadro 2, a qual será utilizada no processo de dimensionamento. Ao 

selecionar uma classe, automaticamente é definida a resistência característica, módulo de 

elasticidade secante e transversal, sendo estes dois últimos apresentados automaticamente ao 

lado da caixa de seleção. No ponto 2 determina-se a categoria do aço e, consequentemente, a 

resistência característica do mesmo a ser utilizada no cálculo. Já o ponto 3 define a classe de 

agressividade ambiental e, assim, o valor do recobrimento da armadura, o que terá influencia 

direta na determinação da altura útil máxima da seção. O valor de recobrimento considerado é 

o indicado por norma para situações sem um controle rigoroso de execução, mas caso se 

queira utilizar valores menores, pode-se inserir diretamente o valor da altura útil. Ainda, ao 

lado da caixa de seleção da classe de agressividade é apresentado um ícone informativo que, 
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ao ser acionado, apresenta o quadro 3, auxiliando na escolha da classe, tendo-a em função do 

ambiente em que será executada a estrutura. 

Figura 7 – Programa para dimensionamento de vigas curvas 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

No ponto 4 seleciona-se o tipo de seção de interesse do usuário. Ao definir um tipo, clicando 

em definir abre-se uma janela para definição da altura, largura e espessura, no caso de ter-se 

optado pela seção caixão, bem como a altura útil da seção. Importante ressaltar que só é 

possível definir uma seção se a classe de agressividade ambiental estiver definida, pois ela 

tem influência sobre a definição da altura útil máxima e da espessura equivalente da seção. 

Nas figuras 8 e 9 apresentam-se as interfaces para definição da seção, com caixas de texto 

autoexplicativas para inserção dos dados. 
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Ao confirmar as dimensões, caso a largura, para uma seção retangular, ou a espessura, para 

seção caixão, for inferior a 12 cm, o programa acusará um erro, pois a Norma limita este 

como o valor mínimo para espessura de vigas. Ainda, caso a seção caixão seja definida com 

uma largura menor que o dobro da espessura, o programa acusará a inconsistência no 

lançamento dos dados. 

Caso esteja tudo correto, ao clicar no botão de confirmação são calculadas e armazenadas 

todas as características geométricas da seção. A seção sendo utilizada ficará marcada com um 

✓ ao lado, e terá suas propriedades Ix e Iy apresentadas, ainda no ponto 4 da figura 7. 

Figura 8 – Viga com 
seção retangular 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Figura 9 – Viga com 
seção caixão 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Também é possível mudar a seção de uma barra após o seu lançamento, bastando alterar a 

seção, inserir o número da barra a ser alterada e clicar no botão de confirmação, ainda no 

ponto 4. Pode-se fazer o procedimento para cada barra em separado, ou ainda, para todas as 

barras que compõem a estrutura. 

Através do ponto 5 o usuário insere a viga, orientada sobre um plano XY, que terá seu 

desenvolvimento conforme as coordenadas fornecidas. A cada vez que o botão confirma é 

acionado, um nó é adicionado nas coordenadas digitadas nas caixas de texto. Ao lado, é 

informado ao usuário os nós inseridos e suas respectivas coordenadas para verificação do 

lançamento da estrutura. A partir da criação do segundo nó uma barra já é definida, sendo no 

ponto 6 apresentado o número da barra, seu nó inicial e final, assim como seu momento de 
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inércia à flexão em Y e seu momento de inércia à torção. O nó inicial e final pode ser 

considerado uma informação trivial, pois, pela definição da barra ser automática, a barra 

sempre iniciará pelo nó de mesmo número que ela e terminará no seguinte, por exemplo, a 

barra 8 estará conectada pelos nós 8 e 9. Caso seja alterada alguma barra, automaticamente a 

caixa de texto no ponto 6 apresentará as novas propriedades de inércia da mesma. 

O ponto 7 apresenta o meio para inserção de carregamentos nos nós da estrutura. Cabe ao 

usuário informar o nó que está carregado e o valor deste carregamento, que pode ser tanto 

uma carga vertical, quanto momentos nas direções X e Y dos eixos de referência global da 

estrutura. Ao lado do botão de confirmação há um ícone de ajuda, que caso seja clicado 

apresentará os eixos de referência do carregamento. Ao confirmar, automaticamente é 

adicionado na caixa de texto abaixo as informações sobre o carregamento. 

Já no ponto 8 é por onde são inseridos carregamentos nas barras, os quais poderão ser cargas 

verticais tanto concentradas em um ponto da barra, quanto cargas distribuídas. As cargas 

concentradas estarão definidas pelo seu valor e pela distância de aplicação da mesma e do nó 

inicial. As cargas distribuídas serão definidas pelo seu valor, ponto inicial e ponto final de 

aplicação, ambos orientados em relação ao nó inicial também. Caso o ponto de aplicação 

inicial e final para a carga distribuída seja deixado em branco, automaticamente o programa 

irá inserir a carga distribuída em todo o desenvolvimento da barra. Clicando-se nos ícones de 

informação, ao lado dos botões de confirmação, são exibidos os eixos de referência para cada 

um dos carregamentos e ainda, da mesma forma que para as cargas nodais, a cada 

carregamento inserido nas barras é gerado uma memória logo abaixo. 

O ponto 9 ainda oferece a opção de ser considerado o peso próprio da barra para o cálculo das 

solcitações, que será definido pelo peso específico do concreto multiplicado pelas dimensões 

de comprimento e área da seção transversal da barra. 

Os botões apresentados no ponto 10 servem para reiniciar coordenadas e carregamentos, caso 

haja algum erro no lançamento das coordenadas, ou apenas os carregamentos, caso deseje-se 

alterá-los para análise na mesma estrutura. 

Ao pressionar o botão localizado no ponto 11 o programa gera a matriz de rigidez global da 

estrutura, com base nos dados geométricos e propriedades dos materiais inseridos para cada 

barra, e o vetor de cargas, fazendo as operações necessárias para obtenção das solicitações, 
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que são fornecidas na tela seguinte, apresentada na figura 10, também com marcações 

numeradas que serão descritas a seguir. Ainda, ao abrir a interface de resultados o programa já 

terá executado o dimensionamento da seção segundo as solicitações, também acessível na tela 

de resultados e apresentado na figura 11. 

Dentre as verificações de erro, ao clicar no botão do ponto 11 o programa verifica se o 

lançamento não define uma viga parede, ou seja, o dobro da altura da seção supera o 

comprimento total da viga. Também, são exibidas mensagens de erro caso as solicitações de 

cisalhamento e/ou torção superem a capacidade resistente do concreto e, nesta situação, as 

armaduras transversais apresentarão valores absurdos. 

Caso não ocorra nenhuma mensagem de erro, pode-se dar sequência na utilização dos dados 

fornecidos pelo programa, que estará aberto na interface de resultados já com a resposta 

estrutural, conforme a figura 10. Nesta tela, o ponto 1 apresenta a possibilidade de navegar 

pelas duas abas de resultado, sendo a primeira a da análise estrutural, já aberta, e a segunda a 

do dimensionamento. 

Figura 10 – Resultados – análise estrutural 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 
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Os pontos 2 e 3 apresentam as reações nodais e as solicitações nas barras, respectivamente. As 

figuras ao lado apresentam de forma genérica a orientação positiva dos esforços, 

possibilitando ao usuário a correta interpretação dos dados obtidos. 

O ponto 4 apresenta um botão para retornar à interface de inserção de dados e o ponto 5 para 

sair do programa. Ao voltar à análise estrutural pode-se alterar o carregamento atuante 

mantendo-se a mesma estrutura e assim analisar diversas possibilidades de carregamentos. 

Ainda, caso tenha ocorrido algum erro na verificação da capacidade resistente do concreto 

para a seção, pode-se alterar a seção desta barra e refazer o dimensionamento. 

Abrindo a aba de dimensionamento, abre-se a tela apresentada na figura 11, que mantém os 

pontos 4 e 5 já apresentados na tela de resultados para a análise estrutural, bem como a guia 

para navegação entre as abas. 

Figura 11 – Resultados – dimensionamento 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

No ponto 1 da tela de dimensionamento é apresentado um quadro resumo com as 

propriedades dos materiais utilizados para o cálculo. O ponto 2 apresenta um quadro com o 

número da barra e as áreas de armadura longitudinal, transversal e o espaçamento máximo da 

armadura transversal. Já o ponto 3 apresenta um quadro com um resumo das propriedades 
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geométricas de cada barra, que podem ser diferentes caso o usuário tenha definido mais de 

uma seção ao inserir a viga. 

Com os dados das áreas de armadura obtidos, pode-se fazer o detalhamento da estrutura, com 

atenção as superposições das armaduras longitudinais de torção e flexão, e a verificação da 

possível alteração da altura útil da seção, caso a disposição da armadura longitudinal se de em 

mais de uma camada. 
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5 VALIDAÇÃO DOS RESULTADOS 

A validação dos resultados está dividida em três partes, sendo a primeira para validação do 

modelo, comparando os resultados obtidos para a resposta estrutural, pelo método dos 

deslocamentos, para uma viga circular definida por múltiplos segmentos retos com os da 

resposta analítica para esta mesma viga. A segunda e terceira etapa de validação são feitas 

pela comparação dos resultados obtidos no programa com resultados já validados, obtidos 

pelos mesmos métodos utilizados para o desenvolvimento do software, confirmando que o 

mesmo opera de acordo com a teoria acima exposta. A análise estrutural está validada pelos 

resultados obtidos pelo programa de análise de grelhas utilizado na disciplina de Análise 

Estrutural por Computador, que opera de modo análogo ao software desenvolvido. Já a 

comparação dos resultados de dimensionamento é realizada pela comparação direta com 

seções previamente resolvidas na bibliografia. 

5.1 VALIDAÇÃO DO MODELO 

Belluzzi (1971, p. 522) apresenta um método analítico para obtenção dos momentos de flexão 

e torção em vigas semicirculares, biengastadas, solicitadas por um carregamento distribuído. 

Estas solicitações para uma seção genérica do elemento são calculadas através da aplicação 

das fórmulas 46, 47 e 48: 

RV	α  = q π R� )90 - α�
180

*	 (fórmula 46) 

RM	α = -	q	R�2 )1		- 4

π
	cos α�*	 (fórmula 47) 
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RT	α = q	R�2 )α		-	 4
π
	sen α�*	 (fórmula 48) 

Onde: 

RV α = solicitação cortante em um ângulo α (kN); 

RM	α = solicitação de flexão em um ângulo α (kN.m); 

RT	α = solicitação de torção em um ângulo α (kN.m); 

q = carregamento distribuído (kN/m); 

R� = raio de desenvolvimento da viga circular (m); 

α� = ângulo entre o nó inicial e a seção estudada (graus); 

α� = ângulo entre o centro do vão e a seção estudada (graus). 

 
Nestas expressões, α� varia em 180 graus, enquanto α� varia de -90 a 90 graus. 

Aplicando-se as fórmulas para uma viga semicircular, com raio de desenvolvimento igual a 5 

metros, dividida em seções espaçadas a 10º uma da outra e com uma carga distribuída de -10 

kN/m, chega-se às respostas analíticas apresentadas na tabela 1. 

Para aplicação do método dos deslocamentos, primeiramente foram geradas as coordenadas 

dos pontos pela relação de senos e cossenos dos ângulos e o raio de desenvolvimento da viga 

estudada. Como propriedades de material foram utilizadas as do concreto C25 e foi adotada 

como seção a retangular, com base de 30 cm e altura de 60 cm. As coordenadas utilizadas 

estão apresentadas na tabela 2. A tabela 3 apresenta as reações nos vínculos e, por fim, a 

tabela 4 contém as solicitações nas barras. Importante destacar que as reações RMy e RMx nos 

vínculos não correspondem às solicitações RMy e RMx atuantes no nó inicial da primeira barra 

e final da última, pois estão orientados em diferentes sistemas de eixos. 

A representação da viga proposta nesta verificação pode ser mais bem compreendida 

conforme apresentado na figura 12. 
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Figura 12 – Viga com nós espaçados a cada 10° 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Tabela 1 – Resposta analítica 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

 

RV α RM α RT α

0 0,0000 78,53982 -250,00000 -74,38920
10 0,1745 69,81317 -194,72607 -35,59181
20 0,3491 61,08652 -141,13161 -6,31917
30 0,5236 52,35988 -90,84506 13,86506
40 0,6981 43,63323 -45,39435 25,67336
50 0,8727 34,90659 -6,16048 30,07273
60 1,0472 26,17994 25,66445 28,25525
70 1,2217 17,45329 49,11345 21,60193
80 1,3963 8,72665 63,47404 11,64070
90 1,5708 0,00000 68,30989 0,00000
100 1,7453 -8,72665 63,47404 11,64070
110 1,9199 -17,45329 49,11345 21,60193
120 2,0944 -26,17994 25,66445 28,25525
130 2,2689 -34,90659 -6,16048 30,07273
140 2,4435 -43,63323 -45,39435 25,67336
150 2,6180 -52,35988 -90,84506 13,86506
160 2,7925 -61,08652 -141,13161 -6,31917
170 2,9671 -69,81317 -194,72607 -35,59181
180 3,1416 -78,53982 -250,00000 -74,38920

α (graus) α (rad)
Resultados Analíticos
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Tabela 2 – Coordenadas dos nós 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Tabela 3 – Reações nos vínculos 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

 

 

 

 

 

Nó X Y
1 0 0
2 0,0760 0,8682
3 0,3015 1,7101
4 0,6699 2,5000
5 1,1698 3,2139
6 1,7861 3,8302
7 2,5000 4,3301
8 3,2899 4,6985
9 4,1318 4,9240
10 5,0000 5,0000
11 5,8682 4,9240
12 6,7101 4,6985
13 7,5000 4,3301
14 8,2139 3,8302
15 8,8302 3,2139
16 9,3301 2,5000
17 9,6985 1,7101
18 9,9240 0,8682
19 10,0000 0,0000

Coordenada

Nó RV RMy RMx

1 78,43990 -75,52917 249,04700
19 78,43990 75,52917 249,04700

Reações nos vínculos - Método dos Deslocamentos
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Tabela 4 – Solicitações nas barras 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Ao analisar os dados obtidos por cada uma dos métodos, nota-se que há uma boa correlação 

entre as solicitações de corte, mas já as solicitações de flexão e de torção apresentam 

diferenças consideráveis. Isto ocorre porque a orientação destes esforços, quando obtidos pelo 

método dos deslocamentos estão orientadas na direção das barras, já pelo método analítico 

estão orientados de acordo com a tangente do círculo no ponto analisado. Isto fica claro ao 

comparar as solicitações de flexão e de torção obtidas pelo método analítico para o nó 1 com 

as reações de vinculação RMx e RMy, para o mesmo nó, pelo método dos deslocamentos. Elas 

são muito próximas, pois, neste caso, as reações possuem o mesmo significado físico e com a 

mesma orientação das solicitações da solução analítica. 

Na figura 13 pode ser observada a diferença no desenvolvimento da viga. e na tabela 5 

encontra-se apresenta a correlação entre os resultados obtidos por ambos os métodos, 

evidenciando a diferença das solicitações de flexão e torção. 

 

Nó RV nó inicial RV nó final RM nó inicial RM nó final RT nó inicial RT nó final

1 78,43990 -254,68470 -53,52356
2 69,72470 -69,72470 -196,52350 190,12040 -19,72469 53,52356
3 61,00894 -61,00894 -140,85560 139,55130 4,83061 19,72469
4 52,29309 -52,29309 -89,25175 91,47941 20,63839 -4,83061
5 43,57785 -43,57785 -43,17038 47,47486 28,56788 -20,63839
6 34,86205 -34,86205 -3,89038 8,98706 29,69438 -28,56788
7 26,14682 -26,14682 27,50539 -22,69496 25,30357 -29,69438
8 17,43097 -17,43097 50,18653 -46,49627 16,83703 -25,30357
9 8,71520 -8,71520 63,56804 -61,58072 5,89703 -16,83703
10 0,00000 0,00000 67,36578 -67,36578 -5,89703 -5,89703
11 -8,71520 8,71520 61,58072 -63,56804 -16,83703 5,89703
12 -17,43097 17,43097 46,49627 -50,18653 -25,30357 16,83703
13 -26,14682 26,14682 22,69496 -27,50539 -29,69438 25,30357
14 -34,86205 34,86205 -8,98706 3,89038 -28,56788 29,69438
15 -43,57785 43,57785 -47,47486 43,17038 -20,63839 28,56788
16 -52,29309 52,29309 -91,47941 89,25175 -4,83061 20,63839
17 -61,00894 61,00894 -139,55130 140,85560 19,72469 4,83061
18 -69,72470 69,72470 -190,12040 196,52350 53,52356 -19,72469
19 78,43990 254,68470 -53,52356

Reações nas barras - Método dos Deslocamentos



 

__________________________________________________________________________________________ 
Fábio Decarli Savi. Porto Alegre: DECIV/EE/UFRGS, 2013 

76

Figura 13 – Orientação das barras 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Tabela 5 – Correlação entre os resultados 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Em vista de que os esforços de torção são constantes nas barras, caso sejam selecionados 

ângulos intermediário para verificação da torção pelo método analítico, chegam-se a 

resultados muito mais próximos, pois a orientação da solicitação neste ponto coincidirá nos 

RV α/RV RM α/RM RT α/RT

1,00127 0,98161 1,38984

1,00127 0,99085 1,80443

1,00127 1,00196 -1,30815

1,00128 1,01785 0,67181

1,00127 1,05152 0,89868

1,00128 1,58352 1,01274

1,00127 0,93307 1,11665

1,00128 0,97862 1,28300

1,00131 0,99852 1,97399

- 1,01401 -

1,00131 -0,99852 1,97399

1,00128 -0,97862 1,28300

1,00127 -0,93307 1,11665

1,00128 -1,58352 1,01274

1,00127 -1,05152 0,89868

1,00128 -1,01785 0,67181

1,00127 -1,00196 -1,30815

1,00127 -0,99085 1,80443

1,00127 -0,98161 1,38984
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dois métodos. Já as solicitações de flexão variam ao longo de cada barra, logo, para a 

aplicação desta mesma técnica de adaptação, é necessário estimar a valor do momento fletor 

no centro da barra utilizando a reação do nó inicial da barra e o carregamento atuante nela. A 

tabela 6 apresenta a reação obtida no ponto central da barra que intercepta estes pontos 

gerados pelos ângulos intermediários. Esta verificação pode ser melhor compreendida pela 

visualização da figura 14. 

Figura 14 – Orientação dos momentos de flexão e torção 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 
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Tabela 6 – Comparação com ângulos intermediários 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

Outra forma para aumentar a correlação entre as solicitações dos métodos é o refinamento da 

malha. Conforme as coordenadas apresentadas na tabela 7, dobrou-se o número de barras a 

serem calculadas e, desta forma, obteve-se uma correlação mais precisa, como pode ser visto 

na tabela 8. Na figura 15 é possível visualizar a nova configuração de nós proposta. 

Figura 15 – Viga com nós espaçados a cada 5° 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

0 0,0000 -221,4518 -53,5236 -222,2575 -53,7838 1,0036 1,0049
5 0,0873 -167,0885 -19,7247 -167,6153 -19,7855 1,0032 1,0031
15 0,2618 -115,2187 4,8306 -115,4764 4,8707 1,0022 1,0083
25 0,4363 -67,4130 20,6384 -67,4249 20,7614 1,0002 1,0060
35 0,6109 -25,1296 28,5679 -24,9209 28,7295 0,9917 1,0057
45 0,7854 10,3522 29,6944 10,7442 29,8587 1,0379 1,0055
55 0,9599 37,9501 25,3036 38,4867 25,4405 1,0141 1,0054
65 1,1345 56,8331 16,8370 57,4637 16,9348 1,0111 1,0058
75 1,3090 66,4164 5,8970 67,0986 5,9259 1,0103 1,0049
85 1,4835 66,4163 5,8970 67,0986 5,9259 1,0103 1,0049

56,8333 16,8370 57,4637 16,9348 1,0111 1,0058
37,9507 25,3036 38,4867 25,4405 1,0141 1,0054
10,3512 29,6944 10,7442 29,8587 1,0380 1,0055
-25,1287 28,5679 -24,9209 28,7295 0,9917 1,0057
-67,4147 20,6384 -67,4249 20,7614 1,0002 1,0060
-115,2171 4,8306 -115,4764 4,8707 1,0023 1,0083
-167,0872 -19,7247 -167,6153 -19,7855 1,0032 1,0031
-221,4545 -53,5236 -222,2575 -53,7838 1,0036 1,0049

RT α RM α/RM RT α/RT
α 

(graus)
α (rad) RM centro da 

barra

RT centro da 

barra
RM α
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Tabela 7 – Coordenadas dos nós e ângulos para malha refinada 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

 

X Y

1 0 0 0
2 5 0,0190 0,4358
3 10 0,0760 0,8682
4 15 0,1704 1,2941
5 20 0,3015 1,7101
6 25 0,4685 2,1131
7 30 0,6699 2,5000
8 35 0,9042 2,8679
9 40 1,1698 3,2139
10 45 1,4645 3,5355
11 50 1,7861 3,8302
12 55 2,1321 4,0958
13 60 2,5000 4,3301
14 65 2,8869 4,5315
15 70 3,2899 4,6985
16 75 3,7059 4,8296
17 80 4,1318 4,9240
18 85 4,5642 4,9810
19 90 5,0000 5,0000
20 95 5,4358 4,9810
21 100 5,8682 4,9240
22 105 6,2941 4,8296
23 110 6,7101 4,6985
24 115 7,1131 4,5315
25 120 7,5000 4,3301
26 125 7,8679 4,0958
27 130 8,2139 3,8302
28 135 8,5355 3,5355
29 140 8,8302 3,2139
30 145 9,0958 2,8679
31 150 9,3301 2,5000
32 155 9,5315 2,1131
33 160 9,6985 1,7101
34 165 9,8296 1,2941
35 170 9,9240 0,8682
36 175 9,9810 0,4358
37 180 10,0000 0,0000

Nó α (graus)
Coordenada
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Tabela 8 – Comparação de resultados por refinamento de malha 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

RM nó inicial RM nó final RT nó inicial RT nó final RM α RT α RM α/RM RT α/RT

-252,7766 -63,7255 -250,0000 -74,3892 0,9890 1,1673
-224,2078 219,4788 -44,3027 63,7255 -222,2575 -53,7838 0,9913 1,2140
-195,9397 192,8180 -27,3703 44,3027 -194,7261 -35,5918 0,9938 1,3004
-168,1966 166,4457 -12,7756 27,3703 -167,6153 -19,7855 0,9965 1,5487
-141,1883 140,6098 -0,4307 12,7756 -141,1316 -6,3192 0,9996 14,6716
-115,1000 115,5004 9,6182 0,4307 -115,4764 4,8707 1,0033 0,5064
-90,1344 91,3178 17,5282 -9,6182 -90,8451 13,8651 1,0079 0,7910
-66,4596 68,2550 23,4330 -17,5282 -67,4249 20,7614 1,01450,8860
-44,2677 46,4820 27,3872 -23,4330 -45,3943 25,6734 1,02550,9374
-23,7062 26,1921 29,5651 -27,3872 -24,9209 28,7295 1,05120,9717
-4,9333 7,5334 30,1083 -29,5651 -6,1605 30,0727 1,2488 0,9988
11,9349 -9,3363 29,1760 -30,1083 10,7442 29,8587 0,9002 1,0234
26,7482 -24,3015 26,9506 -29,1760 25,6644 28,2552 0,9595 1,0484
39,4159 -37,2126 23,6113 -26,9506 38,4867 25,4405 0,9764 1,0775
49,8596 -47,9786 19,3252 -23,6113 49,1135 21,6019 0,9850 1,1178
57,9863 -56,5184 14,3314 -19,3252 57,4637 16,9348 0,9910 1,1817
63,7518 -62,7433 8,8219 -14,3314 63,4740 11,6407 0,9956 1,3195
67,1215 -66,6054 2,9678 -8,8219 67,0986 5,9259 0,9997 1,9967
68,0729 -68,0729 -2,9678 -2,9678 68,3099 0,0000 1,0035 0,0000
66,6054 -67,1215 -8,8219 2,9678 67,0986 -5,9259 1,0074 1,9967
62,7433 -63,7518 -14,3314 8,8219 63,4740 -11,6407 1,0116 1,3195
56,5184 -57,9863 -19,3252 14,3314 57,4637 -16,9348 1,01671,1817
47,9786 -49,8596 -23,6113 19,3252 49,1135 -21,6019 1,02371,1178
37,2126 -39,4159 -26,9506 23,6113 38,4867 -25,4405 1,03421,0775
24,3015 -26,7482 -29,1760 26,9506 25,6644 -28,2552 1,05611,0484
9,3363 -11,9349 -30,1083 29,1760 10,7442 -29,8587 1,1508 1,0234
-7,5334 4,9333 -29,5651 30,1083 -6,1605 -30,0727 0,8178 0,9988
-26,1921 23,7062 -27,3872 29,5651 -24,9209 -28,7295 0,9515 0,9717
-46,4820 44,2677 -23,4330 27,3872 -45,3943 -25,6734 0,9766 0,9374
-68,2550 66,4596 -17,5282 23,4330 -67,4249 -20,7614 0,9878 0,8860
-91,3178 90,1344 -9,6182 17,5282 -90,8451 -13,8651 0,99480,7910
-115,5004 115,1000 0,4307 9,6182 -115,4764 -4,8707 0,99980,5064
-140,6098 141,1883 12,7756 -0,4307 -141,1316 6,3192 1,0037 14,6716
-166,4457 168,1966 27,3703 -12,7756 -167,6153 19,7855 1,0070 1,5487
-192,8180 195,9397 44,3027 -27,3703 -194,7261 35,5918 1,0099 1,3004
-219,4788 224,2078 63,7255 -44,3027 -222,2575 53,7838 1,0127 1,2140

252,7766 -63,7255 -250,0000 74,3892 0,9890 1,1673

Reações nas barras - Método dos Deslocamentos CorrelaçõesResultados Analíticos
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Analisando a tabela 8 nota-se que o refinamento da malha gerou uma correlação de resultados 

melhor para as duas solicitações estudadas, comprovando que quando maior o número de 

coordenadas inseridas, melhor a aproximação do método. 

5.2 VALIDAÇÃO DO PROGRAMA 

Para a validação do programa é realizada uma breve comparação entre os resultados obtidos 

com os fornecidos pelo programa acadêmico. Esta verificação serve apenas para assegurar 

que os procedimentos de cálculo realizados conferem com o esperado, ou seja, a aplicação das 

rotinas computacionais está correta. Para isto, foi estudado a mesma viga circular utilizada 

anteriormente, sob o mesmo carregamento, com uma seção retangular de 30 cm de base e 60 

cm de altura, composta por concreto C25. 

Para esta verificação a viga foi dividida em 9 nós e, após a análise, provou-se a perfeita 

correspondência entre os resultados, sendo apresentados na tabela 9 os resultados gerados 

pelo software desenvolvido e no quadro 12 os obtidos pelo programa acadêmico. 

Tabela 9 – Resultados – programa desenvolvido 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

 

 

X Y RV RMy RMx

1 0 0 1 77,9866 -80,4541 244,5808
2 0,2566 1,5811 9 77,9866 80,4541 244,5808
3 1,4645 3,5355
4 3,4189 4,7434
5 5,0000 5,0000 RV nó inicial RV nó final RM nó inicial RM nó final RT nó inicial RT nó final

6 6,5811 4,7434 1 77,9866 -254,3106 -40,2342
7 8,5355 3,5355 2 61,9687 -61,9687 -146,7924 142,2213 17,2529 40,2342
8 9,7434 1,5811 3 38,9933 -38,9933 -19,8420 30,8102 29,2100-17,2529
9 10,0000 0,0000 4 16,0179 -16,0179 51,2312 -43,3532 10,3964 -29,2100

5 0,0000 0,0000 64,0598 -64,0598 -10,3964 -10,3964
6 -16,0179 16,0179 43,3532 -51,2312 -29,2100 10,3964
7 -38,9933 38,9933 -30,8102 19,8420 -17,2529 29,2100
8 -61,9687 61,9687 -142,2213 146,7924 40,2342 17,2529
9 77,9866 254,3106 -40,2342

Reações nos vínculos

Reações nas barras
Nó

Coordenada
Nó Nó
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Quadro 12 – Resultados – programa acadêmico 

 
(fonte: elaborado pelo autor) 

5.3 VALIDAÇÃO DO DIMENSIONAMENTO 

Neste último procedimento para validação do software é feita a comparação dos resultados 

obtidos com os de seções previamente resolvidas na bibliografia. Para isto, a seção da viga a 

ser calculada, bem como a classe do concreto e categoria do aço que a compõe, será a mesma 

utilizada pelo autor, sendo induzido o comprimento da viga e o carregamento, de forma que 

gere as mesmas solicitações na seção em estudo. 
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5.3.1 Verificação na flexão 

Araújo (2003a, p. 100-101) apresenta dois exemplos de dimensionamento à flexão, sendo que 

o primeiro possui armadura simples e o segundo armadura dupla. Por estar fazendo as duas 

verificações na mesma viga, o fator que define o uso de armadura simples ou dupla é o valor 

da solicitação atuante na seção. 

Para este exemplo, a viga dimensionada possui seção retangular, com base de 15 cm e altura 

de 40 cm. A distância entre o centroide da armadura e a face da viga foi considerada igual a 4 

cm. O concreto utilizado foi o C20 e o aço o CA-50. 

Para a inserção dos dados no programa foi utilizada a mesma seção transversal, classe do 

concreto e categoria do aço. A classe de agressividade ambiental adotada é a I, o que gerará a 

mesma altura útil para a seção. As coordenadas utilizadas foram (0, 0), (2.5, 0), (5,0), (7.5, 0) 

e (10, 0), o que define uma viga com dez metros de comprimento. O valor do carregamento é 

função de cada verificação. 

5.3.1.1 Verificação para armadura simples 

De acordo com Araújo (2003a, p. 100), a solicitação de 42 kN.m agindo nesta seção irá gerar 

uma armadura simples igual a 2,98 cm². Para gerar esta solicitação no centro de uma viga com 

dez metros, definida anteriormente, é necessário uma carga distribuída de –10,08 kN/m.  

Pela análise estrutural, a solicitação de momento atuante nas barras dois e três é de 42,00 

kN.m e, na aba de dimensionamento, a armadura longitudinal de flexão será de 2,98 cm² na 

parte inferior da seção, o que está de acordo com o exercício, comprovando o funcionamento 

para o dimensionamento à flexão com armadura simples. 

5.3.1.2 Verificação para armadura dupla 

Seguindo o exemplo dado, Araújo (2003a, p. 101) demonstra que uma solicitação de 98 kN.m 

na seção será necessária a utilização de armadura dupla. Para gerar esta solicitação, é preciso 

aplicar um carregamento distribuído igual a -23,52 kN/m na viga de dez metros anteriormente 

definida. 

Nesta verificação, foi necessário alterar o módulo de elasticidade do aço utilizado pelo 

programa, previamente definido em 21.000 kN/cm² por recomendações da Norma, pois 
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conforme Araújo (2003a, p. 78), o módulo de elasticidade do aço utilizado para resolução de 

seus exercícios é fixado em 20.000 kN/cm², conforme recomendações do Comité Euro-

International du Béton (CEB). 

Para o exemplo resolvido, as áreas de aço necessárias são de 0,80 cm² para compressão e 8,16 

cm² para tração. Pelo programa, as áreas de armadura fornecidas são de 0,74 cm² para 

compressão e 8,18 cm² para tração. Neste caso, os valores ficaram próximos, não coincidindo 

exatamente em função de arredondamentos utilizados pelo autor. 

5.3.2 Verificação ao cisalhamento 

Para o dimensionamento ao esforço cortante, Araújo (2003a, p. 169-171) dá como exemplo 

uma viga em concreto C20, com aço CA-60, de seção retangular com 12 cm de base e 40 cm 

de altura e altura útil de 36 cm. O esforço solicitante utilizado para o dimensionamento foi de 

42 kN. 

Para a aplicação computacional foi utilizada a mesma seção, mesmo concreto e aço, com 

classe de agressividade ambiental I para compatibilização da altura útil. Inserindo uma viga 

com um metro, nas coordenadas (0, 0) e (1, 0), a carga distribuída necessária para gerar a 

solicitação de cálculo é de -84 kN/m. 

Pelo exercício proposto, a área de armadura transversal necessária é de 0,94 cm²/m, mas por 

ser menor que a armadura mínima para a seção, deve-se adotar esta, que corresponde a 1,08 

cm²/m. No exemplo não é feito o calculo do espaçamento, mas o mesmo é facilmente obtido, 

uma vez que a tensão convencional de cisalhamento está calculada, sendo menor que 67% da 

tensão de cisalhamento limite. Assim, o espaçamento máximo para os estribos fica limitado 

em 60% da altura útil da seção, o que corresponde a 21,6 cm. 

Alterando o programa para não fornecer automaticamente a armadura mínima, obtém-se 

como resposta 0,95 cm²/m, com espaçamento de 21,6 cm. Para a armadura mínima, o 

programa indica a necessidade de 1,06 cm²/m, sendo esta pequena diferença nas áreas de 

armadura dada por questões de arredondamentos feitos pelo autor. 
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5.3.3 Verificação ao torçor 

Neste exemplo, Araújo (2003c, p.17-22) utiliza uma viga de seção retangular, com 25 cm de 

base e 40 de altura, com altura útil de 36 cm, executada com aço C20 e aço CA-50. Neste 

exemplo não há contribuição para armadura transversal pelo esforço cortante, logo, não se 

considerou esta solicitação para o dimensionamento. A solicitação considerada para 

dimensionamento foi de 13,44 kN.m, obtendo-se como resultado uma armadura transversal de 

5,68 cm²/m com espaçamento máximo de 21,6 cm e uma armadura longitudinal de 2,78 cm². 

No programa, foi inserida uma viga com um metro, nas coordenadas (0, 0), (0.5, 0) e (1, 0), 

aplicando-se uma carga de torção diretamente no nó central com um valor de 26,88 kN.m. 

Nesta situação obtiveram-se resultados idênticos para torção, uma armadura transversal de 

5,68 cm²/m com espaçamento máximo de 21,6 cm e uma armadura longitudinal de 2,78 cm². 
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6 CONCLUSÕES 

Finalizando este trabalho, considera-se que os objetivos foram alcançados, chegando-se a um 

modelo computacional capaz de reproduzir o método dos deslocamentos aplicado a grelhas 

com fidelidade, utilizando as solicitações calculadas para o dimensionamento ao ELU de cada 

barra que compões a viga. 

Como demonstrado, a análise com pontos intermediários mostrou-se eficiente para a 

determinação tanto do momento fletor, quanto do momento torçor, para uma viga circular 

com cinco metros de raio e pontos espaçados a cada 10°, sendo esta uma opção para a 

obtenção dos esforços de forma mais aproximada. Apesar disto, pelo fato do programa utilizar 

os esforços apenas nos nós inseridos para o dimensionamento, os resultados obtidos podem 

ser precipitados caso a malha de pontos inserida não seja suficientemente rica, incapaz de 

representar com fidelidade a estrutura real. 

Os processos de dimensionamento apresentaram o comportamento esperado, retornando as 

áreas de aço conforme exemplos previamente resolvidos na bibliografia. Apesar disto, seções 

muito solicitadas podem apresentar uma área de aço incapaz de ser alocada em apenas uma 

camada de armaduras e, sendo assim, a altura útil da seção pode sofrer uma alteração 

significativa, apontando a necessidade de se alterar as propriedades geométricas da seção. 

Ainda, detalhes construtivos como, por exemplo, o de que as armaduras longitudinais de 

canto devem possuir no mínimo a mesma bitola dos estribos e ainda, no caso de haver torção, 

armaduras longitudinais de canto devem possuir bitola mínima de 10 mm, não são levados em 

consideração, podendo estas áreas serem maiores do que as recomendadas pelo cálculo. 

Como propostas de complementação para este trabalho, tomou-se como base os pontos 

críticos, que possam comprometer a utilização do software. Assim, na parte de análise 

estrutural, propõe-se a inserção de um método interpolador no banco de dados do software 

para a geração das coordenadas, objetivando gerar uma malha rica sem a necessidade do 

fornecimento de todos os nós pelo usuário. Desta forma, atingir-se-iam resultados mais 

precisos, como comprovado anteriormente, e com maior facilidade. 

Quanto ao dimensionamento, a falta de detalhamento da estrutura faz com que o usuário seja 

forçado a analisar cada viga individualmente, verificando o posicionamento das armaduras e a 

possível necessidade de alterar alguma definição da seção para refazer o cálculo. Sendo assim, 
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a possibilidade do programa fazer o detalhamento das armaduras pouparia tempo do usuário 

ao operar o programa. 

Finalizando, o programa apresentou o comportamento esperado, podendo servir à comunidade 

acadêmica no estudo da análise estrutural e dimensionamento de vigas em concreto armado 

com desenvolvimento curvo. 
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