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RESUMO

Neste trabalho foram desenvolvidas as funcoes de interpolacido com regularidades C! e
C?, utilizando o Método da Particao de Unidade, referentes ao elemento quadrilateral de
quatro nds. Estes elementos quadrilaterais Hermitianos de regularidade C' e C? foram
implementados em uma plataforma propria de elementos finitos, considerando uma es-
tratégia do tipo sub-paramétrica. De forma comparativa com os elementos Lagrangeanos
de regularidade C° e diferentes ordens polinomiais, os elementos de regularidade C! e
C? foram aplicados na solucao de: problemas classicos de elasticidade plana infinitesimal
isotropica; aproximacao das frequéncias naturais de vibracao livre de barras e viga; pro-
pagacao de onda elastica em barra devido a aplicagao de forca impulsiva. Os resultados
obtidos mostraram que foi possivel se obter um maior percentual de frequéncias naturais
aproximadas do espectro discreto, dado um certo nivel de erro méximo, com os elementos
de regularidade C*! e C? em comparacao com os elementos Lagrangeanos de regularidade
C° de quatro, oito, dezesseis e vinte e cinco nés. Quanto ao problema de propagacao de
onda elastica devido a aplicacao de forca impulsiva, as solu¢des obtidas com os elementos
de regularidade C! e C? também apresentaram-se satisfatérias em relacao a solucio ana-
litica e as solugoes aproximadas obtidas com os elementos Lagrangeanos de regularidade
C° de quatro e oito nés. Por outro lado, nas simulacdes dos problemas de elasticidade
plana infinitesimal isotrépica, os elementos de regularidade C' e C? nao apresentaram
um comportamento satisfatério. Os erros relativos em normas Ly e de energia da solugao
aproximada foram maiores do que aqueles obtidos com o elemento Lagrangeano de regu-
laridade C° de oito nés, por exemplo, e as taxas de convergéncia em norma de energia

obtidas com tais elementos foram inferiores as preditas pelo estimador de erro a priori.

Palavras-chave: MPU; elementos finitos quadrilaterais Hermitianos de alta regularidade;

frequéncias naturais de vibragao livre; propagacao de onda elastica em meio sélido.



ABSTRACT

In this work the shape functions with regularity C* e C? were developed, by means of
the Partition of Unity Method, concerning to the four-node quadrilateral element. These
Hermitian quadrilateral elements with regularity C' e C? were implemented in an own
platform of finite elements, considering the subparametric strategy. Comparatively with
the C° regularity Lagrangian elements of different polynomial order, C* and C? regularity
elements were applied in simulations of: classical isotropic infinitesimal plane elasticity
problems; approximation of natural frequencies of free vibration for bars and beam; elastic
wave propagation in bar caused by forced vibration with impulsive loading applied. The
results obtained showed that was possible to get a major number of natural frequencies
of free vibration for the discrete spectrum, given a certain level of error, for C! and
C? regularity elements in comparison with C° regularity Lagrangian elements of four,
eight, sixteen and twenty-five nodes. Regarding to the elastic wave propagation problem
in bar due to the application of impulsive loading, the solution obtained with C' and
C? regularity elements also presented satisfactory results with relation to the analytical
solution and those obtained with C° regularity Lagrangian elements with four and eight
nodes. On the other hand, for isotropic infinitesimal plane elasticity problems, C'! and C?
regularity elements did not present satisfactory results. Relative errors in Ly and energy
norms of approximate solution were greater than those computed for the CY Lagrangian
element of eight nodes, for example, and convergence rates obtained with the C! and C?

regularity elements were lower than those predicted by the a priori error estimator.

Keywords: PUM; high regularity quadrilateral Hermitian finite elements; natural frequen-

cies of free vibration; elastic wave propagation in solid media.
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1 CARACTERIZACAO DO TRABALHO

1.1 Introducao

O elemento quadrilateral de Adini-Clough-Melosh, assim chamado devido aos tra-
balhos de Adini e Clough (1961) e Melosh (1963), foi um dos primeiros elementos quadri-
laterais de quatro nés apresentados na literatura que possui mais de um grau de liberdade
associado a cada no, diferentemente dos tradicionais elementos Lagrangeanos que apre-
sentam apenas um grau de liberdade por né. Este elemento foi inicialmente desenvolvido
para a simulacao de flexdo de placas pelo MEF, é caracterizado como um elemento nao
conforme e, pelo fato de nao possuir um espaco de aproximacao polinomial completo,
possui regularidade C° (Ciarlet, 1991).

O trabalho de Bogner et al. (1966), por outro lado, é uma das primeiras publica-
¢oOes disponivel na literatura que trata da formulacao de elementos finitos com regularidade
maior do que C°. Neste artigo, os autores abordam a construcio das funcoes de inter-
polacao com regularidade C! para elementos quadrilaterais de quatro nés utilizando o
conceito de interpolacao Hermitiana e destacam a capacidade deste elemento na apro-
ximacgao da solugao de problemas de Mecanica e a maior taxa de convergéncia para as
primeiras frequéncias naturais de vibragao livre de uma placa retangular simplesmente
apoiada.

Uma abordagem matemaética sobre os aspectos vinculados a teoria de aproximacao
de funcgoes em R"PE empregando tanto o conceito de interpolagdo Lagrangeana quanto
Hermitiana foi apresentada por Ciarlet e Raviart (1972). Neste trabalho, os autores
enunciam e provam certos Teoremas associados com a aproximacao de funcoes e descrevem
alguns aspectos relacionados com a construcao de subespacgos de fungoes aplicaveis ao
método dos elementos finitos.

El-Zafrany e Cookson (1986) apresentaram um método de construcao de fungoes
de interpolacao Lagrangeanas para elementos quadrilaterais, o qual permitia o posiciona-
mento arbitrario dos nés no contorno do elemento. O método podia ser desenvolvido por
meio de duas estratégias distintas: combinacao linear e superposicao de efeitos. No caso
da superposicao de efeitos, os autores estenderam o método para incluir a condicao de in-
terpolagao Hermitiana. Por fim, El-Zafrany e Cookson (1986) apresentaram um exemplo
de construcao das fungoes de interpolagao para elementos quadrilaterais de quatro nés
utilizando interpolacao Hermitiana.

Na década de 1990 surgiram os chamados métodos sem malha, os quais nao apre-
sentavam uma malha de elementos finitos propriamente dita, mas sim uma nuvem de
pontos de integracao distribuidos ao longo do dominio do problema. Estes métodos re-

ceberam diferentes denominagoes, entre as quais destacam-se: método da aproximacao



difusa (Nayroles et al., 1992), método de Galerkin livre de elementos (Belytschko et al.,
1994) e método de nuvens-hp (Duarte e Oden, 1996), entre outros. Os métodos sem
malha trabalhavam com coberturas do dominio que ndo eram suportes compactos das
funcoes empregadas na aproximagao, mas dentro das quais tinham maior peso. Em fun-
¢ao de que alguns destes métodos eram baseados no conceito de aproximacao ao invés de
interpolacgao, havia-se dificuldade para prescri¢ao das condi¢des de contorno do problema.

Neste mesmo periodo, Melenk (1992) propos a insergao de fungdes de interpola-
¢do no espago de aproximacao do MEF que permitissem reproduzir de alguma forma o
comportamento local, a priori conhecido, da solucao do problema em avaliagao. Trés
anos mais tarde, Melenk (1995) publicou um outro trabalho no qual descreve o chamado
método dos elementos finitos generalizado (MEFG). Tal método é caracterizado pela pos-
sibilidade de construcao de espacos de aproximacao que incluam o conhecimento prévio
do comportamento da solugao do problema em avaliagao e que nao sejam necessariamente
formados apenas por fungoes polinomiais. Devido a estas caracteristicas, o MEFG foi am-
plamente aplicado na solucao de problemas que envolvem elevados gradientes de variacao
da solucao de interesse ou em problemas que apresentem singularidade no dominio de
solucao.

Posteriormente, Melenk e Babuska (1996) e Babuska e Melenk (1997) publicaram
dois artigos nos quais abordam o Método da Partigdo de Unidade (MPU) e o Método
dos Elementos Finitos da Parti¢do de Unidade (MEFPU). O MPU descreve as regras
matematicas que devem ser satisfeitas por um conjunto de fungoes a fim de que gerem
uma particao de unidade com determinada ordem de regularidade e que apresente certas
propriedades sobre as normas das fungoes e dos gradientes das fungoes consideradas. O
MEFPU, por sua vez, aborda a constru¢ao de um espaco de aproximacao conforme de
elementos finitos, o qual herda as caracteristicas de regularidade das particoes de unidade
construidas pelo MPU. Desta forma, a aplicagao dos conceitos do MPU e do MEFPU
permite se construir elementos finitos com a ordem de regularidade desejada e com o
emprego de fungoes de interpolagdo que nao sejam necessariamente polinomiais.

Quanto ao problema de autovalores, o livro de Strang e Fix (1973) é uma das
referéncias pioneiras na literatura que aborda a teoria de aproximacao do problema de
autovalores pelo MEF. Um dos principais pontos da formulagao apresentada pelos autores
diz respeito ao estimador de erro a priori. Tal estimador de erro correlaciona o limite
superior de aproximacao de um dado autovalor com parametros como: tamanho de malha,
ordem do espaco de Hilbert e grau polinomial das fungoes de interpolacao do elemento.

Recentemente, Hughes (2000) também apresentou tal estimador de erro a priori
ao versar sobre o problema da aproximacao de autovalores pelo MEF. Contudo, o au-
tor direciona o enfoque da sua abordagem para os resultados numéricos obtidos para as
frequéncias naturais (raiz quadrada dos autovalores) de vibragao livre de barras e vigas.

Os resultados incluem a construcao de curvas dos espectros normalizados de frequéncias



naturais para alguns tipos de elementos considerados (elementos de regularidade C°, li-
near e quadratico, para barras e ciibico Hermitiano com regularidade C' para vigas) e
os comportamentos de convergéncia das primeiras frequéncias naturais de vibragao li-
vre. No primeiro caso, os resultados permitem se constatar a degeneragao progressiva da
aproximacao dos autovalores para modos de vibragao de maior ordem. No segundo caso,
é possivel se verificar as taxas de convergéncia obtidas com o emprego de cada tipo de
elemento.

As curvas dos espectros normalizados de frequéncias naturais apresentadas por
Hughes (2000) foram novamente reproduzidas nos trabalhos de Cottrell et al. (2006),
Cottrell et al. (2007), Hughes et al. (2008) e Cottrell et al. (2009). Nestas publicacoes,
os autores comparam as curvas construidas com base nos resultados obtidos pelo MEF
convencional, com elementos de regularidade C° para barras e de regularidade C' para
vigas, e pelo método de analise isogeométrico, o qual utiliza fungdes de interpolagao do
tipo NURBS com diferentes ordens de regularidade. Os resultados apresentados nestas
referéncias mostram um desempenho superior, em termos da capacidade de aproximacao
do espectro de frequéncias naturais, do método isogeométrico (fungoes de interpolacao de
maior regularidade) em comparagao com o MEF convencional (fungées de interpolagao
de menor regularidade e maior ordem polinomial).

Tendo em vista o contexto supracitado, o foco principal dessa investigacao esta
voltado para a avaliacao da capacidade de aproximagao das frequéncias naturais de vibra-
¢ao livre de alguns problemas de Mecanica que possuem solucao analitica, utilizando os
elementos finitos quadrilaterais de quatro nés de regularidade C* e C? construidos com
base no Método da Particao de Unidade. De forma complementar, tais elementos também
sao avaliados quanto a solucao de problemas de elasticidade plana infinitesimal isotropica
e de vibragao forcada nao amortecida decorrente da aplicagao de carregamento impulsivo.
Para os problemas aqui simulados, sempre que possivel, tomou-se a precaucao de se cons-
truir as malhas de modo a manter as arestas dos elementos paralelas aos eixos globais do
problema a fim de evitar a perda de regularidade das fungbes e, consequentemente, da
acuracidade da solugao aproximada (comportamento reportado na literatura, conforme
Strang e Fix (1973), Carey e Oden (1983), Dhatt e Touzot (1984); para maiores detalhes,

consultar a segdo 3.4.3).

1.2 Objetivos

1.2.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral deste trabalho consiste em avaliar o comportamento da solugao

aproximada obtida pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) na resolugao de proble-



mas de Mecénica, utilizando elementos quadrilaterais de quatro nés com regularidades C*
e C?, construidos com base no Método da Partigao de Unidade (MPU), comparando os
resultados com as solugoes exata e aproximada fornecida pelo MEF com o emprego de ele-
mentos quadrilaterais Lagrangeanos (elementos com regularidade C° e diferentes ordens
polinomiais). Embora o foco principal dessa investigagao esteja voltado para a avaliagdo
da capacidade de aproximacao das frequéncias naturais de vibracao livre utilizando os
elementos supracitados, alguns problemas classicos de elasticidade plana infinitesimal iso-
trépica que possuem solucdo analitica e um problema de vibracao forcada causada pela

aplicacao de forca impulsiva também sao resolvidos com os elementos de regularidade C°,
CleC?

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Os objetivos especificos deste trabalho sao:

a) desenvolver as fungdes de interpolagio com regularidades C' e C?, para o caso
bidimensional, mediante a aplicacao do Método da Particao de Unidade e condigbes
de interpolacao Hermitiana;

b) implementar os elementos finitos quadrilaterais de quatro nés com as fungoes de
interpolagao desenvolvidas em “a)” em uma plataforma prépria de elementos finitos;

¢) verificar o comportamento dos elementos finitos quadrilaterais implementados em
“b)” quanto a um patch test;

d) avaliar o comportamento dos elementos finitos quadrilaterais implementados em
“b)” na solugao de alguns problemas classicos de elasticidade plana infinitesimal,

e) aplicar os elementos finitos implementados em “b)” para aproximagao das frequén-
cias naturais de vibragao livre de alguns problemas de Mecanica;

f) aplicar os elementos implementados em “b)” na solu¢do de um problema de vibra-
¢ao forgada nao amortecida, simulando a propagacao de onda elédstica, gerada pela

aplicacao de uma forca impulsiva na estrutura.

1.3 Justificativa

Frequentemente os engenheiros se deparam com problemas que envolvem o célculo
de autovalores e autovetores associados a um certo problema fisico em avaliagdo. Devido
a complexidade de tais problemas, no geral se recorre a um método numérico para ob-
tencao de uma solucao que satisfaca de forma aproximada as condigoes de contorno e as
equagoes diferenciais do problema. Neste ambito, o MEF tem sido um dos métodos nu-

méricos mais empregado na solugao de problemas de Engenharia, dada sua versatilidade



e robustez. Contudo, o emprego do MEF convencional (elementos Lagrangeanos de regu-
laridade C° e diferentes ordens polinomiais) possibilita se obter a aproximacio de apenas
um pequeno percentual do espectro de autovalores de um dado problema com um nivel
de erro aceitavel. Além disso, este percentual se concentra na parte inicial do espectro,
ou seja, estd vinculado aos menores autovalores do problema (Strang e Fix, 1973).

Esta peculiaridade do MEF estd associada com a sua limitacdo em aproximar
modos mais complexos (autovalores de mais alta ordem) do problema tendo como base
a discretizacao fixa e finita do dominio e o emprego de elementos cldssicos C° que geram
um espago de aproximacgao de baixa regularidade, composto, no geral, por func¢oes de
interpolagao de baixa ordem (Hughes, 2000). Desta forma, se o problema em anélise
envolver, por exemplo, o estudo da propagacao de uma onda em um meio solido elastico,
gerada a partir da aplicagdo de uma forga impulsiva em uma estrutura em um curto
espaco de tempo, a solucao de interesse serd composta pelos infinitos modos e frequéncias
naturais de vibragao (Clough e Penzien, 2003). Neste caso, a degeneracao da solugdo
obtida pelo MEF para os autovalores de mais alta ordem sera tal que podera conduzir
a uma solucao do problema completamente inconsistente com o comportamento fisico
observado.

Assim, tendo em vista este contexto e os objetivos descritos anteriormente, a rea-
lizacao deste trabalho se justifica pelo fato de abordar um topico de relevancia dentro da
Engenharia, explorado através da avaliagdo do comportamento da solucao de problemas
de Mecanica, incluindo elasticidade plana e vibracoes nao amortecidas livre e forcada,
obtida através de espagos de aproximagao de elementos finitos de maior regularidade (C!
e C?) em comparacao com os espagos de regularidade C° tradicionalmente utilizados (por

meio dos elementos Lagrangeanos).

1.4 Notagoes adotadas e organizacao do trabalho

Quanto as notagoes adotadas, salvo em excecoes devidamente indicadas, este re-
latério estd escrito em notacao indicial. Neste caso, indices representados por letras
minusculas seguem as regras de tal notagao. Por outro lado, se convencionou que indices
designados por letras maitsculas nao remetem a notacao indicial, mas estao vinculados a
outras operacoes matematicas, tais como somatorios, etc.

Quanto a organizacao do trabalho, o mesmo estd dividido em 6 capitulos. O
Capitulo 1 traz uma breve introdugao ao assunto abordado, descreve os objetivos gerais
e especificos e apresenta a justificativa de realizacao deste trabalho.

No Capitulo 2 é feita uma revisao teérica dos assuntos relacionados com o desenvol-
vimento deste trabalho. Resumidamente, ela inclui os seguintes topicos: aspectos gerais

da formulacao forte e da formulagao variacional de um problema; enunciados dos pro-



blemas de elastoestatica linear e de elastodinamica tanto para a formulacao forte quanto
para a formulagao variacional; aproximagao da solugao pelo método dos elementos finitos;
aspectos sobre o Método da Particio de Unidade; problemas padrao e generalizado de
autovalores; aspectos sobre a solucao do problema de autovalores pelo método dos ele-
mentos finitos, destacando o estimador de erro a priori que relaciona a aproximacao com
a regularidade do espaco de aproximacao; problema de vibragao livre nao amortecida e
vibragao forcada nao amortecida, entre outros.

O Capitulo 3 apresenta os aspectos vinculados a implementacdo dos elementos
finitos quadrilaterais de quatro nés com regularidade C*! e C?, apresentando a estratégia
de construgao das funcoes de interpolagao pelo Método da Particdo de Unidade e pelo
conceito de interpolacao Hermitiana, o significado fisico dos graus de liberdade nodais e
a logica utilizada para aplicacdo das condi¢oes de contorno em relacao a prescricao dos
graus de liberdade nodais.

No Capitulo 4 sao apresentados os resultados obtidos com a aplicacao dos elementos
finitos de quatro nés com regularidade C! e C? na solucao de alguns problemas cldssicos de
elasticidade plana infinitesimal isotropica que apresentam solugao analitica e na verificacao
quanto a patch tests dos tipos simples e generalizado.

O Capitulo 5 aborda a utilizacao dos elementos finitos de regularidade C* e C? na
obtenc¢ao das frequéncias naturais de vibragao livre de alguns problemas planos classicos
que apresentam solucao analitica. Os resultados apresentados incluem o comportamento
do espectro de frequéncias naturais aproximadas e as curvas de convergéncia para cada
elemento em cada caso. A titulo de comparacao, também sao apresentados os resultados
obtidos com os elementos finitos Lagrangeanos de regularidade C° e funcoes de interpo-
lacao de alta ordem polinomial.

O Capitulo 6 aborda a aproximacao da propagacao de onda elastica em um meio
solido continuo, gerada pela aplicagao de uma forga impulsiva, comparando as solucoes
numéricas obtidas através dos elementos de regularidade C° Quad4, C° Quads8, C* e C?
com a solucao analitica do problema.

Por fim, o relatério apresenta alguns Apéndices que trazem informacoes adicionais
aquelas descritas ao longo do relatorio. Ressalta-se aqui a existéncia do Apéndice A, o
qual traz um breve resumo sobre fungoes e espacos de fungoes, incluindo aspectos como
continuidade, regularidade e principais defini¢des, propriedades e métricas relacionadas a

espagos de funcoes.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Formulacgao forte e formulacao variacional

2.1.1 DEFINICOES GERAIS

Sendo 2 um dominio Lipschitziano aberto e limitado pelo contorno I' no espaco
R™E com n,p = 3, por exemplo, conforme mostrado na Figura 1(a). O contorno I' pode
ser decomposto em duas partes, I, e I'y, conforme indicado na Figura 1(b), satisfazendo

as relagoes (1) e (2):

no qual I', é o contorno ou fronteira de Dirichlet, I"y é o contorno ou fronteira de Neumann

e ¥ é um conjunto vazio.

Figura 1: Caracteristicas geométricas de um problema genérico de Mecanica
Adaptado de: Hughes (2000)

O contorno de Dirichlet, I',, corresponde a porcao da fronteira do dominio sobre
a qual sao prescritas as condigoes de contorno essenciais do problema. Por outro lado,
sobre a fronteira de Neumann, I'y, s@o prescritas as condigoes de contorno naturais (Ca-
rey e Oden, 1983; Gilat e Subramaniam, 2008). Em problemas de Mecanica dos Sélidos,
costuma-se indicar ; como a condicdo de contorno essencial prescrita e ¢; como a condi-
cao de contorno natural prescrita. Fisicamente, @; e t; representam, respectivamente, o
deslocamento e a tragdo prescritos no contorno.

Definicao 2.1.1.1. A equacao diferencial que descreve o comportamento de um
dado problema em um certo dominio €2, juntamente com as condi¢oes de contorno apro-
priadamente prescritas, caracterizam o chamado problema de valor de contorno (PVC) e
recebem a denominagio de forma forte do problema (Carey e Oden, 1983; Fish e Belyts-
chko, 2007; Gilat e Subramaniam, 2008).



A construcao da forma fraca ou variacional de um PVC requer a defini¢do de duas
classes de fungoes e o emprego do Teorema de Green, conforme Defini¢oes 2.1.1.2 ¢ 2.1.1.3
e Teorema 2.1.1.1.

Definicao 2.1.1.2. As fungoes candidatas ou testes, u;, sdo fungoes que satisfazem
as propriedades (3) e (4) (Hughes, 2000; Carey e Oden, 1983):

U; = U; emI'p, 1 <i<npg (3)

u; € H™ () 1<i<npg (4)

e geram o chamado espago das fungoes candidatas K dado em (5):

K={u|u e H" (Q), u; =u; em 'y} 1<i<npp (5)
Definicao 2.1.1.3. As fungbes variagoes ou peso, v;, sao fungoes que satisfazem

as propriedades (6) e (7) (Hughes, 2000; Carey e Oden, 1983):
v; =0 em'p, 1 <i<npg (6)

e geram o chamado espago das fungoes variagoes V dado em (8):

V=A{vi|v,e H" (), v;=0em 'y} 1<i<npg (8)

Observagao: a expressao (6) indica que a fungao variacao deve satisfazer a parte
homogénea da condi¢ao de contorno essencial.

Teorema 2.1.1.1 (Teorema de Green). Sendo f e g duas fungoes da classe
C! (Q), tais que f: Q =+ R e g:Q — R, entdo a identidade (9) é valida (Hughes, 2000).

/f,igdaz—/fg,idm/fgnidr | <i<np. (9)
Q Q N

no qual n; corresponde a um vetor unitario normal a superficie do contorno em cada
ponto, 2 é o dominio do problema e I' é o contorno do problema.
Considerando um PVC genérico dado pela equacao diferencial (10) e pela condic¢ao

de contorno (11),

A(w) = f; emQ, 1<1i,j<npp (10)

sendo A (e) um operador bilinear de diferenciagao parcial de ordem 2m, entao a forma va-
riacional deste PVC pode ser desenvolvida por meio das etapas descritas a seguir (Reddy,
1998; Carey e Oden, 1983):



a) Definir a ordem do espago das fungoes variagoes baseado nas informagoes disponiveis
sobre a forma forte do problema, tal que ¥V C H™™ (Q) e f; € H™ (Q);
b) Multiplicar ambos os lados da equagao diferencial (10) por uma funcao arbitraria
v; € V e integrar ao longo do dominio €2 do problema;
c¢) Aplicar o Teorema de Green (Teorema 2.1.1.1) a equagao integral de b), pelo menos
m vezes, de forma a reduzir o requisito de regularidade sobre a solucao (funcao) de
interesse u;.
A fim de exemplificar os enunciados da formulacao forte e da formulagao variacional
de um problema (construida pelo processo acima descrito), serao apresentados aqui os

resultados finais de um exemplo unidimensional abordado por Hughes (2000). Supondo
o PVC dado pela forma forte (12):

Dado f; : Q — R e os valores prescritos @ e t;, encontrar u; : 2 — R, tal que,

wn+f1=0 em
uy (1) =y em '}, (12)
—ul,l (0) = _1 em FN

sendo 2 o dominio do problema, tal que Q = [0,1], T, e T'y sdo os contornos de Dirichlet
e de Neumann, respectivamente, e f; € Lo ().

A forma variacional correspondente a (12), sendo m =1 e m = 0, é dada por (13):

Dado fi, 4y e t; como em (12). Encontrar u; € K tal que para todo v; € V
{fol viurdey = [ o fidzy + v (0) & (13)

comV ={v; |v; € H (Q), vy =0em I'p}.
Reddy (1998), Carey e Oden (1983) e Hughes (2000) descrevem duas observagoes

com relagao as formas forte e variacional:
a) Se u; é uma solu¢do da forma forte, entdo w; também é uma solu¢do da forma

variacional;

b) Tanto a forma forte quanto a forma variacional possuem solugoes tinicas.

2.1.2 FORMULACAO FORTE E FORMULACAO VARIACIONAL DO PROBLEMA
DE ELASTOESTATICA LINEAR

Considerando um corpo de dominio {2 C R"PE ¢ contorno I' submetido a uma
tracao superficial ¢;, 1 < i < npp, em 'y, uma forca de corpo b;, 1 < i < npy, atuante
sobre o dominio €2 e um certo deslocamento prescrito u;, 1 < i < npp, em ', conforme

mostrado na Figura 2 (nesta Figura foi considerado npz = 3).
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I'p

Figura 2: Caracteristicas gerais de um PVC de Mecéanica
Adaptado de: Fish e Belytschko (2007)

A configuracao mostrada na Figura 2 corresponde ao PVC classico de elastoesta-

tica, cuja forma forte é enunciada em (14) (Hughes, 2000):

Dadob; : Q - R, @ :I'p, > Ret: 'y — R, encontrar u; : Q — R tal que,

Tijj+0:=0 em€), 1<14,5 <npg
U = U; em 'y, 1 <i<npg (14)
Tijnj :t_i em 'y, 1 <4,j <npg

no qual 7j; é o tensor de tensao de Cauchy, b; ¢ o vetor forca de corpo atuante sobre o
dominio €2, u; é o vetor deslocamento do corpo, u; é o valor prescrito de u; em I'p,, n; ¢
um vetor unitério normal a cada ponto da superficie do contorno e ¢; é a tracao prescrita,
no contorno I'y.

Assumindo comportamento linear infinitesimal, o tensor de tensao de Cauchy 7;;
pode ser escrito em termos do deslocamento u;, conforme dado em (17), por meio das

relagoes cinematica (15) e constitutiva (16):

eij = 1/2 (ui,j + uj,i) = u(z’,j) 1 S ’L,j S Npe (15)
,'Tij = DijTSGTS 1 S iv.ja r,s S NpE (16)
ﬂj = _DZ'jTSUJ(r’S) ]_ S i,j, r,Ss S Npe (]_7)

no qual ¢;; ¢ o tensor de deformacao infinitesimal e D;;,s ¢ o tensor constitutivo de quarta
ordem. O tensor de segunda ordem u; ;), apresentado em (15), corresponde a parte simé-
trica do gradiente do vetor deslocamento u; e é igual ao tensor de deformacao infinitesimal
€ij-

Considerando duas fungdes, u; € K e v; € V, e assumindo a rela¢ao (17), entao

a forma variacional do PVC dado em (14) pode ser enunciada como indicado em (18)
(Hughes, 2000):
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Dadob;: Q =R, 4;: ', > Ret;: 'y — R, encontrar u; € K tal que,
para todo v; € V,

{J, 065 Digrstire)d2 = [, vibidQ+ [, voidl 1<, 5 < npg (18)

no qual v; ¢ uma funcao variacao, v(; ;) corresponde a parte simétrica do gradiente do
vetor v;, e K e V sdo os espagos das fungdes candidatas e variagoes definidos em (5) e (8),

respectivamente.

2.1.3 FORMULACAO FORTE E FORMULACAO VARIACIONAL DO PROBLEMA
DE ELASTODINAMICA

Diferentemente do problema de elastoestdtica, no problema de elastodindmica
considera-se que as variaveis assumem relacdo de dependéncia com o tempo t e o es-
paco x;. Considerando novamente o corpo mostrado na Figura 2 e assumindo que as

condigbes prescritas no volume e no contorno satisfazem agora as relagoes (19) a (21):

G :Tpx]0,T[=R  1<i<ny, (20)

ti:Tyx]0, T[> R 1<i

IN

NpE (21)

Adicionalmente, considera-se que duas condigoes iniciais do problema sao especifi-

cadas, a saber, deslocamento e velocidade, conforme (22) e (23):

up,, 1 2 =R 1 <i<npg (23)

no qual uy, corresponde ao vetor deslocamento inicial e u,, corresponde ao vetor veloci-
dade inicial.
Mediante tais consideragoes, obtém-se o chamado problema de valor de contorno

inicial (PVCI) de elastodindmica, cuja forma forte é enunciada em (24) (Hughes, 2000):

Dado b;, ;, t;, uo, € ug,, conforme (19) a (23), encontrar u; : Q x [0,7] — R

tal que,
Tijj + bi = puige em Q x]0,7[, 1 <i,j <npg
Ui = U em ', x]0,T[, 1 <i<npg
Tijn; =t em 'y x]0, 7], 1 <, <npp (24)
u; (x5,0) = uo, (z;) x; €0, 1<4,j<npg
uig (25,0) = uo,, (2;) z; €0, 1<14,j <npp
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no qual p é a densidade do material, expressa como uma funcao do dominio, isto é,
p:Q — R, u;yu corresponde ao vetor aceleracao e u; ¢ o vetor deslocamento, agora
dependente da posigdo e do tempo, ou seja, w; (x;,t), 1 < j < npp.

A forma variacional correspondente do PVCI dado em (24) é enunciada em (25)
(Hughes, 2000):

Dado b;, U, t;, uo, € ug,,, encontrar u; (t) € K, t € [0,77, tal que
para todo v; € V

fQ V; pu; 1 dS) + fﬂ V(i) Dijrst(r,s)dS2 = fﬂ v;0,d€) + fFN v;t;dl 1<i,5,r s <npg
Jo vipu; (25,0) dQ = [ v;puo,dS 1<14,7 <npg
Jovipuig (25,0)dQY = [ vipuq, d 1<i4,j<npg

(25)

no qual u;; corresponde ao vetor velocidade, u; «+ ¢ o vetor aceleracao, t é o escalar tempo
e K' é o chamado espaco das fungoes candidatas temporais, definido em (26) (Hughes,
2000):

K= {wi (wj,t) | ws (25) € H (), wy (25,8) = s (25,8) em T} 1<, <mpg (26)

Observagao: no enunciado (25) foi empregado o espaco das fungoes candidatas
temporais, Kt, pelo fato de a solucio de interesse ter dependéncia do tempo ¢. Contudo,
o espago das fungoes variagoes considerado é o mesmo que fora definido em (8), ou seja,

Y tem relagao apenas com as variaveis espaciais, tal como no problema de elastoestatica.
2.2 Aproximacao pelo método dos elementos finitos
2.2.1 GENERALIDADES SOBRE O METODO DE GALERKIN

O método de Galerkin possibilita a obtengao de uma solucao aproximada para um
PVC pela aplicagao da ideia de discretizacao sobre a formulacao variacional do problema,
diferentemente do método das diferencas finitas, por exemplo, no qual a discretizacao é
feita diretamente na equagao diferencial do problema (forma forte).

O passo inicial da construcao do método de Galerkin consiste em criar aproxi-
macoes dimensionalmente finitas dos espacgos das funcoes candidatas K e das variacoes
V, definidos em (5) e (8), as quais sdo denotadas, respectivamente, por K" e V. Esses
espacos aproximados K" e V* podem ser vistos como subespacos de K e V, de tal forma

que as relagbes (27) e (28) podem ser escritas (Hughes, 2000):

KhcK (27)
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Vicy (28)

As relagoes (27) e (28) implicam nas propriedades (29) e (30), respectivamente:

U? (.TJ) = ’l_LZ em FD 1 S Z7j S Npe (29)
o (z;)=0emT, 1<4,j<np, (30)

ou seja, a aproximacdo u? de u; automaticamente estd contida no espaco das fungoes
candidatas K, ul' C K, e deve satisfazer a condigao de contorno essencial do problema.
Por outro lado, a aproximacio v de v; estd contida no espaco das variagoes V, vl C V,
e deve satisfazer a parte homogénea da condi¢ao de contorno essencial.

Os subespacos K" e V" podem ser gerados através de bases compostas por N

fungoes linearmente independentes, conforme dado em (31) e (32), respectivamente:

{¢J}]j=1 = span (lCh) (31)
{,})1 = span (V") (32)
nas quais ¢, = ¢, (1, Ta, -, Tppy) € @, = @, (T1, Tay -+, Tpnp,y) sa0 fungdes de base

que podem depender de qualquer coordenada espacial z;, 1 <17 < npg.
Dessa forma, as aproximagoes u? € K" e vl € V" podem ser escritas como com-
binagoes lineares das fungoes que compoem as respectivas bases, conforme indicado nas

expressoes (33) e (34) (Oden e Reddy, 1976):

N

u? - Zdu(er 1<i<npg (33)
J=1
N

U?:Zcugpj 1<i<npg (34)
J=1

sendo d,; e ¢,; N constantes a serem determinadas para cada campo ¢ aproximado.

Finalmente, a aplicacio das aproximagoes u? e v!', conforme expressdes (33) e
(34), na formulagao variacional de um problema (por exemplo, em (18) ou (25)) conduz a
chamada formulacao de Galerkin do problema. Matematicamente, tal formulacao resulta
em um conjunto de N equagoes algébricas lineares a ser resolvido, para cada campo
1 aproximado, o qual fornece os valores das N incognitas d, que compodem a solucao
aproximada de interesse dada em (33) (Oden e Reddy, 1976).

Os detalhes relacionados com as manipulagoes algébricas das formulagoes de Galer-
kin que geram os respectivos problemas matriciais de elastoestatica e elastodinamica, bem
como os aspectos vinculados & escolha ou construcao das fungoes ¢, (1, Ta, -, Tnpy)
e @, (x1, xg,-++, Tn,,) Serao tratados nas segoes subsequentes. E importante ressaltar
aqui, contudo, que no método de Bubnov-Galerkin, frequentemente referido como método

de Galerkin apenas, as funcoes de base ¢, e ¢, sdo idénticas, de tal forma que K" = V",
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Essa ¢ a abordagem tradicionalmente empregada na construcao das aproximacgoes pelo
MEF (Dhatt e Touzot, 1984; Dolbow, 1999).

2.2.2  CONSTRUCAO DA SOLUCAO APROXIMADA

Matematicamente, o método dos elementos finitos promove um procedimento geral
e sistematico para a construcao das fungoes polinomiais ¢, 1 < J < N, que geram as bases
dos subespacos dimensionalmente finitos obtidos pela aplicagdo do método de Galerkin
(Oden e Reddy, 1976).

A construcao da aproximacao pelo MEF comega com a particdo do dominio 2 C
R"™PE em um numero finito ny; de subdominios €2;, 1 < I < ng;, denominados elementos,

satisfazendo as propriedades (35) e (36):

Q=10 ,talqueQ~Q (35)
I=1
0N, =9 ,paral #J (36)

no qual Q, representa o dominio fechado do elemento I,  corresponde ao dominio fechado
do problema e © é o dominio fechado do problema resultante da discretizacio empregadal.

A propriedade (35) indica que a uniao dos subdominios gera uma aproximagao para
o dominio original. J4 a relagdo (36) expressa a ideia de ndo sobreposicao dos elementos
da malha.

Do ponto de vista global, o passo seguinte do método consiste em construir um con-
junto de ngpye funcoes de base ¢, (v1, T2, -+, Tnp,) linearmente independentes, sendo
Nerwe 0 namero de graus de liberdade da malha por campo, de tal forma que para cada
vértice de unido entre os subdominios €2;, chamados nés, tem-se ng,ye fungoes associ-
adas. Cada uma dessas fung¢oes que aproximam um grau de liberdade associado a um
determinado n6 da malha é dita ter suporte compacto em @,? (Dolbow, 1999). A Figura
3 apresenta o exemplo de um dominio bidimensional particionado em elementos quadri-
laterais, com ng, = 16 e ny, = 25, sendo ny,, o nimero de nés da malha, no qual é
destacado o suporte compacto w, da funcao de interpolacao associada com o n6é A da
malha.

Dessa forma, as aproximagoes de u; e v; pelo MEF podem ser escritas conforme
dado em (37) e (38), respectivamente (Oden e Reddy, 1976):

NGLMC

u? (:Uj) = Z du¢] (x]) 1< i?j < Npg (37)

INa discretizacdo do dominio pelo MEF, busca-se fazer com que € coincida ou seja muito préximo do
dominio geométrico original do problema (Oden e Reddy, 1976).

20 suporte @; de uma funcdo nodal ¢, é definido como a regido do dominio delimitada pela unido dos
subdominios que compartilham o né I em consideracdo (Dolbow, 1999).
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Figura 3: Malha tipica de elementos finitos, destacando seus aspectos gerais

NGLMC

Uzh (z;) = Z CisPs () 1 <4,j <npg (38)

J=1
sendo ngpye 0 nimero de graus de liberdade da malha por campo, d,;, 1 < i < npp

el < J < ngrue, Sa0 ngrue constantes, para cada campo ¢, a serem determinadas
h

e que geram a solucdo de interesse u (z;), ¢y, 1 < i < npp el < J < ngpue, sS40
nerve coeficientes para cada campo i, ditos arbitrarios pois estao associados a construcao
da aproximacao da funcao variagdo, e ¢, (x;) sdo fungdes de interpolacdo que geram o
subespaco da aproximagao.

Dolbow (1999) descreve que, no caso do MEF com elementos Lagrangeanos de

regularidade C?, a aproximagao dada na equagao (37) apresenta as seguintes propriedades:

a) a aproximagao interpola nos valores d,,, ou seja, dado um ponto P (z1, -+ , &, ) que
h

coincida com a posigao de um né da malha, entao u; (P) = d,p, isto é, fisicamente

cada constante d,; representa o deslocamento na direcao ¢+ do J-ésimo né da malha;

b) a aproximacio é continua, ou seja, u?* € CY (Q)

h h
i €U

A substituicdo das aproximacgoes u na expressao da forma variacional do
problema (por exemplo, em (18)) resulta em um conjunto de equagoes algébricas, resolvido
de forma matricial, o qual fornece os coeficientes d,, que compoem a solugdo aproximada
de interesse.

Uma outra abordagem de construcao das funcoes de base ¢, esta associada com
o conceito de suporte compacto destas fungoes. Com isso, as funcoes ¢, sao construidas
no chamado dominio paramétrico do elemento e sdo escritas em termos de coordenadas
locais - £ e n para o caso bidimensional, sendo frequentemente designadas como fungoes
definidas por partes (Cook et al., 1989; Dhatt e Touzot, 1984). Desta forma, a estratégia
de aproximacao da solucao pelo MEF passa a ser tratada sob o ponto de vista do elemento,
e nao mais sob o ponto de vista global do dominio.

Resumidamente, sob o ponto de vista do elemento tem-se as seguintes condicoes:
considerando um elemento quadrilateral de quatro nés no dominio paramétrico bidimen-

sional £ x n, conforme mostrado na Figura 4.
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('1!1)

1.2)

(-1,-1) (1,-1)

Figura 4: Elemento quadrilateral de quatro nés no dominio paramétrico

Para cada né I do elemento se tem ng, v fungoes de base (também chamadas de
fungoes de interpolagao ou fungdes de forma do elemento) ®, (£, n) associadas, perfazendo
um total de nyzneye fungdes por elemento para cada campo aproximado, sendo nyz 0

nimero de nés do elemento. As fungoes P, (£, 7n) s@o tais que satisfazem as propriedades
dadas em (39) a (41).

b, (5777) =0 5777 ¢ [_17 1] , 1 < J < nypherne (39)

ZCDJ (5777) =1 J=1,14+ngine, 1 +2n61nc, - 71+(nNE_ 1) Nerne (40)

J

d, (617771) = 5JK K = (] - 1) Ngive +1el < J < nyghewne (41)

A propriedade (39) indica que as fungoes de interpolacao do elemento tém suporte
compacto, isto é, assumem valores nulos fora do dominio do elemento, enquanto que a
propriedade (40) expressa o conceito de partigdo de unidade, ou seja, para cada ponto
do dominio do elemento, o somatério de todas as fung¢oes de interpolacao associadas com
os graus de liberdade do campo primal deve ser igual & unidade (Dhatt e Touzot, 1984;
Hughes, 2000; Cook et al., 1989). A propriedade (41), por sua vez, indica que no /-ésimo
no6 do elemento, todas as fungoes de interpolacao assumem valores nulos, exceto a J-ésima
funcao associada com o grau de liberdade do campo primal do referido noé.

O mapeamento das coordenadas locais do elemento no dominio paramétrico para

as coordenadas globais do problema ¢é feito por meio da relagdo dada em (42):

"NE

Ti = Z(I)J (5777> Ty 1 S Z g Npe (42)
J=1

no qual x; (§,m) é o vetor posigdo do ponto de interesse dado em termos do sistema de
coordenadas globais, ®, (£,7n) corresponde a funcao de interpolagao associada ao J-ésimo
no6 do elemento, e z,, sao as coordenadas z; do J-ésimo né do elemento.

Com isso, as aproximagcoes dadas em (37) e (38) podem ser reescritas segundo as

relagoes (43) e (44), respectivamente:

NMNENGLNC
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NMNENGLNC

Uzh (5777) = Z ¢J (ga 77) CiJ ]- S Z S nDE (44)

sendo ¢, (£,7n) as fungdes de interpolagao associadas com cada grau de liberdade J do
elemento, c¢;; sao constantes arbitrarias, para cada campo i, associadas com o J-ésimo
grau de liberdade do elemento, d,, sao coeficientes a serem determinados, para cada

campo 7, que geram a solucao aproximada de interesse.
2.2.3 APROXIMACAO DO PROBLEMA DE ELASTOESTATICA LINEAR

A aplicagdo do método de Galerkin na formulagdo variacional do problema de

elastoestatica dado em (18) resulta no enunciado indicado em (45) (Hughes, 2000):

Dado b;: Q =R, @ : ', > Ret; : 'y — R, encontrar u € K" tal que,
para todo v} € V"

{0l Digrottly g dQ = [, olbidQ+ [, oftidD 1< jir,s < npg (45)

no qual U&j) corresponde a parte simétrica do gradiente do vetor v, Dyj.s é o tensor

constitutivo, uf, , é a parte simétrica do gradiente do vetor u', b; é o vetor forga de

corpo, t; é a tragao prescrita no contorno natural I'y e 2 é o dominio do problema.
Inserindo as aproximagoes ul' (£,7) e vl (£,7), dadas em (43) e (44), respectiva-

mente, no resultado (45), e valendo-se:
a) da arbitrariedade dos coeficientes ¢, ;;
b) do mapeamento de transformacdo do dominio paramétrico para o dominio global;
c¢) da aproximagao das integrais pelo procedimento de quadratura numérica,

se obtém o problema matricial equivalente a expressao (45), escrito conforme dado em
(46) (Cook et al., 1989; Hughes, 2000; Zienkiewicz e Taylor, 2000) (as matrizes e vetores

indicados a seguir se referem ao caso bidimensional, isto é, n,, = 2):

no qual K;; é a matriz de rigidez global do problema, obtida pelo processo de montagem
das matrizes de rigidez k;; dos elementos, executada de acordo com a expressao (47), d;
é o vetor global que contém os coeficientes associados aos graus de liberdade nodais do
problema discretizado (a organizagdo dos graus de liberdade de um dado elemento, para
os casos abordados neste trabalho, estao indicados nas expressoes (177) a (179)), F; é o

vetor de forgas global e ny, corresponde ao nimero total de equagdes do problema.

Ky= "8 (k),  1<0) Snpgel <15 < 2nymnomme) (47)
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sendo ng, o numero total de equacoes do problema, ny; 0 nimero de ndés do elemento,
Neonve O nimero de graus de liberdade do né por campo, A (e) é o operador que executa,
a montagem da matriz global a partir das matrizes locais, no caso a matriz de rigidez
global a partir das matrizes de rigidez dos elementos da malha, e k., ¢ a matriz de rigidez

do elemento, determinada por meio da expressao (48).

_ 7LPI .
opL ot E=Epin=np
1<4,5<3el<rs< (2nNEnGLNC> (48)

no qual J é o Jacobiano de transformacao do sistema de coordenadas paramétrico para o
sistema cartesiano, dado por (49), B;; é uma matriz que agrupa as derivadas das fungoes
de interpola¢do do elemento, determinada através da relagdo (53), np; é o ntimero de
pontos de integracdo empregado na execu¢ao da quadratura numérica, (&,7,) € wp sdo,
respectivamente, as coordenadas paramétricas e os pesos dos pontos de integracao, e D;;
é a matriz constitutiva escrita na forma compacta® considerando a condicao de isotropia,
conforme relagdes (51) ou (52), €2, corresponde ao dominio paramétrico do elemento,
nygr € 0 numero de nds do elemento e ngpye € 0 niimero de graus de liberdade do n6 por

campo.

J = det (J;) (49)

sendo jl-j a matriz Jacobiana da transformacao, dada por (50):

3

E

nNE
Yo (Prexir) X (Prewar)

~

N

(‘I)I,nl"u) ((I>I,n3721)

I=1 I=1

1<4,j<2 (50)

el
3
(o5l

el
I
S

com Ny 0 nimero de nés do elemento, @7 e P, sao as derivadas da I-ésima funcao de
interpolacao do elemento com relacao as coordenadas paramétricas & e 7, respectivamente,

e T17 e Tor sdo as coordenadas x1 e x9 do I-ésimo nd do elemento.

E
Dij:l—l/2

1<i,j<2emEPT (51)

S X
[ S

3De acordo com Cook et al. (1989), a escrita na forma compacta para o caso tridimensional ge-
ralmente é dada como: {Tn,ng,ng,Tlg,ng,Tlg}T = [Dlgvs {611,622,633,612,623,613}T. No caso de
EPT ou EPD, Hughes (2000) descreve que a forma compacta pode ser escrita como: {171, Tha, Tlg}T =
[D]5 5 {€11, €22, €12}’
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s (1—-v) v 0
D, — - 1<i,j<2em EPD (52
T AT (=) v (1—-v) 0 <1,j em (52)
0 1-2v

no qual E corresponde ao médulo de elasticidade do material e v é o coeficiente de Poisson.

100 0 ., (I)LE 0 cIDTLNETLGLNC,E 0

Bm: 000 1 {Jkl} [0] ‘I)Ln 0 (I)nNEncLNcw 0
o1 1ol L O LTI 0 @0 Punges
0 Py - 0 Py pnarnem

1 <e<3, 1§j§<2nNEnGLNc)7 1<k 1<2 (53)

no qual ;. e ®;, sao as derivadas da I-ésima funcao de interpolacao do elemento com
relacdo as coordenadas paramétricas £ e 7, respectivamente, nyr ¢ o nimero de nés do
elemento, ng ye ¢ 0 nimero de graus de liberdade do né por campo e j,;ll é a matriz
inversa da matriz Jacobiana dada em (50).

O vetor de forcas global, desconsiderando a existéncia de forca de corpo aplicada

ao longo do dominio, é obtido pelo processo de montagem indicado em (54):

MECN . .
F; = 1é1 (fj)I I1<i<ngael<y< (ZnNEnGLNC) (54)
no qual ng, é o nimero total de equacoes do problema, ng.y € o nimero de elementos
que fazem parte do contorno de Neumann do problema e f; é o vetor de forcas associado

ao elemento, obtido por meio da relagao (55).

fi= /FN Njifjdr” = i { (Nji{jj)‘gzgp oun=np wp}

P=1

1 <i<(2nygneve) €1 <j<2 (55)

sendo nyp 0 nimero de nés do elemento, ng;ye 0 nimero de graus de liberdade do né por
campo, I'y o contorno de Neumann do problema*, ¢; é o vetor tragao aplicado no contorno,
N;; ¢ uma matriz que contém as fungoes de interpolagao estruturada conforme indicado
em (56), np; é o numero de pontos de integracao utilizado para executar a quadratura

numérica no contorno, &p, 7, € wp sao as coordenadas e os pesos dos pontos de integracao

4Para dominio bidimensional, o contorno corresponde a uma linha, ou seja, um elemento unidimensi-
onal. Desta forma, a quadratura deve ser executada ao longo do dominio local da aresta, ou seja, & ou 7,
dependendo de qual contorno do elemento estd aplicado o carregamento. Com isso, as varidveis npy, £p
ou np, Wp € J devem ser avaliadas no Ambito do elemento unidimensional correspondente.
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considerados, respectivamente, e J é o Jacobiano da transformacao.

> 0 P 0 - (I)nNE‘nGLNC
0 & 0 Py --- 0 P

]
MNENGLNC

1<i<2el<j<2nypnginve (56)

sendo nyp 0 nimero de nés do elemento, ne;ye 0 nimero de graus de liberdade do né por
campo e ¢, a [-ésima funcao de interpolacao do elemento.
O Jacobiano da transformacao, para o caso da integracao do carregamento no

contorno de um elemento, é dado pela relacao (57).

"NE
- > (®jexqr) para contorno na direcao de €

J={i o (57)
>, (®r,zer) para contorno na direcao de n
I=1

O numero total de equagoes resultante da discretizacao do dominio em elementos

pode ser calculado pela relagdao (58).

Nepg = NMyuNpeNarLne (58)

no qual ny,, é o nimero de nés da malha, n,; é o nimero de dimensoes espaciais do

problema, e ng,ne € 0 niimero de graus de liberdade do né por campo.

2.2.4 APROXIMACAO DO PROBLEMA DE ELASTODINAMICA

A aplicagdo do método de Galerkin na formulagdo variacional do problema de

elastodindmica dado em (25) resulta no enunciado dado em (59) (Hughes, 2000):

Dado b;, u;, t;, uo, € ug,,, encontrar u, h(t) e K" , tal que para todo
ol € VP

f, vl pu; h dQ+ f D;j,su Ts)dQ |, vlbid + fFN Vit dl 1<4,5,m,8 <npg

fg Uz’ pui (xj’ O = fQ Uy PuoidQ 1<4,5 <npp

fn Uzhpu?,t (xj70) d§l = fg Uzhpuoi,tdQ 1< i;j < Npg
(59)

no qual b; o vetor for¢a de corpo, u; o vetor deslocamento prescrito no contorno essencial
do corpo, t; o vetor tragdo prescrito no contorno natural do corpo, ug, € ug,, 0s vetores
posicio e velocidade iniciais do corpo, ul (t) é a solu(;éo aproximada de interesse, depen-

dente do espago e do tempo, dada em (60), u Ztt ¢ a aproximagao do vetor aceleragao,
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h . . . . . . ,
K'" corresponde a aproximacio do espaco das funcdes candidatas temporais K!, v é a

aproximacdo da funcdo variacdo, V" é o espaco aproximado das funcdes variacdo, p é a

massa especifica do material do corpo, u’(lr 5 € v{‘i ;) 880 0s gradientes dos vetores u e v},

respectivamente, D;j,s € o tensor constitutivo de quarta ordem e I'y é o contorno natural

ou de Neumann do problema.

L T"NE"GLNC
u; (t) = Z oF (57 77) di; (t) 1 <1< npg (60)
J=1
A forma apresentada em (59) ¢ frequentemente referida como formulacdo semi-
h

discreta de Galerkin, pois apenas a solugdo aproximada de interesse u. (t) é dependente

da posicao e do tempo, conforme dado em (60), enquanto que a aproximagao da fungao

variacdo vl é dependente apenas da posicao (Hughes, 2000).
h

Aplicando-se as aproximacoes u? (t) e v, dadas em (60) e (44), respectivamente,

nas equagoes do enunciado (59) se obtém o problema matricial equivalente dado em (61):

Dado F; : 0,7 — R"#e, encontrar d; (x;,t) : |0, — R™#e, tal que:

Mijdj,tt + Kijdj = F; t e ]O, T[ e 1<4,5< Npo
d; (x5,0) = do, 1<i<ng, e 1<j<mnpg (61)
di (25,0) = do,, 1<i<ng, e 1<j<np

no qual ny, € o nimero total de equagoes resultante da discretizagdo do problema, n
é o nimero de dimensoes espaciais do problema, t é o escalar tempo, 1" é tempo maximo
considerado para o problema, F; é o vetor de forgas global dado em (54), K;; é a matriz de
rigidez global dada em (47), do, e do,, sdo os vetores que contém os coeficientes associados
aos graus de liberdade que definem a posicao e a velocidade inicial dos nés da malha,
d; é o vetor que contém os coeficientes associados aos graus de liberdade que definem os

deslocamentos nodais e M;; é a matriz massa global definida em (62).

"EL
My= A (m), 1<ij<npgel<rs<(2nynone) (62)

sendo ng, o numero total de equacoes do problema, ny; 0 nimero de nés do elemento,
Nerve 0 numero de graus de liberdade do né por campo, ny, ¢ o nimero de elementos
da malha, A (e) é o operador executa a montagem da matriz global a partir das matrizes
locais, no caso a matriz massa global a partir das matrizes de massa dos elementos da

malha, e m,s é a matriz massa do elemento, determinada por meio da expressao (63).

B npr —
Myps = / eriNist]dQEL = { (meNwJ>‘ wF’}
o i~ §=Epin=np

1<1<2el1<rs< (2nNEnGLNC> (63)
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no qual J é o Jacobiano de transformacio do sistema de coordenadas paramétrico do
elemento para o sistema cartesiano do problema dado em (49), N;; é a matriz das fun-
¢oes de interpolagao do elemento dada em (56), np; é o nimero de pontos de integragao
empregado na execugao da quadratura numérica, (£p,7,) € wp sdo, respectivamente, as
coordenadas paramétricas e os pesos dos pontos de integracao, €2z, corresponde ao domi-
nio paramétrico do elemento, nyy é o nimero de nés do elemento, ngpye € 0 nimero de
graus de liberdade do né por campo e p é a massa por unidade de volume.

De acordo com Hughes (2000), a primeira equagdo do enunciado (61) corresponde
a um sistema acoplado de equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem. A solugao
deste tipo de sistema pode ser feito mediante o emprego de técnicas numéricas, tal como
o método da superposicao modal ou o método de Newmark, os quais sao abordados na

secao 2.4.2.

2.2.5 ESTIMATIVA DE ERRO E TAXA DE CONVERGENCIA DA SOLUCAO DO
MEF

Um dos teoremas basicos da teoria de elementos finitos estabelece que dentre todas
as funcoes contidas no espaco de aproximacao K", a solucio u? é a que apresenta a melhor
aproximagao da solucdo exata do problema, u;, em norma de energia (Hughes, 2000). A
qualidade da aproximagao, de acordo com Carey e Oden (1983), depende basicamente de

trés fatores:
a) regularidade ou suavidade da solugao;
b) maior ordem das derivadas contidas na defini¢do do espago de energia do problema;

¢) maior grau do polinémio completo contido no espago de aproximagao gerado pelas

fungoes de interpolagao.

No caso bidimensional, Szabé e Babuska (1991) descrevem que uma estimativa
tedrica (a priori) da norma em energia do erro, empregando-se a chamada extensao-h de
elemento, para refinos de malha uniformes ou quase-uniformes, pode ser feita através da
relagao (64):

Ju =], <

C
E(Q) NeL

no qual u e u”

sdo, respectivamente, as solugoes exata e aproximada do problema, C' e (8
sao constantes positivas, tal que C' independe do parametro de malha h, e ns; é o nimero
total de graus de liberdade do problema discretizado. A equacao (64) é referida como
uma estimativa de erro fundamental ou padrao.

A constante  representa a taxa de convergéncia da solugao aproximada e é deter-

minada por meio da relagao (65):
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B = §min (p, ) (65)

sendo p o grau da completude polinomial das fungdes de interpolagdo do elemento e v um
parametro vinculado a suavidade da solugdo exata do problema.

No caso geral, desconsiderando-se qualquer estratégia de refino de malha, Oden e
Reddy (1976) e Carey e Oden (1983) descrevem que a estimativa de erro a priori é escrita
segundo a expressao (66):

"

lu—u

B
Hm(Q) < Ch HUHHs(Q) (66)

sendo u a solucdo exata do problema, u”

a solugdo aproximada do problema, H™ (Q2) o
espaco de Hilbert de ordem m associado com a aproximacio, C' uma constante positiva
independente de h, h um parametro associado a malha, H*® (2) o espago de Hilbert de
ordem s associado com a solucao exata do problema, e § a taxa de convergéncia da solucao
aproximada, determinada conforme expressao (67) (nesta expressdo, p representa o grau

de completude polinomial das fungoes de interpolagao do elemento).

f=min(p+1—m,s—m) (67)

De um modo geral, a maioria das solugoes exatas de problemas bidimensionais pode
ser escrita como uma soma de uma fung¢io suave com uma ou mais fungdes singulares em
torno de um certo nimero finito de pontos do dominio (vértice, ponta de trinca, etc).

Estas fungdes singulares podem ser escritas genericamente por meio da expressao (68)

(Szabé e Babuska, 1991):

F(r0) =S A, (0) (68)

=1
no qual r,6 sao coordenadas polares centradas no ponto de singularidade, A; é uma
constante que depende do tipo de singularidade envolvida, x; (#) sao fungoes suaves, e 7,
sdo constantes que, juntamente com x; (¢) caracterizam a suavidade da solugao exata na
vizinhanga do ponto de singularidade.

Desta forma, se a solucdo exata é uma funcao polinomial, entao 7, corresponde
ao maximo grau do polinémio da solucao. Por outro lado, se ela possui singularidades,
considera~se que 7, é o menor valor do expoente de r da equacao (68) para o qual a
amplitude é ndo-nula. Szab6 e Babuska (1991) salientam que quando a solugdo exata é
suave, isto é, o dominio ou o contorno do dominio de solu¢cdo do problema nao possui
pontos de singularidade, ou quando v > p, a taxa de convergéncia 3 é limitada pelo grau

polinomial dos elementos.
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2.3 Método dos elementos finitos da particdo de unidade (MEFPU)

O método dos elementos finitos da particio de unidade (MEFPU) foi proposto
por Melenk e Babuska (1996) e pode ser visto como uma generalizacao do método dos
elementos finitos, haja visto que o MEFPU permite a construcao de espacos de aproxima-
¢ao conformes de elementos finitos que apresentem a ordem de regularidade desejada e o
emprego de fungoes de interpolagdo que nao sejam necessariamente polinomiais (Babuska
e Melenk, 1997).

Assim como no MEF, o MEFPU esta baseado na partigdo do dominio 2 em regides
7, as quais formam uma cobertura aberta {£2;} do dominio e satisfazem a condicao de

sobreposicao dada em (69):

IM eN Va,€Q talque card{J|xz; € Q,} <M (69)

sendo M uma constante que controla a sobreposi¢ao das regioes que formam a cobertura

aberta do dominio®

, ou seja, para cada ponto x; € () ha no maximo M regioes que se
sobrepoem (Melenk e Babuska, 1996).

Defini¢ao 2.3.1. Seja 2 C R"™E um conjunto aberto e {€;} uma cobertura
aberta de € que satisfaz a condigao de sobreposi¢do dada em (69), entao {¢,} é dita ser
uma parti¢do de unidade (M, C.,,Cy) subordinada a cobertura {$2,} se as relagoes (70)

a (72) sao satisfeitas (Babuska e Melenk, 1997):

supp (¢;) C Q, VI (70)
Yo =1 em ) (71)
HQSIHLOO(]R"DE) < Cs (72)

Cq

n < e O\
VOl ooy < g ()

(73)
no qual ¢, sdo as fungoes de base do espago de aproximagao, supp (¢;) se refere ao suporte
da fungao ¢, em questao, C, e Cg sdo duas constantes, e diam (2;) se refere ao didmetro
ou tamanho do subdominio €2; que tem a funcdo ¢; associada.

Observacao 1: a parti¢do de unidade {¢,;} dada pela Defini¢ao 2.3.1 é dita ter
regularidade k € Ny se {¢,} C C* (R"2#) (Babuska e Melenk, 1997).

Observagao 2: as fungoes de interpolacao do elemento quadrilateral bilinear clas-
sico formam uma partigdo de unidade (M, C.,,C;), na qual M =4 e C,, =1 (Melenk e

Babuska, 1996).

®De acordo com Melenk e Babuska (1996), as regides que formam o dominio devem se sobrepor em
funcdo de que as fungbes ¢; supostamente devem gerar uma particdo de unidade suficientemente regular
(Lipschitziana).
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Definicao 2.3.2. Seja {€2,} uma cobertura aberta de Q@ C R"PZ e {¢,;} uma
partigao de unidade (M, C.., C¢;) subordinada a cobertura {€2,}, conforme Defini¢ao 2.3.1.
O espaco V', dado por (74), com V; C H" (Q, N Q) er > 1, é chamado de espa¢o do método
da particdo de unidade (MPU). O espago V é dito ser de ordem k € N se V C C*(Q).
Além disso, os espagos V; sao referidos como espagos de aproximagao locais (Babuska e
Melenk, 1997).

1= {Zqﬁ, }CH’" Q) r>1 (74)

no qual V' é o espago de aproximacao global e ¢, sao as fungoes de base dos espacos de
aproximacao locais V.
Babuska e Melenk (1997) destacam que o espago de aproximacao global V', definido
m (74), herda as propriedades de aproximagao dos espagos locais V; e adicionalmente
herda a suavidade da parti¢do de unidade {¢,;}. Dessa forma, a construcao do espago de
aproximacao empregado na obtencao da solucao aproximada de um problema pode ser
feita levando-se em consideracdo o conhecimento a priori que se tem da solucao. Além
disso, espacos com qualquer ordem de regularidade e gerados por fun¢des nao-polinomiais
podem ser construidos.
O MEFPU tem propriedades de aproximagao similares as chamadas versoes h e
p do MEF convencional. Se os espacos de aproximacao locais V; sdo constituidos por
polindmios de grau fixo p e a aproximacao em V; é alcancada por meio da reducao do
tamanho da regiao €2,, o MEFPU se comporta como a versao h do MEF. Por outro lado,
se o tamanho das regioes €2, é mantido fixo e o grau dos polinomios de V; é alterado
(aumentado ou diminuido), o MEFPU se comporta como a versao p do MEF. Desta
forma, o MEFPU pode ser caracterizado como uma generalizagdo das versdes h e p do
MEF convencional (Melenk e Babuska, 1996).
A construcao das fungoes de particao de unidade pode ser feita de diversos modos.

Contudo, a literatura destaca que os dois métodos tradicionalmente mais empregados sao:

a) método dos minimos quadrados méveis: considerando um dominio unidimensional
—1 < ¢ < 1 discretizado por um conjunto de N pontos (ou nds) regularmente
espacados. Assumindo que cada né possui um parametro nodal u; associado, 1 <
I < N, entao a aproximacao local de u; pode ser escrita por meio da combinacao
linear de n fungoes de base g5, com 1 < J <nen < N, conforme dado na expressao

(75) (Lancaster, 1979; Dolbow e Belytschko, 1998):

ZgJ a; (&) =gia; 1<i<n (75)

no qual g; ¢ um vetor que agrupa as fungoes de base, geralmente organizado segundo

o padrao dado em (76), e G; é um vetor que agrupa os coeficientes associados as
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funcoes de base, organizado conforme expressao (77).

Gi={1 ¢ ¢ ... e }T 1<i<n (76)
di={a(© w© o - w©} 1<i<n (1)

Aplicando a relacao (75) no calculo do método dos minimos quadrados, utilizando
uma fungdo de ponderacao w (&,&;), se obtém a expressao de erro dada em (78)
(Lancaster, 1979; Dolbow e Belytschko, 1998),

2
B = z{ (€ - &0 [oh - ]} (78)
cuja minimiza¢do conduz ao sistema de equagoes lineares dado em (79):

no qual A;; e Gy sao matrizes determinadas por meio das relagoes (80) e (81),
respectivamente, i, ¢ um vetor que agrupa os parametros nodais uy, organizado

conforme dado em (82), e a; é o vetor dado em (77).

Aij = Zw (& —¢1)9i (&) 95 (&) I1<i,j<n (80)

Ga=|w(E—6)5E) wE—&)a&) - wlE—&n)aiEn) |
1<i<nel<k<N (81)

ﬁkz{ul Uy -+ uN} 1<k<N (82)

Desta forma, a aproximacdo u" de u pode ser escrita segundo a expressio (83)
(Lancaster, 1979; Dolbow e Belytschko, 1998):

() = Ser () u &

As fungoes de interpolagao, ¢y (£), dadas em (83) s@o calculadas por meio da relagao

(84) (Dolbow e Belytschko, 1998):

01 (§) = GiAy; 1G]k 1<i,7<nek=1 (84)

Um caso especial da expressao (84) é obtido quando se considera uma tnica fung¢ao

de base, de tal forma que n = 1 e §; = {1}. Nesta condigdo se obtém o resultado
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(85)7

- N (85)
2w (€ —¢1)

o qual recai na expressao do chamado método de Shepard. Neste método, a ordem
de regularidade das fungoes de interpolacao é herdada da regularidade da fungao
peso w (£,&r) considerada (Dolbow e Belytschko, 1998). Além disso, tal condi¢ao
de construgao caracteriza a geracao de funcoes de interpolagao racionais, as quais
nao satisfazem a propriedade do delta de Kronecker e, consequentemente, geram
dificuldades para aplica¢do das condig¢oes de contorno essenciais do problema. Con-
tudo, independentemente da fungiao peso considerada, tal método de construcao das
funcoes de interpolagao permite se reproduzir o comportamento de qualquer fungao
que esteja contida na base §; dada em (76), dado que n > 1 (Oh et al., 2007; Melenk
e Babuska, 1996).

funcoes polinomiais: neste caso faz-se uso dos chamados polinémios interpoladores
de Lagrange, para particoes de unidade com regularidade C°, ou dos polindmios
interpoladores de Hermite, para partices de unidade com regularidade C*~1, k >
1. Além disso, é possivel se empregar uma técnica de construcao das fungoes de
particdio de unidade com regularidade C*~', £ > 1, mediante o produto de dois
polinémios distintos. Nesta técnica, as fungoes de particao de unidade, para o caso
unidimensional, por exemplo, sdo dadas por meio da expressao (86) (Oh et al.,

2007):

(1-6Fg(=¢) €¢e0,1];1=1
6 (=3 1+8 g6 €e[-1,0;1=2 (86)
0 =

no qual ¢, é a I-ésima func¢ao de particdo de unidade e g (§) é um polinémio cons-
truido com base na expressao (87) (Oh et al., 2007):

9@ =a+a [ +a -+ +a -7 0<I<k-1 (87

sendo que os coeficientes a, sdo determinados por meio de (88) (Oh et al., 2007):

1 k=0 (58)
a, =
Tl () e 1< <k-1

A Figura 5 apresenta o aspecto geral das fungoes ¢; obtidas por meio da expressao
(86).
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Figura 5: Fungoes de particao de unidade construidas pelo produto de dois polinémios
distintos
Adaptado de: Oh et al. (2007)

2.4 Dinamica e vibragoes mecanicas pelo método dos elementos finitos
2.4.1 VIBRACAO LIVRE NAO AMORTECIDA

Se uma perturbacao é aplicada a uma estrutura elastica de maneira apropriada em
um instante de tempo inicial ¢ = 0, entao tal estrutura pode assumir um estado de osci-
lagao harmonica, o qual é uma propriedade caracteristica da estrutura. Este movimento
oscilatério depende basicamente da distribuicao de massa e rigidez na estrutura e, nao
havendo amortecimento, o movimento perdura indefinidamente com amplitude depen-
dente da perturbacao inicialmente imposta. As oscilagdes da estrutura ocorrem em certas
frequéncias, as quais sao denominadas frequéncias naturais ou valores caracteristicos, e
com certos padroes de deslocamentos, os quais sao denominados modos de vibracao ou
modos caracteristicos da estrutura (Rao, 2004).

Na auséncia de amortecimento e sem a aplicacao de forgas externas, a estrutura é
submetida a um movimento harmonico que pode ser descrito por meio dos deslocamentos
e aceleragoes nodais indicados em (89) e (90), respectivamente (Cook et al., 1989; Rao,
2004).

d; = A;sen (wt) 1 <i<mng (89)

diy = —w?Agsen (wt) 1 <i<ng (90)

sendo w a frequéncia natural de vibragao, t o escalar tempo, d; e d;; sao os vetores de
deslocamentos e aceleragdes nodais, respectivamente, A; sao as amplitudes de vibragao dos

graus de liberdade nodais e ny, € o nimero total de equagoes do problema discretizado.
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Substituindo as expressoes (89) e (90) na primeira equagao de (61), e assumindo
que o vetor de forcas Fj; é nulo, uma vez que o movimento oscilatério é provocado por

uma perturbacao instantanea, se obtém o problema generalizado de autovalores dado em

(91).

(Kij = A™My) AV =0 1<i,j,n < ngg (91)

no qual K;; e M;; sao as matrizes de rigidez global e massa global, respectivamente, re-
sultantes da discretizacao do dominio empregada, AE") corresponde ao n-ésimo autovetor,
o qual apresenta o n-ésimo autovalor A associado, e ny, é o nimero total de equacoes

do problema discretizado. A relacio entre A™ e w™ é dada em (92).

A — (wm))? (92)

Uma vez que se estd interessado em solugoes nao triviais para a expressao (91),
deve-se resolver o problema generalizado de autovalores de tal forma que os valores de A
satisfacam a rela¢ao (93) (Cook et al., 1989; Rao, 2004).

det (Kij — AM;;)) =0  1<4,j < g (93)

Rao (2004) descreve que caso as matrizes K;; e M,;; tenham sido montadas sem se
eliminar os graus de liberdade de corpo rigido da estrutura, algumas frequéncias naturais
obtidas na solucao do problema generalizado de autovalores serao nulas. Caso contrario,
se ambas matrizes forem positivas definidas, entao todos os autovalores serao nao-nulos
e maiores que zero. As demais propriedades vinculadas ao problema generalizado de
autovalores serao abordadas na préxima secao. Para finalizar, cabe destacar que o menor

n

valor nao-nulo de w(™ ¢ chamado de frequéncia de vibracdo fundamental (Cook et al.,

1989).
2.4.2 VIBRACAO FORCADA NAO AMORTECIDA
2.4.2.1 Solucao pelo método da superposi¢ao modal

De acordo com Bathe (1996), o método da superposi¢ao modal envolve uma mu-
danca de base, transformando-se as coordenadas do espaco euclidiano nas chamadas co-

ordenadas generalizadas modais. Esta transformagcao é feita pela relagao (94):

di (t) = Uyd; () 1<4,5 < ngg (94)

no qual d; (t) é o vetor de deslocamentos nodais em coordenadas euclidianas, d; (t) é o
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vetor de deslocamentos nodais em coordenadas generalizadas modais e W;; ¢ a matriz qua-
drada de ordem np, que possui em suas colunas os autovetores provenientes do problema
generalizado de autovalores dado em (91), ja ortonormalizados com relagdo a matriz massa
global.

A equagao de equilibrio (61), da mesma forma, é transformada para o espago mo-
dal resultando na expressao (95) (Bathe, 1996):

Ui My Vi, 00 (1) + Ui Ky y5d; (1) = U5 F; (t) 1<i,7,k, 1 <ng (95)

sendo W;; a matriz dos autovetores, M;; a matriz massa global, K;; a matriz de rigidez
global, F;(t) o vetor de forcas global, Jj,tt (t) o vetor de aceleragoes nodais expresso em
coordenadas generalizadas modais e d; () o vetor de deslocamentos nodais expresso em
coordenadas generalizadas modais.

As condigoes iniciais do problema, escritas em coordenadas generalizadas modais,
sao dadas pelas expressoes (96) e (97) (Bathe, 1996):

doi = @]@M]kdok 1 S ia.ju k S Neq (96)

do,, = WjiMjd 1<i,j,k <ngg (97)

Okt

no qual d,, e Jou sao os vetores de deslocamentos e velocidades nodais iniciais em coor-
denadas generalizadas modais.

Ao se fazer a transformagao de coordenadas indicada em (95), se obtém ny, equa-
¢oes diferenciais ndo homogéneas desacopladas, dadas em termos das coordenadas gene-

ralizadas modais d, conforme expressio (98) (Bathe, 1996):

2 4

A (1) + [P dD (1) =D () 1< T <ngg (98)
sendo d a coordenada generalizada modal, I a I-ésima equacao diferencial desacoplada,
w) a I-ésima frequéncia natural de vibracdo livre obtida pela solucdo do problema ge-
neralizado de autovalores (91) e 7 a forga generalizada modal determinada por meio da

expressao (99).

PO @) = F 1< i <ngg (99)

com @Z)Z(I) o I-ésimo autovetor do problema generalizado de autovalores e F; o vetor de
forcas global.

As condigoes iniciais da equagao diferencial (98) sdo dadas nas expressoes (100) e
(101):

dD(0) =P Myyd,, 1< 1,i,j < npg (100)
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AV (0) =" Myd,,, 1< 1,i,j <ngg (101)

no qual dV) (0) é o valor inicial da coordenada generalizada modal associada com cada
equagao diferencial I, d(f ) (0) é o valor inicial da velocidade em coordenadas modais asso-
ciada com cada equacao diferencial I, ¢,§I) é o I-ésimo autovetor do problema generalizado
de autovalores (91), M;; é a matriz massa global, d,; ¢ o vetor de deslocamentos nodais
inicial e d,, ¢ o vetor de velocidades nodais inicial.

Bathe (1996) descreve que a solu¢do da equagdo (98) ¢ calculada por meio da

integral de Duhamel, conforme expressao (102):

D (1) sen (w(l) (t— T)) dr + ADsen (w(”t) + BDcos (w(I)t)

SN

==

~

=

YamnS

~

SN—
E/:\ —_

=

O\
&

)

1< 71 <ng (102)

sendo w!) a I-ésima frequéncia natural de vibracio livre, #(!) a I-ésima forca generalizada,
dada em (99), AW e B s3o constantes a serem determinadas com base nas condicoes
iniciais (100) e (101) para cada equagao I.

Desta forma, o vetor de deslocamentos nodais é calculado através da superposicao
dos ngzo modos de vibragao, conforme expressao (103) (Bathe, 1996):

n"EQ

di(t) =3 odD (1) 1<i< ngg (103)
I=1

sendo d; o vetor de deslocamentos nodais, wl-(l) o [-ésimo autovetor do problema genera-

lizado de autovalores e d!) a I-ésima coordenada generalizada.
2.4.2.2 Solucao pelo método de Newmark

A equacao matricial que descreve o movimento, obtida pelo processo de semi-
discretizacao apresentada em (60), ¢ dada por (61) e estd reapresentada em (104) para

facilitar os desenvolvimentos subsequentes nesta secao.

M;;d; + Kijd; = F; 1<4,5 <ngg (104)

no qual M;; e K;; sdo as matrizes de massa e rigidez global, d;4 (t) é o vetor aceleracao
associado aos graus de liberdade nodais, d; () é o vetor de deslocamentos nodais e F; (t)
é o vetor global de forcas nodais.

Adicionalmente, o problema de valor inicial (104) deve satisfazer as condigoes ini-

ciais dadas em (105) e (106):

dj (75,0) = do, 1<i<nppel <j<ng (105)
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dj (23,0) = d 1<i<nppel<j<ng, (106)

05t

sendo d,, e d,,;, os vetores deslocamento nodal inicial e velocidade nodal inicial, respecti-
vamente.

A resolugao do problema (104) por um método dito de integragao direta, tal como
o método de Newmark, por exemplo, é feita por meio de um procedimento numérico
executado por passos. Basicamente, duas consideracoes sao utilizadas neste tipo de pro-
cedimento. A primeira consideracao diz respeito ao fato de que a equagao (104) nao é
satisfeita ao longo de todo o intervalo de tempo (0, T, mas apenas em intervalos discretos
de tempo At. O resultado desta consideragao é que se observam estados de equilibrio,
os quais incluem as forcas de inércia, para cada ponto discreto de tempo 0 <t < T. A
segunda consideracao, por sua vez, trata da forma como a variacao das grandezas desloca-
mento, velocidade e aceleracao sao calculadas em cada intervalo de tempo At da resolugao
(Bathe, 1996).

Tendo em vista as caracteristicas supracitadas, a equacao do movimento escrita
de forma incremental em ¢, para t = (0,7"), conforme dado em (107), e as condigoes de
contorno (105) e (106) reescritas em termos da abordagem incremental como dado em
(108) e (109), respectivamente, o algoritmo do método de Newmark pode ser descrito
conforme indicado nas alineas a) a c) seguintes (Bathe, 1996; Hughes, 2000; Rao, 2000).

Midir % 4 Kiydi™ 2% = FITE 1< j <y (107)

A =d;(0)=d,, 1<) <ngg (108)

&Y =di (0)=d,;,, 1<j<nu (109)

no qual dj{-ftfm} é o vetor de aceleragoes nodais calculado no instante de tempo ¢t + At,
d§t+At} é o vetor de deslocamentos nodais calculado no instante de tempo t + At, E{t+At}

é o vetor de forcas nodais calculado no instante de tempo t + At, d;{o} e d}g} sao, res-
pectivamente, os vetores de deslocamentos e velocidades nodais referentes ao instante de
tempo ¢t = 0, isto é, sdo as condigoes iniciais do PVCI (107).

a) selecionar o incremento de tempo desejado At e os valores dos parametros a e 4, de

tal forma que as relagoes (110) e (111) sejam satisfeitas;

(=%
Y
N [—=

(110)
a2i(%+5)2 (111)

b) para o passo inicial de tempo, isto é, t = 0, calcular a aceleragdo correspondente,

d;*g]{, por meio da expressao (112);

AT 1< < g (112)

Md = F% — K,
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c) para cada passo de tempo At, com 0 <t < T — At, apds o passo inicial:

prletan

c.1) calcular o vetor de forgas efetivo para o passo {t + At}, , por meio da

relagdo (113);

alt2 ™) alt 75t 2a

1 <i,j <npg (113)

c.2) resolver a equagao (114) para o vetor de deslocamentos no passo {t + At},
JUHAL
] Y

(Kiy + sam My ) di 50 = FIF20 1 < <ngg (114)
~ . {t+At}  {t+At}
c.3) calcular os vetores aceleracao e velocidade no passo {t + At}, dj 4t ed;, ,

respectivamente, conforme equagoes (115) e (116).

g 1 (d{t—i-At} _ d}”’) g (L 1)d§ft}£ 1 <j<ngo (115)

st T aAz \ alt gt 200
A = @t (1= 8) Atdl + oatdlt A 1< < npg (116)

De acordo com Bathe (1996) e Rao (2000), as constantes o ¢ § empregadas no

2

método de Newmark, conforme dado na alinea “a)” acima, determinam a forma como

os deslocamentos, velocidades e aceleragoes sao calculados em cada passo de tempo da
solucao. Os autores destacam que para § = % eq = é, o método de Newmark considera
uma variacao linear da aceleragdo entre os passos de tempo {t} e {t + At}. Por outro
lado, com § = % ea= %, o método considera que a aceleracao é constante entre os passos
de tempo {t} e {t + At}.

Bathe (1996) argumenta que se os pardmetros « e 0 escolhidos satisfizerem as
relagoes (110) e (111), entdo o método de Newmark é incondicionalmente estavel, ou seja,
para qualquer incremento de tempo At considerado o método convergira. Todavia, o
autor destaca que a estabilidade do método nao assegura a precisao da solucao obtida
para um At qualquer. Desta forma, Bathe (1996) descreve algumas recomendagdes sobre
a escolha de At:

a) para simulagoes de dindmica estrutural, considerando que a maxima frequéncia pre-
sente no carregamento externo € wy,.., entao deve-se utilizar um incremento de

tempo que satisfaga a relagao (117);

At <
40wmaz

(117)
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b) para simulagoes de propagacao de onda, o incremento deve satisfazer a relagao (118).

LEF
Cc

At < (118)

sendo L o comprimento efetivo do menor elemento da malha e ¢ é a velocidade
de propagacdo da onda no meio continuo, a qual depende do tipo de problema

considerado.
De acordo com Bathe (1996), a relagao (118) é conhecida como condigao de CFL

(devido a R. Courant, K. Friedrichs e H. Levy) e resulta na melhor precisao da solucao

quando se assume a igualdade em tal expressao.
2.4.2.3 Aspectos gerais sobre a aplica¢ao de forcas impulsivas

De acordo com Timoshenko e Goodier (1951), Cook et al. (1989) e Clough e Penzien
(2003), a aplicagao de forgas impulsivas em um certo corpo, isto é, forgas repentinamente
aplicadas, caracterizam o chamado problema de propagacdo de ondas elasticas. Como
este assunto nao é objeto de estudo principal deste trabalho, apenas alguns topicos gerais
relacionados ao tema sao apresentados nesta secao, os quais tém a finalidade de promover
um embasamento tedrico para a simulagao do problema de vibracao forcada de uma barra
submetida a um carregamento impulsivo que sera tratado no Capitulo 6.

Timoshenko e Goodier (1951) descrevem que ao se aplicar uma forga impulsiva em
um corpo, as suas porcoes remotas, em relacdo ao ponto de aplicagao da carga, inicial-
mente permanecem sem qualquer perturbacao. As deformagoes produzidas por esta forca
externa, contudo, posteriormente se propagam pelo corpo na forma de ondas elasticas,
com velocidade de propagacao igual a c. Desta forma, a magnitude de ¢ e as dimensoes
do corpo determinam o tempo necessario para que uma onda atravesse completamente o
corpo. Neste caso, assim como evidenciado em ondas sonoras, as ondas elasticas também
apresentam o fendmeno da reflexdo, o qual deve ser levado em consideracao quando uma
onda eldstica atinge alguma extremidade do corpo na qual se propaga (Kolsky, 1963).

Kolsky (1963) descreve que para o caso unidimensional a equagao da onda é escrita

como dado em (119):

Uyt = CQU1,11 (119)

sendo u; o deslocamento na diregao e;.
A solugao geral da equacgao (119), segundo Kolsky (1963), pode ser escrita conforme

dado na expressao (120):

uy = f (1 —ct) +g(x1+ct) (120)
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sendo t a variavel tempo, ¢ a velocidade de propagacao da onda no corpo e f e g sdo duas
funcoes arbitrarias que dependem das condig¢oes iniciais do problema.

Kolsky (1963) e Clough e Penzien (2003) comentam que a fun¢ao f indicada na
expressao (120) descreve a propagagdo de uma onda plana na diregao 1, enquanto que a
funcao g corresponde a uma onda plana que se propaga na dire¢ao —x1, conforme mostrado
esquematicamente na Figura 6(a). Além disso, os autores ressaltam que a forma da onda
nao se altera para diferentes instantes de tempo, isto ¢é, a onda viaja ao longo do corpo
com velocidade ¢, assumindo diferentes posicoes para cada instante de tempo ¢, porém

sem sofrer alteragao da sua forma (ver Figura 6(b)).

Ulf =0
c
U, =0 — :
Xy
f g L
a b
@ e AL Oy s
\ T N\ I Xl 2_0»\
i | X

cat L
Figura 6: (a) Representacao esquemaética de ondas eldsticas da solugao geral da equagio

da onda para o caso unidimensional e (b) Propagagao da onda elastica para diferentes

instantes de tempo
Adaptado de: Clough e Penzien (2003)

De um modo geral, Cook et al. (1989) e Clough e Penzien (2003) comentam que
os problemas dinamicos que envolvem a aplicagao de cargas impulsivas sao caracterizados
pela excitagao de um grande ntimero de frequéncias naturais do corpo. Em decorrén-
cia disso, a solugdo da resposta estrutural, como dado genericamente em (120), tem a
participagao inclusive de termos associados as altas frequéncias de vibracao.

Do ponto de vista matematico, os tipos de carregamentos impulsivos comumente
mais empregados no estudo de vibragoes mecanicas sao o Heaviside e o triangular, con-

forme mostrado nas Figuras 7(a) e 7(b), respectivamente.
F@) F(1)

(a) (b)

Figura 7: Carregamento impulsivo tipo (a) Heaviside e (b) triangular
Adaptado de: Clough e Penzien (2003)
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2.5 Problema de autovalores
2.5.1 PROBLEMA PADRAO DE AUTOVALORES

Segundo Cook et al. (1989), o problema padrao de autovalores é dado pela expres-
sao (121):

(Ay = My) =0 1<ij<n, 121

no qual A;; corresponde a matriz do problema de interesse, 1); ¢ um autovetor do problema,
A ¢ o autovalor associado ao autovetor v;, d;; ¢ a matriz identidade e n,, corresponde a
ordem da matriz A;;.
Cook et al. (1989) destacam que as principais propriedades vinculadas ao problema
(121) sao:
a) Se A;; é real e simétrica, entdo todos os autovalores A1 <7 <n,, sdo reais;

b) Se A;; é real, simétrica e positiva semi-definida%, entdao ndo hé autovalores negativos’;

c) Se A;; é real, simétrica e positiva definida, entao todos os autovalores A1 <r<
Ny, SA0 POSitivos;

d) Se todos os autovalores A1 <1 < n,,, sdo distintos, entdo todos os autovetores

@ZJJ(-T) , 1 < r < mn,,, sao distintos e linearmente independentes.

2.5.2 PROBLEMA GENERALIZADO DE AUTOVALORES

De acordo com Bathe (1996), o problema generalizado de autovalores pode ser

escrito segundo a expressao (122):

(Kij = AMi); =0 1<1i,j <ngqg (122)

no qual, considerando uma abordagem voltada para a Mecanica dos Solidos, Kj;; cor-
responde a matriz de rigidez global, M;; é a matriz massa global, 1; ¢ um autovetor do
problema, A é o autovalor associado ao autovetor 1; e ny, corresponde ao nimero total de

equagoes do problema, o qual esta relacionado com a discretizacdo do dominio empregada.

6De acordo com Cook et al. (1989), se A;; ¢ uma matriz quadrada real e z; é um vetor real de mesma
ordem, entdo, considerando um escalar F' = x;A;;x;, tem-se as seguintes denominacoes:
a) A;; é positiva definida se F' > 0 para todo z;;
b) A;; é positiva semi-definida se F' > 0 para todo x;;
c) A;; é negativa semi-definida se F' < 0 para todo z;;
d) A;; é negativa definida se F' < 0 para todo ;.
"Segundo Cook et al. (1989), o niimero de autovalores negativos ¢ igual ao posto da matriz A;;.
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Como as ordens das matrizes K;; e M;; sao iguais a nge, entdo a solucao do
problema (122) fornece ny, pares de autovalores e autovetores, {)\(T), w](-r)}, com 1l <r<
Ngg, tais que a equagao (123) é sempre satisfeita (Bathe, 1996):

(Ky = AOM) 6 =0 1<ijr < ngg (123)

As principais propriedades relacionadas com os autovalores e autovetores do pro-
blema generalizado (122) sao dadas pelas expressoes (125) a (127) (Dhatt e Touzot, 1984;
Bathe, 1996):

a) Um autovetor wz-(r) ¢ sempre ortogonal a matriz massa M;;. Caso seja empregada
uma estratégia de normalizacao como condi¢ao suplementar na resolucao do pro-
blema generalizado, como aquela apresentada em (124), entao os autovetores assu-
mem a propriedade de ortonormalidade com relacao a matriz massa M;;, resultando

na expressao (125):

YOMD =1 1<d, 5,1 < nig (124)
VO MG =6,y 1<, j,r,s < g (125)

b) Um autovetor wi(T) ¢ sempre ortogonal a matriz de rigidez Kj;, tal que a equagao
(126) é satisfeita:

¢§T)Kzg¢58) — /\(T)(STS 1< i,j, r,s < Ngo (126)

¢) O conjunto formado por todos os autovetores do problema generalizado (122),
{szm}wf, constitui uma base para o espago R"22 uma vez que os autovetores

r=
mm, para 1 < r < nge, sao linearmente independentes entre si. Matematicamente

tem-se a relacao (127):

{zpzﬁ’”)}zf = span (R"#?) (127)

Observagao: O espago gerado por {wl(’")}"ff ¢ comumente chamado de espaco

modal.
Hughes (2000) comenta que, de um modo geral, a matriz K;; é simétrica e positiva
semi-definida, enquanto que a matriz M;; é simétrica e positiva definida. Em fungao disso,

os autovalores A" 1 < r < ngp, sdo tais que obedecem a relacio (128):

0< A <A@ < ... < \(mme) (128)

Por outro lado, se a matriz K;; ¢ simétrica e positiva definida, entao a expressao
(128) pode ser reescrita na forma dada em (129) (Hughes, 2000; Cook et al., 1989):
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0< A <A@ < ... < )\(mea) (129)

A equacao (129) implica que se K;; e M;; sdo matrizes positivas definidas, entao
todos os autovalores associados ao problema generalizado dado em (122) sao positivos e

nao nulos®.

2.5.3 TRANSFORMACAO DO PROBLEMA GENERALIZADO DE AUTOVALORES
NO PROBLEMA PADRAO

Bathe (1996) descreve que o problema generalizado de autovalores (122) pode
ser transformado no problema padrao (121) mediante a execugao de algumas operagoes
algébricas basicas. Considerando que a matriz M;; presente na expressao (122) é positiva

definida, entao tal matriz é passivel da decomposi¢ao expressa em (130):

Mi’ = Sirsjr 1 S i,j,’l“ S NEeg (130)
sendo S;; uma matriz nao singular qualquer?.
Substituindo M;; dada em (130) no problema generalizado de autovalores (122)
obtém-se (131):
(Kij = ASuSjr) by 1<, j,r < g (131)

Pré-multiplicando a expressao (131) por Sigl ¢ definindo um vetor v; dado por
(132):

v = S, 1<i,5 <ngg (132)

obtém-se o resultado (133):

(f(ij - Mz’j) b 1<4,5 < ngg (133)
no qual a matriz K;; é calculada por (134):

Kij = S;IKTSS;; 1 < iaja r,Ss < Ngeq (134)

Portanto, a expressao (133) tem a forma do problema padrao de autovalores apre-

sentado em (121). Os autovalores A" 1 < r < nyg, provenientes da solugao do problema

8Segundo Bathe (1996), o ntimero de autovalores nulos do problema (122) corresponde ao ntimero de
modos de corpo rigido do sistema.

9Bathe (1996) comenta que a matriz Si; pode ser obtida por meio da fatoracdo de Cholesky ou pelo
procedimento de decomposicao espectral. Ainda, segundo o autor, entre estes dois métodos, a fatoracéo
de Cholesky é o que apresenta maior eficiéncia computacional pois requer menos operagoes.



39

(133) sao idénticos aos autovalores do problema generalizado (122). Por outro lado, os
autovetores 1%1") , 1 < r < ngg, devem ser transformados para os correspondentes wlm,

relativos ao problema generalizado (122), de acordo com a equagao (135) (Bathe, 1996):
o =S 1< g < g (135)

2.5.4 ASPECTOS GERAIS SOBRE A SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA DE
AUTOVALORES

De acordo com Bathe (1996) e Kreyszig (2011), ha diversos métodos que podem
ser aplicados para a solu¢do do problema de autovalores, tanto para o caso padrao (121)

quanto para o caso generalizado (122). Entre os principais métodos estao:

a) Problema padrao: método de Jacobi, método de Givens, método de Householder-
QR;
b) Problema generalizado: método de Jacobi generalizado, método da iteracdo de su-

bespago, método de Lanczos.

Como o objetivo deste trabalho nao consiste em avaliar os métodos de resolucao do
problema de autovalores em si, mas sim os resultados obtidos com o uso deles para lidar
com as matrizes K;; e M;; provenientes do método de aproximacao empregado (MEF,
MEFPU), nesta se¢do serao apresentados apenas os tépicos relevantes do método da
iteracao de subespaco. A escolha por esse método se deu em funcao da disponibilidade
do algoritmo implementado'® de forma compativel com a plataforma do MEF construida,
no decorrer do trabalho - linguagem Fortran e estratégia de armazenamento de dados do
tipo skyline para matrizes simétricas.

Bathe (1996) descreve que o objetivo do método da iteragao de subespago con-
siste em resolver os z menores autovalores e autovetores do problema generalizado (122),

satisfazendo a relagao (136):

Kij\ljjs = Mij\I[jTAT’S 1 S Z,] S Ngeg 1< r,Ss <z (136)

no qual A;; ¢ uma matriz diagonal que contém os autovalores, ou seja, A;; = diag ()\(T)),
1<i,5,r <z eV,

os autovetores correspondentes, isto é, W, = [t;1, -+, Uy,].

1 <i<ng el <y <z é uma matriz que contém em cada coluna

O método da iteragao de subespago consiste de trés etapas (Bathe, 1996):
a) Estabelecer ¢ vetores de iteragdo iniciais, com ¢ > z, sendo z o niimero de autovalores

e autovetores a ser calculado:;
10Sub-rotina “sspace”, conforme referéncia (Bathe, 1996).
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b) Usar simultaneamente um procedimento de iteracao inversa sobre os ¢ vetores e
analise de Ritz para se obter as aproximacoes dos autovalores e autovetores a partir
dos g vetores de iteracao;

c¢) Tendo-se alcangado a convergéncia nas iteragoes, usar a propriedade da sequéncia de
Sturm para verificar se os autovalores e autovetores foram efetivamente calculados.

Com relacao a etapa “a)”, Bathe (1996) expoe que os ¢ vetores de iteragdo iniciais
devem ser construidos de tal forma a excitar os graus de liberdade que estejam associados
com os maiores valores de massa e os menores valores de rigidez da discretizagao efetuada.
Os vetores iniciais sao armazenados nas colunas de uma matriz X;;, 1 <17 < ny e z <
Jj < q, sendo ¢ = min {2z, z + 8}, tal que: a primeira coluna é formada simplesmente pela
diagonal de M;j; as demais colunas, exceto a ultima, sao formadas por vetores unitérios
com entradas +1 nos graus de liberdade com as menores razoes r%’ e a ultima coluna é
formada por um vetor aleatério qualquer.

Sobre a etapa “b)”, Bathe (1996) descreve que os passos da iteragao tém a finalidade
de conduzir o subespaco inicial, denominado EM e gerado pelos vetores da matriz Xij,
até o subespaco de interesse, denominado E(*) o qual corresponde a um subespaco

menos dominante de K;; e M;;, de dimensao z, e que é gerado pelos autovetores de (136).

i
Bathe (1996) comenta ainda que na execugao das iteragbes empregando uma estratégia
numérica computacional, para cada iteragao r, os vetores de X;; perdem gradativamente
a ortogonalidade entre si, levando & construcio de uma base para o subespaco E() cada
vez mais pobre. Assim, visando contornar este problema, dentro de cada iteracao esta
embutida uma operagao que assegura a preservacao da estabilidade numérica, a qual é
realizada pelo processo de ortogonalizacao dos vetores de iteracao com as projegoes de Kj;
e M;j em I/ (+1) Uma vez que as iteracoes sio executadas em um subespaco, é requerido
do método apenas a convergéncia do subespaco, e nao a convergéncia individual de cada
vetor de iteragdo para um dado autovetor, tornando assim o método mais efetivo.

Por fim, na etapa “c)”, Bathe (1996) argumenta que a propriedade da sequéncia
de Sturm para os polindmios caracteristicos de K;j1; = AM;;1; e Kg)wj(-r) = )\(")Mg)qﬂj(.r)
¢é aplicada com uma translacao u, no qual p esta ligeiramente a direita do valor calculado
de A®). A propriedade da sequéncia de Sturm estabelece que na fatoracio de Gauss
de K;; — uM;; em L; H,;L;, sendo H;; uma matriz diagonal, o nimero de elementos
negativos em H;; ¢ igual ao ntimero de autovalores menores do que p. Neste caso, ¢
esperado que se tenha z valores negativos em H,; (Bathe, 1996).

Para maiores detalhes sobre o método e consulta ao algoritmo de solugao e seus

detalhes de implementacao, o leitor deve consultar a referéncia (Bathe, 1996).
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2.5.5 PROPRIEDADES DA SOLUCAO APROXIMADA DO PROBLEMA DE AUTO-
VALORES PELO MEF

De acordo com Strang e Fix (1973), Carey e Oden (1983) e Hughes (2000), uma
estimativa de erro padrao para a aproximacao do problema de autovalores pelo MEF é
dada pelo Teorema 2.5.5.1.

Teorema 2.5.5.1. Considerando um espaco de elementos finitos de ordem poli-
nomial p, entdo existe uma constante C' tal que a aproximagao dos autovalores apresenta
limites, para pequenos valores de h, conforme dado na relagao (137):

<P+1)/m

)\(r) < /\h(r) < )\(7”) + ChQ(p+1—m) ()\(T)> (137)

no qual A é o r-ésimo autovalor exato, M*") é a aproximacio obtida pelo MEF para
o r-ésimo autovalor, C' é uma constante independente de h e A", h é uma parametro
associado & malha (geralmente representa o tamanho do maior elemento da malha), p é a
ordem polinomial do espaco de aproximacao do MEF e m é a ordem do espaco de Hilbert
H™ associado com a aproximacao.

Strang e Fix (1973) destacam que, caso se deseje levar em consideragao a ordem de
regularidade do espaco de aproximacio C* ao se empregar a relagdo dada em (137), deve-se
utilizar o Teorema de imersao de Sobolev, enunciado no Teorema A.5.1, que correlaciona
o conjunto C* com o espaco de Hilbert H™.

A estimativa de erro a priori dada em (137) apresenta as implicagoes indicadas

nas alineas a) a c):

a) o limite inferior da aproximagao do r-ésimo autovalor corresponde ao préprio auto-
valor exato, enquanto que o limite superior da aproximacao é funcao de h, p, m e

do préprio autovalor exato A" (Strang e Fix, 1973; Hughes, 2000);

b) o ultimo termo da relagao (137) indica que os autovalores associados com os modos
mais elevados sao progressivamente mais dificeis de serem computados, isto é, ha
uma perda progressiva na precisao dos valores obtidos para as aproximacoes dos
autovalores associados com os modos de mais alta ordem de um dado problema
(Strang e Fix, 1973; Hughes, 2000);

c) a taxa de convergéncia da aproximacao depende de p e m, sendo da ordem de
2(p+1—m) (Hughes, 2000).

Visando comparar as aproximacoes das frequéncias naturais de vibracao livre para
o problema de uma barra engastada-engastada obtidas pelo MEF convencional e pelo
método de andlise isogeométrica com o emprego de func¢oes de base do tipo NURBS,
Cottrell et al. (2006), Cottrell et al. (2007) e Hughes et al. (2008) apresentaram os re-

sultados obtidos por meio de um grafico que mostra o comportamento das frequéncias
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naturais aproximadas (raizes quadradas dos autovalores), normalizadas com relac¢ao a so-
lugdo analitica, versus o nimero do modo de vibragao associado, normalizado com relagao
ao numero total de modos aproximados. Tal grafico é apresentado na Figura 8 e reflete

claramente a observacdo da alinea “b)” acima. Nessa Figura, w"™

representa a aproxi-
macio da n-ésima frequéncia natural, w™ é o valor exato da n-ésima frequéncia natural,

n é o n-ésimo modo de vibragdo e N é o niimero total de modos de vibragao aproximados.

1.3 T T

= MEF quadratico /'\
125 ® NURBS quadratic { Y
1.2 //

wh(ﬂ)/ ajn)
=
=
o

1.1
1.05 /A,/\-\
1 » L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

n/N

Figura 8: Espectro normalizado de frequéncias naturais de vibragao para o problema da
barra engastada-engastada
Adaptado de: Cottrell et al. (2006)

Observacao: na Figura 8, o MEF quadratico corresponde ao elemento de barra
Lagrangeano quadratico de trés nos, enquanto que o NURBS quadratico refere-se ao
elemento de barra construido através do método isogeométrico.

Cottrell et al. (2006) e Cottrell et al. (2007) descrevem as seguintes observagoes
com relagdo aos resultados indicados na Figura 8 (e em outros graficos disponiveis em

seus trabalhos, os quais nao foram reproduzidos aqui):

a) o espectro obtido pelo MEF com elementos quadraticos consiste de uma parte dita
acustica, associada com os menores modos, e uma parte dita 6tica, associada com
os modos de mais alta ordem,;

b) no caso do MEF com regularidade C°, na medida em que se aumenta o grau po-
linomial p o erro relacionado com a parte 6tica do espectro aumenta, ou seja, os
erros para as altas frequéncias aumentam na medida em que o grau polinomial p
aumenta;

¢) em anédlises numéricas, tanto pelo MEF como pelo método isogeométrico proposto
por Cottrell et al. (2006), as frequéncias vinculadas & parte 6tica sao tratadas como
de baixa acuracidade e, em aplicacoes de analise transiente, por exemplo, elas podem
dificultar os calculos por requererem um pequeno incremento de tempo para se

assegurar a estabilidade do método utilizado.
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Givoli (2008) apresenta uma regra empirica, conforme equagao (138), que permite
correlacionar o nimero total de graus de liberdade do problema discretizado com o niimero
aproximado de autovalores que atendem uma certa tolerancia de precisao de interesse.
Contudo, tal regra foi derivada com base em uma série de simplificagoes matemaéticas, o
que torna sua aplica¢cao muito restrita ou apenas como um parametro de cunho meramente
orientativo.

M = A5 g, (138)
no qual M representa o nimero aproximado de autovalores que atendem uma certa tole-
rancia de erro relativo € desejada, np; € o nimero de dimensoes espaciais, p é a ordem
polinomial do espaco de aproximacao, ng;, ¢ o nimero de graus de liberdade do problema
discretizado e A; é uma constante a ser determinada com base nas caracteristicas do

problema a ser resolvido.
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3 DESENVOLVIMENTO DOS ELEMENTOS FINITOS QUADRILATERAIS
DE QUATRO NOS C' E C? PELO MEFPU

Neste Capitulo sdo desenvolvidos os tépicos referentes a implementacao dos ele-
mentos finitos quadrilaterais de quatro nés com regularidade C! e C?, gerados mediante
a técnica do MPU. Os tépicos em questao compreendem a construgao das fungoes de
particao de unidade unidimensionais, as fun¢des de enriquecimento unidimensionais e as
funcoes de interpolagao bidimensionais mediante produto tensorial das fung¢oes unidimen-
sionais. Por fim, alguns topicos relacionados com a implementacao computacional destes

elementos sao abordados.
3.1 Construcao das funcoes de particio de unidade C' e C?

A estratégia de desenvolvimento das fungoes de interpolacao que geram os espagos
de aproximacdo com a ordem de regularidade desejada por meio do MPU requer inici-
almente a selecdo ou a construgdo das chamadas fungdes de particio de unidade (PU)
que satisfacam as propriedades (70) a (73). Assim, admitindo que as fungoes de partigao
de unidade, ¢;, sejam polinomiais, entdo, de acordo com Strang e Fix (1973), o grau
polinomial p requerido para que as mesmas pertencam a classe C* (Q) deve ser tal que a

relagdo (139) seja satisfeita:

p=2""k + 1 (139)

no qual p é o grau polinomial da fun¢ao ¢;, n,; é a dimensao do espaco do problema
(R™PE) e k é a ordem de regularidade do espago de aproximagao construido.

Considere um elemento formado por dois nés no dominio paramétrico unidimensi-
onal £, —1 < ¢ < 1. Os graus polinomiais das fungoes de particao de unidade, expressas
neste dominio paramétrico, para os casos de regularidade C! e C?, calculados por meio

da relagao (139), com n,; = 1, estao indicados na Tabela 1.

Tabela 1: Grau dos polinomios das func¢oes de particdo de unidade unidimensionais para
os casos C! e C?

Regularidade Grau
desejada (k) | polinomial (p)
C! 3
C? 5

Uma vez definido o grau polinomial p, conforme indicado na Tabela 1, as fungoes

de particao de unidade ¢,, I = 1,--- ,nyg, podem ser construidas a partir da expressao
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geral de um polindémio com o referido grau, conforme relagao (140) (Gilat e Subramaniam,
2008):

o, (€) :ap§p+ap_1§p_1+---+a1§—|—ao I=1-- nyg (sem soma em p) (140)

no qual o indice [ se refere aos nés do elemento, e neste caso I = 1,2, e {a J}izg sao coe-
ficientes a serem determinados mediante a aplicacao de condigoes de contorno especificas
que assegurem a ordem de regularidade desejada da particao de unidade e que satisfa-
cam a propriedade (71). Para este fim, é possivel se adotar o procedimento utilizado na
chamada interpolagao Hermitiana, no qual sdao estabelecidos requisitos de continuidade
interelemento sobre as fungoes e suas derivadas (Dhatt e Touzot, 1984). Tais requisitos

sao dados pela relagao (141):

1 ,j=0 _
j < B
i?’ 0 0=isk 1<I,J<2e0<j<k  (141)
3 SE3 0 ,J =0 I+J
0 ,0< <k

no qual I, J referem-se aos nés do elemento, j, 0 < j < k, é a ordem da derivada da
funcao ¢, com relacao a &, sendo que a derivada de ordem zero corresponde a propria
fungdo ¢,, k é a regularidade do espaco considerado (C*), -| ¢—¢, indica que a derivada
deve ser avaliada nos pontos nodais do elemento, isto é, {&; = —1 e & = 1.

Desta forma, considerando as expressoes (140) e (141) e as informagoes da Tabela
1, as fun¢oes de particio de unidade com regularidade C! e C? obtidas sdo dadas pelas
expressoes (142)-(143) e (144)-(145), respectivamente. As manipulagoes algébricas para
determinacao dos coeficientes destas fungoes polinomiais estao disponiveis no Apéndice

B deste relatorio.

a) Fungoes de partigdo de unidade com regularidade C*:

61 () =1(E-1)7@2+¢ (142)
9 () =1 (E+1)°(2-¢) (143)

b) Fungdes de parti¢do de unidade com regularidade C?:

61(8) =5 (1-9° (382 +9¢ +38) (144)
$2(8) = 15 (1+8)° (362 - 9¢ +8) (145)

As Figuras 9(a) e 9(b) mostram o comportamento das fungdes de particdo de
unidade C' e C? dadas pelas equagoes (142)-(143) e (144)-(145), respectivamente. A
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titulo de referéncia e comparacao, as fungoes de particao de unidade referentes ao elemento

unidimensional de dois nés com regularidade C° também sao mostradas nestas figuras.
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Figura 9: Comportamento das fungoes de particao de unidade unidimensionais com re-
gularidade (a) C' e (b) C?

3.2 Construcao das fungées de enriquecimento C! e C?

As fungoes de enriquecimento sao utilizadas como um complemento as fungoes de
particao de unidade na geracao do espaco de aproximacao com a ordem de regularidade
desejada. Assumindo que as fungdes de enriquecimento ¥,, L = 1,--- | 2k, também sejam
polinomiais, e que o grau polinomial das mesmas satisfaga igualmente a relagao (139),

entdo o polindmio geral neste caso pode ser escrito segundo a expressao (146):
Iy (&) = apl® +ap 127+ -+ aré +ag L=1,---,2k (sem soma em p) (146)

na qual o indice L esta vinculado a L-ésima funcao de enriquecimento do elemento e
. J= ~ . . ~ .~
os coeficientes {a;};_f sdo determinados pela aplica¢do das condigdes de contorno de

interpolacao Hermitiana dadas na Tabela 2.

Tabela 2: Condigoes de contorno para determinacgao dos coeficientes dos polinémios das
fungoes de enriquecimento

Fungio L | 0, (1) | 0, (1) | 4t | s | o | SR ) S0
1 0 0 1 0 e 0 0
2 0 0 0 1 .. 0 0
2% — 1 0 0 0 0 o I
2k 0 0 0 0 e 0 1

Aplicando as condigbes de contorno da Tabela 2 na equagao (146) e levando-se em

consideracao as informacoes da Tabela 1, obtém-se as funcoes de enriquecimento C* e C?
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dadas por (147)-(148) e (149)-(152), respectivamente. As manipulagoes algébricas para
determinacao dos coeficientes destas fungoes polinomiais estao disponiveis no Apéndice
C deste relatério.

a) Fungoes de enriquecimento com regularidade C*:

91(€) = (E+1)(E-1) (147)
92 (§) =1(E-1D(€+1)° (148)
b) Funcdes de enriquecimento com regularidade C2:
(6 =% E-1(E+1) (& +T7¢-5) (149)
92 (§) = - (- 1)(€+1) (€ -T76-5) (150)
95 () =5 (E-D(E+1) (£ +¢-1) (151)
i) =HE-1(E+1) (& -¢-1) (152)

As Figuras 10(a) e 10(b) mostram o comportamento das fung¢oes de enriquecimento
C' e C? dadas pelas equagdes (147)-(148) e (149)-(152), respectivamente.
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Figura 10: Fungoes de enriquecimento unidimensionais com regularidade (a) C! e (b) C?

3.3 Construcao das funcoes de interpolaciao bidimensionais C' e C? a partir

das fungoes de particao de unidade e de enriquecimento

A construcao das fungoes de interpolagao para o dominio paramétrico bidimensi-
onal £ x7n, —1 <& <1e—1<n<1,referentes ao elemento quadrilateral de quatro nos
indicado na Figura 4, é feita mediante o chamado produto tensorial das fungoes associadas
aos dominios unidimensionais £ e 1. Este produto tensorial pode ser operado segundo a

equagdo (153) (Carey e Oden, 1983):
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Gij (&) =g () gimMei®e;  1<i,j<2k+2 (153)

no qual k é a ordem de regularidade do espago de aproximagao construido, g; (£) e g; () s@o
vetores construidos a partir das fungoes de particao de unidade (PU) e de enriquecimento
seguindo-se a convengao dada em (154) e G;; (§,m) é uma matriz quadrada, de ordem

2 (k4 1) com 4 (k 4+ 1)* termos, que contém todas as funcdes de interpolacao do elemento

quadrilateral.
T
9i ()= 1 ()0 () V3 () - Vap1 () 2 () V2 () V() -+ Do ()
Nl S——
PU Enriquecimento PU Enriquecimento

1<i<2k+2 (154)

A matriz G;; resultante do produto tensorial dado por (153) pode ser vista como
uma matriz formada por quatro blocos, conforme indicado na expressao (155), de tal
forma que cada bloco contém apenas as fung¢oes de interpolacao associadas aos graus de
liberdade do né cuja numeracao, dada na Figura 4, coincide com a numeracao do bloco
de G;j. Desta forma, o nimero de termos contido em cada bloco e, portanto, o ntimero
de graus de liberdade associado com a aproximacao de cada componente do campo de

deslocamentos em cada né do elemento é igual a (k + 1)°.

[ [4
2 BB

]

Gij (§m) = |

(155)

3.3.1 FUNCOES DE INTERPOLACAO BIDIMENSIONAIS COM REGULARIDADE
Cl

Os vetores g; (+) neste caso sao dados por (156) e (157):

9 (€) = [ (&) 01 (€) d2(€) D2 (€)]" (156)

9 () = [61 (n) 01 (1) 02 (n) V2 ()" (157)
com ¢, (§), ¢, (n), 9, (§) e I, (n) conforme dado em (142)-(143) e (147)-(148).

Operando o produto tensorial dado pela expressao (153) se obtém a matriz G;; (€, n)
correspondente. Organizando os termos desta matriz, levando-se em consideragao a 16-
gica indicada na expressao (155), obtém-se as fungoes de interpolacdo ®; do elemento,
1 < I < nypheine, sendo nyp o nimero de nés do elemento e ng,ye 0 nimero de graus
de liberdade do né por campo. Em funcao de que este elemento com regularidade C*

apresenta um total de 16 fungoes de interpolagdo, sao apresentadas em (158) a (161)
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apenas as fungoes associadas com o n6 1 do elemento. O conjunto de todas as fungoes de

interpolagao estao disponiveis no Apéndice E deste relatorio.

(&) =% -1 (—1)22+& 2+ (158)

-1 (n—1 )
Gy (&) = $5 (€= 1) (=1 (1+&) (2+n)
O3 (&) =15 (E -1 (=17 2+ (1+n) (160)
Oy (€)= 15 (€ =1 (=1 (1+& (1+n) (161)

As Figuras 11(a)-(d) mostram o comportamento das fungdes de interpolacao asso-

(159)

ciadas com os nés 1-4 do elemento, respectivamente.
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Figura 11: Fungoes de interpolacao do elemento quadrilateral de quatro nés com regula-
ridade C!, referentes aos nés (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 4

3.3.2 FUNCOES DE INTERPOLACAO BIDIMENSIONAIS COM REGULARIDADE
02

Os vetores g; (+) neste caso sao dados por (162) e (163):

i (&) = [¢1 (€) V1 (€) V5(€) ¢2(€) V(&) V(&))" (162)
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g5 () = (61 (n) D1 (n) V5 () b2 () V2 (1) Du ()] (163)
com ¢, (§), ¢, (), U, (§) e I, (n) conforme dado em (142)-(143) e (147)-(148).

Operando o produto tensorial dado pela expressao (153) se obtém a matriz G;; (£, n)
correspondente. O conjunto de 36 fungoes de interpolacao ®; resultantes estao disponi-
veis no Apéndice D deste relatério. A titulo ilustrativo, sdo mostradas no texto abaixo
apenas as nove fungoes de interpolacao associadas com o né 1 do elemento, dadas por
(164) a (172). O comportamento das fungdes de interpolagao associadas com os nés 1-4

do elemento é mostrado nas Figuras 12(a)-(d), respectivamente.

Figura 12: Fungoes de interpolacao do elemento quadrilateral de quatro nés com regula-
ridade C?, referentes aos nds (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 4

1 () = 545 (6 — 1) (38 + 9+ 8) (n — 1)* (3n* + 9y + 8) (164)
@y (6,1) = —555 (8= 1) (2 +7€=5) (n— 1 (30° + I + 8) (165)
By (&) = =55 (€= 1) (€ +€=1) (9= 1)° (30" + 90 +8) (166)

By (§m) = =555 (€= 1)° (32 + 96 +8) (* — 1) (n* + T — 5) (167)
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s (&,m) = 55 (8= 1) (€ +76=5) (* = 1) (0 + 70 - 5) (168)
g (6,1) = 555 (€ = 1) (€ +€=1) (= 1) (B + Ty —5) (169)
7 (6,m) = —55 (6= 1° (32 + 96+ 8) (> = 1) (P + 10— 1) (170)
s (6,1) = 555 (€ = 1) (€ +T76=5) (0 = 1) (P +1—1) (171)
o (6,1) = 555 (€= 1) (€+€=1) (P =1) (R +n—1) (172)

3.4 Aspectos sobre a implementacao dos elementos quadrilaterais com regu-
laridade C! e C?

3.4.1 CARACTERIZACAO GERAL

A implementacao dos elementos finitos quadrilaterais de quatro nés com as funcoes
de interpolacao de regularidade C' e C? desenvolvidas anteriormente foi feita em uma
plataforma prépria de elementos finitos construida em linguagem Fortran. Assim, além
de se ter a liberdade para a escolha da estratégia de programacao empregada, evitando
possiveis conflitos de integracao com softwares comerciais de elementos finitos, também
foi possivel se inserir na estrutura fungoes especificas como, por exemplo, o computo das
normas das solugoes aproximadas, o calculo de autovalores e outras métricas auxiliares
necessarias para o desenvolvimento deste trabalho.

Do ponto de vista do conceito de elementos paramétricos, os elementos com re-
gularidade C! e C? aqui programados podem ser caracterizados como subparamétricos,
ou seja, as fungoes utilizadas para interpolagdo do campo de deslocamentos (fungoes de-
senvolvidas anteriormente) tém maior grau polinomial do que aquelas utilizadas para a
interpolagao da geometria do problema. Neste tltimo caso, para a interpolagao da geome-
tria do problema foram utilizadas as fun¢oes referentes ao elemento quadrilateral bilinear
de quatro nés de regularidade C°, dadas em (173)-(176) (Dhatt e Touzot, 1984):

(&) =311-8@1-n) (173)
Oy (&) =51+ 1 —n) (174)
O3 (&) =3 (1+& (1 +n) (175)
Oy (&m) =5(1-&1+n) (176)

no qual £ e n sdo as coordenadas no dominio paramétrico do elemento.
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3.4.2 ASPECTOS SOBRE OS GRAUS DE LIBERDADE DO ELEMENTO

A principal diferenca existente entre os elementos de regularidade C! e C? aqui
programados, em relacdo ao elemento quadrilateral bilinear de regularidade C°, por exem-
plo, estd no niimero de graus de liberdade associados a cada n6 da malha utilizados para
a aproximacao da solugdo do problema. Enquanto que para o elemento bilinear classico
de regularidade C" se emprega apenas uma funcao de interpolacao para cada componente
do campo de deslocamentos, resultando num total de dois graus de liberdade por né, no
elemento C! se tem quatro funcoes para cada componente do campo primal, resultando
num total de oito graus de liberdade por nd, e no elemento C? se utilizam nove funcoes
para cada componente do campo de deslocamentos, perfazendo um total de dezoito graus
de liberdade por né.

Fisicamente, os graus de liberdade nodais adicionais introduzidos pelos elementos
de regularidades C' e C? estao associados com as derivadas das componentes de deslo-
camento (u;) com relacdo as coordenadas cartesianas do problema (z;). Tais derivadas,
para cada elemento de regularidade C*, podem ser extraidas dos blocos da estrutura,
mostrada na Figura 13, a qual foi construida com base em uma analogia ao triangulo
de Pascal. Nessa Figura, o simbolo e deve ser substituido pelo campo de deslocamen-
tos u;, 1 < i < npp, resultando na quantidade de graus de liberdade por né descrita

anteriormente.

ao 62. 630
o 1 % ox2 0%

Cl/ de 92 PER 9%
CZ/ 0X,

62° 63. 84‘ 65'
Ox3  Ox0xZ | Ox2axs | axdox?

0x,0%, | Ox20x, || OX0X,

63 . 64 . 65 . 66 .
S axOxS x2S OxoxS

Figura 13: Estrutura das derivadas associadas com os graus de liberdade de aproximagao
nodais para elementos de regularidade C*

A estratégia de aplicacao das condi¢bes de contorno essenciais, no que tange a
prescrigao dos graus de liberdade nodais indicados em (177) a (179), foi realizada de
acordo a logica mostrada na Tabela 3. Nesta Tabela, o caractere “o” corresponde a grau

de liberdade prescrito, o caractere “o” corresponde a grau de liberdade nao prescrito (livre)



23

e o caractere “x” indica que o grau de liberdade nao ¢é aplicavel ao tipo de elemento em

consideracao.

Tabela 3: Prescricdo dos graus de liberdade nodais do elemento em relagao a aplicagdao
das condigoes de contorno essenciais do problema

Grau(s) de

Elemento

liberdade

CO

Cl

| c?

prescrito(s)

Componente de deslocamento a restringir

no nd

£
=

|

U2

U1 ‘ ()

[ w

<
N

U

U2

Uy,1

U2,1

Uy,11

U211

Uy ,2

U2,2

U112

U212

Uip,112

U2,112

U1,22

U2 22

Uq,122

U2,122

U1,1122

R R A R A R E R el Il Bl B B Il I B e B O )

U2,1122
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A organizacao dos graus de liberdade associados com os quatro nés do elemento,

visando a operacao matricial computacional para solu¢ao do problema, foi implementada

no programa conforme indicado em (177) a (179), para os elementos de regularidade C?,

C' e C?, respectivamente.
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no qual d é o vetor que contém os graus de liberdade associados aos quatro nds do
(1)

elemento e u;’ corresponde ao deslocamento na diregao j, j = 1,2, do I-ésimo no6 do

elemento.

3.4.3 CONDICOES SOBRE A MALHA E OS ELEMENTOS

A utilizacao de elementos finitos quadrilaterais de estado plano com regularidade
C'! ou superior nao é muito comum de ser encontrada na literatura. A principal justifica-
tiva para este fato esta associada com a dificuldade de se manter a ordem de regularidade
interelemento, e consequentemente as maximas taxas de convergéncia associadas, haja
visto que na maioria das aplicagoes praticas as malhas apresentam algum nivel de distor-
¢ao de forma dos elementos (Carey e Oden, 1983; Strang e Fix, 1973). Além disso, Dhatt e
Touzot (1984) comentam que para o elemento quadrilateral de quatro nés de regularidade
C', por exemplo, a continuidade da classe C'! é rigorosamente preservada caso a geometria
do elemento seja retangular e o mesmo apresente suas faces paralelas ao sistema global de
coordenadas x1, x5. Caso contrario, a regularidade C! e as caracteristicas de convergéncia,
da solugao aproximada nao sao asseguradas.

Carey e Oden (1983) e Oden e Reddy (1976) descrevem que duas alternativas po-
dem ser adotadas para solucionar as restricoes mencionadas: a primeira delas consiste na
utilizagao de elementos ditos nao conformes, enquanto que a segunda consiste na utiliza-
¢ao dos chamados elementos especiais simplex, ambas com possibilidade de se estabelecer
a ordem de regularidade de interesse. No primeiro caso, deve-se testar criteriosamente o
comportamento destes elementos a fim de se conhecer as limitagoes e implicacoes de seu
emprego. No segundo caso, faz-se necessario considerar uma quantidade maior de noés
para o elemento a fim de se atingir a ordem de regularidade desejada e hd um nimero
diferente de graus de liberdade associados com cada né do elemento.

Tendo em vista que o foco principal deste trabalho esta voltado para a verifica-
¢ao da capacidade de aproximacao do espectro normalizado de frequéncias naturais de
vibragao livre nao amortecida, e neste caso os problemas selecionados para avaliagao per-
mitem a construcao de malhas nas quais os elementos nao apresentem distor¢ao de forma
e mantenham suas arestas paralelas aos eixos do problema global, entao os elementos de
regularidade C! e C? aqui implementados serao utilizados em todas as avaliacdes poste-
riores (Capitulos 4, 5 e 6) (ndo serao testadas as alternativas de elementos anteriormente
descritas). De maneira geral, um cuidado especial serd prestado na geragdo das malhas
de cada problema, atentando-se para que os elementos apresentem os menores niveis de
distor¢ao possiveis, que as arestas dos elementos permanegam alinhadas com os eixos de
coordenadas globais e que a orientacao dos eixos locais dos elementos sejam coincidentes

com as orientacgoes dos eixos do sistema de coordenadas global.
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4 APLICACAO DOS ELEMENTOS QUADRILATERAIS COM REGULA-
RIDADE C!' E C? NA SOLUCAO DE ALGUNS PROBLEMAS DE ME-
CANICA BIDIMENSIONAIS

Esta secao tem o proposito de investigar o comportamento dos elementos quadrila-
terais de quatro nés com regularidades C' e C?, implementados com base nas funcoes de
interpolacao desenvolvidas anteriormente, na solucao de alguns problemas de Mecanica
bidimensionais. O primeiro tépico desta secao aborda algumas métricas comumente uti-
lizadas para se quantizar a acuracidade da solucao aproximada obtida. Posteriormente,
sao executados alguns patch tests, contemplando os tipos simples e generalizado, e, por
fim, alguns problemas classicos de elasticidade plana infinitesimal isotropica que apresen-
tam solucao analitica sao simulados. Os problemas aqui considerados sao o da viga em
balanco com carga aplicada na extremidade livre, o da placa infinita com furo central
submetida a uma tragdo uniaxial remota e o problema do dominio L-shaped em modo 1
de carregamento.

E importante ressaltar que as malhas de cada problema foram geradas com vistas
a reduzir o nivel de distor¢cdo dos elementos e assegurar a orientagao dos sistemas locais
de forma coincidente com o sistema global de coordenadas. Além disso, a estratégia de
aplicagdo das condigoes de contorno segue a légica indicada na Tabela 3 do Capitulo

anterior.
4.1 Medidas de erro da solugao aproximada

De acordo com Zienkiewicz e Taylor (2000), o erro da solu¢ao aproximada pode
ser expresso como a diferenga entre a solugao exata e a solugdo aproximada. No caso do

campo de deslocamentos pode-se escrever o erro segundo a expressao (180):

e=u—u" (180)

no qual u ¢ o deslocamento da solucdo exata, u" é o deslocamento da solucdo aproximada
e € ¢ o erro da solugao aproximada.

Contudo, os autores descrevem que a especificacao da medida do erro na forma
dada pela expressao (180) geralmente nao é conveniente em fung¢ao de que os erros locais,
como no caso de uma carga pontual, podem ser localmente infinitos, mas a solug¢ao de
forma global pode ser aceitavel. Desta forma, algumas normas que representam uma
quantidade escalar integral geralmente sao introduzidas.

Para problemas de elasticidade, Zienkiewicz e Taylor (2000) comentam que a norma
de erro de energia da solucdo aproximada, ||€||,, pode ser escrita de acordo com qualquer

uma das trés relagoes dadas em (181) a (183):
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1/2
lell, = [/ (Eij — eZ) D, (em — efs) dQ] 1<4,j,r,8 <npg (181)
Q
1/2
lell , = [/ (Ez‘j - €Z> (Tij - TZ) dQ] 1<4,j < npp (182)
Q
1/2
el = U (T — ) Db, (Toe = L) dQ] 1<4,5,r,8 < nppg (183)
Q

no qual ¢; e e% sao os tensores de deformacoes infinitesimais exato e aproximado, respec-
tivamente, T;; e TZ’]‘ sao os tensores de tensdao de Cauchy exato e aproximado, respectiva-
mente, D;;-s ¢ 0 tensor constitutivo de quarta ordem, o qual pode ser escrito na forma
compacta, para EPT e EPD, conforme indicado nas expressoes (51) e (52), respectiva-
mente, e dS) = dxidzy - - - dzy,,

A norma Ly do erro da solugao aproximada, segundo Zienkiewicz e Taylor (2000),

¢ dada pela expressao (184).

/
el ., = Uﬂ (s — ) (i —ul) dQ]l 2 1< < npg (184)

As normas anteriormente indicadas podem ser avaliadas sobre um dominio, de
forma continua, ou entao sobre elementos, de forma discreta. No caso de se computar al-
guma norma considerando os resultados discretos dos elementos pode-se escrever a relacao
(185) (Zienkiewicz e Taylor, 2000):

"EL

2=l

P=1

’] (185)

le

no qual ng; corresponde ao nimero total de elementos da malha e o asterisco (*) indica
que pode-se aplicar esta ideia tanto para a norma de energia quanto para a norma Ls.
Neste trabalho serao adotadas as métricas comumente mais observadas em artigos
e trabalhos cientificos desta area (ver, por exemplo, Belytschko et al., 1994; Duarte e
Oden, 1996; Strouboulis et al., 2001). Estas medidas, considerando-se a aplicacdo em
problemas de elasticidade plana e a avaliagao discreta sobre os elementos do problema

discretizado, podem ser escritas conforme indicado em (186) a (189):
a) Norma de energia da solugao aproximada, dada por (186):

nEL 1/2
Ju| = [ZE@DQ;TT’;] 1 <i,jor,s <2 (186)
P=1

b) Norma L, da solugdo aproximada, dada por (187):

|

Lo

nEL 1/2
_ lzu’?uh] 1 <i<2 (187)
2
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c¢) Erro relativo em norma de energia da solu¢ao aproximada, dada por (188):

1/2

S (T — ) Dk (T = TE)

"EL 1
>. 15Dy,
P=1

iJrs= s

N = 1<id,j,r,s<2 (188)

d) Erro relativo em norma Ly da solugdo aproximada, dada por (189):

B (o —t) (=) ]

P=1

> U
P=1

no qual ny, ¢ o nimero total de elementos da malha e D;;,s ¢ determinado por meio das
expressoes (51) ou (52), utilizando a equivaléncia de indices entre o tensor constitutivo de

quarta ordem e o de segunda ordem (proveniente da escrita na forma compacta) conforme
equagao (190) e Tabela 4 (Hughes, 2000):

th - Dijrs (190)

Tabela 4: Equivaléncia de indices entre o tensor constitutivo de quarta ordem e o tensor
na forma compacta
Fonte: Hughes (2000)
(tl=lifr]ifs]

1 1
1 2
2 1
2 2

| Wl W| —

4.2 Comportamento dos elementos no patch test

De acordo com Cook et al. (1989), o patch test consiste numa verificagido numérica
empregada para se avaliar a validade da formulacao e da programacao implementada
de um elemento finito. Desta forma, o patch test é caracterizado como uma condicao
necessaria, mas nao suficiente, para se assegurar a convergéncia da solucao aproximada
obtida. O patch test, proposto inicialmente por Irons et al. no final da década de 60,
é assim chamado porque a verificagao é feita considerando-se um pequeno dominio ou
regiao (patch) discretizado com os elementos a serem testados.

Basicamente, dois tipos de patch test podem ser caracterizados:

a) Patch test simples: quando apenas condigdes de contorno essenciais sao aplicadas
ao modelo numérico. O teste é feito considerando um dominio discretizado com um

numero pequeno de elementos, de tal forma que pelo menos um né da malha esteja
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localizado no interior do dominio. Uma solugao de referéncia para o campo de deslo-
camentos do problema ¢ adotada!l, e o problema é entdo resolvido prescrevendo-se
os deslocamentos, calculados com base na solugao de referéncia, em todos os nos
do contorno. Os noés internos da malha nao recebem prescricao de deslocamento,
conforme indicado na Figura 14. Ao final, os deslocamentos dos noés internos da ma-
lha sdo entdo computados e confrontados com os valores de referéncia inicialmente
calculados. O elemento é dito passar no patch test se os erros computados nos nos
internos da malha sdo da ordem de precisao numérica do computador. Desta forma,
este tipo de teste nao leva em consideracao as aproximacoes feitas nos contornos
(Zienkiewicz e Taylor, 2000; Cook et al., 1989; Bathe, 1996);

® No6(s) com condigdo de
contorno essencial prescrita(s;

O N6(s) livre(s)

Figura 14: Esquema de construcao de um patch test simples
Adaptado de: Zienkiewicz e Taylor (2000)

b) Patch test generalizado: neste caso, tanto condigdes de contorno essenciais quanto
naturais sao aplicadas. Uma quantidade minima de condi¢oes de contorno essenciais
é empregada, de forma a permitir a obtencdo de uma solucao fisicamente factivel.
Da mesma forma que no caso anterior, considera-se inicialmente uma solucao de
referéncia'? para o problema, o qual é resolvido prescrevendo-se adicionalmente a
condi¢ao de contorno natural de forma consistente com a formulacao do elemento
e com a solucao de referéncia adotada. Os deslocamentos dos nés sem condic¢ao de
contorno prescrita, seja no contorno ou no interior da malha, sdo entao computados
e confrontados com aqueles da solugdo de referéncia (ver Figura 15). Novamente, o
elemento é dito passar no patch test se os erros computados nos nés sem condigao de
contorno essencial prescrita sao da ordem de precisao numérica do computador. As-
sim, este tipo de patch test é¢ mais completo pois introduz os efeitos de aproximagao
no contorno (Zienkiewicz e Taylor, 2000; Cook et al., 1989; Bathe, 1996).

® No6(s) com condicéo de
contorno essencial prescrita(s,

O No(s) livre(s)

Figura 15: Esquema de construgao de um patch test generalizado
Adaptado de: Cook et al. (1989)

1No geral, esta solucdo de referéncia considera que o campo de deslocamentos varia linearmente ao
longo do dominio, gerando um estado de tensdo constante nos elementos (Bathe, 1996).
12]dem ao caso anterior.
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Conforme descrito na se¢ao 3.4.3, sabe-se que os elementos de maior regularidade
apresentam sensibilidade da solucao aproximada com relacdo a sua distor¢ao de forma.
Desta maneira, as verificagoes aqui realizadas tém o propésito de simplesmente confirmar
este comportamento e apresentar um comparativo entre os resultados obtidos para os
elementos de regularidade C' (disponivel na literatura a partir do trabalho de Bogner
et al. (1966)) e C* (ndo encontrado na literatura).

O patch test aqui construido ¢é tratado tanto para o caso simples quanto generali-
zado, e estd baseado no exemplo apresentado por Zienkiewicz e Taylor (2000). O problema
é abordado em EPT, com espessura unitaria, e se refere a um dominio com dimensoes
e condi¢oes de contorno essenciais e naturais conforme indicado na Figura 16. As pro-
priedades mecanicas adotadas para o material, assumindo um comportamento isotrépico

linear, sao £ = 1000 e v = 0,3 (unidades consistentes).

%o

1

VA

!

o
- |
N

Xy

Figura 16: Problema desenvolvido para execucao do patch test

A solucao de referéncia adotada para o campo de deslocamentos do problema é

dada por (191)-(192):
uy (1, x9) = 0,002 (191)
U2 (33'1, 33'2) = —O, 0006$2 (192)

sendo uq e up as componentes de deslocamento e x; e x5 as coordenadas cartesianas do
problema.

O campo de tensoes correspondente assume a forma dada em (193)-(195):

Ty (71, 22) = 2 (193)
T22 (.Tl, LUQ) =0 (194)
T12 (ZEl, l’g) =0 (195)

no qual 711 e Ty sdo as componentes de tensao normais e 1o é a componente de tensao
cisalhante.

Quatro malhas com diferentes niveis de distor¢ao dos elementos foram construidas,
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conforme mostrado nas Figuras 17(a)-(d) (andlises similares podem ser encontradas em
Belytschko et al., 1994; Kaljevi¢ e Saigal, 1997; Krongauz e Belytschko, 1997, as quais
avaliam o efeito do posicionamento dos pontos de integracdo no dominio no caso dos
chamados métodos sem malha). A Figura 17(a) adicionalmente indica a numeragao dos
nos e dos elementos vélida para as quatro malhas. Como pode ser observado nestas
Figuras, a distor¢do dos elementos da malha é gerada pela mudanca de posicao do no
interno (né ntimero 4).

O parametro de quantizacao do nivel de distor¢cao da malha adotado neste caso é
o do maximo angulo de vértice, isto é, tal pardmetro captura o valor do maior angulo de
vértice entre todos os elementos da malha. Desta forma, a malha da Figura 17(a) apresenta
todos os elementos perfeitamente regulares, na qual todos os angulos de vértice sao iguais a
90°, ao passo que a malha da Figura 17(d) apresenta um elemento (elemento 4) com dngulo
de vértice em torno de 169°, o que corresponde a uma condicao préoxima da degeneragao
completa do elemento quadrilateral em um elemento triangular. As coordenadas nodais
referentes a condicao nao deformada de cada uma dessas quatro malhas estao indicadas
na Tabela 5.

(@) [——1 O (c) ()

Figura 17: Malhas construidas para o problema do patch test

Tabela 5: Coordenadas nodais das malhas construidas para o problema do patch test

Numero Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
do né T ‘ T T ‘ T T ‘ T T ‘ T
1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
2 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
4 1 0 1,15 | 0,15 1,30 | 0,30 1,45 0,45
5 2 -1 2 -1 2 -1 2 -1
6 0 1 0 1 0 1 0 1
7 1 1 1 1 1 1 1 1
8 2 0 2 0 2 0 2 0
9 2 1 2 1 2 1 2 1

E importante destacar que as simulagdes apresentadas a seguir foram executadas
empregando-se quadratura de Gauss com 16 e 36 pontos para os elementos C! e C?, res-
pectivamente, e com 4 pontos no caso do elemento bilinear cléssico C° Quad4 (empregado

apenas para efeitos de comparacao de resultados).
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42.1 PATCH TEST SIMPLES

O patch test simples envolve apenas a prescri¢ao de condi¢oes de contorno essenciais
em todos os nés da malha, com excecao do nd interno. Desta forma, levando-se em
consideracao a solucao de referéncia adotada para o problema, os deslocamentos a serem

prescritos no modelo numérico estao indicados na Tabela 6.

Tabela 6: Deslocamentos prescritos para o patch test simples

’ Né6 ‘ (51 ‘ (%)
1 0 0,0006
2 0 0
3 0,002 0,0006
5 0,004 0,0006
6 0 -0,0006
7 0,002 -0,0006
8 0,004 0
9 0,004 -0,0006

Considerando as quatro malhas construidas, a solucao exata referente aos desloca-

mentos do né interno (né nimero 4), estao indicadas na Tabela 7.

Tabela 7: Solucao exata para os deslocamentos do né interno da malha do patch test
simples

] Malha \ Uy \ Us ‘
1 0,002 0
2 0,0023 -0,00009
3 0,0026 -0,00018
4 0,0029 -0,00027

Os resultados obtidos na simulacdo do patch test simples para os elementos C*
e C?, e adicionalmente para o elemento bilinear classico C° Quad4, estdo mostrados na
Tabela 8. Tais resultados estao expressos em termos do erro relativo incidente sobre as
componentes de deslocamento do né interno da malha.

Além de se monitorar o erro relativo sobre os deslocamentos do né interno da
malha, também se efetuou o computo das normas Ls e de energia da solug¢ao aproximada
(considerando todo o dominio do problema). Os resultados encontrados estao dispostos
na Tabela 9 e foram utilizados na construcao dos graficos das Figuras 18(a) e 18(b). As

Figuras 18(c) e 18(d) mostram o comportamento dos erros relativos das referidas normas.
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Tabela 8: Erro relativo sobre os deslocamentos do né interno da malha do patch test
simples

Erro relativo da solugao aproximada (%)
Malha | Elemento C° Quad4 Elemento C! Elemento C?
Uy ‘ U2 Uy ‘ U Uy ‘ U
1 0 0* 0 0* 0 0*
2 0 0 -2,428 -19,124 -1,885 -15,322
3 0 0 -4,357 -20,829 -3,479 -18,305
4 0 0 -5,911 -23,387 -4,785 -22,426

Observagao: Os resultados indicados com um (*) na Tabela 8 correspondem
Tal

providéncia foi tomada em razao de que a solu¢ao analitica do problema ¢é nula em tais

ao erro da solugao aproximada, e nao ao erro relativo, como nos demais valores.

pontos, impossibilitando o calculo do erro relativo pela ocorréncia de uma divisao por

Zero.

Tabela 9: Normas Ly e de energia da solugao aproximada do patch test simples

Angulo de 0 1 9
Malha | vertice Elemento C* Quad4 Elemento C Elemento C
maximo h h h h h h
R I S P I 74 PR O W I 72 PR U i 4

1 90 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046705 | 0,126491

2 110,02 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046595 | 0,126592 | 0,0046524 | 0,126564

3 136,39 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046502 | 0,126905 | 0,0046348 | 0,126792

4 168,58 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046486 | 0,127505 | 0,0046204 | 0,127252

Um outro parametro frequentemente avaliado diz respeito ao nimero de condicio-

namento da matriz de rigidez global, o qual, segundo Kreyszig (2011), pode ser calculado

por meio da expressao (196):

c(Ky) = Kyl |5 1<, <nwg

no qual ¢ (K;;) é o nimero de condicionamento da matriz de rigidez global K, ||

(196)

Kijl| e

HK;H sao as normas da matriz K;; e de sua inversa, respectivamente, e nz, ¢ o nimero

total de equagbes resultante do processo de discretizagao empregado. Cook et al. (1989)

e Li et al. (2008) descrevem que, ao se computar ||
ou seja, || K

conforme dado na expressao (197):

e |

Kyl e ||K;

le por meio da norma Lo,

H a relagao (196) pode ser reescrita de uma forma simplificada,

c(Kiy) =

)\(mdz)

(197)

no qual A(m@) e \(™) 30 o0 maior e o menor autovalores da matriz de rigidez global K;;.
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Figura 18: Comportamento das normas (a) Ls e (b) de energia e do erro relativo em
norma (c) Ly e (d) de energia da solugdo aproximada do patch test simples em fungao da
distorcao da malha

Desta forma, na Tabela 10 sao apresentados os valores obtidos para os nimeros de
condicionamento das matrizes de rigidez global, calculados com base na expressao (197),

para os elementos C° Quad4, C' e C? para cada uma das quatro malhas simuladas.

Tabela 10: Numero de condicionamento da matriz de rigidez global para as malhas do
patch test simples

Elemento
Malh
T Quadd [ 2
1 1,00 718,45 3,793.107
2 1,02 735,79 3,924.107
3 1,07 793,05 7,355.108
4 1,21 938,64 5,079.107

4.2.2 PATCH TEST GENERALIZADO

No caso do patch test generalizado, além das condi¢oes de contorno essenciais,

aplicadas apenas sobre a aresta x; = 0, também se deve aplicar a tracao no contorno
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natural, isto é, sobre a aresta x; = 2, conforme indicado na Figura 16. O campo de

tensoes dado por (193)-(195) possibilita se determinar a tracao t; mediante o emprego da

lei de Cauchy sobre a aresta do contorno natural, obtendo-se a expressao dada em (198):

ti = T;'jnj

1<i,j <2

=

t1:2 [§ tQZO

(198)

Os resultados obtidos nas simulagoes referentes aos erros relativos sobre as compo-

nentes de deslocamento u; e uy associados aos nés da malha que nao possuem condi¢ao

de contorno essencial aplicada estao indicados na Tabela 11.

Tabela 11: Erro relativo para os deslocamentos nodais das malhas do patch test generali-

zado
Erro relativo da solugdo aproximada (%)
Malha | N6 | Elemento C° Quad4 Elemento C! Elemento C?
Uy \ Uz U1 \ Uz 2 \ Uz

3 0 0 6,8.1071 | 7,0.107° | -1,0.107% | -1,3.10°8
4 0 4,9.10719% | -1,2.10719 | -54.10719% | -9,9.107° | -4,9.10719*
5 | -2,6.10713 0 2,3.107° 1,2.107% | -1,0.107® | -9,6.107°

1 7 0 -1,6.107 | 6,8.1071* | 7,0.107° | -1,0.107% | -1,3.1078
8 0 5,4.10719% | 3410719 | -4,3.10719*% | -1,0.107% | -5,8.10718*
9 0 -1,6.1071 | 2,3.107° 1,2.107% | -1,0.1078 | -9,6.107°
3 0 0 0,795 2,869 0,242 2,918
4 0 3,3.10713 -3,012 -44,554 -1,144 -32,416
5 |-2,6.10713 | -3,3.10713 0,398 6,896 0,136 4,350

2 7 0 0 -0,911 -4,227 -0,371 -3,368
8 0 -1,5.10718% -0,215 4,2.1075% -0,071 2,6.107°%
9 0 3,4.10713 -0,648 -6,859 -0,200 -4,286
3 0 -1,6.10713 2,852 9,806 0,986 7,100
4 0 0 -6,109 -67,959 -2,449 -43,155
5 0 -3,3.10713 1,649 24,429 0,583 12,642

3 7 0 0 -4,146 -14,287 -1,676 -8,737
8 | -2,6.10713 | -6,2.10719% -0,636 1,6.10~4* -0,251 7,9.1075%
9 | -2,6.10713 0 -2,690 -25,151 -0,948 -13,000
3 |-50.1071 | -3,3.1071 5,995 21,591 2,470 13,651
4 0 7,4.10713 -9,817 -96,204 -4,282 -60,056
5 | -2,6.1071 | -6,5.1071 3,527 50,445 1,470 26,340

4 7 0 1,8.10713 -9,853 -28,866 -4,680 -16,435
8 0 -3,7.10718% -0,721 3,5.1074* -0,409 1,7.1074*
9 0 6,7.10713 -6,620 -53,902 -2,951 -30,002

Observagao: Os resultados indicados com um (*) na Tabela 11 correspondem




65

ao erro da solucao aproximada, e nao ao erro relativo, como nos demais valores. Tal
providéncia foi tomada em razao de que a solucao analitica do problema é nula em tais
pontos, impossibilitando o calculo do erro relativo pela ocorréncia de uma divisao por
zZero.

Além do computo dos erros relativos incidentes sobre os deslocamentos dos nés que
nao apresentam condicao de contorno essencial prescrita, também se computou as normas
Ly e de energia da solugdao aproximada (levando-se em consideragdo todo o dominio do
problema). Os resultados estao dispostos na Tabela 12 e foram utilizados para se construir
os gréaficos das Figuras 19(a) e 19(b), as quais apresentam como abcissa o pardmetro
de distor¢ao de malha considerado. Em cada uma dessas Figuras, os valores exatos
das respectivas normas, calculadas com base na solugao analitica dada em (191)-(192) e
(193)-(195), também sao indicados para fins de comparacao. Ja as Figuras 19(c) e 19(d)

mostram o comportamento dos erros relativos incidentes sobre as referidas normas.

Tabela 12: Normas Ls e de energia da solugao aproximada para o patch test generalizado

Angulo de 0 1 9
Malha|  vértice Elemento C" Quad4 Elemento C Elemento C
G I PR TR I U 4 PR U W I A
1 90 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046705 | 0,126491
2 110,02 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046640 | 0,126405 | 0,0046680 | 0,126458
3 136,39 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046506 | 0,126155 | 0,0046617 | 0,126354
4 168,58 0,0046705 | 0,126491 | 0,0046417 | 0,125734 | 0,0046530 | 0,126127

O comportamento qualitativo das componentes de tensao Ti1, Toy e Tio e das
componentes de deslocamento u; e uy, obtidos para cada uma das quatro malhas simuladas
e para cada um dos elementos (C° Quad4, C' e C?) estdo disponiveis no Apéndice E
deste relatorio. Adicionalmente, os respectivos campos da solugao analitica do problema
também sao apresentados neste Apéndice.

A Tabela 13 apresenta os valores obtidos para os nimeros de condicionamento das
matrizes de rigidez global para os elementos C° Quad4, C! e C? para cada uma das quatro

malhas simuladas.

Tabela 13: Numero de condicionamento da matriz de rigidez global para as malhas do
patch test generalizado

Malha Elemento
C° Quad4 \ ! 2
1 76,02 1832,30 6,376.107
2 77,35 1847,38 6,753.107
3 85,97 2006,23 1,039.108
4 109,57 2495,75 8,988.107
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Figura 19: Comportamento das normas (a) Ls e (b) de energia e do erro relativo em
norma (c¢) Ly e (d) de energia da solugdo numérica do patch test generalizado em fungao

da distor¢ao da malha

4.3 Solugao de alguns problemas classicos de elasticidade plana

4.3.1 VIGA EM BALANCO

A solucao analitica para o problema da viga em balanco, em EPT, submetida as

condi¢oes de carregamento e restricio mostradas na Figura 20, segundo Timoshenko e

Goodier (1951), é dada pelas expressoes (199) a (201) para o campo de tensdes e por

(202) a (203) para o campo de deslocamentos:

Tn ($1;552) = -

Pl‘ll’g

1

3
Pzx;

6EI  6IG

PL?  Ph?
— e
oI 2IG ) *

(199)
(200)

(201)

(202)
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vPxi23 Pz} PL*x, PL?
- _ 9
Uz (01,%2) = 5 m = e T 9ET T 3EI (203)

no qual P é a carga aplicada na extremidade livre da viga, L é o comprimento total da

viga, h é a meia-altura da secio transversal, E é o médulo de elasticidade do material, v é
o coeficiente de Poisson do material, G é o chamado mdédulo de cisalhamento transversal
do material, dado por (204), e I é o momento de inércia de area da secdo transversal da

viga, calculado por meio de (205).

E
=505 (204)
73
I= 2}; ‘ (205)

-0,5

0,5

Figura 20: Problema da viga em balanco
Adaptado de: Timoshenko e Goodier (1951)

A solucao analitica deste problema, conforme abordado em Timoshenko e Goodier
(1951), foi construida mediante a consideracao de que na regiao do engaste apenas o ponto
central da viga apresenta deslocamento nulo na diregao zs, isto é, us (0,0) = 0. Para os
demais valores de x5, o deslocamento u, assume valores nao nulos, dado que v # 0.
Adicionalmente, em funcao das distor¢des da secao transversal causadas pela tensao de
cisalhamento, o deslocamento na direcao z; é nulo apenas no ponto central da regiao do
engaste, isto é, u; (0,0) = 0. Para os demais valores de x5, o deslocamento u; assume
valores nao nulos. As Figuras 22(a) e 22(b) mostram, respectivamente, os efeitos descritos
anteriormente.

Os modelos numéricos foram construidos considerando as caracteristicas geomé-
tricas indicadas na Figura 20. Quatro malhas foram construidas, empregando-se uma
estratégia de refino homogéneo, conforme Figuras 21(a)-(d). As caracteristicas gerais

destas malhas sao apresentadas na Tabela 14.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 21: Malhas dos modelos numéricos construidos para o problema da viga em balanco
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Figura 22: Comportamento das componentes de deslocamento (a) us e (b) u; da solucao
analitica na extremidade engastada da viga em balanco

Tabela 14: Caracteristicas das malhas construidas para o problema da viga em balango

Malha Numero de Numero de nés Ntumero de nos
elementos C° Quad4, Ct, C? C° Quads
1 32 51 133
2 128 165 457
3 288 343 973
4 512 585 1681

A aplicagao da condi¢ao de contorno natural na extremidade livre da viga foi feita
mediante a prescricao da tracao equivalente calculada pela solugao analitica do problema,
conforme equagoes (199) a (201). Por outro lado, a condi¢ao de contorno essencial, apli-
cada a extremidade engastada, levou em consideracao os efeitos mostrados nas Figuras

22(a) e 22(b), e estd genericamente ilustrada na Figura 23.

1.f| ;=0
+E

oo U= U,=0
b,
AUl

Figura 23: Estratégia de aplicagdo da condi¢do de contorno essencial para o modelo
numérico do problema da viga em balanco

A solu¢do do problema foi conduzida empregando-se os elementos quadrilaterais
de quatro nés C! e C?, com quadraturas de Gauss de 16 e 36 pontos, respectivamente,
para cada umas das quatro malhas mostradas nas Figuras 21(a)-(d). Adicionalmente,
o problema também foi resolvido com os elementos quadrilaterais de regularidade C°

de quatro nés (Quad4) e oito nds (Quad8), com quadraturas de Gauss de 4 e 9 pontos,
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respectivamente, com o intuito de permitir a execugao de comparagoes sobre os resultados
obtidos. Os dados considerados neste problema foram: e = 1, h = 2, L =8, P =1,
FE =210000 e v = 0,3 (unidades consistentes).

Os resultados obtidos nas simulagoes, os quais estao disponiveis no Apéndice F
deste relatério, foram expressos em termos das métricas definidas anteriormente e sdo
apresentados de forma grafica nas Figuras 24(a)-(d).

As Figuras 24(a) e 24(b) mostram, respectivamente, as normas Lo e de energia da
solucao aproximada. As linhas tracejadas indicadas nestas Figuras se referem aos valores
exatos das respectivas normas, as quais foram calculadas com base nas equagoes (186)-
(187) e (199)-(203). As abcissas desses graficos remetem a um pardmetro relacionado
com a malha, que neste caso é o nimero de graus de liberdade total do modelo numérico.
As Figuras 24(c) e 24(d) mostram, respectivamente, o comportamento do erro relativo
em norma Ls e do erro relativo em norma de energia da solugdo aproximada. Estes dois
graficos também possuem como abcissa 0 ng;, do modelo numérico e estao plotados em

escala log-log.
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Figura 24: Resultados numéricos do problema da viga em balanco

As inclinagoes (taxas de convergéncia) de cada trecho'® das curvas dos graficos das

130 trecho 1 corresponde ao segmento de reta entre os pontos das malhas 1 e 2. O trecho 2, entre os
pontos das malhas 2 e 3, e assim sucessivamente.
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Figuras 24(c) e 24(d) est@o indicadas na Tabela 15.

Tabela 15: Inclinagoes de cada trecho das curvas de convergéncia do problema da viga

em balango
’ Figura ‘ Trecho ‘ C° Quad4 ‘ C° Quads8 ‘ Cct ‘ C? ‘
1 1,11 1,75 0,96 0,81
24(c) 2 1,09 1,63 1,05 1,01
3 1,07 1,60 1,05 1,03
1 0,55 1,12 0,67 0,69
24(d) 2 0,54 1,07 0,52 0,49
3 0,53 1,05 0,41 0,39

A titulo de ilustragdo, nas Figuras 25(a) e 25(b) sdo mostrados os comportamen-
tos das solugoes aproximadas obtidas para a componente de deslocamento us na altura
central da viga, isto é, para 0 < z; < L e x5 = 0, referentes as malhas 1 e 4 simula-
das. Adicionalmente, o comportamento da solugao analitica também é mostrado nestas
Figuras (linhas tracejadas).

Observacao: no caso do elemento C° Quads, foram considerados apenas os valores

associados com os nés dos vértices para construcao dos graficos das Figuras 25(a) e 25(b).

)X 10° Resultados para malha 1 )X 10° Resultados para malha 4
0 W_
=¥
+ ¥
2 ¥ ¥
¥
& 4 & .
¥ [ Exata || | @ |
6 . 4 * % Quada [ .
. W V' c®Quads v c°Quads
-8 —'W' . Cl L ° Cl
¥ * 2 * ¢
- [ I
1(% 2 4 6 8 6 8

Figura 25: Comportamento da componente 15 do campo de deslocamento na altura central
da viga em balanco para os elementos C° Quad4, C° Quad8, C' e C? para as malhas (a)
le(b)4

4.3.2 PLACA INFINITA COM FURO CENTRAL

De acordo com Szab6 e Babuska (1991), a solugao analitica referente ao campo de
tensoes e de deslocamentos para uma placa infinita com furo central, em EPT, submetida
a um carregamento remoto uniforme 7 aplicado na direcao ey, conforme ilustrado na

Figura 26, é dado pelas expressoes (206)-(208) e (209)-(210), respectivamente:



71

Ty (r,0) =T [1 - % (2605 (20) + cos (49)) + ?:4008 (49)] (206)
Too (r,0) =T l—ZQ (;COS (20) — cos (49)) — ?:4608 (49)1 (207)
Ty (r,0) =T [—iz (;sen (20) + sen (40)) + :ﬁsen (49)1 (208)
Ta [r 2a
uy (r,0) = < |z (k+1)cos (0) + — ((k+ 1) cos () + cos (30)) +
—2:5003 (39)] (209)
ug (r,0) = Y;O;a [2 (k — 3) sen (0) + 2: (1 — k) sen (0) + sen (30)) +

3
—2%5671 (39)] (210)
’
no qual 771 e Thy sao as componentes de tensao normais nas diregoes cartesianas e; e eo,
respectivamente, 1o é a componente de tensdo cisalhante, u; e us s80 as componentes
de deslocamento nas diregoes ey e eq, respectivamente, r e 6 sao as coordenadas polares
do problema, com origem do sistema de coordenadas no centro do furo da placa, a cor-
responde ao raio do furo central, T é o valor da tracao remota aplicada na placa na
dire¢do ey, G é o médulo de cisalhamento transversal do material, calculado por meio da

relagdo (204), e k é o chamado mddulo volumétrico do material, o qual é determinado

pela expressao (211):

3—v
_ ) para EPT (211)
3 —4v para EPD

Figura 26: Problema da placa infinita com furo central
Adaptado de: Szabé e Babuska (1991)

O modelo numérico construido para este problema considera dupla condi¢ao de
simetria, possibilitando se simplificar o modelo para apenas 1/4 de placa. Além disso,

como a solucao analitica do problema se refere a uma placa infinita, apenas uma porc¢ao
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central da placa em torno do furo é considerada, cujas dimensoes deste truncamento
estdo indicadas na Figura 27. Com isso, a aplicacdo das condi¢oes de contorno segue
a abordagem utilizada por Szabd e Babuska (1991), a qual considera a prescrigao de
condicoes de contorno essenciais sobre os planos de simetria da placa e a prescricao de
tragoes equivalentes, calculadas por meio da solugao analitica do problema dada em (206)-

(208), nas arestas resultantes do processo de truncamento (ver Figura 27).

ettt 4
4t B> -
3t B> H-
2t ¥ —f'ti
1t 3 H-
’ A\QQQQ N
0 1 2 3 4 5 x

Figura 27: Construc¢ao do modelo numérico do problema da placa infinita com furo
Adaptado de: Szab6 e Babuska (1991)

Assim como no caso anterior, quatro malhas foram geradas, as quais estao mostra-
das nas Figuras 28(a)-(d). As caracteristicas destas malhas estdo resumidas na Tabela 16.
E importante salientar que a estratégia de construcio de malha adotada neste trabalho
nao segue o estilo radial comumente empregado na simulacao deste tipo de problema (ver,
por exemplo, Zienkiewicz e Zhu, 1995; Wiberg e Abdulwahab, 1997; Oh e Batra, 1999).
Tal providéncia foi tomada com o intuito de se obter uma malha com o menor nivel de
distor¢ao possivel, visando reduzir a influéncia deste efeito sobre a solu¢ao aproximada

obtida com os elementos de regularidade C* e C2.
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Figura 28: Malhas construidas para o problema da placa infinita com furo central
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Tabela 16: Caracteristicas das malhas construidas para o problema da placa infinita com
furo central

Malha Numero de Numero de nés Numero de nds
elementos C° Quad4, C!, C? C° Quads8
1 48 63 173
2 192 221 633
3 391 432 1254
4 713 768 2248

O modelo numérico da Figura 27 foi resolvido para cada uma das quatro malhas

mostradas nas Figuras (28)(a)-(d), empregando-se os elementos quadrilaterais de quatro

n6s C' e C?, com quadraturas de Gauss de 16 e 36 pontos, respectivamente, e os ele-

mentos quadrilaterais de regularidade C° de quatro nés (Quad4) e oito nés (Quads), com

quadratura de Gauss de 4 e 9 pontos, respectivamente.

Os resultados obtidos nas simulagoes estao mostrados nos graficos das Figuras

29(a)-(d). Os dados utilizados na geracao destes graficos estao disponiveis no Apéndice

G deste relatério.
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Figura 29: Resultados numéricos do problema da placa infinita com furo central

As Figuras 29(a) e 29(b) mostram, respectivamente, as normas Ly e de energia da

solucdo aproximada, ao passo que as Figuras 29(c) e 29(d) mostram, respectivamente, os
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erros relativos em norma Lo e em norma de energia da solucio aproximada. E importante
destacar que, assim como no caso anterior, todos estes graficos possuem como abscissa o
numero de graus de liberdade associado ao modelo numérico, e que os graficos das Figuras
29(c) e 29(d) sao plotados em escala log-log.

As inclinagoes (taxas de convergéncia) de cada trecho das curvas dos graficos das
Figuras 29(c) e 29(d) estao indicadas na Tabela 17.

Tabela 17: Inclinagoes de cada trecho das curvas de convergéncia do problema da placa
infinita com furo central

’ Figura ‘ Trecho ‘ C" Quad4 ‘ CY Quads ‘ C! ‘ C? ‘
1 0,92 2,00 0,84 0,88
29(c) 2 1,05 2,02 0,95 1,00
3 0,97 1,85 0,64 0,75
1 0,48 1,00 0,39 0,66
29(d) 2 0,51 1,06 0,35 0,49
3 0,49 1,02 0,20 0,28

A titulo de ilustragdo, nas Figuras 30(a) e 30(b) sdo mostrados os comportamen-
tos das solugoes aproximadas obtidas para a componente de tensao 77; na linha 1 = 0
e 1 < xo <5, referentes as malhas 1 e 4 simuladas, respectivamente. Adicionalmente, o
comportamento da solugdo analitica também é mostrado nestas Figuras (linhas traceja-
das).

Observacao: no caso do elemento C° Quads8, foram considerados apenas os valores

associados com os nés dos vértices para construgao dos gréficos das Figuras 30(a) e 30(b).

Resultados para malha 1 Resultados para malha 4
35 I 35 [
----- Exata ----- Exata
3 é = Quad4 3 ¥ = c®Quad4 |
\ ¥V c°Quads
25 4 o ¢! 25
= 2 1y 2
15 > 15
1 \i bt S S 1
0 50 1 2 3 4 5 0'50 1 2 3 4 5
(a) K (b) %

Figura 30: Comportamento da componente de tensao Tj; sobre a linha x; = 0 para os
elementos C° Quad4, C° Quad8, C*' e C? para as malhas (a) 1 e (b) 4
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4.3.3 DOMINIO L-SHAPED

Considerando o problema do corpo elastico plano L-shaped com geometria conforme
indicado na Figura 31. A solugao analitica deste problema, em EPD, de acordo com
Szabé et al. (1988) e Szabé e Babuska (1991), para o chamado modo 1 de carregamento,
considerando apenas o primeiro termo da expansao assintética em torno do vértice no qual
esta posicionada a origem do sistema de coordenadas, ¢ dada pelas expressoes (212)-(214)

e (215)-(216) para os campos de tensao e de deslocamento, respectivamente:
Tyy (r,0) = Au)/\(l)T(A(lrl) {(2-Qu (Aa) + 1)) cos[(Ayy) — 1) 0] +
— (A —1)cos[(A) = 3) 0]} (212)

Ty (r,0) = Au))\(lﬂ“(&”ﬂ) {2+ Qu) (Mg + 1)) cos[(A) — 1) 0] +
+(Aay — D cos [(Agy — 3) 0]} (213)

i (r.0) = A Ay O™ {(Ay) = 1) sen [(Ay, — 3) 6] +
+Qu (Ao + 1) sen[(Ayy — 1) 0]} (214)

Ag
uy (r,0) = 27((;)7" W {(k = Qu (Aay + 1)) cos (A\1)0) — Agycos [(Aa) — 2) 0]} (215)

Agy
ug (r,0) = 2(G)r @ {(k+ Qu (/\u) +1)) sen (>‘<1>9) + Agysen [(/\u) —2)0]} (216)

no qual 7 e 6 sao as coordenadas polares do problema, A, e (), sdo constantes que assu-
mem os valores A\, = 0, 544483737 e (), = 0, 543075579 para o modo 1, respectivamente,
Ay € uma constante analoga ao fator intensificador de tensoes, para modo 1, da mecénica
da fratura elastica linear, G é o moédulo de cisalhamento transversal do material, dado

por (204), e k é o médulo volumétrico do material, calculado por meio da relagao (211).

Figura 31: Problema do dominio elastico L-shaped
Adaptado de: Szabé et al. (1988)
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Observacao: as tragoes aplicadas nos contornos sao determinadas por meio da
solugao analitica do campo de tensoes e as condi¢oes de contorno essenciais tém a finali-
dade de evitar deslocamento de corpo rigido, uma vez que as tracoes aplicadas definem
completamente o equilibrio do corpo (Szabé et al., 1988).

Visando facilitar a construcao da malha de forma que a orientacao do sistema de
coordenadas local seja coincidente com o sistema de coordenadas global do problema,
o modelo numérico construido foi baseado na retirada de uma porcao interna do domi-

nio L-shaped, conforme Figura 32(a), aplicando-se as condigoes de contorno equivalentes
indicadas na Figura 32(b).

X
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1
Figura 32: Modelo numérico construido para o problema do dominio L-shaped
Quatro malhas foram construidas para os modelos numéricos, as quais estao mos-

tradas nas Figuras 33(a)-(d). As caracteristicas destas malhas estao resumidas na Tabela
18.
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Figura 33: Malhas construidas para o problema do dominio L-shaped
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Tabela 18: Caracteristicas das malhas construidas para o problema do dominio L-shaped

Malha Ntmero de Ntmero de nos Numero de nds
elementos C° Quad4, C!, C? C° Quads
1 18 28 73
2 32 45 121
3 50 66 181
4 72 91 253

O modelo numérico da Figura 32(b) foi resolvido para cada uma das quatro malhas
mostradas nas Figuras 33(a)-(d), empregando-se os elementos quadrilaterais de quatro nés
C! e C?, com quadraturas de Gauss de 16 e 36 pontos, respectivamente, e os elementos
quadrilaterais de regularidade C° de quatro nés (Quad4) e oito nés (Quad8), com qua-
dratura de Gauss de 4 e 9 pontos, respectivamente. O problema foi abordado em EPD,
considerando-se os seguintes dados para sua resolucao: a = 1, £ = 210000, v = 0,3 e
A,y =1 (unidades consistentes).

Os resultados obtidos nas simulagoes estao mostrados nos graficos das Figuras
34(a)-(d). Os dados utilizados na geracao destes gréficos estao disponiveis no Apéndice

H deste relatério.
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Figura 34: Resultados numéricos para o problema do dominio L-shaped

As Figuras 34(a) e 34(b) mostram, respectivamente, as normas Lo e de energia da

solugao aproximada, ao passo que as Figuras 34(c) e 34(d) mostram, respectivamente, os
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erros relativos em norma Ly e em norma de energia da solucao aproximada. Assim como
nos casos anteriores, todos estes graficos possuem como abscissa o nimero de graus de
liberdade associado ao modelo numérico.

As inclinagoes (taxas de convergéncia) de cada trecho das curvas dos graficos das
Figuras 34(c) e 34(d) estao indicadas na Tabela 19.

Tabela 19: Inclinacoes de cada trecho das curvas de convergéncia para o problema do
dominio L-shaped

’ Figura ‘ Trecho ‘ C° Quad4 ‘ CY Quads8 ‘ C! ‘ C? ‘
1 0,29 0,36 0,61 0,73
34(c) 2 0,31 0,35 0,40 0,47
3 0,31 0,34 0,31 0,35
1 0,23 0,28 0,71 0,75
34(d) 2 0,23 0,28 0,54 0,58
3 0,23 0,28 0,44 0,47

4.4 Andlise dos resultados

As simulacgoes de patch test realizadas permitiram verificar que, dado um dominio
discretizado com um certo nimero de elementos, quanto maior é a distorcao de forma
dos elementos da malha, maiores sdo os erros relativos da solugao aproximada obtida (ver
Tabelas 8 e 11) e maiores sdo os desvios das normas Lo e de energia da solugao numérica
(ver Figuras 18 e 19), em relacao as respectivas normas da solu¢ao exata, apresentados
pelos elementos de regularidade C! e C?. Este comportamento foi evidenciado tanto para
o caso de patch test simples (apenas condigoes de contorno essenciais prescritas) quanto
para o caso de patch test generalizado (condigoes de contorno mistas aplicadas). Ainda, os
desvios apresentados foram maiores para o elemento de regularidade C? em comparacao
com o elemento de regularidade C'. Em termos do niimero de condicionamento da matriz
de rigidez global, considerando as malhas sem distor¢do (malha 1) e com maior nivel
de distor¢ao (malha 4) utilizadas no patch test, os aumentos computados desta grandeza,
para os elementos C° Quad4, C' e C? foram de 21%, 30,64% e 33,9%, respectivamente,
para o patch test simples, e de 44,13%, 36,2% e 40,97%, respectivamente, para o patch
test generalizado (ver dados das Tabelas 10 e 13). Assim, os aumentos dos nimeros de
condicionamento das matrizes de rigidez global computados foram relativamente proximos
para os trés tipos de elementos e nas duas condigoes de patch test simuladas.

Quanto aos problemas de elasticidade plana, a Tabela 20 mostra um comparativo
das taxas de convergéncia, em norma de energia, determinadas pelo estimador de erro a
priori (expressoes (64) e (65)) e calculadas com base nos resultados numéricos (Tabelas

15, 17 e 19).
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Tabela 20: Comparativo das taxas de convergéncia em norma de energia preditas pelo
estimador a priori e calculadas com base nos resultados numéricos para os problemas da
viga em balango, placa com furo e dominio L-shaped

Tipo de Viga em balanco Placa com furo Dominio L-shaped
elemento 5estimado ‘ Bnumérico Bestimado ‘ ﬁnumérico Bestimado ‘ Bnumérico
CY Quad4 0,5 0,55 0,5 0,49 0,27 0,23
9 Quads | 1,0 1,09 1,0 1,02 0.27 0,28

ol 15 0.57 15 0.35 0.27 0,58
C? 1,5 0,57 2,5 0,54 0,27 0,62

Observacao 1: as taxas de convergéncia S,umerico mostradas na Tabela 20 cor-
respondem as inclinagoes das retas de melhor ajuste que levam em consideragao todos
os pontos das referidas curvas. Por outro lado, os valores mostrados anteriormente nas
Tabelas 15, 17 e 19 referem-se as inclinacoes de cada trecho das curvas de convergéncia.

Observagao 2: de acordo com Szab6 e Babuska (1991), a taxa de convergéncia
estimada para o problema do dominio L-shaped em modo 1 de carregamento e estratégia
de refino uniforme de malha apresenta baixa acuracidade e deve ser tratada apenas como
uma referéncia orientativa. Esta baixa acuracidade esta associada com o fato de que sob
tais condigoes a avaliagdo fica relacionada a chamada faixa pré-assintotica e tem apenas
uma pequena participacao da faixa assintética. O ideal neste caso, conforme descrevem
Szabé e Babuska (1991), seria utilizar uma avaliagdo do tipo hp, promovendo refinos
geométricos de malha localizados em torno do ponto de singularidade do problema. Com
isso, os resultados obtidos para as taxas de convergéncia do problema do dominio L-shaped
serao simplesmente apresentados neste relatorio e nenhuma analise sera feita sobre eles.

Analisando os dados da Tabela 20 verifica-se que os elementos C° Quad4 e C°
Quad8 apresentaram os valores das taxas de convergéncia determinadas por meio dos
resultados numéricos muito proximos dos valores preditos pelo estimador de erro a priori
para os problemas da viga em balanco e da placa infinita com furo central. Em contra-
partida, os elementos de regularidade C! e C? apresentaram taxas de convergéncia muito
menores do que aquelas preditas pelo estimador de erro (cerca de 2,63 vezes menor para
o problema da viga em balanco e cerca de 4,45 vezes menor para o problema da placa
infinita com furo central). No caso do problema da placa infinita com furo central, tal
comportamento pode estar associado com o fato de que a malha apresenta-se distorcida,
comprometendo as caracteristicas de convergéncia da solugao aproximada. No caso do
problema da viga em balancgo, os resultados sao intrigantes, uma vez que a malha nao
apresenta qualquer distor¢ao de forma dos elementos. Por outro lado, as condigoes de con-
torno aplicadas sobre a aresta engastada podem ter alguma influéncia sobre os resultados,
eventualmente demando a prescricao adicional de algum grau de liberdade associado as
derivadas do campo primal.

Um outro aspecto importante a ser ressaltado diz respeito aos niveis de erro rela-
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tivo, tanto em norma L, quanto de energia, apresentados pelos elementos de regularidade
C! e C?. Conforme se observa nas Figuras 24 e 29, referentes aos problemas da viga em
balanco e da placa infinita com furo central, respectivamente, tais elementos apresentaram
erros relativos maiores do que aqueles obtidos com o elemento C° Quad8 (teoricamente,
os elementos O e C? deveriam ter apresentado erros relativos menores do que o elemento
C° Quad8). Apenas no caso do problema do dominio L-shaped os niveis de erro relativo
apresentados pelos elementos C' e C? foram inferiores aqueles dos elementos C° Quad4
e CY Quad8 a partir de um dado niimero de graus de liberdade do modelo discreto (ver
Figura 34). Porém, nos trés problemas simulados, o elemento de regularidade C? curiosa-
mente sempre apresentou niveis de erro relativo ligeiramente superiores aos do elemento
de regularidade C'. Os motivos que levaram os elementos de regularidade C* e C? a
apresentarem taxas de convergéncia numéricas inferiores as taxas tedricas e niveis de erro
relativo superiores ao do elemento de regularidade C° Quad8 nao ficaram esclarecidos e

devem ser investigados de maneira mais criteriosa.
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5 APROXIMACAO DAS FREQUENCIAS NATURAIS DE VIBRACAO
LIVRE PARA CERTOS PROBLEMAS DE MECANICA

O Capitulo 4 apresentou a aplicagao dos elementos quadrilaterais de quatro nés im-
plementados com as fun¢des de interpolacio de regularidade C' e C? na solucao de alguns
problemas classicos de elasticidade plana. O Capitulo 5, por sua vez, tem a finalidade
de avaliar o comportamento destes elementos finitos quando empregados na solucao do
problema da aproximacao das frequéncias naturais de vibracao livre. Igualmente, alguns
exemplos classicos que possuem solugao analitica sao simulados. Os resultados apresen-
tados incluem o comportamento de aproximacao do espectro normalizado de frequéncias
naturais e as curvas de convergéncia relacionadas com os primeiros modos de vibracao de

cada problema para cada elemento utilizado.
5.1 Barra engastada-livre

5.1.1 SOLUCAO ANALITICA

De acordo com Timoshenko (1937), o modelo de vibragao longitudinal de uma barra
prismatica considera que as se¢des transversais da barra permanecem planas durante o
movimento e que todas as particulas presentes nestas segoes transversais experimentam
apenas movimento na direcdo axial da barra. Ainda segundo o autor, os deslocamentos
laterais que se originam simultaneamente com os de extensao e compressao da barra
podem ser desconsiderados sem se incorrer em erros substanciais dado que o comprimento
das ondas longitudinais de vibragao sejam muito maiores do que as dimensoes da secao
transversal.

Considerando uma barra com comprimento L, secdo transversal com &drea A e
material com moédulo de elasticidade E, conforme indicado na Figura 35(a). A condicao
de equilibrio de uma dada porgdo da barra, mostrada na Figura 35(b), possibilita se
escrever a equacao diferencial que descreve o movimento de vibragao da barra, a qual é
indicada em (217) (Timoshenko, 1937; Rao, 2000):

U111 (xl, t) = CQUl,tt (1’1, t) (217)

no qual u; (z1,t) é o deslocamento longitudinal para qualquer ponto da barra, z; é a
coordenada espacial ao longo do eixo da barra, t é o tempo e ¢ é uma constante que

representa a velocidade de propagacao de ondas na barra, determinada por meio da relagao

(218).
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E
c= \/; (218)

sendo E o modulo de elasticidade do material da barra e p a massa por unidade de volume

do material da barra.

L u,  Uus+du;
|
a d aa dd
(2) — x (b)) P=T— ——P+dP
E, é b b e“e’
=] =]
X dx, dx,

Figura 35: (a) Caracteristicas gerais da barra e (b) Condigao de equilibrio de uma porgao

da barra
Adaptado de: Timoshenko (1937)

Considerando que a barra é submetida a vibracdo harmonica, entao a solugdo
para o deslocamento u; (x1,t) pode ser construida com base em séries trigonométricas.
Ainda, a construcao desta solugdo pode ser feita considerando a técnica de separacao
de variaveis, mediante o produto de duas fungoes, sendo uma dependente apenas da
coordenada espacial e a outra dependente apenas do tempo. Assim, a fun¢ao u; (x1,t)
pode ser escrita conforme dado em (219) (Timoshenko, 1937; Rao, 2000):

A ~ wx wx
uy (x1,t) =U (21) U (t) = <Alcos (1> + Agsen (1)>
c c
(Ascos (wt) + Aygsen (wt)) (219)
no qual Ay, --- , A4 sdo constantes a serem determinadas com base nas condigoes de con-
torno do problema e w é a frequéncia de vibragao da barra.
A funciio U (z1) é chamada de funcdo normal, pois ela determina a forma do modo
normal de vibragao, ou seja, a forma como cada ponto do meio continuo se desloca para
um dado modo de vibragdo (Rao, 2000). A determinacdo das constantes A; e Ay que

formam U (x1) é feita mediante a aplicagdo das condigdes de contorno nas extremidades

da barra. No caso da barra engastada-livre se tem as condi¢oes dadas em (220) e (221):

uy (0,t) =0  para a extremidade engastada (220)
uiy (L,t) =0  para a extremidade livre (221)

Aplicando a condigao (220) na solugdo geral (219) se obtém o resultado (222):

uy (0,t) = Ay (Ascos (wt) + Agsen (wt)) =0 (222)
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o qual é satisfeito, para um ¢ arbitrario, se A; = 0.

A condicao dada em (221), por sua vez, resulta em (223):

A
Ui,1 (L7t) = zw T

c ) (Aszcos (wt) + Agsen (wt)) =0

o qual é satisfeito, para um ¢ arbitrario, com a relagao (224):

L
cos (w) =0
c

(wL
—cos

(223)

(224)

A relagdo (224) é chamada de equagao da frequéncia, pois é por meio dela que as
frequéncias naturais de vibragao para cada modo podem ser calculadas. No caso da relagao
Rao, 2000):

(224), obtém-se a equagao para as frequéncias naturais dada em (225) (Timoshenko, 1937;

2 1
L) — (2n+ 1) mc

=0,1,2,
2L n Y ? Y

(225)
no qual n é o modo de vibragao, ¢ é a constante calculada por meio da relacao (218), L é
o comprimento da barra e w™ é a frequéncia natural de vibracdo do n-ésimo modo.
2000):

A

Por fim, a fungao normal de vibragao é dada por (226) (Timoshenko, 1937; Rao,

U™ (21) = B™sen (

(2n + 1) 72y
—_— = =0.1.2.---
2L n ) ) Y
de vibracao associada a cada modo.

(226)
sendo B™ uma constante a ser determinada para cada modo n e U™ ¢ a funcao normal

B® =1 L=1en=1,23.

A Figura 36 mostra o comportamento da fun¢do normal dada em (226) para os
trés primeiros modos de vibracdao da barra engastada-livre, considerando B = B(

2) _

0.5

o
/

n=2

TTONANL

n=1
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%

Figura 36: Funcdo normal da barra engastada-livre para os modos de vibragao 1, 2 e 3
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5.1.2 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

Tendo em vista o objetivo de obter aproximagoes para o espectro normalizado
de frequéncias naturais de vibracao livre para o problema da barra engastada-livre, foi
construido um modelo numérico com as dimensoes indicadas na Figura 37(a). Este modelo
foi discretizado com 60 elementos quadrilaterais, conforme mostrado na Figura 37(b). Os
pardmetros considerados na simulacéo foram'*: L =3, h = 0,05, e =1, p = 7,85.1075,
FE =1, v =0 (unidades consistentes).

As condig¢bes de contorno aplicadas no modelo estao indicadas no esboco da Fi-
gura 37(a). A restrigdo de deslocamento na diregao e, aplicada a todos os nés da malha
tem a finalidade de forcar o aparecimento apenas de modos axiais na solu¢ao numérica.
Entretanto, mesmo tomando tal providéncia, alguns autovalores obtidos tiveram que ser
descartados por estarem vinculados a modos de vibragao axiais planos que nao sao carac-

teristicos de barra (ver Figuras 38(a) e (b)).

0,05 A 3 2
0,05 . ﬁ % X5
3 " (b) S S S B S S B S S S s | X1

Figura 37: (a) Esquema geral das condigdes de contorno e dimensées do modelo numérico
da barra engastada-livre e (b) Malha construida para o modelo numérico

(@ R o
AN

Figura 38: (a) Exemplo de modo de vibragao caracteristico de barra (b) Exemplo de
modo de vibragao nao caracteristico de barra

O modelo numérico da Figura 37(b) foi resolvido empregando-se os elementos qua-
drilaterais de quatro nés com regularidade C*! e C2?. Adicionalmente, a titulo de compara-
¢ao com resultados similares disponiveis na literatura, também foram feitas as simulacoes
com os elementos quadrilaterais de regularidade C° bilinear de quatro nés (Quad4), qua-
dratico de oito nés (Quad8), ctibico de dezesseis nés (Quadl6) e quértico de vinte e cinco
nés (Quad25). A quadratura numérica foi executada utilizando-se 16, 36, 4, 9, 16 e
25 pontos de integracdo para os elementos C!, C?, Quad4, Quad8, Quadl6 e Quad25,

1 Utilizou-se coeficiente de Poisson nulo com o intuito de eliminar a deformacdo transversal, uma vez
que tal consideracao faz parte da construgdo da solugdo analitica considerada.
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respectivamente. A Tabela 21 indica a quantidade de autovalores/modos de vibragao ca-
racteristicos de barra que foram obtidos para cada tipo de elemento apds ter-se realizado

a selecao indicada na Figura 38.

Tabela 21: Modos de vibragao caracteristicos de barra obtidos nas simulagoes do problema
da barra engastada-livre para cada tipo de elemento empregado

Elemento Numero de modos caracteristicos de
barra resultantes (N)
C° Quad4 30
C° QuadS8 60
C° Quad16 90
C° Quad25 120
ct 60
C? 90

Os autovalores aproximados obtidos que atenderam a condi¢do de descarte anteri-
ormente descrita foram utilizados na comparagao com as frequéncias naturais da solucao
analitica do problema dada em (225), permitindo a construgdo das chamadas curvas do
espectro normalizado de frequéncias naturais, as quais sao mostradas na Figura 39. O
grafico da Figura 39 tem como abcissa a razao entre o n-ésimo modo de vibracao natural
aproximado e o nimero total de modos considerado (N), e apresenta em seu eixo orde-
nado a razao entre a n-ésima frequéncia natural aproximada obtida (wh(")) e o respectivo

valor da solucio analitica (w(™).

" C%Quads

16} .
e °Quads
15 * C°Quadi6
+  C°Quad2s
LA, o
= v 2
ERPRITR:
3

11 e
1%@&»4/;

0.9
0

VRS

0.2 0.4 0.6 0.8
n/N

[2=Y

Figura 39: Espectro normalizado de frequéncias naturais do problema da barra engastada-
livre construida com base na solucao aproximada e na solugao analitica
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Além da construcao do espectro normalizado de frequéncias, também se realizou
uma verificacdo do comportamento de convergéncia da solucdo numérica para os trés
primeiros modos de vibracao da barra, n = 1,2,3, utilizando as malhas das Figuras
40(a)-(d). Os resultados obtidos estdo mostrados nos graficos das Figuras 41(a)-(c). Tais
graficos foram plotados em escala log-log do erro relativo da solugdo aproximada das

frequéncias naturais versus o nimero de elementos da malha.

Figura 40: Malhas construidas para avaliacdo de convergéncia da solucao numérica do
problema de autovalores (frequéncias naturais)
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Figura 41: Resultados de convergéncia da solucao numérica das frequéncias naturais do
problema da barra engastada-livre para (a) modo 1, (b) modo 2 e (c) modo 3

As taxas de convergéncia (inclinagoes das retas) para cada trecho das curvas mos-

tradas nas Figuras 41(a)-(c) estao indicadas na Tabela 22.
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Tabela 22: Inclinagao de cada trecho das curvas de convergéncia para os modos de vibracao
natural 1, 2 e 3 da barra engastada-livre

o 0 o 0 1 9

n | Trecho Quad4 Quad8 Quadl6 | Quad25 ¢ ¢
1 1,74 3,73 5,79 7,84 5,98 12,23
1 2 2,01 3,90 5,95 7,96 6,00 11,44
3 2,01 3,62 5,99 7,33 6,06 6,83
1 - 3,77 5,46 7,54 5,81 11,32
2 2 1,92 3,81 5,85 7,89 5,63 11,78
3 2,01 4,00 5,96 7,97 5,89 10,78
1 - 3,40 4,94 7,07 5,83 9,68
3 2 1,27 3,57 5,70 7,78 5,35 11,82
3 2,00 3,90 5,93 7,95 5,69 11,03

5.2 Barra engastada-engastada
5.2.1 SOLUCAO ANALITICA

A equacao diferencial que descreve o movimento é a mesma apresentada em (217).

As condigbes de contorno, contudo, neste caso sao dadas por (227) e (228) (Timoshenko,
1937; Rao, 2000):

up (0,¢) =0 (227)

uy (L,t) =0 (228)

Aplicando a condigao (227) na solucao geral (219) se obtém o resultado (229):

uy (0,t) = Ay (Ascos (wt) + Agsen (wt)) =0 (229)

o qual é satisfeito, para t arbitrario, com A; = 0.

Por outro lado, a condigdo (228) aplicada em (219) fornece o resultado (230):

uy (L,t) = Agsen <w0L> (Agcos (wt) + Aygsen (wt)) =0 (230)

Desta forma, para ¢ arbitrario, a equagao da frequéncia obtida é dada por (231):

sen <WL> =0 (231)

C

As frequéncias naturais podem, portanto, ser calculadas pela relagao (232) (Ti-
moshenko, 1937; Rao, 2000):
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wW =" 5=123--- (232)

no qual n é o modo de vibragao, ¢ é a constante calculada por meio da relagao (218), L é
o comprimento da barra e w™ é a frequéncia natural de vibracdo do n-ésimo modo.

A fungao normal resultante é dada pela expressao (233):

0™ (1) = BMsen ("71) n=1,23, (233)

sendo B™ uma constante a ser determinada para cada modo n e U™ 6 a fungdo normal
de vibragao associada com cada modo.

O comportamento da fun¢ao normal dada em (233) para os trés primeiros modos
de vibracao, considerando BM) = B® = B®) =1 n =1,2,3, e L = 1, estd mostrado na

Figura 42.

0.5
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Figura 42: Funcao normal da barra engastada-engastada para os modos de vibragao 1, 2
ed

5.2.2 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

O modelo numérico construido para este caso é o mesmo que fora utilizado na
simulacao anterior, ajustando-se, porém, as condi¢oes de contorno essenciais na extremi-
dade da barra x; = L. Desta forma, as restrigoes aplicadas no modelo estao indicadas na
Figura 43. As propriedades geométricas, de material e de discretizagao seguem os mesmos

valores utilizados no caso anterior.
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Figura 43: Esquema geral das condi¢oes de contorno e dimensoes do modelo numérico da
barra engastada-engastada

O modelo numérico esbocado na Figura 43 foi resolvido empregando-se os elemen-
tos quadrilaterais de quatro nés com regularidade C! e C?. Para fins de comparacao dos
resultados aqui obtidos com aqueles existentes na literatura, também foram executadas
simulacoes com os elementos quadrilaterais de regularidade C° bilinear de quatro nés
(Quad4), quadratico de oito nés (Quads8), ctibico de dezesseis nés (Quadl6) e quartico de
vinte e cinco nés (Quad25). A quadratura numérica foi executada utilizando-se 16, 36,
4,9, 16 e 25 pontos de integracao para os elementos C!, C?, Quad4, Quad8, Quadl6 e
Quad25, respectivamente

Considerando o descarte de modos de vibragao nao caracteristicos de barra, a quan-
tidade de frequéncias naturais/modos de vibragao resultantes para cada tipo de elemento

estdo indicados na Tabela 23.

Tabela 23: Modos de vibracao caracteristicos de barra obtidos nas simulacoes do problema
da barra engastada-engastada para cada tipo de elemento empregado

Elemento Numero de modos caracteristicos de
barra resultantes (N)
C° Quad4 29
C° Quads 59
C° Quadl6 89
C° Quad25 119
Cct 59
C? 89

As curvas do espectro normalizado de frequéncias naturais construidas com base
nas aproximacgoes dos autovalores estdao mostradas nos graficos da Figura 44. Adicio-
nalmente, também se realizou uma verificacdo do comportamento de convergéncia da
solugao aproximada do problema de autovalores para os trés primeiros modos de vibracao
da barra, n = 1,2, 3, utilizando as malhas indicadas nas Figuras 40(a)-(d). Os resulta-
dos obtidos estdao mostrados nos graficos das Figuras 45(a)-(c). As inclinagoes (taxas de

convergéncia) de cada trecho destas curvas estdao apresentadas na Tabela 24.
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Figura 44: Espectro normalizado de frequéncias naturais do problema da barra engastada-
engastada construida com base na solugdo aproximada e na solucao analitica
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Figura 45: Resultados de convergéncia da solucdo numérica das frequéncias naturais do
problema da barra engastada-engastada para (a) modo 1, (b) modo 2 e (¢) modo 3
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Tabela 24: Inclinagao de cada trecho das curvas de convergéncia para os modos de vibracao
natural 1, 2 e 3 da barra engastada-engastada

0 0 o O
n | Trecho Qlimdél Quad8 Quadl6 | Quad25 ¢ c*
1 1,26 3,03 5,19 7,21 5,36 10,40
1 2 1,64 3,96 5,62 7,73 5,79 11,06
3 1,82 3,55 5,81 5,23 5,94 4,75
1 - 2,10 5,79 6,30 5,66 11,96
2 2 1,63 3,44 5,55 7,57 5,36 10,83
3 1,82 3,56 5,80 7,80 5,79 10,06
1 - 2,83 4,61 6,67 5,02 9,19
3 2 1,42 3,32 5,44 7,48 4,98 10,45
3 1,82 3,72 5,77 7,78 5,58 10,60

5.3 Viga biapoiada
5.3.1 SOLUCAO ANALITICA

O diagrama de corpo livre associado com a vibragao natural de uma viga estd

mostrado de forma esquematica nas Figuras 46(a)-(b).

M(’ ‘\M+dM
/—\ v T Q 1 oy,

(a) SE=—rr<p—x b) 2

X1 dx,

_______________________________ -

Figura 46: (a) Diagrama de corpo livre para vibragao natural de uma viga biapoiada (b)
Esforgos atuantes sobre uma porc¢ao da viga
Adaptado de: Rao (2000)

Efetuando a condigao de equilibrio para a por¢ao de viga mostrada na Figura 46(b)
é possivel se obter a equacao diferencial que descreve o movimento de vibracao, conforme
dado em (234) (Dym e Shames, 1973; Clough e Penzien, 2003):

02U2,1111 (1,t) + g (21,) =0 (234)

no qual uy (z1,t) é o deslocamento na dire¢ao ey, dependente do tempo e da coordenada
espacial x1, e ¢ ¢ a constante que representa a velocidade de propagagao de ondas na viga,

neste caso determinada por meio da relagao (235).
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El
= \/:4 (235)

sendo E o modulo de elasticidade do material da viga, I o momento de inércia de area
da secao transversal da viga, p é a massa por unidade de volume do material da viga e A
é a area da se¢do transversal da viga.

De acordo com Dym e Shames (1973) e Clough e Penzien (2003), a solugao geral da
equagao (234), tal como desenvolvido para o caso de barras, pode ser construida fazendo-
se o produto de uma funcao dependente apenas da posicao e outra funcao dependente

apenas do tempo, conforme dado em (236):

ug (z1,t) = U (21) U (1) (236)

Substituindo a solucao (236) na equagao diferencial (234) se obtém as duas equa-

¢oes diferenciais ordindrias homogéneas dadas em (237) e (238):

U,llll (ZL’l) — B4U (ZL’l) =0 (237)
Uy (t) +*U (1) =0 (238)

no qual w é a frequéncia de vibracdo e § é uma constante definida como indicado na
relagao (239).

w?  pAw?

2y _ W

==

A solugao geral da equacao (238) pode ser escrita como dado em (240) (Dym e
Shames, 1973; Clough e Penzien, 2003):

(239)

U (t) = Ajcos (wt) + Agsen (wt) (240)

sendo A; e A, constantes a serem determinadas com base nas condi¢des de contorno do
problema.

A solugao geral da equagao (237), por sua vez, pode ser escrita conforme (241)
(Dym e Shames, 1973; Clough e Penzien, 2003):

U (x1) = Ascos (le) + Aysen (Bm) + Ascosh (Bxl) + Agsenh (Ba:l) (241)

no qual As,--- , Ag sdo constantes a serem determinadas com base nas condigoes de con-
torno das extremidades da viga e § é a calculada por meio da relacio (239).

No caso da viga biapoiada, as condi¢oes de contorno, validas para ambas extremi-
dades da viga, sao dadas pelas relagoes (242) e (243) (Clough e Penzien, 2003):
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(75) (.ﬁEl, t) =0 Ir1 = 0, L (242)

E[u2,11 (SL’l,t) =0 I = 0, L (243)

Aplicando a condigdo (242), com x; = 0, na solucdo geral (236), e levando em
consideracao as equagoes (240) e (241), se obtém o resultado (244):

As+ A5 =0 (244)

A condigao (243), para z; = 0, fornece o resultado (245):

Desta forma, os resultados (244) e (245) sao satisfeitos para Az = A5 = 0.
As condigbes (242) e (243), para x; = L, fornecem os resultados (246) e (247),

respectivamente:
Aysen (BL) + Agsenh (BL) =0 (246)

— Aysen (BL) + Agsenh (BL) =0 (247)

Somando (246) com (247), obtém-se que Ag = 0, uma vez que senh (BL) # 0.
Assim, a equacao da frequéncia associada com o problema da viga biapoiada resulta em
(248):

sen (BL) =0 (248)

As frequéncias naturais, portanto, sdo calculadas por meio da expressao (249)

(Clough e Penzien, 2003):

w _ [(3 (")]2 Bl _
w [(ﬁL) G " 1,2,3, (249)

no qual w™ é a n-ésima frequéncia natural de vibracao livre, F é o médulo de elasticidade
do material da viga, I ¢ o momento de inércia de area da secao transversal da viga, p é
a massa por unidade de volume do material da viga, A é a drea da secao transversal da
viga, L ¢ o comprimento da viga e (BL) ") sdo constantes que satisfazem a equacao da

frequéncia, para cada modo de vibragao, determinadas por meio da relacao (250).

(B0)" =nr  n=1,2,3- (250)

E a func¢do normal associada é dada pela expressao (251) (Clough e Penzien, 2003):
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U™ (1) = B™sen (mle) n=123,-- (251)

A Figura 47 mostra o comportamento da fun¢do normal dada em (251) para os

trés primeiros modos de vibracdo, considerando BY) = B® = BG) =1 e [ = 1.

1 /
0.5

I n=1
= 0
D
n=3
-0.5
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-1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 47: Funcao normal da viga biapoiada para os modos de vibracao 1, 2 e 3

Chopra (1995), Dym e Shames (1973) e Timoshenko (1937) descrevem que o cal-
culo das frequéncias naturais de vibragao através da expressao (249) fornece resultados
satisfatorios apenas para a frequéncia natural fundamental e para vigas com dimensoes
da secdo esbeltas em relagao ao comprimento. Para o calculo de frequéncias naturais de
mais alta ordem, os autores argumentam que uma correcao deve ser aplicada na equacao
(249), a qual leva em consideragao os efeitos de inércia rotacional da secdo transversal da
viga e do cisalhamento ao longo da secao transversal da viga. Desta forma, a equacgao
diferencial corrigida é dada pela expressao (252):

E mAr?
Mgy + Elug 1111 — mi” <1 + ) Ug 11t + 0 (252)

e @UZtttt =
no qual m ¢ a massa da viga, E ¢ o modulo de elasticidade do material, I ¢ o momento de
inércia de area da secao transversal da viga,  é o raio de giracao da secao transversal da
viga, calculado por meio da expressao (253), G é o médulo de cisalhamento transversal,

dado em (204), A é a area da secdo transversal da viga e k'

é uma constante que
depende da geometria da secao transversal da viga e da distribuicdo nao uniforme da

tensao cisalhante ao longo da secao transversal.

F== (253)

15De acordo com Timoshenko (1937) , k = % para vigas de secao transversal retangular.
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Para o caso da viga biapoiada, a solugdo da equagao (252) pode ser escrita como
dado em (254) (Chopra, 1995):

nTx (n
ug (x1,t) = Aysen ( 7 1) sen (w( )t) (254)

no qual @™ é a frequéncia natural de vibracdo corrigida para o n-ésimo modo.
Substituindo (254) em (252) se obtém a equagao da frequéncia dada em (255)
(Chopra, 1995; Dym e Shames, 1973):

S5\ 2 S5\ 2 =\ 2 E S\ 4 N4 E

w w nmr w nmr

—— - | —= — 1+>—|— — (>=0 255

(w(”)> (w(”)> ( L ) ( K (w“”) L /) kG (255)
A equagao (255) consiste em um polindémio de quarta ordem, o qual fornece quatro

raizes para a razao % Desta forma, as frequéncias naturais de vibragao corrigidas

podem ser calculadas por meio da expressao (249), levando-se em consideragao a corregao

dada em (255). A Figura 48 mostra o efeito da corre¢ao acima indicada para o caso de

um viga biapoiada, com % = 3,2 para os cinco primeiros modos de vibracao livre.
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Figura 48: Influéncia da correcao aplicada no calculo das frequéncias naturais de vibracao
da viga biapoiada
Adaptado de: Chopra (1995)

5.3.2 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

O modelo numérico construido para simulacdo do problema da viga biapoiada,
tendo em vista o interesse de construir as curvas do espectro normalizado de frequéncias
naturais, conforme feito nos casos anteriores, apresenta as dimensoes indicadas na Figura

49(a). Este modelo foi discretizado com 100 elementos quadrilaterais (ver Figura 49(b))
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e apresenta as condic¢oes de contorno essenciais indicadas na Figura 49(c). As restri¢oes
de deslocamento na direcao e; aplicadas aos nés da linha neutra da viga tém a finalidade
de reduzir a quantidade de modos de vibracao nao caracteristicos de viga obtidos com a
solugao numérica'® (ver Figuras 50(a) e (b)).

Os parametros considerados na simulacio foram: L = 3, h = 0,05, e = 1, p =

7851075, E=1,v =0, i = 217

" (unidades consistentes).
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Figura 49: (a) Dimensoes do modelo numérico para simulagdo das frequéncias naturais
de vibragao livre da viga biapoiada (b) Malha construida para o modelo numérico da viga
biapoiada (¢) Condigdes de contorno essenciais aplicadas ao modelo numérico da viga

biapoiada
@ EEEE}EBE{ (b)

Figura 50: (a) Exemplo de modo de vibragao caracteristico de viga (b) Exemplo de modo
de vibracao nao caracteristico de viga

O modelo numérico da Figura 49(b) foi resolvido empregando-se os elementos qua-
drilaterais de quatro nés com regularidade C!' e C?, e com os elementos quadrilaterais
de regularidade C? bilinear de quatro nés (Quad4), quadratico de oito nés (Quad8), ci-
bico de dezesseis nés (Quadl6) e quartico de vinte e cinco nés (Quad25). A quadratura
numérica foi executada utilizando-se 16, 36, 4, 9, 16 e 25 pontos de integragao para os ele-
mentos C*!, C2, Quad4, Quads8, Quadl6 e Quad25, respectivamente. A Tabela 25 indica
a quantidade de autovalores/modos de vibracao caracteristicos de viga que foram obtidos

para cada tipo de elemento apds ter-se realizado o descarte indicado na Figura 50.

6Da mesma forma como se procedeu com as simulacdes das barras, os modos de vibracdo obtidos
numericamente que ndo sdo caracteristicos de viga foram desconsiderados quando da construcgao das
curvas do espectro normalizado de frequéncias naturais de vibragao livre.

17Conforme indicado em Timoshenko (1937).
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Tabela 25: Modos de vibragao caracteristicos de viga obtidos nas simulacoes do problema
da viga biapoiada para cada tipo de elemento empregado

Numero de modos caracteristicos de
Elemento .
viga resultantes (V)

C° Quad4 48
C° QuadS8 81
C° Quad16 105
C° Quad25 130

C! 81

C? 91

As curvas do espectro normalizado de frequéncias naturais construidas com base
nas aproximacoes dos autovalores estdo mostradas no grafico da Figura 51. Este gra-
fico tem como abcissa a razao entre o n-ésimo modo de vibragao natural aproximado
e o numero total de modos considerado (N), e como ordenada a razao entre a n-ésima
frequéncia natural aproximada obtida (w"™) e o respectivo valor da solucdo analitica
(w™). A construcio destas curvas foi feita considerando-se apenas os autovalores asso-
ciados com os modos de vibragao caracteristicos de viga, conforme mostrado na Figura
50.
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Figura 51: Espectro normalizado de frequéncias naturais do problema da viga biapoiada
construida com base na solugao aproximada e na solugao analitica

Observacgao: conforme se observa na Figura 51, a discretizacao considerada no
problema (Figura 49(b)) foi insuficiente para gerar a curva do espectro de frequéncias
naturais referente ao elemento C° Quad4 com nivel de convergéncia adequado (pelas

curvas de convergéncia apresentadas no grafico da Figura 53, a malha deveria ter pelo
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menos 200 elementos C° Quad4 para resultar em um erro relativo da ordem de 107!, o
)

w(n)

qual implicaria em — 1 paran =1).

Adicionalmente, também se realizou uma verificacao do comportamento de conver-
géncia da solucao aproximada do problema de autovalores para os trés primeiros modos de
vibragao livre da viga biapoiada, n = 1,2, 3, utilizando as malhas indicadas nas Figuras
52(a)-(d). Os parametros geométricos e de material, bem como as condigdes de contorno

empregadas nesta analise de convergéncia foram os mesmos considerados acima.
(a) | : =
(c) [ } } } } } } } ]

Figura 52: Malhas construidas para avaliacao de convergéncia da solugao numérica das
frequéncias naturais do problema da viga biapoiada

(b) f ! ! ! ]

(d) EEF==—=F—F—FF 11

Os resultados obtidos estao mostrados nos graficos das Figuras 53(a)-(c). Estes
graficos estao plotados em escala log-log do erro relativo da solugao aproximada das

frequéncias naturais versus o nimero de elementos da malha. As inclinacdes de cada

trecho destas curvas estao apresentadas na Tabela 26.
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Figura 53: Resultados de convergéncia da solu¢ao numérica das frequéncias naturais do
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Tabela 26: Inclinacao de cada trecho das curvas de convergéncia para os modos de vibragao
natural 1, 2 e 3 da viga biapoiada

co CY o o

Trech 1 2

" recho Quad4 Quad8 Quadl6 | Quad25 ¢ ¢
1 1,35 2,24 4,04 1,50 3,74 0,69
1 2 1,32 2,54 2,57 0,62 2,51 0,89
3 1,49 3,04 1,11 3,02 1,22 2.85

1 N N N N N _
2 2 1,49 2,58 3,74 0,95 3,69 1,14
3 1,54 3,05 1,65 3,02 1,24 3,54

1 N N _ N N _
3 2 1,62 2,56 4,13 1,85 4,08 1,04
3 1,61 3,06 2,24 3,05 1,88 3,22

5.4 Analise dos resultados

Analisando os graficos dos espectros normalizados de frequéncias naturais apre-
sentados nas Figuras 39, 44 e 51 observa-se que, para os trés problemas simulados, os
elementos com regularidade C! e C? apresentaram melhor desempenho global, ou seja,
menores erros ao longo de todo o espectro, na aproximagao das frequéncias naturais de
vibragao livre quando comparados com todos os elementos de regularidade C° avaliados
(Quad4, Quad8, Quad16 e Quad25). Ainda, o elemento quadrilateral de regularidade C*
foi o que apresentou os menores niveis de erro relativo entre todos os elementos utilizados.

Este resultado estd de acordo com o comportamento predito pelo estimador de
erro a priori para aproximacao de frequéncias naturais pelo MEF dado na expressao
(137). A titulo de exemplificagdo, considere o problema da barra engastada-livre, com
E =p =L = 1. A expressao para calculo das frequéncias naturais de vibragao livre
exatas, conforme equacao (225), resulta em w™ = (2n + 1) 5. Considerando as primeiras
onze frequéncias naturais exatas, n = 0,---,10, a parcela do estimador de erro (137)
que define o limite superior da aproximacao dos autovalores, isto é, Ch2P+1=m) \()@+1/m_
para C' = 10"% e h = 0,01, por exemplo, apresenta o comportamento ilustrado na Figura,
54. Esta Figura mostra as curvas de Ch2PT1=m) \()@ED/m y0pgys + para diferentes com-
binagoes de valores da ordem do espaco de Hilbert, m, e da ordem polinomial do espaco
de aproximacao do MEF, p. A ordem de regularidade k associada com cada combinacao
de m e p foi determinada por meio do Teorema da imersao de Sobolev, com n,; = 1,

conforme Teorema A.5.1.
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Figura 54: Comportamento da parcela que define o limite superior do estimador de erro
a priori de autovalores pelo MEF para diferentes ordens do espago de Hilbert, m, e
diferentes ordens polinomiais do espaco de aproximacao, p

Desta forma, as seguintes observagoes podem ser feitas a partir da andlise das
Figuras 54(a)-(c):
a) Para regularidade & = 0 e np, = 1, existe um certo valor de § abaixo do qual o au-

mento da ordem polinomial p resulta em uma reducao do parametro Ch2P+1=m) \()F+0/m

Porém, apds este valor de -, o aumento da ordem polinomial p resulta em um au-
mento do termo Ch2PFH1=m) \(WE+HD/m indicando uma degradacdo cada vez maior da
solugdo aproximada dos autovalores (ver Figura 54(c));

b) Para regularidades k =1 e k = 2, com npyy = 1, 0 aumento da ordem polinomial p

n)(P+1)/m

promove uma reducio do pardmetro C'h2P+1=m) \( para todos os valores de

n (ver Figura 54(b));

¢) Mantendo-se fixa a ordem polinomial p, para n,; = 1, 0o aumento da regularidade k

n)(p-‘rl)/m

promove uma reducio do pardmetro C'h2P+1=m) \( para todos os valores de

% (ver Figuras 54(a)-(b)).

Outro aspecto que deve ser ressaltado diz respeito a forma das curvas mostradas
nas Figuras 39 e 44. Cottrell et al. (2006), Cottrell et al. (2007) e Hughes et al. (2008)

descrevem que a descontinuidade (salto) presente na curva do espectro normalizado de
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frequéncias naturais corresponde a uma separagao entre os chamados ramo acustico (as-
sociado com os menores modos de vibragao) e ramo 6tico (associado com os maiores
modos de vibragao). Em seus trabalhos, os autores supracitados comparam a aproxima-
¢ao de frequéncias naturais de vibracao livre de barras obtidas pelo MEF convencional,
empregando elementos de regularidade C° e diferentes ordens polinomiais, e pelo método
isogeométrico, o qual utiliza func¢oes do tipo NURBS com diferentes ordens de regulari-
dade.

Os resultados aqui obtidos para os problemas das barras com os elementos de re-
gularidade C° apresentaram o mesmo comportamento descrito por Cottrell et al. (2006) e
Cottrell et al. (2007), isto é, o elemento Quad4 apresentou uma curva formada unicamente
pelo ramo acustico, enquanto que os elementos Quad8, Quadl6 e Quad25 apresentaram
curvas formadas pelos dois ramos. Neste tltimo caso, quanto maior é a ordem polinomial
das funcgoes de interpolacao do elemento, menor é o tamanho do ramo 6tico e maior é
o salto observado entre o ramo acustico e o ramo 6tico. Por outro lado, as curvas refe-
rentes aos elementos de regularidade C! e C? nao apresentaram o chamado ramo 6tico,
mantendo a continuidade ao longo de todo o espectro (comportamento similar as curvas
do método isogeométrico dos trabalhos de Cottrell et al. (2006) e Cottrell et al. (2007)).
No caso do problema da viga biapoiada, todos os elementos empregados apresentaram
pelo menos uma descontinuidade ao longo da curva do espectro de frequéncias naturais
de vibragao livre (ver Figura 51).

Do ponto de vista da aplicagao pratica de Engenharia, o interesse esta voltado
para a obtencao de aproximacoes das frequéncias naturais de vibracao livre de uma dada
estrutura que apresentem um nivel de erro abaixo de um certo valor considerado aceitavel.
Levando em consideragao os resultados obtidos nos problemas aqui simulados, e assumindo
trés niveis de erro maximo aceitaveis, a saber, 1%, 5% e 10%, obtém-se os percentuais
de frequéncias naturais aproximadas, sobre o nimero total de modos aproximados, que

satisfazem tal condicao de erro, conforme indicado nas Tabelas 27 a 29.

Tabela 27: Percentuais das frequéncias naturais aproximadas que satisfazem a condi¢ao
de erro maximo considerado, referentes ao problema da barra engastada-livre

Erro maximo % de frequéncias naturais com erro inferior ao aceitdvel
aceitivel | €0 Quadd | C° Quads | C° Quadl6 | C° Quad2s | C' |
1% 16,67 33,33 41,11 47,5 61,67 | 76,67
5% 33,33 50 58,89 60 83,33 | 100
10% 50 58,33 66,67 75 100 100
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Tabela 28: Percentuais das frequéncias naturais aproximadas que satisfazem a condigao
de erro maximo considerado, referentes ao problema da barra engastada-engastada

Erro maximo % de frequéncias naturais com erro inferior ao aceitdvel
aceitavel | €Y Quad4 | C° Quad8 | C° Quadl6 | C° Quad25 | C' | (2
1% 13,79 33,9 40,45 46,22 61,02 | 77,27
5% 34,48 50,85 60,67 60,5 84,75 | 100
10% 48,28 59,32 67,42 75,63 100 100

Tabela 29: Percentuais das frequéncias naturais aproximadas que satisfazem a condi¢ao
de erro maximo considerado, referentes ao problema da viga biapoiada

Erro maximo % de frequéncias naturais com erro inferior ao aceitdvel
aceitivel | € Quadd | C° Quads | C° Quadl6 | C° Quad2s | C' |
1% 0 7,41 6,67 6,15 7,32 7,69
5% 0 25,93 45,71 36,92 32,93 | 42,86
10% 8,33 46,91 65,71 57,69 57,32 | 71,43

Os resultados apresentados nas Tabelas 27 a 29 estabelecem, portanto, uma outra
forma de avaliacao das curvas dos espectros normalizados das Figuras 39, 44 e 51, a qual
permite se observar que os elementos de maior regularidade, no caso C* e C?, possibilitam
se obter um percentual maior de frequéncias naturais do espectro que satisfazem uma dada
condi¢ao de erro maximo, em comparacao com os elementos de regularidade C°.

Quanto ao comportamento de convergéncia da solugao aproximada dos autovalores
(frequéncias naturais) para os trés problemas aqui considerados, as Figuras 41, 45 e 53
mostram que o elemento quadrilateral de regularidade C? apresentou os menores niveis
de erro relativo, para cada uma das quatro malhas construidas, entre todos os elementos
simulados. Ainda, a andlise destas Figuras permite se verificar que o aumento da ordem
de regularidade das fungoes de interpolacdo do elemento resulta em maiores taxas de
convergéncia da solu¢do numérica (maior inclinagdo da reta, conforme Tabelas 22, 24 e
26).

Em termos das taxas de convergéncia da soluc¢ao aproximada, o estimador de erro
a priori dado em (137) indica que 5 =2 (p+ 1 — m) (expoente do pardmetro h da expres-
sdo). A Tabela 30 apresenta um comparativo entre os valores de 8 preditos pelo estimador
de erro e calculados a partir dos resultados numéricos obtidos para cada elemento avali-
ado, referentes a primeira frequéncia natural de vibracao livre aproximada dos problemas

da barra engastada-livre, barra engastada-engastada e viga biapoiada.
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Tabela 30: Comparativo das taxas de convergéncia em norma de energia preditas pelo
estimador de erro e calculadas a partir dos resultados numéricos, referentes a primeira
frequéncia natural dos problemas da barra engastada-livre, barra engastada-engastada e
viga biapoiada

[ dos resultados numéricos
Elemento | Bestimado Barra Barra Viga
engastada-livre engastada-engastada biapoiada
CY Quad4 2 1,93 1,53 1,38
C° Quad8 4 3,77 3,53 2,6
C° Quadl6 6 5,91 5,53 2,57
C° Quad25 8 7,73 6,85 1.6
ok 6 6,01 5,71 2,49
C? 10 10,14 8,89 1,42

Observagao: as taxas de convergéncia referentes aos resultados numéricos indi-
cadas na Tabela 30 foram determinadas com base na inclinacao da reta de melhor ajuste
entre todos os pontos de cada curva de convergéncia, e nao por trechos das curvas como
apresentado nas Tabelas 22, 24 e 26.

Desta forma, a Tabela 30 mostra que, para os problemas da barra engastada-livre
e da barra engastada-engastada, as taxas de convergéncia obtidas por meio dos resultados
numéricos para todos os elementos empregados sao muito proximas daquelas preditas pelo
estimador de erro a priori. Por outro lado, as taxas obtidas na simulacao do problema
da viga biapoiada foram bem menores do que aquelas calculadas pelo estimador de erro,
tanto para os elementos Lagrangeanos de regularidade C° quanto para os Hermitianos de

regularidade C*.
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6 SOLUCAO APROXIMADA DO PROBLEMA DE VIBRACAO FORCADA
DE UMA BARRA SUBMETIDA A FORCA IMPULSIVA

6.1 Definicao do problema e solugao analitica

O problema abordado neste capitulo se refere a vibragao forcada de uma barra
engastada-livre submetida a um carregamento impulsivo em sua extremidade livre, con-
forme mostrado na Figura 55(a). O carregamento impulsivo aqui adotado é do tipo Hea-
viside (ver Figura 55(b)), o qual pode ser visto como uma forca repentinamente aplicada

a barra.

F()

AT = FO)
T (b) P

ANRRNN

(a)

t

Figura 55: (a) Configuragao esquemética do problema da barra engastada-livre submetida,
a carregamento impulsivo (b) Carregamento impulsivo tipo Heaviside
Adaptado de: Clough e Penzien (2003)

De acordo com Clough e Penzien (2003), a solu¢do analitica para o campo de
deslocamentos deste problema pode ser construida através do método da superposicao

modal. Neste caso, a forma geral da solugao é escrita segundo a expressao (256):

w @t) = AU (@)Y () (256)

no qual u; (x1,t) é a solugdo de interesse, om (x1) é a fun¢do normal associada com
a vibragao livre da estrutura e Y (¢) é a chamada resposta temporal em coordenadas
generalizadas.

Considerando as expressoes de cédlculo das frequéncias naturais de vibragao livre
e da funcao normal associadas com o problema da barra engastada-livre, dadas pelas
equagoes (225) e (226), respectivamente, os pardmetros de massa e forga generalizados

podem ser escritos como dado em (257) e (258), respectivamente (Clough e Penzien, 2003).

my = /0 p(z1) A(z) [U(”) (xl)rdwl =

L 2
(2n + 1) a4 pAL
= pA A —— =2 (9
p /0 [5671( 5T dxy 5 (257)

— nimpar (258)

L
Fy = / ¢ (21,8) T (1) dzy = PO (L) = +P {
0 + npar
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sendo m, a massa generalizada, F a forca generalizada, L o comprimento da barra,
x1 a coordenada espacial orientada com a direcao longitudinal da barra, p a densidade
do material da barra, A a area da secao transversal da barra, P a intensidade da forca
repentina aplicada na extremidade livre da barra e U (1) a fungdo normal associada
com a vibracao livre da barra.

A resposta temporal em coordenadas generalizadas Y (t), considerando my e Fy
calculados em (257) e (258), respectivamente, é obtida por meio da chamada integral de

Duhamel, conforme expressao (259) (Clough e Penzien, 2003):

t 2P (1 — cos (w™t
Y (t) = ! / Fy (1) sen (w(”) (t — T)) dr = + ( ( 5 ))
myw™ g pAL [w™]
— nimpar (259)
+ mnpar

Inserindo os resultados indicados em (226) e (259) na solugao geral (256) se obtém a
expressao da solugao para o campo de deslocamentos do problema da barra engastada-livre
submetida ao carregamento impulsivo tipo Heaviside, como indicado em (260) (Clough e
Penzien, 2003):

> 1 — cos (W™t n Ty — nimpar
uy (x1,t) = sPL > {i( ( >)Sen <M>} { P (260)

mEA (2n + 1)2 2L + npar

n=0

no qual P é a magnitude da forga impulsiva aplicada, conforme indicado na Figura 55(b),
L é o comprimento da barra, F é o médulo de elasticidade do material da barra, A é
a area da secdo transversal da barra, w™ sdo as frequéncias naturais de vibracao livre

associadas ao n-ésimo modo de vibragao e x; é a coordenada espacial.

6.2 Simulacao numérica e resultados

O exemplo construido para simulagdo numérica do problema em questao apresenta
as dimensodes indicadas na Figura 56(a). A forga impulsiva do tipo Heaviside aplicada na

barra apresenta magnitude unitaria, conforme Figura 56(b).

¥ F(t) o
0,05 —
O B b
: —x —

Figura 56: (a) Caracteristicas geométricas do problema da barra engastada-livre subme-
tida a carga impulsiva (b) Comportamento da carga impulsiva aplicada
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O modelo numérico foi discretizado com 8 elementos quadrilaterais e submetido
as condigoes de contorno essenciais indicadas na Figura 57. Os parametros considerados
na simulacdo foram: E=1,v=0,p=1,L =1, h=0,05e=1e P =1 (unidades

consistentes).

= s |

VAR
o
B
B

1 1 Xl

Figura 57: Malha e condigbes de contorno essenciais do modelo numérico do problema da
barra engastada-livre submetida ao carregamento impulsivo

O modelo numérico da Figura 57 foi resolvido empregando-se os elementos qua-
drilaterais de regularidade C*, C?, C° Quad4 e C° Quad8. A quadratura numérica foi
executada utilizando-se 16, 36, 4 e 9 pontos de integragao, respectivamente. Como con-
di¢ao inicial do problema se considerou dp, , = 0.

A solugao numérica foi obtida por meio do método da superposi¢ao modal, levando-
se em consideracao apenas os autovalores e autovetores associados com os modos de
vibragao caracteristicos de barra (selecionados de acordo com o critério apresentado na
Figura 38 do Capitulo 5). O tempo total de simulagao foi estabelecido em T = 165, com
incremento de tempo de At = 0, 1s.

Os resultados numéricos obtidos foram avaliados em termos do comportamento dos
deslocamentos nos nés By e By da malha, conforme mostrado na Figura 58. O comporta-
mento dos deslocamentos referentes ao né By estao mostrados nas Figuras 59(a)-(d) para
cada um dos quatro elementos empregados, ao passo que os deslocamentos do né By estao
mostrados nas Figuras 60(a)-(d). Estas Figuras também apresentam as respectivas curvas
da solugdo analitica, calculadas por meio da expressao (260), considerando-se apenas os

primeiros 500 termos da série infinita indicada.
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Figura 58: Pontos de verificacao dos deslocamentos na barra engastada-livre submetida
a carregamento impulsivo
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Figura 59: Solucao aproximada do deslocamento no né B; da barra engastada-livre para
os elementos (a) C° Quad4, (b) C° Quads, (c) C* e (d) C?
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Figura 60: Solucao aproximada do deslocamento no né By da barra engastada-livre para
os elementos (a) C° Quad4, (b) C° Quads, (c) C* e (d) C?
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Em termos quantitativos, as solugoes aproximadas obtidas com cada elemento
foram comparadas por meio do erro acumulado ao longo de todos os pontos discretos de
tempo calculados nas simulag¢ées. Assumindo o calculo do erro acumulado conforme dado

na expressao (261),

é= fzj [ut (#1) = s () (261)

sendo u” (t;) e uy (t;) as solucdes aproximada e exata no instante de tempo t;, T o tempo
total da simulagao e € o erro acumulado da solucao aproximada, obtém-se os resultados

indicados na Tabela 31.

Tabela 31: Erro acumulado da solucao aproximada dos deslocamentos nos nés By e By

€ para o elemento
N6 | C° Quad4 | C° QuadS8 Cct C?
By 77,83 26,88 30,42 57,32
By 54,79 18,78 16,9 22,53

6.3 Analise dos resultados

Analisando os resultados mostrados na Tabela 31 observa-se que:

a) para o né da extremidade, Bj, o elemento de regularidade C' apresentou um erro
acumulado ligeiramente superior aquele do elemento C° Quad8. O elemento de
regularidade C2, por outro lado, apresentou uma magnitude do erro acumulado bem

superior ao do elemento C° Quad8, porém inferior aquele do elemento C° Quad4;

b) para o né localizado no centro da barra, By, os elementos de regularidade C' e C?
apresentaram erros acumulados similares ao do elemento C° Quad8 e muito menores
do que aquele referente ao elemento C° Quad4. Além disso, o erro acumulado para

o elemento de regularidade C! foi o menor entre todos os elementos simulados.

Qualitativamente, os elementos de regularidade C* e C? apresentaram um compor-
tamento satisfatério quanto a forma das curvas das solugoes aproximadas. Em termos do
deslocamento do n6 Bj, conforme Figuras 59(a)-(d), observa-se que as solugoes obtidas
com os elementos CY Quad4 e CY Quad8 nao apresentaram os vértices de mudanca de
dire¢ao de deslocamento de tal né definidos (estes apresentaram-se arredondados para os
instantes de tempo t = 0,2,4, - - - ), diferentemente dos elementos de regularidade C! e C*?
(ver Figuras 61(a)-(d)). No caso do deslocamento no né By, conforme Figuras 60(a)-(d),
a solucdo referente ao elemento C° Quad4 apresentou desvios considerdveis em relacio
a solucao analitica nos patamares que definem as mudancas de direcdo do deslocamento

deste né. Os elementos CY Quad8, C' e C?, por outro lado, apresentaram uma pequena
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oscilacgao da solugao em torno dos referidos patamares, mas foram capazes de reproduzi-los

de maneira satisfatéria (ver Figuras 62(a)-(d)).
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Figura 61: Detalhe da solugdao aproximada para o deslocamento no né B; da barra
engastada-livre para os elementos (a) C° Quad4, (b) C° Quad8, (c) C! e (d) C?

\

=
</><>

/

iy
/

\J\

(a) (b)

B

sl

~ | \
\ /

\

{m\/

/

\ A
() == (d)

Figura 62: Detalhe da solucao aproximada para o deslocamento no né B; da barra
engastada-livre para os elementos (a) C° Quad4, (b) C° Quad8, (c) C! e (d) C?
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CONCLUSOES

Os elementos de regularidade C! e C? aqui testados apresentaram resultados sa-
tisfatérios quanto a aproximagao das frequéncias naturais de vibragao livre, mostrando
melhores desempenhos quando comparados com os elementos Lagrangeanos de regulari-
dade C° e diferentes ordens polinomiais. O emprego destes elementos de regularidade
C! e C? permitiu se obter um maior percentual de frequéncias naturais aproximadas do
espectro discreto, para um dado nivel de erro méximo, em comparac¢ao com os elementos
Lagrangeanos de regularidade C° de quatro, oito, dezesseis e vinte e cinco nés.

De forma similar, os resultados obtidos na aproximacao da solu¢ao do problema
de propagacao de onda elastica, decorrente da aplicagdo de forga impulsiva, também
foram satisfatérios para os elementos de regularidade C! e C? em comparacio com os
elementos de regularidade C° Quad4 e Quad8. Em termos do erro acumulado, o elemento
de regularidade C! apresentou melhor desempenho do que o elemento de regularidade
C?. Em termos qualitativos da forma da curva gréafica do deslocamento aproximado,
os elementos de regularidade C! e C? demonstraram boa capacidade de reproduzir as
inversoes abruptas de dire¢do do deslocamento.

Por outro lado, nas simulacoes dos problemas de elasticidade plana infinitesimal
isotrépica, os elementos de regularidade C* e C? nao apresentaram um comportamento
satisfatorio. Os erros relativos em norma Lo e de energia da solugdo aproximada foram
maiores do que aqueles obtidos com o elemento Lagrangeano de regularidade C° de oito
noés, por exemplo. Além disso, as taxas de convergéncia em norma de energia obtidas com
tais elementos foram inferiores as preditas pelo estimador de erro a priori (excetuando-se
o problema do dominio L-shaped). Este comportamento atipico foi evidenciado até mesmo
para o problema da viga em balango, o qual apresenta uma solucao analitica suave e os
elementos das malhas dos modelos numéricos estavam isentos de distor¢ao e com as arestas
paralelas aos eixos cartesianos do problema global (teoricamente ndo havendo perda de
regularidade interelemento).

Um ponto importante a ser ressaltado diz respeito ao esfor¢co computacional para
solucao das equacoes. Embora os elementos de regularidade C* e C? apresentem maior
quantidade de graus de liberdade do que o elemento Lagrangeano bilinear de regulari-
dade C°, por exemplo, o tempo computacional observado para solucido dos problemas
aqui simulados nao apresentou diferencas significativas entre estes trés elementos. Esta
constatacao pode estar associada com o fato de as malhas construidas para os problemas
aqui simulados nao apresentarem um grande nimero de elementos e/ou com o fato de
ter-se estruturado o programa com uma estratégia de armazenamento de dados do tipo
skyline para matrizes simétricas.

Como propostas de trabalhos futuros, os seguintes pontos sao elencados:

a) Implementar os elementos quadrilaterais de regularidade C'* e C* com maior quanti-
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dade de nés visando-se avaliar a capacidade de manutencao da ordem de regularidade
interelemento com relagao ao nivel de distor¢ao da malha;

Aplicar os elementos de regularidade C' e C? em problemas de Mecanica da Fratura,
visando-se verificar o comportamento da solucao aproximada obtida na existéncia
de singularidades no dominio do problema. Neste caso, ainda seria possivel se de-
senvolver elementos de regularidade C* e C?, a serem empregados nas proximidades
de uma ponta de trinca, por exemplo, com funcgoes de interpolacao adequadas para

reproduzir os efeitos que ocorrem em tal regido (estratégia similar a adotada no
X-FEM).
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APENDICE A - Propriedades gerais de espacos de funcoes

A solucdo aproximada de um problema de valor de contorno (PVC) através de
um método numérico fundamentado em uma formulagao variacional como o método dos
elementos finitos (MEF) é obtida a partir da combinacao linear de fungbes contidas no
espago de aproximagao construido (Oden e Reddy, 1976). Com isso, caracteristicas como
convergéncia da solucao aproximada obtida e estabilidade do método numérico dependem
de certas propriedades e condigoes destas fungoes e, consequentemente, destes espagos.
Tendo em vista este contexto, neste Apéndice sdo apresentadas sucintamente algumas

propriedades e defini¢oes relacionadas a espacos de fungoes.
A.1 Continuidade e regularidade

Defini¢ao A.1.1. Uma funcao f (z;), 1 < i < npp, é dita ser continua ao longo
de um dominio Q C R"PE | se para cada ponto P €  as relagoes (A.1.1) a (A.1.3) sdo
satisfeitas (Anton, 2000):

3 f(P) (A.1.1)
3 zlzlg}v [f (z:)] (A.1.2)
lim [f ()] = £ (P) (41.3)

Definicao A.1.2. Uma funcao f : 2 — R é dita ser k-vezes continuamente
diferenciavel, ou seja, ter regularidade k, se suas derivadas de ordem j, para 0 < j < k,
existem e sao fungoes continuas ao longo de todo o dominio €2. Neste caso, diz-se que a
funcio pertence & classe C* ou C* (Q) (Hughes, 2000; Carey e Oden, 1983).

Observacao: uma funcdo da classe C° é uma funcdo simplesmente continua,
enquanto que uma funcao da classe C* possui derivadas continuas de qualquer ordem
(isto é, j =0,1,...,00).

Definigdo A.1.3. Uma funcio f é dita ser da classe CF () se suas derivadas de
ordem 7, para 0 < j < k, existem e sao func¢odes continuas, e assumem valores nao nulos
apenas dentro de uma sub-regiao K C ). Assim, a funcao f é dita ter suporte compacto
e CF (Q) representa um subconjunto de C* (Q), isto ¢, C¥ () € C* (Q) (Oden e Reddy,
1976).
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A.2 Espacos lineares

Definicao A.2.1. Um conjunto V é chamado de espaco linear real se, dadas duas
funcoes f1, fo € V e dois escalares a1, as € R, a funcao a1 f1 + asfo também pertence ao
espago V, isto é, ay f1 + asfo € V (Rektorys, 1975).

Os espacos lineares geralmente apresentam as métricas denominadas produto in-
terno e norma, conforme Definigoes A.2.2 e A.2.3, respectivamente.

Defini¢ao A.2.2. Um produto interno (-,-) em um espago linear real V' é um
mapeamento (-,-) : V. x V — R, isto é, (-,-) atribui a um par de elementos fi, fo € V
um ndimero real denotado por (fi, fo). Sendo fi, fao, f3 € V e a1 € R, entdo tem-se as
propriedades (A.2.1) a (A.2.4) (Rektorys, 1975):

(f1, f2) = (f2, i) (A.2.1)

(a1f1, f2) = a1 (f1, f2) (A.2.2)

(fr + fo, 3) = (f1, f3) + (fas f3) (A.2.3)
(f.f1)=0 e (fi,i)=0 & fi=0 (A.2.4)

Definicao A.2.3. Uma norma ||| em um espaco linear real V' é um mapeamento
|I|l : V'— R que apresenta as propriedades dadas em (A.2.5) a (A.2.7) (Hughes, 2000):

Ifill >0 e ||fill =0 se e somente se f; =0 (A.2.5)
lavfill = laal |l f1] (A.2.6)
L+ Lol < [Al+ (112l (A.2.7)

no qual fi, fo € Vea €R.
Defini¢ao A.2.4. Um espago com produto interno {V/ (-,-)} possui uma norma
natural definida por (A.2.8) (Hughes, 2000):

1Al = (fi. f)7 (A.2.8)

no qual f; € V.



120
A.3 Espacos de Lebesgue

Definigao A.3.1. Seja um dominio €2 aberto e limitado no espago Euclidiano np -
dimensional R*7z. O espago de Lebesgue L, (€2), matematicamente definido em (A.3.1),
para p > 1, consiste de todas as fungoes u € () cujos valores absolutos das poténcias
de p-ésima ordem, |u|”, sdo Lebesgue-integraveis, isto é, se a integral da equagao (A4.3.1)
existe e é finita (Hughes, 2000; Oden e Reddy, 1976):

Lp:Lp(Q):{u|u€Q, I, |u|pdx<oo} (A.3.1)

no qual dr = dx dxy - - - dz,,,, .
Definigao A.3.2. A norma |ul|
(Oden e Reddy, 1976):

de uma fungao u € Q é dada por (A.3.2)

Lp(Q)

1/p
ull,, @ = (fg !u\”da:) (A.3.2)

sendo dr = dxidzy - - - dx,, -
A.4 Espacgos de Sobolev

Definicao A.4.1. Seja um dominio €2 aberto e limitado no espago Euclidiano np ;-
dimensional R"?#. O espaco de Sobolev W)™ (©2), matematicamente definido em (A.4.1),
¢ formado pelas fungoes u € L, (§2) que apresentam todas suas derivadas parciais fracas,
D% (u), até ordem m, inclusas no espago L, (€2) (Oden e Reddy, 1976).

Wi =WwWr(Q) ={u| D¥%u e L, (2) , Va; tal que 0<a; <m} (A.4.1)

*
_ * _ a; _ 9% u
no qual a; = (a1, a2, Qnpy), Of =1+ a2+ F oy € DY (U) = oGy
1 2 "DE

Observacao 1: a derivada parcial fraca de ordem zero da funcao u corresponde a

propria fungao u, conforme dado em (A.4.2):

D% (u) =u (A.4.2)

Observacgao 2: os resultados (A.4.1) e (A.4.2) conduzem a relagao (A.4.3), a qual
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expressa a equivaléncia entre os espagos de Sobolev e de Lebesgue:

WO (Q) =L, (Q) (A.4.3)

Definigdo A.4.2. A norma |ul|
(A.4.4) (Oden e Reddy, 1976):

de uma funcao u € W (Q) é dada por

W (@)

p
pdx) = < > ||D%u

ar><m
S

l/p
HUHWg"(m = (fg agm | D% ipm)) (A.4.4)

no qual do = dzidzy - - - dzy, -
A.5 Espacos de Hilbert

Oden e Reddy (1976) descrevem que a maioria dos problemas de valor de contorno
lineares abordados em Engenharia envolvem o emprego de espagos de Sobolev de ordem
W3 (), os quais sdo denominados de espacos de Hilbert. Esta classe de espagos apresenta,
as caracteristicas descritas a seguir.

Definicao A.5.1. Seja um dominio €2 aberto e limitado no espago Euclidiano
npp-dimensional R"P2. O espago de Hilbert H™ (Q2), para m > 0 e inteiro, é formado
pelas fungoes u € Ly (€2) conforme dado em (A.5.1) (Oden e Reddy, 1976):

H™=H™(Q)={u| D% (u) € Ly () , oy tal que 0<af <m} (A.5.1)

*
0% u
0,31 902« anpp -
Oz, 'Oz, daanE

Observagao: o resultado (A.5.1) conduz a relacao de equivaléncia entre os espagos
de Hilbert e de Sobolev dada em (A.5.2):

I * i —
no qua’l o = (alao@?”' JOCTLDE)u Q; _a1+a2+"‘+anDE e D (u) =

H™(Q) = W (Q) (A.5.2)

Defini¢ao A.5.2. O produto interno em H™ (2), (u,v)
(Oden e Reddy, 1976):

¢ dado por (A.5.3)

H™(Q))

(U, 0) oy = £ (D (), D (v)),, (45.3)

ar<m
i S

Definigao A.5.3. A norma associada ao espago H™ (£2), |jull ¢ dada por

H™(Q)?
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(A.5.4) (Oden e Reddy, 1976):

1/2
il = (2 1970l = [0 ] < (A5.4)

Um ponto importante a ser ressaltado diz respeito a continuidade das fungoes que
formam o espago H™ (£2), sobretudo para dominios de maior ordem dimensional (para
npp > 1). Neste caso, torna-se ttil a aplicagdo do chamado Teorema da imersdo de
Sobolev, conforme Teorema A.5.1.

Teorema A.5.1 (Teorema da imersao de Sobolev). Seja um dominio aberto
e limitado §2 com contorno I' no espago R"PE. Se m — k > “LE entdo cada fungao em
H™ (Q) pertence a C* (Q) Desta forma, a imersdo dada na relagao (A.5.5) assegura a
continuidade das fungoes em H™ (€2) (Reddy, 1998).

H™(Q) € C* (Q) (A.5.5)

Observagao 1: no caso unidimensional, ou seja, no espaco R, Hughes (2000)

destaca que a relagao (A.5.6) pode ser estabelecida:

H*1 < Ck (A.5.6)

Observacao 2: Reddy (1998) salienta que para np; = 1, ou seja, 2 é um sub-
conjunto da linha real, as fungoes em H' () sdo pelo menos continuas (k = 0). Para
dominios que sao subconjuntos do plano, isto é, para npz = 2, é requerido que a fungao

seja membro de H? () a fim de garantir sua continuidade.
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APENDICE B - Construcio das funcoes de particido de unidade com regularidade C*
e C?

B.1 Particdo de unidade com regularidade C"*

As condigoes de contorno a serem aplicadas na determinacao dos coeficientes do

polinémio geral (140), para as fungdes ¢, I = 1,2, estao indicadas na Tabela B.1.1.

Tabela B.1.1: Condig¢des de contorno para determinacao dos coeficientes dos polinémios
das funcoes de particdo de unidade C*

7/ d d
NoT | 6 (©lees | 0@l | Y, | %O
1 1 0 0 0
1 0 0

Como resultado da aplicacao das condigoes de contorno da Tabela B.1.1, obtém-se

os sistemas lineares de equagoes dados em (B.1.1) e (B.1.2):

—az+ay—a;+ag=1
as+as+a;+ayg=0
3az — 2as +a, =0
3as + 2a5+a; =0

(B.1.1)

—az+ay —ay +ag =0
as+as+ar+ay=1
3az — 2as +a, =0
3as + 2as+a; =0

(B.1.2)

cujas solucoes fornecem os coeficientes procurados para ¢; e ¢o, conforme (B.1.3) e

(B.1.4), respectivamente:
; ap =1 (B.1.3)

KNI

;oaa=0; ar=—

=

as =

1.
4

FNT

as = — as=0; a=3 a=1 (B.1.4)

Desta forma, fazendo-se as devidas manipulagoes algébricas, as fungoes de particao

de unidade C' podem ser escritas como dado em (B.1.5) e (B.1.6).

¢ (&) =1(-1)7@2+¢ (B.1.5)

92 (&) =1(E+1)*(2-¢ (B.1.6)
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B.2 Particdao de unidade com regularidade C?

As condig¢oes de contorno para determinacao dos coeficientes do polindmio geral
(140), para as fungoes ¢,, I = 1,2, sao dadas na Tabela B.2.1.

Tabela B.2.1: Condig¢oes de contorno para determinacao dos coeficientes dos polindmios
das funcoes de particdo de unidade C?

, d d, d? d?
NO [ (b[ (5)’5:—1 ¢I (§)|§:1 d)éf(g) £=—1 qu(g) =1 5512(6) E=—1 3&12(0 =1
1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

A aplicacao das condi¢oes de contorno da Tabela B.2.1 resulta nos sistemas de
equagoes lineares (B.2.1) e (B.2.2):

—a5+a4—a3—|—a2—a1+a0:1
CL5+G4+CZ3+&2+CL1+CLO:O
5a5—4a4+3a3—2a2—|—a1:0

(B.2.1)

5a5+4a4+3a3+2a2+a120
—20as + 12a4 — 6as + 2a, =0
20as + 12a4 + 6as + 2a2 = 0
—a5+a4—a3—|—a2—a1+a020
a5+a4+a3+a2+a1+a0:1
bas — 4ay + 3az — 2as + a1 =0

5 4 3 2 1 (B.2.2)

5a5+4a4—|—3a3+2a2+a1 =0
—20@5 + 12&4 — 6@3 + 2&2 =0
20(15 + 12@4 —+ 6&3 + 2@2 =0

cujas solugoes fornecem os coeficientes procurados para ¢; e ¢o, conforme (B.2.3) e
(B.2.4), respectivamente:

15

3. 15,
167

as = — as = 0; agzg; as=0; a = a():% (B.2.3)

_ 5.
as = 8

15. 1

60 @0 =3

ay = 0; ay =0; a = (B.2.4)

Assim, fazendo-se as devidas manipulacoes algébricas, as fungoes de particao de

unidade C? podem ser escritas segundo (B.2.5) e (B.2.6).
$1(6) = 45 (1—€)° (32 + 95 +8) (B.2.5)

02 (€) = 15 (1 +€)° (362 — 9¢ + 8) (B.2.6)
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APENDICE C - Construcio das funcdes de enriquecimento com regularidade C* e C?

C.1 Fungoes de enriquecimento com regularidade C!

As condic¢oes de contorno a serem aplicadas na determinacao dos coeficientes do

polinémio geral (146), para as fungdes ¥, L = 1,2, estdo indicadas na Tabela C.1.1.

Tabela C.1.1: Condigoes de contorno para determinacao dos coeficientes dos polindmios
das funcoes de enriquecimento C*

~ dy dd
Fungio L | 9, (O)ley | 00 (Olemy | “H2|_, | “52,
1 0 0 1 0
2 0 0 1

Como resultado da aplicacao das condicoes de contorno da Tabela C.1.1, obtém-se

os sistemas lineares de equagoes dados em (C.1.1) e (C.1.2):

—as+ay—a;+ag=0
as+as+a; +ag=0
3as — 2a9 + a1 =1
3as + 2a9+a; =0

(C.1.1)

—as+ay—a;+ag=0
as+as+a;+ay=0
3az — 2as + a1, =0
3as + 2ay+a; =1

(C.1.2)

cujas solugoes fornecem os coeficientes procurados para 1 e 5, conforme (C.1.3) e (C.1.4),

respectivamente:

_ 1. _ _ 1. _ _ 1.
as = y; Q2 = —y;

(C.1.3)

NI

(C.1.4)

=

;a1 = Ty

N

; Qg =

=

as —

Desta forma, fazendo-se as devidas manipulacoes algébricas, as func¢oes de enri-

quecimento C'' podem ser escritas como dado em (C.1.5) e (C.1.6).

() =1E+1)(E-1) (C.1.5)

92 (§) = (€E-D(E+1) (C.1.6)
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C.2 Fungoes de enriquecimento com regularidade C?

As condig¢bes de contorno para determinacao dos coeficientes do polindmio geral
(146), para as fungoes ¥, L = 1,2,--- , 2k, sao dadas na Tabela C.2.1.

Tabela C.2.1: Condigoes de contorno para determinacao dos coeficientes dos polindmios
das funcoes de enriquecimento C?

Fungao Ay, () d91(€) >0, (€) 429, (€)
L ﬁL (5) |§:—1 19L (5) |§:1 dL§ e=—1 d¢ e=1 d§2 e=—1 d{LQ £=1
1 0 0 1 0 0 0
2 0 0 0 1 0 0
3 0 0 0 0 1 0
4 0 0 0 0 0 1

A aplicagao das condicoes de contorno da Tabela C.2.1 resulta nos sistemas de

equagoes lineares dados em (C.2.1) a (C.2.4):

—a5+a4—a3+ag—a1—l—a0:0
a5+a4+a3+a2+a1—|—a0:()
5a5—4a4+3a3—2a2+a1:1

(C.2.1)

Sas + 4a4 + 3az + 2a9 +a; =0
—20a5+12a4—6a3—|—2a2:0
20a5+12a4+6a3+2a2:0
—a5+a4—a3+a2—a1—|—a0:0
as+as+az+as+ay +ag=0
das — 4ay + 3az — 2a9 +a; =0

5 4 3 2 1 (022)
5a5+4a4+3a3+2a2+a1:1
—20a5+12a4—6a3+2a220
20a5+12a4+6a3+2a2:0
—a5—|—a4—a3+a2—a1+a020
(I5+CL4+G3+CL2+CL1+6L0:O
bas —4ay + 3az — 2as +a; =0

5 4 3 2 1 (023)

5a5—|—4a4—|—3a3+2a2+a1 =0
—20as + 12a4 — 6as + 2a, = 1
20a5 + 12a4 + 6as + 2a, = 0
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—as5+ag —ag+as—ay+ag =0
as+ as+as+as+a;+ayg=0
Sas — 4ay + 3as3 — 2a2 +a; =0
oas + 4ay + 3as + 2a2 + a; =0
—20as + 12a4 — 6as + 2a5 =0
20as + 12a4 + 6as + 2a, =1

(C.2.4)

cujas solugoes fornecem os coeficientes procurados para ¥;, ¥s, U3 e ¥4 conforme (C.2.5)-

(C.2.8), respectivamente:

a5 =—1; Q=15 A3=32; G =—3; a1 =—15 0o=1% (C.2.5)
a5 = —1; G =—75; 3=2; Gy=13; a1 =—15 Qo= —15 (C.2.6)
as = —11*6; a4 = rlﬁ; as = %; Qg = —%; ay = —%; QAo = 716 (C.2.7)

as = ﬁ; a4 = %5 as = —é; az = —é; ay = %; o = %6 (C.2.8)

Portanto, fazendo-se as devidas manipulagoes algébricas, as fun¢oes de enriqueci-

mento C? podem ser escritas segundo (C.2.9) a (C.2.12).

D) = 5 (€= 1) (E+1) (€2 + 76 —5) (C.2.9)
D2 (€) = = (€~ ) (E+1) (€2 + 7€ —5) (C.2.10)
Do () = H(E—D(E+1) (€@ +E—1) (C.211)

V(6 =5 E-1D(E+D(E-¢-1) (C.2.12)
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APENDICE D - Funcdes de interpolacio para os elementos quadrilaterais de quatro

no6s com regularidade C* e C?

D.1 Funcgoes de interpolagao para o elemento quadrilateral de quatro nés com

regularidade C!

Q1 (&) =35 (E-1)° =12+ 2+n) (D.1.1)
Oy (&) =5 (E- 1D (=1 (1+8) (2+n) (D.1.2)
O3 (Em) =15 (€1 (n—1)" 2+ (1+n) (D.1.3)
Oy (€)= 15 E =1 (=1 (1+&) (1+n) (D.1.4)
5 (€,m) = —15 (E+1)° (n—1)*(=2+ &) (2+7) (D.1.5)
O (6m) = 35 (E+ 1) (=1 (=1+ &) (2+n) (D.1.6)
O (Em) =—%(E+1)*(n—1)° (=248 (1 +7) (D.1.7)
s (€,7) = 15 €+ 1) (= 1)* (=1+€) (1 +n) (D.1.8)
Oy (6,m) = 15 (E+ 1) (n+1)* (=248 (=2+7n) (D.1.9)
Oip (&,m) = =15 (E+ 1) (n+1)* (=146 (=2 +1n) (D.1.10)
11 () = =55 €+ 1)° (n+1)* (=2 + &) (=1 +1) (D.1.11)
Crp (&) = 15 (E+ 1 (0 +1)° (146 (~1+1) (D.1.12)
i3 (€,1) = —35 (€= 1) (1 +1)* (2 +€) (=2 +1n) (D.1.13)
O (€,n) = —15 (=1 (n+ 1D (1+&) (=2 +1n) (D.1.14)
G5 (&) = 15 (€ -1 (n+1D)*2+8) (~1+7) (D.1.15)

i (&) = 15 (€= 1) (n+1)° (1 +6) (=1 +7) (D.1.16)
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D.2 Funcoes de interpolagao para o elementos quadrilateral de quatro nés com

regularidade C?

1 (6,1) = 55 (€ = 1)* (3¢ + 96 +8) (n — 1)” (3n* + 9 + 8) (D-2.1)
s (§,1) = =555 (2= 1) (E+T76=5) (n—1)" B3 + 9 +8) (D.2.2)
By (£,1) = =555 (2 = D) (E€+E=1) (= 1)° 31° + 9 + 8) (D.2.3)
Dy (1) = —5 (€= 1)° (3 + 96 +8) (n? — 1) (1 + Ty — 5) (D.2.4)
D5 (€,1) = 555 (€2 = 1) (€ + 7 =5) (1> = 1) (n* + T = 5) (D.2.5)
g (§,m) = 545 (2= 1) (E+E=1) (1 = 1) (> + Tn = 5) (D.2.6)
O7 (6m) = —55 (€ —1)° (B +95+8) (P = 1) (> +n — 1) (D.2.7)
s (&) = 2 (= 1) (E+TE=5) (PP = 1) (> +n—1) (D.2.8)
Dy (6,1) = 555 (=D (E+E-D W=D (> +n—-1) (D.2.9)
1o (€,1m) = =555 (€ +1)° (32 = 96 +8) (n — 1) (312 + 90 + 8) (D.2.10)
1y (€)= 255 (62 = 1) (€ =76 = 5) (n = 1)* (30 + 90 + 8) (D.2.11)
Do (E,1) = — 525 (2 = 1) (€2 — € — 1) (n — 1)> (31 + 9n + 8) (D.2.12)
B (€,m) = 55 (§+1)° (32— 9 +8) (i — 1) (> + Ty — 5) (D.2.13)
1y (&) = =55 (€ = 1) (€ = 7€ = 5) (> = 1) (> + Ty — 5) (D.2.14)
s (§,1) = 545 (2 = (€ =& = 1) (> = 1) (n* + Ty — 5) (D.2.15)
i (€,1) = 755 (E+1)° (B2 =9 +8) (? = 1) (> + 1 — 1) (D.2.16)
D7 (§1) = =55 (=) (E=TE=5) (P =) (* +1-1) (D.2.17)
Dig(§,n) = 555 (E =D (== (> =) (> +n—1) (D.2.18)
Prg (1) = 255 (€ +1)7 (362 = 9¢ +8) (n +1)° (31> — 9 + 8) (D.2.19)

Do (£,m) = — 525 (€2 = 1) (2 =76 =5) (n+1)° (3> — I + 8) (D.2.20)



oy (§,11) = 55 (= D) (€ == 1) (n+1)> (3> = I+ 8)
Dy (£,1) = — o= (€ + 1) (362 — 96 +8) (9> — 1) (n? — Ty — 5)
D3 (€,1) = 555 (€ = 1) (€ = 7€ = 5) (> = 1) (> = Ty — 5)
Doy (§m) = =55 (E =D (E == (1> =1)(n* =T —5)
o5 (§,1) = 355 (E+1)* (32 =96 +8) (* = 1) (P = — 1)
Do (1) = =555 (=D (E =T =5)(* =) (n* —n—1)
Dor (&) = 55 (E —D(E =D (P = 1) (> =1 — 1)
s (£,1) = =555 (€ = 1)° (32 + 96 +8) (n +1)° (30> — 9 + 8)
g (£,1) = 555 (€ — 1) (€2 + 7€ = 5) (n + 1) (30 = 9y +8)
o (€,11) = 55 (2= 1) (@ +E=1) (n+1)° (32 — 9 +8)
By (€,1) = 555 (6= 1)° (3 + 96 +8) (1 — 1) (* — Ty — 5)
Dy (§,1) = =505 (= D) (24T =5) (* = 1) (n* =Ty —5)
D3 (&) = =555 (€~ D (E+E-1) (0* = 1) (f* = Tn —5)
oy (€,17) = 555 (€ = 1)° (B + 96 +8) (i = 1) (i =1 — 1)
O5 (€,1) = 555 (€ = D (E+TE=5) (> = 1) (" =1 —1)

O35 (§,m) = 35 (€ - D(E+E-D (P = 1) (n* —n—1)
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(D.2.21)
(D.2.22)
(D.2.23)
(D.2.24)
(D.2.25)
(D.2.26)
(D.2.27)
(D.2.28)
(D.2.29)
(D.2.30)
(D.2.31)
(D.2.32)
(D.2.33)
(D.2.34)
(D.2.35)

(D.2.36)
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APENDICE E - Campos de tenséo e de deslocamento referentes ao problema do patch

test generalizado
E.1 Solugao analitica

O aspecto qualitativo dos campos de tensao e de deslocamento, construidos com

base na solugao analitica do problema do patch test, estao mostrados nas Figuras E.1.1(a)-

(e).
(b> | .

0 05 1 15 2
*

o ~o 05 1 15 2

Figura E.1.1: Campos de tensao (a) Ty, (b) Ts, (¢) 115 e de deslocamento (d) uy, (€) ug
da solucao analitica do patch test

E.2 Soluciao aproximada obtida com os elementos C°, C!' e (2, considerando

as malhas com diferentes niveis de distorcao

O aspecto qualitativo da componente T7; do campo de tensdes esta mostrada nas
Figuras E.2.1(a)-(1). As Figuras E.2.1(a)-(d) referem-se ao elemento C° Quad4, para as
malhas 1-4, respectivamente. As Figuras E.2.1(e)-(h) referem-se ao elemento C, ao passo

que as Figuras E.2.1(i)-(1) referem-se ao elemento C?.
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Figura E.2.1: Componente T}; do campo de tensoes, para os quatro niveis de distor¢ao
de malha considerados, obtida com os elementos (a)-(d) C° Quad4, (e)-(h) C*, (i)-(1) C*

O aspecto qualitativo da componente Ty, do campo de tensoes esta mostrada nas
Figuras E.2.2(a)-(1). As Figuras E.2.2(a)-(d) referem-se ao elemento C° Quadd4, para as
malhas 1-4, respectivamente. As Figuras E.2.2(e)-(h) referem-se ao elemento C, ao passo

que as Figuras E.2.2(i)-(1) referem-se ao elemento C?.

Figura E.2.2: Componente Ty, do campo de tensoes, para os quatro niveis de distor¢ao
de malha considerados, obtida com os elementos (a)-(d) C° Quad4, (e)-(h) C*, (i)-(1) C*

O aspecto qualitativo da componente Ti5 do campo de tensdes estda mostrada nas
Figuras E.2.3(a)-(1). As Figuras E.2.3(a)-(d) referem-se ao elemento C° Quadd4, para as
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malhas 1-4, respectivamente. As Figuras E.2.3(e)-(h) referem-se ao elemento C, ao passo

que as Figuras E.2.3(i)-(1) referem-se ao elemento C?.

—
53
N~—

—
@D
S~—

kN
b dh 4 a

~~
—e
~—

am

z

Figura E.2.3: Componente T3 do campo de tensoes, para os quatro niveis de distor¢ao
de malha considerados, obtida com os elementos (a)-(d) C° Quad4, (e)-(h) C*, (i)-(1) C*

O aspecto qualitativo da componente u; do campo de deslocamentos esta mostrada
nas Figuras E.2.4(a)-(1). As Figuras E.2.4(a)-(d) referem-se ao elemento C° Quad4, para
as malhas 1-4, respectivamente. As Figuras E.2.4(e)-(h) referem-se ao elemento C', ao

passo que as Figuras E.2.4(i)-(1) referem-se ao elemento C?.

(a)

~~
=

—~
=
Nas?

—_
~—

Figura E.2.4: Componente u; do campo de deslocamentos, para os quatro niveis de
distor¢do de malha considerados, obtida com os elementos (a)-(d) C° Quad4, (e)-(h) C*,
(i)-(1) ¢
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O aspecto qualitativo da componente u, do campo de deslocamentos esta mostrada
nas Figuras E.2.5(a)-(1). As Figuras E.2.5(a)-(d) referem-se ao elemento C° Quad4, para
as malhas 1-4, respectivamente. As Figuras E.2.5(e)-(h) referem-se ao elemento C', ao

passo que as Figuras E.2.5(i)-(1) referem-se ao elemento C2.

(a)

Figura E.2.5: Componente uy, do campo de deslocamentos, para os quatro niveis de
distor¢do de malha considerados, obtida com os elementos (a)-(d) C° Quad4, (e)-(h) C*,
(i)-(1) ¢
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APENDICE F - Resultados obtidos para o problema da viga em balanco com os ele-
mentos quadrilaterais C° Quad4, C° Quad8, C! e C?

Tabela F.1: Resultados referentes ao problema da viga em balanco para o elemento C°
Quad4

Ngr Huh . MLy HuhHE Ne Np; C(Kl)

102 | 0,01198780 | 0,107979 | 0,09377817 | 0,330125 4 8,750.10*
330 | 0,01304375 | 0,029399 | 0,09786381 | 0,172329 4 3,461.10°
686 | 0,01326027 | 0,013286 | 0,09868309 | 0,115851 4 7,440.10°
1170 | 0,01333779 | 0,007518 | 0,09897492 | 0,087146 4 1,315.10°

Tabela F.2: Resultados referentes ao problema da viga em balanco para o elemento C°
Quad8

Nar Huh . N, HuhHE Ne Npr C(Kz)

266 | 0,01343867 | 2,2.107° | 0,09934834 | 0,01077 16 7.876.10°
914 | 0,01343880 | 2,5.107% | 0,09935374 | 0,002697 16 2,961.10°
1946 | 0,01343881 | 7,3.10~" | 0,09935403 | 0,001199 16 6,319.10°
3362 | 0,01343881 | 3,0.10~" | 0,09935408 | 0,000675 16 1,124.107

Tabela F.3: Resultados referentes ao problema da viga em balanco para o elemento C*

Nar Huh . Ne, HuhHE Ne Npr c(KZ)

408 | 0,01345795 | 0,001448 | 0,09935836 | 0,014222 16 1,295.10°
1320 | 0,01344500 | 0,000469 | 0,09935562 | 0,006508 16 4,442.10°
2744 | 0,01344169 | 0,000218 | 0,09935494 | 0,004458 16 9,355.10°
4680 | 0,01344045 | 0,000124 | 0,09935468 | 0,003578 16 1,567.10°

Tabela F.4: Resultados referentes ao problema da viga em balanco para o elemento C?

o | Pl | o [l | we [ e | ek

918 0,01345068 | 0,000889 | 0,09935616 | 0,019623 36 3,229.10°
2970 | 0,01344341 | 0,000345 | 0,09935563 | 0,008737 36 1,376.108
6174 | 0,01344100 | 0,000164 | 0,09935522 | 0,006106 36 1,234.108
10530 | 0,01344007 | 0,000095 | 0,09935498 | 0,004958 36 9,049.107
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APENDICE G - Resultados obtidos para o problema da placa infinita com furo central
com os elementos quadrilaterais C° Quad4, C° Quads, C* e C?

Tabela G.1: Resultados referentes ao problema da placa infinita com furo central para o
elemento C° Quad4

v | Wl [ ome [ L [ w [ w | et
126 | 7,73566.107° | 0,057659 | 0,01100716 | 0,112976 4 208,89
442 | 7,93327.107° | 0,018235 | 0,01108318 | 0,061793 4 815,53
864 | 7,97968.10~°| 0,009035 | 0,01110015 | 0,043825 4 1672,69
1536 | 7,99926.10~°| 0,005156 | 0,01110718 | 0,033048 4 3150,27

Tabela G.2: Resultados referentes ao problema da placa infinita com furo central para o
elemento C° Quad8

en Huh ., M, HuhHE e N ¢ (Kij)

346 | 7,99773.107°| 0,005842 | 0,01110734 | 0,037580 16 1886,28
1266 | 8,02338.107°| 0,000437 | 0,01111582 | 0,010208 16 7640,04
2508 | 8,02487.107° | 0,000109 | 0,01111630 | 0,004935 16 16357,11
4496 | 8,02518.107°| 0,000037 | 0,01111640 | 0,002723 16 30775,85

Tabela G.3: Resultados referentes ao problema da placa infinita com furo central para o
elemento C!

Nar, Huh Lo Ui HuhHE Ne Np; c(Kij)
504 | 7,90119.10~°| 0,023216 | 0,01106563 | 0,054734 16 2210,65
1768 | 7,98215.10~° | 0,008068 | 0,01109941 | 0,033437 16 2469,43
3456 | 8,00235.107° | 0,004274 | 0,01110747 | 0,026395 16 2604,35
6144 | 8,00963.107° | 0,002952 | 0,01111042 | 0,023510 16 4095,63

Tabela G.4: Resultados referentes ao problema da placa infinita com furo central para o
elemento C?

non |, ] e ] ] e | e c(Ki)

1134 | 7,91477.10~° | 0,021097 | 0,01107183 | 0,058922 36 6,703.107
3978 | 7,98893.107° | 0,006964 | 0,01110258 | 0,025619 36 8,917.107
7776 | 8,00706.107° | 0,003574 | 0,01110963 | 0,018418 36 1,028.108
13824 | 8,01366.10~° | 0,002321 | 0,01111220 | 0,015681 36 9,154.107
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APENDICE H - Resultados obtidos para o problema do dominio L-shaped com os
elementos quadrilaterais C° Quad4, C° QuadS8, C! e C?

Tabela H.1: Resultados referentes ao problema do dominio L-shaped para o elemento C°

Quad4
no |l ] e ) e | e c(Ky)
51§) 5,7120.107% | 0,563441 | 4,8510.1072 | 0,328930 4 327,26
90 6,1378.107° | 0,489924 | 4,9172.10~% | 0,295392 4 629,12
132 6,4646.107° | 0,435706 | 4,9612.1073| 0,270575 4 1027,47
182 6,7193.107% | 0,394243 | 4,9928.1073| 0,251102 4 1525,87

Tabela H.2: Resultados referentes ao problema do dominio L-shaped para o elemento C°

Quad8
v | Wl [ w | L [ e | e [ et
146 | 6,8927.10°% | 0,371327 | 5,0096.10~3 | 0,235078 16 3688,77
242 | 7,2594.107% | 0,310011 | 5,0522.1073 | 0,204330 16 6574,40
362 | 7,5061.107% | 0,269261 | 5,0785.1073 | 0,182752 16 10411,30
506 | 7,6825.107% | 0,240118 | 5,0962.10~% | 0,166605 16 1524731

Tabela H.3: Resultados referentes ao problema do dominio L-shaped para o elemento C*

en Huh . M, HuhHE e Nops c(Kij)
224 | 9,0573.107% | 0,198669 | 5,2815.1072 | 0,217276 16 5065,21
360 | 8,7346.107° | 0,148448 | 5,2111.1073 | 0,155272 16 0427.76
528 | 8,6264.107% | 0,127489 | 5,1884.1072 | 0,126204 16 5639,57
728 | 8,5894.107° | 0,115485 | 5,1795.1073 | 0,109464 16 5790,04

Tabela H.4: Resultados referentes ao problema do dominio L-shaped para o elemento C?

e Huh . N, HuhHE e s ¢ (Kij)

504 9,2454.107% | 0,196809 | 5,3020.107% | 0,212947 36 2,098.10°
810 8,8727.107° | 0,139346 | 5,2252.1073 | 0,148978 36 1,223.10°
1188 | 8,7391.107°% | 0,116441 | 5,1993.1072 | 0,119290 36 1,475.108
1638 | 8,6860.107% | 0,104216 | 5,1884.1072 | 0,102421 36 6,597.108
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