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“Para ser grande, sé inteiro: nada
Teu exagera ou exclui.

Sé todo em cada coisa. Poe quanto és
No minimo que fazes.

Assim em cada lago a lua toda

Brilha, porque alta vive.”

Fernando Pessoa



Resumo

Neste trabalho, apresentamos as particoes de Frobenius generalizadas coloridas
com k cores, uma classe de partigoes de inteiros definida por George Andrews. Mais
especificamente, apresentamos uma expressao para a funcao geradora para esse tipo
de particoes e, em alguns casos particulares, uma expressao em termos das fungoes ¢
e ¢ de Ramanujan. Nosso objetivo principal é apresentar alguns resultados recentes

a respeito de congruéncias nos coeficientes da fungao geradora.



Abstract

In this work, we present the generalized Frobenius partitions colored with k colors,
a class of integer partitions defined by George Andrews. More specifically, we
present an expression for the generating function for this kind of partitions and, in
some particular cases, an expression in therms of Ramanujan’s ¢ and v functions.
Our main goal is to present some recent results about congruences in the generating

function.
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Introducao

O estudo de propriedades dos niimeros inteiros ha muito tem interessado estu-
diosos de diferentes areas da Matematica. Leonhard Euler, no século XVIII, tornou-
se responsavel por grandes resultados conhecidos hoje a respeito de partigoes de
inteiros. No entanto, foi o matemético indiano Srinivasa Ramanujan (1887-1920)
quem recebeu o mais notavel reconhecimento por seus resultados em Teoria de

Numeros, particularmente em Teoria das Particoes.

Apesar de seu curto tempo de vida, Ramanujan produziu um grande nimero
de importantes resultados, inicialmente um amontoado de papéis com anotagoes e
enunciados, a maioria sem demonstragoes. Com o tempo, embora alguns poucos
desses resultados tenham se revelado falsos, a imensa maioria foi comprovada. Apds
a morte de Ramanujan, seu trabalho foi recolhido e doado por sua esposa a Univer-
sity of Madras, na India, e em 1957 organizado nos que ficaram conhecidos como os
Cadernos de Ramanujan (Ramanugjan’s Notebooks), resultando do trabalho drduo
de muitos matematicos uma obra em 5 volumes, ainda em andamento e editada por

Bruce Berndt.

O quarto caderno, chamado de Caderno Perdido de Ramanujan (Ramanujan’s
Lost Notebook), foi publicado em 1987, apds ter sido descoberto na biblioteca da

University of Cambridge em 1976, por George Andrews. O caderno consiste em 87



paginas desordenadas de descobertas de Ramanujan, ocorridas durante seu ultimo
ano de vida. Andrews e Berndt seguem com o trabalho de edicdao e o quinto e

ultimo volume da obra deve ter sua publicacao em breve.

George Andrews, professor da Pennsylvania State University, é atualmente con-
siderado o maior especialista em partigdes de ntimeros inteiros. Seu livro The Theory
of Partitions [2] é referéncia tanto para o estudo da Teoria de Parti¢oes em si quanto

para as tantas outras dareas da Matematica em que essa teoria possui aplicagoes.

Na dissertacao aqui introduzida, focamos nossa atencao em uma classe de par-
ticoes de inteiros definida por Andrews em sua publicacao Generalized Frobenius
Partitions [I]. Fazendo certas exigéncias nas partigoes de Frobenius generalizadas,
Andrews definiu o que chamou de Partigbes-F de n com k cores. No primeiro
capitulo desta dissertacao, apresentamos as definicoes basicas e usuais do estudo de
particoes, bem como os pré-requisitos para o entendimento das demonstragoes que

estao por vir.

No Capitulo 2, definimos duas classes especiais de particoes de inteiros, tomando
por referéncia o trabalho desenvolvido por Andrews: as partigdes com partes repeti-
das até k vezes e as particoes com partes distintas coloridas com até k cores, onde
por distintas entende-se tamanho ou cor diferentes. Para esta tltima classe, a-
presentamos também sua fungao geradora, denotada por C'®.(q), empregando um
importante resultado apresentado no capitulo anterior: a férmula do Produto Triplo

de Jacobi.

O Capitulo 3 é o que concentra a parte mais densa deste trabalho. Nele sao
demonstrados resultados, obtidos por Baruah e Sarmah [4], que relacionam a fungao
C'®i(q) as importantes fungoes ¢ e 1 de Ramanujan, particularmente para k =4 e
k = 5. Em seu artigo, os autores apresentam uma demonstragao apenas para o caso

de k = 4, deixando o outro a cargo do leitor. Surpreendentemente, ao tentarmos



reproduzir a mesma demonstracao para o caso de kK = 5, o método revelou-se

bastante extenso, embora eficaz.

Por fim, no quarto capitulo estao colocados teoremas recentemente publicados
a respeito de regularidades no comportamento dos coeficientes da funcao C'®(q).
Na primeira secao desse capitulo estao dois resultados validos para k = 4 especifi-
camente, o primeiro devido a James Sellers [9] e o segundo mais uma vez a Baruah
e Sarmah. Na segunda se¢ao, um resultado ainda mais atual abrange um conjunto
muito maior de valores de k. Exigindo determinada congruéncia médulo um primo
p qualquer, Garvan e Sellers [8] obtiveram congruéncias nos coeficientes de C®y(q),

quando t = k (mod p).

Todos os resultados apresentados nesse ltimo capitulo sao bastante recentes
(2013, 2011 e 2014, respectivamente), o que nos leva a acreditar que outras regula-
ridades ainda podem ser encontradas, para uma quantidade maior de valores de k

e com hipoteses menos restritivas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacoes

Definicao 1.1.1. Dado n um nimero inteiro positivo, chamamos de particao de n
uma decomposicao de n como soma de inteiros positivos. Ou seja, uma escrita de
n na forma A\ + Ao+ -+ A, com A, A, N ELL e M > A > > N 2> 1

Cada um dos \;’s, para i =1,2,... k, é chamado de parte da particao.

Vamos denotar por p(n) a func¢ao particao, isto é, o numero de partigoes do

inteiro n.

Exemplo 1.1.2. As particoes de 4 sao 4; 3+1; 2+2; 24141 e 1+14+1+41. Portanto,

p(4) = 5.

Alguns resultados interessantes a respeito de partigoes sao devidos a Euler. Por
exemplo, a chamada Identidade de Euler, que afirma que o niimero de particoes de
n em partes impares é igual ao nimero de particoes de n em partes distintas. Essa

identidade pode ser expressa da seguinte forma:

p(n|partes impares) = p(n|partes distintas).



Exemplo 1.1.3. As partigoes de 6 sao 6; 5+1; 4+2; 44+1+1; 3+3; 34+2+1; 3+14+1+1;
24242; 2424+14+1; 241414141 e 1+14+1+14+1+1. As que possuem apenas partes
impares sao 5+1; 3+3; 3+1+1+1 e 1+1+14+14141, ou seja,

p(6|partes impares) = 4.

As partigoes que possuem apenas partes distintas sao 6; 5+1; 442 e 3+2+1. Por-
tanto, também temos

p(6|partes distintas) = 4.

Mais geralmente, vamos expressar por p(n|A) o numero de parti¢oes de n tais

que as partes estao sujeitas a condigao A.

Outros importantes resultados sao as chamadas Identidades de Rogers-Ramanujan,

sendo a primeira a que afirma o seguinte:
p(n|partes = 1oud (mod 5)) = p(n|partes que diferem por duas unidades ou mais).

Exemplo 1.1.4. Consideremos novamente n = 6. Dentre as particoes listadas no
exemplo anterior, aquelas em que as partes sao congruentes a 1 ou a 4 (mod 5) sdo

6; 4+1+1 e 1+1+1+1+1+1. Entao,
p(6|partes =1 ou 4 (mod 5)) = 3.

J4& as particoes em partes que diferem por duas unidades ou mais sao 6; 5+1 e 44-2.

Neste caso, temos também

p(6|partes que diferem por duas unidades ou mais) = 3.

Além destas duas identidades apresentadas, muitas outras podem ser encon-
tradas no livro Integer Partitions [3], de George Andrews e Kimmo Eriksson. As
demonstracoes apresentadas nesse livro utilizam artificios diferentes daqueles uti-
lizados originalmente por Euler. O tratamento dado por ele ao estudo de particoes

envolveu o que chamamos de Fung¢oes Geradoras.



A ideia central reside no principio algébrico de produto de poténcias de mesma

base:

Supondo que queremos exibir as possiveis parti¢coes de inteiros com uma parte

par < 5 e uma parte impar < 7, entao efetuamos o seguinte produto:

@+ ++) = ¢ ¢+ P+ P+ +dt P+
— q2+1+q2+3+q2+5+q4+1+q4+3+q4+5 (11)
e PP+ P+

= ¢ +2¢°+2¢ +¢°, (1.2)

ja que 2 e 4 sao os pares menores do que 5 e 1, 3 e 5 sao os impares menores do que

7.

A expressao (1.1) exibe, nos expoentes, todas as partigoes com uma parte par
< 5 e uma parte impar < 7. J& na expressao (|1.2)), os coeficientes informam-nos a
quantidade de particoes possiveis dos expoentes das poténcias de ¢ correspondentes,

e que satisfazem as condigoes exigidas. Ou seja, os coeficientes fornecem-nos

p(n|uma parte par < 5 e uma parte impar < 7).

De maneira mais geral, suponhamos A, = {nj,ng,---,n,.} um conjunto de r

inteiros positivos. Por simplicidade, digamos que r = 3. Nesse caso, o produto

L+q")(L+q")(1+qg") = 1+q" +q"+q"

+ qn1+n2 +qn1+n3 + qnz—i-ns + qn1+n2+n3 (1.3)

exibe nos expoentes todas as possiveis particbes com elementos distintos de As .
Ap6s juntarmos os termos de mesmo expoente do polinomio ((1.3)), o novo polinomio

serd chamado de funcao geradora para particoes com partes distintas em Az. Entao,



teremos
3

Zp(n|partes distintas em Ajz)q" = H(l +q").

n>0 i=1

E no caso geral,
Zp(n|partes distintas em A,)q" = H(l +q¢") = H (1+4¢"). (1.4)
n>0 =1 neA,

Ainda com r = 3, se quisermos permitir até 4 repeticoes das partes de As,

devemos efetuar o seguinte produto:

3
H(l + qni + qnﬁ-m + qni"l‘ni"l‘ni + qni+ni+ni+ni)
i=1

e teremos, entao,

3

Zp(n|partes em As, repetidas até 4 vezes)q" = H(l +q" + ¢+ @+ g™,
n>0 =1

Para o caso geral,

r

Zp(n|partes em A,, repetidas até d vezes)q" = H(l + " A @ ™)
n>0 i=1

r (1 - q(d—i-l)’ni)

a 1} (1—qm)
(d+1)n

= I] 1;3—QH. (1.5)

nEAT

Podemos ainda permitir que o nimero de partes repetidas seja arbitrario, isto
é, podemos fazer d — co. Para que possamos manter o mesmo argumento utilizado
no caso finito, vamos exigir |¢| < 1 para garantir a convergéncia da soma, o que é
de fato possivel, uma vez que ¢ é apenas um acessério marcador de posicao. Assim,

para |q| < 1,

r

Zp(n|partes em A, )q" = H(l @ AP P )

n>0 =1
o1 1
- gl—qmngrl—q”' (16)



Como nao é feita referéncia alguma a finitude de A,, é possivel estender a férmula
(1.6) para um conjunto qualquer de inteiros positivos, e em particular para o con-
junto N dos ntiimeros naturais. Assim, a fungao geradora para o niimero de parti¢oes

de um inteiro positivo qualquer (ou nao-negativo, uma vez que convencionamos

p(0) =1) ¢

> o' =]+ _1qn. (1.7)

Podemos estar interessados nao apenas em qual nimero n esta sendo parti-
cionado, mas também na quantidade de partes envolvidas nessa particao. Volte-
mos, entao, a equacao . Além da varidvel ¢, vamos acrescentar uma segunda
variavel, digamos z, que fara o papel de contador do nimero de partes envolvidas

na particado. Assim:
(14 2¢")(1 4 2¢") (1 +2¢™) = 14 2¢™ + 2™ + 2¢"™
_|_ Z2qn1+n2 _|_ Z2qn1+n3 _|_ Z2qn2+n3

+ ZBgmitnatns, (1.8)
Seguindo o mesmo raciocinio, podemos construir as versoes a duas variaveis das
equacoes (|1.4]) e (1.6), podendo ainda substituir A, por N:

Z Zp(n|m partes distintas em A,)z"q¢" = H (14 z¢") (1.9)

n>0 m>0 neA,

n>0 m>0 neA,
Para evitar uma escrita muito carregada, a partir de agora vamos utilizar uma

notagao um pouco mais simples para produtos como o escrito acima:

Definicao 1.1.5. Sejam a,q # 0. Definimos

n—1

(@;@)n = (1= a)(1 —ag)(1 —ag®)--- (1 —ag"") = [ [(1 - ag") (1.10)



(@ @)oo = lim (a;9)n = [T —ag, o<1 (1.11)

n>0
Exemplo 1.1.6. Uma expressao do tipo acima que aparecera com certa frequéncia
no decorrer deste texto é (¢;¢)eo = (1—¢)(1—=¢*)(1—¢*)(1—¢*)(1—¢°) . ... Podemos
separar esse produto como ((1—¢)(1—-¢*)(1—¢°)...) - (1—¢*)(1—¢")(1—¢%)...)

e obter uma nova representacao para ela: (¢;¢)oo = (¢;¢%)o0(0%; ¢*)oo-

Exemplo 1.1.7. De forma anéloga, (¢% ¢*)ee = (1—¢*)(1—q¢*)(1—¢%)(1—¢®) ... =
(=)A= g1 =q")...) - (1= g1 =g (1 —¢")...), eassim, (¢%¢*)o =

(0% q*) oo (% 4*) o

Obter resultados sobre parti¢oes pode tornar-se mais simples utilizando uma

representacao grafica chamada de grdfico de Ferrers.

Definicao 1.1.8. Dada uma particao de um inteiro n da forman = A\i+Xo+- - -+ A,
o grafico de Ferrers da particdio considerada € um conjunto de n pontos dispostos

em k linhas, de modo que a i-ésima linha possui A\; pontos, com i =1,2,... k.

Exemplo 1.1.9. Para n = 13, o grafico de Ferrers da particado 5+4+2+1+1 ¢

Defini¢ao 1.1.10. Dada uma particio P de um inteiro n, denotamos por P a
particao conjugada a P. Ela € obtida a partir do grdfico de Ferrers de P, tornando

as linhas de P colunas de P e vice-versa.



Exemplo 1.1.11. Para n = 13, considerando o grafico de Ferrers da particao

P=5+4+2+1+1 e trocando linhas por colunas, obtemos

Portanto, P é a particio 5 +3 +2+2+ 1.

Observemos que é possivel identificar uma pequena diagonal no grafico de Ferrers
da partigao, formada pelo primeiro ponto da primeira linha e o segundo ponto da

segunda linha, identificada com * na figura a seguir:

x ®© e o o

Atentando para a observacao acima, é a partir do grafico de Ferrers de uma
particao que obtemos uma outra representacao dessa particao, chamada de Simbolo

de Frobenius, e que sera 1til para o que segue neste trabalho.

Dentre outros motivos, Frobenius criou esta nova representacao para que fosse

possivel, a partir de uma particao P dada, visualizar imediatamente sua conjugada

P.

Definicao 1.1.12. Dada uma particio de um inteiro n da forma n = A + Xy +
<o+ + A, 0 Stimbolo de Frobenius da particao considerada € uma matriz de duas

linhas e D colunas, onde D é o tamanho da diagonal que pode ser visualizada no

10



grdfico de Ferrers da particao. As entradas da primeira linha sao a quantidade de
pontos restantes em cada uma das linhas a direita da diagonal, e as entradas da
sequnda linha sao a quantidade de pontos restantes em cada uma das colunas abaizo

da diagonal.

Exemplo 1.1.13. Considerando novamente a particao 13 = 5+4+2+1+1, temos
D = 2 e, portanto, o simbolo de Frobenius da particao é a matriz de duas colunas

a seguir:

A partir de um simbolo de Frobenius podemos recuperar o nimero n que foi
particionado. Basta, para isto, somar os valores das entradas da matriz do simbolo

e sua quantidade D de colunas. Assim, para o caso deste exemplo, temos

n=4+4+2+4+1+2=13.

De modo geral, podemos dizer que uma matriz de duas linhas e r colunas da

forma
a/ Qa o e a"’
p=| """ , (1.12)
by by - b,
coma; >ag > --->a, >0eb >by>--->b. >0, ¢éo simbolo de Frobenius de

uma particao de n se

nz?“%—iaﬁ—ibi.
=1 =1

Observagao 1.1.14. A construcao do simbolo de Frobenius a partir do grdfico de

Ferrers evidencia a existéncia de uma bijecao entre as particoes irrestritas, escritas

11



como soma de partes e enumeradas por p(n), e as partigoes escritas na forma de
stmbolo de Frobenius. Este fato nos serd util para a demonstragcao de um importante

resultado, o Produto Triplo de Jacobi.

Com algumas exigéncias a mais na construcao de P, obtemos uma nova defini¢ao:

Definigao 1.1.15. Uma matriz de duas linhas e r colunas da forma

al a2 .o .. a/l"

by by --- b,

tal que a1 > as > --->a, >0,y > by >--->0b. >0 e ainda

n:r+iai+ibi
=1 =1

¢ chamada de particao de Frobenius generalizada de n. Por simplicidade, chamare-

mos uma particao de Frobenius generalizada apenas de particao-F.

1.2 Resultados necessarios

Teorema 1.2.1. (Produto Triplo de Jacobi) Para z # 0 e |¢| < 1,

H(l—i—zq”)(l—i—zlq”l 1—4¢") qu 2
n=1 n=-—00

Prova: Equivalentemente, podemos mostrar que

[Ta+zma+="g =]] L

n=1 n=1 n=-—oo

12



Entao, seja 0(z) = [[—, (14 2¢")(1 + 2~ '¢"~*). Logo,

i(2q) = H(1+ZCJ”+1)(1+Z ")

+2q/ -
= (Zqz—;—l)<1—:zq> ﬁ(1+zqn)(1—|—z L
= Lse. (1.13)

Agora, expandindo §(z) préximo de zero na forma de Série de Laurent §(z) =

> 7o An(q)2"™ e utilizando o resultado (1.13), temos que

0(2) = 2qd(2q) Z A, (q)2" = qu:An(Q) Z An(q)2" g+

n=—oo —00 n=—oo

= An(q) = An1(@)q", (1.14)
ou, equivalentemente,
An-1(q) = An(g)qg ™, (1.15)

0 que nos sera util para n < 0.

Usando a igualdade ([1.14)) se n > 0, por indugao obtemos

Aq) = Aoq)g-¢ ¢

(14n)n

= Ao(q)q 2

Se n < 0, entao —n > 0, e 0 mesmo argumento por inducao é valido se conside-

13



rarmos a igualdade (|1.15)).

Ana(q) = Aulg)g™

n“—n

= Ao(q)q 2

Substituindo A,_1(q) por A,(¢)g~™ e multiplicando ambos os lados da igualdade

por ¢", ficamos com

e assim,

6(z) = Z Ao(q)z"q" o = Ao(q) Z g

n=—oo n=—oo

Resta mostrarmos que Ag(q) =[], ﬁ. Mas, notemos que ja é conhecido o

fato que [[,2, # = >, p(n)g", a funcdo geradora para o nimero de partigoes
de n. Entao, se conseguirmos mostrar que Ag(q) = Y-, p(n)q", o teorema estard

demonstrado.

Ao(q) é o termo constante de §(z), isto é, o coeficiente de z° na expressao
D2, (1 + 2¢")(1 + 27¢" ). Cada termo da forma ¢"z" aparece tantas vezes
quantas for possivel encontrarmos pares de termos ¢ +%2%%m 2™ yvindo do produto
de fatores (1 + 2¢"), com a; > ay > -+ > G > 1, e g1+ bmz=m vindo do
produto de fatores (1 + 271¢"7!), com by > by > --+ > b, > 0, de forma que

Gy + gty + by byt by = N,

14



Em outras palavras, cada contribuicao para ¢™z° pode ser associada a um

simbolo de Frobenius de N da forma

(@ —1) (az—1) -+ (am—1)
by by b,

: (1.16)

onde N =m + Z?il(ai - 1)+ ZZI bi.

Como existe uma bije¢ao entre os simbolos de Frobenius da forma descrita acima

[e.e]

e as particoes usualmente enumeradas por p(n), entdo Ao(q) = [[,—; =g © por-

tanto, a afirmacao do teorema é valida.
O

Além da féormula do Produto Triplo de Jacobi, utilizaremos as chamadas fungoes

theta de Ramanujan, uma importante classe de func¢oes no estudo de particoes.

Definigao 1.2.2. A funcao theta de Ramanujan € definida por

flab)y= Y o™, Jab| < 1. (1.17)

n=—oo

Exemplo 1.2.3. Se fizermos a = zq e b = 2!, teremos a série dada pela férmula

do Produto Triplo de Jacobi.

o0

e B D C e G

n=—oo

n2+n—n2+n n2+n
= E z 2 q 2

15



Observacgao 1.2.4. A série que define a funcao theta € absolutamente conver-
gente (para verificar este fato, basta aplicar o Teste da Razao), o que mos per-
mite mudar a ordem dos termos da soma (1.17). Entao, avaliando os termos em

n=20,1,—1,2,—2 e assim por diante, podemos escrever

fla,b) = 1+ (a+0b)+ (a®b+ ab®) + (a® + a®b°) + - -

m(m+1) m(m—1) m(m—1)  m(m+1)
+ (CL b~ 2 3 bh 2 ) +
- (m+1) (m=1) (m=1) (m+1)
m(m-+ m(m— m(m— m(m-+
= 1+ g (a2 b 2 +a 2 b 2 ). (1.18)
m=1

Em particular, duas fungoes theta tém especial importancia para este trabalho.

Sao as chamadas fungoes ¢ (phi) e 9 (psi) de Ramanujan, definidas por

elq) = flg,q), (1.19)

vig) = fla,d). (1.20)

A seguir provamos uma outra forma de expressar essas fungoes.

Proposicao 1.2.5. As funcoes ¢ e 1 podem ser expressas por

(i) elg)= > ¢ (1.21)

n=—oo

n2 +n

(i) P@)=Y q7" (1.22)

Prova: (i) A primeira identidade segue diretamente da Defini¢ao |1.2.2] Substitui-
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mos a e b por ¢, obtendo

olq) = flg,q)

o0
n(n+1) n(n—1)
= E q 2 q 2

n=—oo
oo

Z n2+n+n2 —n
= q 2

n=—0oo

- >

n=—0oo

(71) Para provar este item, utilizamos a expressao (|1.18)) da observacao acima.

vig) = fla, )

> m(m+1) 3m(m-—1) m(m—1) 3m(m+1)
= 1+> (@ 2 ¢ = +q¢ 2 ¢ = )
m=1

> 2m(2m—1) 2m(2m+1)
— 1 —|— Z(q 2 + q 5 + )
n=1

o
m(m+1)
= E q 2 .
n=0

O

E possivel obter varias identidades com as funcoes ¢ e 1 e algumas delas

seguem nas proposicoes abaixo.

Proposigao 1.2.6. (Fungoes ¢ e ¢ de Ramanujan) As func¢ées ¢ e ¢ de Ra-
manujan, definidas por e (1.29), satisfazem

. ()
() 0 = T it g (1:23)
(6% ¢*)2%
(¢ @)

(1) ¥(q) = (1.24)

17



Prova: (i) Vamos utilizar a definicdo de ¢(q) dada em (1.21) e reescrevé-la de
modo a podermos utilizar a férmula do Produto Triplo de Jacobi (Teorema [1.2.1)):

o0 o0

plg) = Y. q" =), s
= Y ()

Pelo Produto Triplo de Jacobi (Teorema [1.2.1]), substituindo z por ¢~! e ¢ por

¢%, a expressao acima torna-se

H(l +¢ ')A +q (1 - ¢*) = H PR — g2
= (—4:¢)%(@% ) (1.25)

)%
(—=4:4°)2(0% 4%)2%
(4% 4q )

(=4 4°)2. (0% 4%)2%

(¢% a2 (g% a4
(0% ¢°)3

(¢ ¢*)2(a% a*)2(a% ah)&
(0% ¢%)3

(4 4%)% (% ¢®)2(a* ¢*)2%

(7% 6°)5,
(¢ 9)% (a5 ¢*)2%

(4% ¢%)5

e, portanto, ¢(q) = (¢: )2 (q* ¢*)2

n2 n
(ii) Conforme a equacao (1.22)), ¥(q) = > "4 2", Observemos que

o0
2

-1
n2+n n“4+n
E q 2 = q 2

n=-—oo n=0

e, além disso,

e’} -1 00
n2+n n2+n 7L2+n
E q 2 = E q 2 —+ E q 2 .
n=0

n=—oo n=—oo

18



Portanto,

Y (q) =% 3 gt (1.26)

n=—oo

Vamos entao trabalhar com a expressao ([1.26)) e, mais uma vez, utilizar o Pro-

duto Triplo de Jacobi (1.2.1]), com z = 1:

f: ¢ = i 17"

= [[a+¢0+g¢H—¢")
= JJa+¢Ha—¢) . (1.27)

Separando o termo (1 + ¢"~ ') com n = 1, (1.27) torna-se

L+g H][a+ a0 =) = 2(-¢D)e(d’ *)ee
n=1
N G S U N Ut
(¢ @)oo
2. .2\2
- 2%. (1.28)
q;4)c0
(¢% %2
Por (1.26)), ¥ (q) = ———==.
@ (¢: @)oo
O
Proposicao 1.2.7. A funcdo v pode ser expressa por
Ul = Y ¢@= D
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Prova: Notemos que a expressao ([1.22]) para a funcao ¢ pode ser reescrita como

oo o0 o0
n(n+1) 2n(2n+1) 2n(2n—1)
E q 2 = E q 2 —+ E q 2 —1
n=0 n=0

n=0
= iq"(QnJrl)_'_ i qn(2n+1) 1
n=0 Ne——o0
= iqn(%ﬂrl)_’_ _Zl qn(2n+1)
- n_i;:ooqu

A segunda igualdade do enunciado da proposi¢ao pode ser obtida apenas obser-

vando que, como o somatorio percorre os inteiros de —oo a 00, podemos substituir

n por —neentdo 3.0 ¢"?"tD torna-se 3100 ¢ R =0 g2nton

O

Proposicao 1.2.8. ([6], p. 40, Entry 25) As funcoes ¢ e 1 relacionam-se

sequndo as identidades a sequir:
(i) (@) = ¥*(—a) = 8a¥*(¢")
(i) ¢*(q) + ¢*(—q) = 2¢°(¢°)

(iii) " (q) — ¢*(—q) = 16qv*(¢?)

Prova: Antes de iniciarmos a demonstracao de cada um dos itens, facamos a

seguinte observacao:

Obs.: E vélida a seguinte igualdade: ¢(¢q)¥(¢?) = 12(q). De fato, conforme a
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Proposicao (1.2.6},

(%)% (dhd)%
()% (g% a2 (%)
(7% )%

(;9)%
= ¥*(q).

Agora, utilizando o que acabamos de mostrar, podemos seguir com a demons-

tracao da proposicao.

(i) &*(q) —&*(—a) = (e(q) + e(—q)) (vlq) — ¢(—q))

— i " fj (=ar)( fﬁ 7" - i =0)
— <2+2§:(q" +(—q)"2)>< i (¢" = (=0)")
_ <2+4§:q2n)> 4Zq2n 1)2
— (1+2Zq4”>'4qzq4n274n
_ (+22q4”2>-4qzq :
= 8qp(q")¥(q®)
= 8q¢(q")
i) o)+ -0 = (3 @) + (X o)
_ i nibm® Z e
_ i "+m+z Lyrtmgr
= 2 i gvtm
At por



Notemos que, se n +m ¢é par, entao n — m também o é. Ou seja, n +m = 2k
en —m = 2j. Dessa forma, como (n + m)? + (n — m)? = 2n* + 2m?, temos

2n? + 2m? = 4k? + 452 e assim, n? + m? = 2k? + 252, Entao,

oo o0
9 Z qn2+m2 - 9 q2k2+2j2
n,m=—00 k,j=—00
n-+m par
=2 > (A
k,j=—o00
= 2\k? 2
= 2( Y @)
k=—o00
= 20%(¢%).

(111) Para a demonstragao deste item, basta utilizar os itens e a observagao

anteriores:

o' (q) — ¢ (=) = (¥* (@) — ¢ (=) (¢*(0) + ¥*(—0))
= 8qy*(¢") - 2¢%(¢°)
= 16¢¢°(¢*)¥*(¢")

= 16q0*(¢%).

Da proposicao acima, segue um corolario cujo resultado serd tutil nas demon-
stragoes dos teoremas do tltimo capitulo deste trabalho, que tratam de congruéncias

de coeficientes de certas funcoes geradoras.
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Corolario 1.2.9.

. oo 2\4d 0 2\4 :M
. L 2\4 . ,2\4 _M
(i) (=40 )0 + (G0 )00 = (% @)%
oo 16g0%(¢?)
(ii5) (=450 )s0 — (¢ 0 ) (% )L

Prova: Observando a demonstracao da Proposicao [1.2.6] segue da aplicacao da
férmula do Produto Triplo de Jacobi que ¢(¢) = (—q;¢%)%(¢% ¢*)o (igualdade

(1.25))). Com isso podemos provar as trés afirmagdes do corolario.

(i) 8¢ (¢") = ¥*(q) — ¢*(—q)
= (— (@)% — ()@ )
= {(~¢ )% — (@ ) )%

ﬁ% = (—6:0")% — () a-

(ii) 20°(¢*) = ¢*(q) + ¢*(—q)
= (¢ ) o+ () (5 )%
= {(~¢ )5 + (@ )N )2

20°(q°)

= (q2'q2)2 = (—q; q2>§o + <Q§q2)§o-
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(iii) 16q0*(¢*) = ¢*(q) — ¢*(—q)
= {0 + &’ (—He (@) — ¥ (—a)}
= {(~¢ )% + (G eI )2~ ) — (@ )o@ )2
= {(~¢")5% — (¢ )5 )

— —1(62;?22()({100) = (—% — (%)%,

O

Voltando as fungoes theta, podemos expressa-las de uma maneira diferente e

que nos permitird provar as duas ultimas proposicoes deste capitulo.

Proposigao 1.2.10. A funcao theta de Ramanujan admite a formulagao

fla,b) = (—a;ab) s (—b; ab) s (ab; ab) .

. ;. 2
Prova: Consideremos a série > - 2"¢" . Reescrevendo-a de modo a podermos

utilizar a férmula do Produto Triplo de Jacobi, obtemos

o0 o0

n n? n n4n -n
ot o= ) M) g
n=-—oo n=—oo
S Cl\ng 2y midn
= Y (g "))
= [[+z"'¢@A+2"g-¢" )1 - ¢™)
n=1
= [[a+z"H0+ 270 - ™)
n=1
= (=24, )24 ¢*) (0% ¢*) o (1.29)

Fazendo a = zq e b = 27 ¢, a igualdade ((1.29) torna-se

Z 2q" = (—a; ab)oo(—b; ab) oo (ab; ab)u,

n=—oo
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e conforme a expressao (|1.17)),

f(a7b) = f(ZQ>Z_1q)

o0

n(n+1) _ n(n—1)
= Y (zq) 7 (z'q) >
> n2+n7n2+n n2+n+n27n
= Z z 2 q 2
. n 77,2
Y e
Portanto,
f(a,b) = (—a; ab) oo (—b; ab) oo (ab; ab) . (1.30)
U
Agora, utilizando a Definigao [[.2.2] e a Proposi¢ao [[.2.10] vamos demonstrar

um resultado bastante importante, conhecido como Teorema Pentagonal de Fuler.
Atualmente, em geral, os livros demonstram esse resultado através da bijecao de
Franklin, como é o caso das provas apresentadas por Andrews em [2] e [3]. A prova
que faremos aqui baseia-se naquela de Bruce Berndt, em sua obra Number Theory
in the Spirit of Ramanujan [5], que segue uma abordagem mais na linha do que

fazemos neste trabalho.

Proposicao 1.2.11. ([5], p. 12, Corollary 1.3.5)

oo

(€:0)00 = Y, (—=1)"gz" 0.

n=—0oo
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Prova: Primeiramente, na expressao ([1.17) facamos a = —q e b = —¢*. Entao,

o0
n(n+1) n(n—1)
f=0,—-¢) = > (=) 7 (=¢") >

s 2 2_n nl4nt2n?-2n
T

e 3n2—n
= > (-D"q
B NE

Por outro lado, da Proposigao |1.2.10| segue que
(=0, =0%) = (4 6*)oo (0% ¢*) oo (¢% @)oo = (45 @)oo

Desse modo, temos

(e 9]

(@ 9)o0 = Y, (=1)"g2"® 0.

n=—oo

O

Como 1ltimo pré-requisito para o entendimento do que esta por vir, segue um
resultado devido a Jacobi. A prova aqui apresentada mais uma vez utiliza como
referéncia a obra de Berndt [5], porém a versao de Andrews para essa prova pode

ser encontrada em [2].

Proposicao 1.2.12. ([5], p. 14, Theorem 1.3.9)

o0

(g:0)% = D (= 1)F(2k + 1)ga=t+D).
k=0

. . 2 . ,
Prova: Consideremos a série Y - 22"¢" ™™ isto é, escrevamos 2%¢ no lugar de

7. 2
z na série > 2 z"¢" e, conforme (|1.29)),

o0 o0

Z Zann2+n _ Z (Z2q)nqn2
= (2205 ") oo (275 0%)oo(@%; 4%)oo- (1.31)
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Dividindo 1} por 1+ Z% e observando que 1 + Z% = %(2 + %),

2
Yoo 2T (22072 ) (076
1+ % 1+ %
200:7 Z2n+1qn2+n B
— = = (-2’3 )0 (=270 ") o (% €)oo
z 4+ >
(—27%¢%)

onde o fator (—272¢%; ¢*) deve-se ao quociente
[L2o(1+272(¢%)").

Agora, fazendo z — i, obtemos

m(—2°¢% ¢*) oo (=270 ) (6% @) oe = (673 4°) 2. (1.32)
Z—1

Por outro lado, observemos que

00 —1

S(=rgttr = Y (=Y (-0,

n=—oo n=—oo

e, substituindo n por —n — 1 no primeiro somatorio,

= D (=) gt En D L N (qngrten
n=0 n=0
_ _Z(_1>—nqn2+n+Z(_1>nqn2+n
n=0 n=0
= 0.

Desse modo, ao fazermos

ZOO Z2n+lqn2+n
lim =2=—=

z—>1 Z-+>%

?

obtemos uma indeterminacao do tipo g. Nesse caso, utilizamos a regra de L’Hopital.
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lim $%0  pEndlgntn ~ lim S (2n 4 )22

z—>1 z + % z—1 1 — z%
Y @nt (=)
B 2
1 < 1
— _1\n,n%+n - _1\n,n%+n
= 2n:2_00(2n+1)< g + 2;(2%1)( 1)"q

(1.33)

Mais uma vez substituindo n por —n — 1 na primeira parcela de ((1.33)), obtemos

N | —
hE

1 e.)
(2(=n = 1) + 1)(=1) 1m0 4 28 o 1) (=17
n=0

i
o

(—2n —1)(=1) " 1gm ¢ % > @n+1)(=1)mg

|
N | —
NE

n=0 n=0
1 OO —MNn 7'L2 n 1 . n 7'[,2 n
= 52(2% 1)(=1)"¢" " + 52(2% 1)(=1)"g™*
n=0 n=0
1 G n n2 n
= 2-52(271—1—1)(—1) ¢t
n=0
= > @n+1)(-1)"g"m (1.34)
n=0
Juntando (1.32) e (L.34),
(0% 0% = _(@2n+1)(-1)"g" ",
n=0
e escrevendo ¢ no lugar de ¢?,
(:0)% = D20+ 1)(=1)"g "+,
n=0
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Capitulo 2

Classes especiais de particoes-F

2.1 O Principio Geral

Chamemos de fa(z,q) = fa(z) = >_p(n,m|A)z™¢" a fungao geradora para o

numero de particoes de n em m partes, sujeitas a condicao A. Entao, o produto

falza,q) f5(z7", q)

tem termo constante (isto é, coeficiente do termo em 2°) igual a

Papq) = Z $a(n)q", (2.1)

n>0

onde ¢4 p é o nimero de parti¢oes-F de n da forma

al a2 .« .. a"l’

by by --- b,

em que as partes da primeira linha estao sujeitas a condicao A e as partes da

segunda linha, a condicao B.

Chamaremos a construgao acima de Principio Geral.
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Exemplo 2.1.1. Se denotarmos por X a condicao partes nao-negativas distintas,
entao o coeficiente ¢x x(n) da fungio ®x x(q) = Y,5¢ dx,x(n)g" é simplesmente

p(n).

2.2 Algumas particoes-F especiais

G. E. Andrews, em sua publicacdo Generalized Frobenius Partitions [1], da

especial atencao a duas classes de particoes-F.

A primeira delas permite que haja repeticoes de partes em qualquer uma das
linhas da matriz que representa a particao. Vamos denotar por A, a condicao cada

parte repetida no mdzimo k vezes. Fazendo @, a,(q) = Px(q) €D 50 4,4, (n)q" =

> 0 Pk(n)q", a expressdo (22.1)) torna-se

Si(g) =Y d(n)g™

n>0
Notemos que ¢1(n) = p(n).

Exemplo 2.2.1. As parti¢oes enumeradas por ¢(3) sdo

Dy(q) =14+ q+3¢> +5¢° +9¢* +14¢° +24¢° +35¢" + - - - .

J& as partigoes enumeradas por ¢3(4) sao

3 0 9 1 2 0 00
o/ \s3) V1) \e) \oo/) \20]
11 00 10 100 000
oo/ \11/) \10/) \ooo/ \1o0o0
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®3(q) =14 q+ 3¢+ 6¢° + 11¢* +18¢° + 31¢° +49¢" + - - - .

O segunda classe de particoes, a respeito da qual veremos alguns resultados
interessantes, pode até parecer pouco natural, mas possui uma funcao geradora

com propriedades bastante elegantes.

Para essa classe de partigoes, consideremos k copias dos inteiros nao-negativos,
escrevendo j;, com 1 < ¢ < k. Diremos que j; < [; quando j < [ ou quando j =1[ e
i < t, e diremos que j; # l; exceto quando j = [ e i = t. Agora vamos denotar por
Ay a condigao partes distintas (sequndo a defini¢ao acima) e, neste caso, fazendo

Dy, 4,(q) =CPi(q) e ano Ga,a,(n)g" = ano cor(n)q", a expressao 1’ torna-

se

Cox(q) =) cor(n)g".

n>0
Eventualmente os indices das partes sao vistos como diferentes cores de cada
inteiro. Por isso c¢y(n) também é chamado de nimero de parti¢oes-F de n com k
cores.
Exemplo 2.2.2. As parti¢oes enumeradas por c¢o(2) sao
L Lo L Lo
0, 01 02 02

C®y(q) = 14 4q + 9¢* + 20¢° + 42¢* + 80¢° + 147¢° + 260" + 445¢° + - - - .
J& as partigoes enumeradas por cg3(2) sao

]_1 ]_2 ]_3 11 12 13 11 12 13
0, 0, 0, 02 02 02 03 03 03
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11 12 13 11 12 13 11 12 13
02 04 03 04 03 09 0, 04 03 0 03 09
Oz 04 Oz 04 02 0Oy 03 04 05 01 03 01
02 01 03 01 03 02
03 02 03 02 03 02

Cds(q) = 14 9q + 27¢% + 82¢> + 207¢" + 486¢° + 1055¢° + 2205¢" + - - - .

2.3 A fungao geradora para CPy(q)

As expressoes para C®y(q) e CP3(q) vistas no exemplo anterior podem ser

generalizadas para um indice k qualquer, como veremos no teorema a seguir.

Teorema 2.3.1. ([1], Theorem 5.2) Para |q| < 1,

Cole) = e >

My, M1 =—00

onde Q(m) =mi + - +mi_; + D iy MMy

Prova: Relembrando a férmula ([1.9) da funcao geradora para partigoes em partes
distintas repetidas até k vezes, temos

filz q) = [T+ 2a)"
n=0
Pelo principio geral, C®(q) é o termo constante de

[e.e]

FCi(2) = fr(2q, ) (=71 q) = [ (1 + 2¢"™)F (1 + 271" (2.2)

n=0
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Fazendo o produtério iniciar em n = 1 e utilizando a férmula do Produto de

Jacobi ((1.2.1)), podemos escrever

FCk(Z)

oo

H(1+zq")k(1+z Ly 1)

n=1
1 > n n2+n k

n=—oo

HOO
ns +n

kHZZ’”w

0 j=1nj=—o0

Para termos C'®y(q), isto é, o coeficiente de 2°, devemos ter ny+ny+. .. +ng = 0,

ou seja, Ny = —ny — Ng —

C®i(q)

. — Np_1. Assim,
> n +n n +n
1 1+ + k: k
>
ey N =—00
o
n%+n1+ +n£_1+nk_1+(—nl—nQ—M—nk_l)z—nl—n2—m—nk_1
2 2

q 2

n 2n;n;
J
] i T+ i<1<j<kho1 5

Z ¢ (2.3)
M —1=—00
O
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Capitulo 3

Particoes-F de n com 4 e 5 cores

Baruah e Sarmah, em seu artigo Congruences for generalized Frobenius parti-
tions with 4 colors ([4]), obtiveram alguns resultados a respeito da fungao C'®x(q),
particularmente para k =4 e k = 5. A demonstragao do segundo resultado, cujos
detalhes foram omitidos pelos autores, pode ser encontrada na segunda secao deste

capitulo.

3.1 Uma expressao para C'?,(q) em fungao de ¢(q)
e 1(q)

Teorema 3.1.1. ([4], Theorem 2.1) A funcao geradora para o nimero de parti¢oes-

F com 4 cores satisfaz

> cpa(n)g" = @ {&*(4) + 1200(a*)¥*(¢")}- (3.1)
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Prova: Vamos utilizar o resultado do Teorema [2.3.1] com k& = 4. Ou seja,

o0

icqh(n)q” = .1 D R A (3.2)

(¢:9)

n=0 X mq,mo,m3z=—00

onde Q(m) = m? + m32 + m3 + mymsg + myms + mams.

S - qm%+m§+m§+m1m2+m1m3+m2m3 como

Para expressarmos o somatério » ~

uma soma de diferentes somatoérios infinitos, vamos fazer a seguinte mudanca de

variaveis: considere a funcao
f:z: - 7
y = om, (3.3)
onde y = (y1,¥2,y3) € m = (m, mz, m3), com

my = —Y1 + Y2 + Y3,
Mo = Y1 — Yo + Y3, (3.4)

m3 =Yy + Y2 — Ys.
Somando as equacgoes de (3.4) duas a duas, obtemos
my + mg = 2y3, my + ms = 2ys, my + ms = 2y,

e, portanto, my, ms, mz tém todos a mesma paridade.

Por outro lado, dados my, my, m3 com mesma paridade, m; +m; é par V i, j =
1,2,3 e i # j. Definindo

Mo + M3 mi + ms mi + Mo
y1:T7 - 5 - T 5

temos f(y) = m. Desse modo,

f(Z?) = {m = (my1, ma, m3) | m1, my, ms tém todos a mesma paridade}.

Obs.: f é injetiva, pois ¢ restricdo de uma transformacao linear invertivel de R?

em R3.
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Agora, precisamos garantir que a mudanca de varidaveis acima cubra todo o
conjunto 73, assim como o fazem as ternas (my, mso, m3) no somatério (3.2)). Para
tanto, seja m = (my, my, m3) € Z3. Entao, dois casos podem ocorrer: ou as trés
coordenadas tém a mesma paridade ou duas delas tém uma mesma paridade e a
terceira tem paridade oposta. No primeiro caso, temos m € f(Z?). O segundo caso

subdivide-se em treés:

(1) mg e ms tém mesma paridade, oposta a de m;.

Neste caso, mj — 1, ms, mg tém mesma paridade, ou seja, (my — 1,mq, m3) €

f(Z?) e, portanto, Jy = (y1,42,y3) € Z° | f(y1,y2,y3) = (m1—1,ma,m3), isto
¢,
my = -y +y2+ys+1,
M2 = Y1 — Y2 + Y3, (3.5)
m3 =y + Y2 — Y3.
(1) my e mg tém mesma paridade, oposta a de my.

Neste caso, my, mo — 1, m3 tém mesma paridade, ou seja, (mq,ms — 1,m3) €

f(Z?) e, portanto, Iy = (y1, y2,¥3) € Z° | f(y1, 2, ys) = (m1,ma—1,my), isto
€,
my = —Y1 + Y2 + Y3,
My =y — Yo +ys+1, (3.6)
m3 = Y1 + Y2 — Ys3.
(731) my e mo tém mesma paridade, oposta a de ms.

Neste caso, my, ms, m3 — 1 tém mesma paridade, ou seja, (my, my, mz — 1) €

f(Z3) e, portanto, dy = (3/1792,3/3) WA ’ f(y17y273/3> = (m17m27m3_ 1), isto
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my = —Y1 + Yo + Y3,
Mo = Y1 — Yo + Y3, (3.7)
m3 =y + Y2 —yz+ L.

Portanto, podemos concluir que, dado m = (my, my, m3) € Z3, é possivel escre-

ver m de maneira tinica de uma dentre as formas (3.4, (3.5)), ou (3.7), com

y = (y1,y2,y3) € Z3. Agora, para cada uma dessas formas substituimos m por suas
expressoes em fungao de y no expoente Q(m) = mi+mi-+mi+mimo+mimz+maoms

de (3.2)). Estas contas podem ser feitas com o auxilio do software M apl. Assim:

1. m da forma do sistema [3.4}

Q(m) = mi+m3+mj+mimy +mims + mams
= (—y1+v+y)’+ W — v+ y3)* + (Y1 + y2 — y3)°
+(—y1+ye+ys)(yr —y2 +ys) + (—y1 + yo + y3)(y1 + y2 — y3)

+ (Y1 — 2 +y3) (v + 42 — v3)

= 2y} +2y; + 2y;.
2.(i1) m da forma do sistema [3.5}

Q(m) = mi+mj+m3+ mimy +mims + mams
= (i +pty )+ -t w) Gy - )’
+ (=t vty + D) —ve+ys) + (= +y2 +ys+ 1) +y2 — y3)
+ (Y1 — Y2 +y3)(y1 + Y2 — y3)

= 1+2y2+2y3+2yf+2y§+2y§.

*Software desenvolvido na Universidade de Waterloo em Ontério, no Canadé, como ferramenta
para calculos algébricos. Atualmente o Maple é desenvolvido e comercializado pela empresa Maple-

soft.
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2.(i1) m da forma do sistema [3.6}

Q(m) = m3+m35+m3+mymg +mims + moms
= (—m+y+ty)’+—wtus+ D+ G+ —ys)’
+ (=i +yet+ys)yi —y2a+ys+ 1)+ (—y1 +y2 +y3) (v + y2 — y3)
+ (W1 —ye tys + D) (y1 + v2 — ya)

= 12y +2ys + 27 + 295 + 205,
2.(iii) m da forma do sistema [3.7}

Q(m) = M%+m§+m§+m1m2+m1m3+m2m3
= (~n+vt+u)+ W —pty)+ @ty —ys+ 1)
Tty tys) v —vetys) + (yt v+ ys) vty —ys+1)
+ W =yt ys) (i +y2 —ys + 1)

= 142y + 2y + 207 + 205 + 2u5.

Agora, fazendo a substituicao de mq, ms, mg pelas expressoes em ¥y, yo, y3 acima

no somatério (3.2)), ficamos com:

o
§ : qm% +m3+m3+mima+mimsa+moms

mi,m2,Mm3=—00

[o.¢] oo
_ E q2yf+2y§+2y§ + § q1+2y2+2y3+2y?+2y§+2y§
Y1,Y2,Yy3=—00 Y1,Y2,Yy3=—00
oo oo

+ § : q1+2y1+2y3+2yf+2y§+2y§ + § q1+2y1+2y2+2y%+2y§+2y§'

Y1,Y2,Yy3=—00 Y1,Y2,Yy3=—0

(3.8)

A menos de nome das varidveis, as trés ultimas parcelas acima expressam o

mesmo somatério. Por isso, podemos reescrever a expressao (3.8) da seguinte
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maneira:

_ Z i Z ey Z e +3q< Z q2y1+2y2+2y%+2y§+2y§)
n=—oo n=—oo n=—oo Y1,Y2,Yy3=—00
o0 3 o0 o0 o0
n2 n?2 n2+42n n2+42n

:<Zq2)+3qzq2 _Zqz +2.Zq2 +2

oo o 3 oo o (e%e] 4n27+4n 2
- (X ) s (X 0

o0 ) 3 o0 ) o0 n2+n 2
= < > (q2)”) +3¢ ) (¢))" (2 > ()= )

n=—oo n=-—oo n=—0

= (@) + 12q90(¢*)V*(¢*). (3.9)

Para concluirmos a demonstracao do teorema, basta substituirmos o somatdério

em ([3.2)) pela expressao (3.9).

3.2 Uma expressao para Cd5(q) em fungao de ¢(q)
e 1(q)

Teorema 3.2.1. ([4], Theorem 2.2) A fun¢ao geradora para o nimero de parti¢oes-

F com 5 cores satisfaz

oo

> cps(n)g” = (q_;)g, {p(a")¢’(@°) + 12q9(¢")p(a*)0* (") + 8q(¢°)*(q)
+ 12¢% ()0 (q") % (q) + 16¢* ()¢ (¢*)}- (3.10)

Prova: A demonstracao deste teorema é semelhante a demonstracao do Teorema
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3.1.1] Aqui vamos utilizar o resultado do Teorema [2.3.1] com k£ = 5. Isto é,

oo o0

S e = —— S g@m), (3.11)

n=0 (q’ Q)OO mi,mg,m3,mq=—00

onde Q(m) = m?+m3+m3 +mi+mymg+mims +mimy + momz + mamy +mamy.

Mais uma vez, faremos uma mudanca de variaveis a fim de expressar o somatério

da expressao (3.11)) acima como soma de diferentes somatérios infinitos. Conside-

remos a seguinte funcao:
g: 7t —» 7
y = om, (3.12)
onde y = (Y1, Y2, Y3, Y1) € m = (M1, Mg, M3, my), com

mip =Y + Y2 + Y3 + Ya,

mo = Y1 + Y2 — Y3 — Ya,

(3.13)
m3 = Y1 — Y2 — Y3 + Ya,
My = Y1 — Y2 + Y3 — Ya
Somando algumas das equagoes de (3.13)) duas a duas, obtemos
my+my = 2(y1 + 1), my +mz = 2(y1 — ¥3) mz +mg = 2(y1 — ¥2) ,

e, portanto, mq, mq, ms3, my tém todos a mesma paridade.

Além disso, dados my, ma, ms, m4 com mesma paridade e tais que "tmetmatng ¢

7., definindo y;, = w e fazendo as devidas substituicoes em (|3.13)), obte-

mos:
my + Mg + M3 + My mi +mg — M3 — My
= 4 ) Y2 = 4 )
my — Mg — M3 + My my — Mo + M3 — My
Ys = 1 ) Ya = 1
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Desse modo, g(y) = m e temos

g(Z4) = {m - (m17m27m37m4) tais que My, Mo, M3, My

tém todos a mesma paridade e 4 | (my + mg + ms3 + my)}.

Obs.: g também ¢ injetiva, pois é restricao de uma transformagao linear invertivel

de R* em R*.

Agora, assim como fizemos na demonstracao do Teorema (3.1.1]), precisamos
garantir que a mudanca de varidveis acima cubra todo o conjunto Z*, assim como
b1 )
o fazem as 4-uplas (my, ma, ms, my) no somatério (3.11)). Para tanto, consideremos
_ 4 ~ A )
m = (my, me, m3, my) € Z*. Entdo, trés casos podem ocorrer: ou as quatro coor-
denadas tém a mesma paridade ou trés coordenadas tém uma mesma paridade e
a outra tem paridade oposta ou duas delas tém uma mesma paridade e as outras
duas tém paridade oposta. Ainda, cada um dos trés casos subdivide-se em alguns

outros, totalizando 16 casos diferentes. Vamos a eles:

1. mq, mso, m3, my tém mesma paridade.

a) Se4 | (mi+matmz+my), entdom € g(Z*), ouseja, Iy = (y1, Yo, Y3, Ya) €
Z* tal que m é da forma do sistema ([3.13)).

b) Se 4 1 (my + mg + m3 + my), entdo 4 | (my +mg +mg+my —2) e
myq — 2, mg, mg, my também tém mesma paridade. Portanto,
(my — 2,ma, mg,my) € g(Z*), ou seja, 3y = (y1, Y2, Y3, ys) € Z* tal que
mi=y1+y2+ys+vyst2,
Mg = Y1 + Y2 — Y3 — Ya,
(3.14)
mg =y — Y2 — Y3 + Y4,

mg =Y — Y2+ Y3 — Ya.
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2.(1) mg, m3, my tém mesma paridade, oposta a de my. Entao as 4-uplas

(my — 1,mg, m3,my) e (my + 1, ma, msg, my) tém coordenadas de mesma pari-

dade.

a) Se 4| (my —1+4my+mz+my), entao (my — 1,my, m3, my) € g(Z*), ou
seja, 3y = (y1, Y2, y3,¥4) € Z* tal que
my=y1+y2+ys+uyst1,

Mo = Y1+ Y2 — Yz — Y4,
(3.15)
m3 = Y1 — Y2 — Y3+ Y,
my =Y1 — Y2+ Yz — Ya
b) Se 41 (my — 1+ mg+ms+my), entao 4 | (my + 1+ mg+ms+my) =
(my — 1+ 24 my + m3 + my). Portanto, (my + 1,mq, m3,my) € g(Z*),
ou seja, 3y = (y1,Y2, Y3, y4) € Z* tal que
my =41+ Y2 +ys+ys— 1,

me = Y1 + Y2 — Y3 — Ya,

(3.16)
ms =Y — Y2 — Y3 + Ya,
my =Y — Y2 + Y3 — Ya.

2.(i1) my, mg, my tém mesma paridade, oposta a de mq. Entao as 4-uplas
(my, mg — 1,mgz,myg) e (my, mg+ 1, mg, my) tém coordenadas de mesma pari-
dade.
a) Se 4| (my+my—1+mz+my), entao (my,ms — 1,m3,my) € g(Z*), ou
seja, 3y = (Y1, Y2, Y3, ya) € Z* tal que
my = Y1+ Y2 + Y3+ Ya,
me=y1+y2—Ys —ys+ 1,
(3.17)
m3 =Yy — Y2 — Y3+ Ya,

mg =Y — Y2+ Y3 — Ya.

42



b) Se 41 (my+mo —1+mg+my), entdao 4 | (my +me + 1+ mg+my) =
(my +my — 1+ 2+ ms3+ my). Portanto, (my, my + 1, ms3, my) € g(Z*),

ou seja, 3y = (y1,Y2, Y3, ya) € Z* tal que

my = Y1 + Y2 + Y3 + Ya,
me =y1+ Y2 —Ys —ys — 1,
(3.18)
m3 =Yy — Y2 — Y3+ Yu,
M4 = Y1 — Y2+ Y3 — Ya
2.(i13) my, ma, my tém mesma paridade, oposta a de ms. Entao as 4-uplas
(my, mg,mg — 1, my) e (my, mg, mg + 1,my) tém coordenadas de mesma pari-

dade.

a) Se 4| (my+my+msz—1+my), entdao (my, ma, ms — 1,my) € g(Z*), ou

seja, 3y = (y1,Y2, Y3, Ya) € Z* tal que

m1=Y1+ Y2 + Y3+ Ya,
Mo = Y1+ Y2 — Y3 — Y4,
(3.19)
m3=y1 — Y2 —Ys +ya+ 1,
my =Y1 — Y2+ Yz — Ya
b) Se 4t (mq+mo+mg—1+my), entdo 4| (my +mo+mg+1+my) =
(mq + mg +mz — 1+ 2 +my). Portanto, (my, my, ms + 1,my) € g(Z*),

ou seja, 3y = (Y1, Y2, ¥s,y4) € Z* tal que

mip =Y + Y2 + Y3 + Ya,
me = Y1 + Y2 — Y3 — Ya,

(3.20)
ms =1y — Y2 — Y3+ ys— 1,

my =Y1 — Yo+ Y3 — Y4
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2.(iv) mq, mg, m3 tém mesma paridade, oposta & de my,. Entao as 4-uplas
(my, mg, mg, my — 1) e (my, mg, ms, myg + 1) tém coordenadas de mesma pari-

dade.

a) Se 4| (my +my+mz+my— 1), entao (my, mg, ms, my — 1) € g(Z*), ou
seja, 3y = (y1,Y2, ys, Y1) € Z* tal que
my =y + Y2 + Y3 + Ya,
Mo = Y1 + Y2 — Y3 — Y4,
(3.21)
ms =Y — Y2 — Y3 + Yu,
my=y1 —Y2+ys—ys+ L
b) Se 4t (my+mo+mg+myg—1), entdo 4| (my +mo+mg+my+1) =
(my + mg +m3 +my — 1+ 2). Portanto, (my, ma, mg,my + 1) € g(Z*),
ou seja, 3y = (y1,Y2, Y3, ya) € Z* tal que
my = Y1+ Y2 + Y3 + Y,
Mg = Y1 + Y2 — Y3 — Y4,
(3.22)
mg =y — Y2 — Ys + Y,
my=y1—Y2+ys—ys— L.
3.(i1) my, my tém mesma paridade, oposta a de mg, my. Entao as 4-uplas
(my—1,mg—1,m3,my) e (my — 1, ma+1, ms3, my) tém coordenadas de mesma
paridade.
a) Sed | (my—1+my—1+mz+my), entdo (m;—1,my—1,mz,my) € g(Z*),
ou seja, 3y = (Y1, Y2, Y3, ya) € Z* tal que
my =y +y2+ys+ys+ 1,
Mo =y1 + Y2 — Y3 —Ys+ 1,
(3.23)
ms =Y — Y2 — Y3 + Ya,

mag =Y — Y2+ Y3 — Ys.
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b) Sedf (my—1+mo—1+mz+my), entao 4 | (my—1+mo+1+mg+my) =
(my—14+my—1+42+m3z+my). Portanto, (m;—1,ma+1,mg, my) € g(Z*),

ou seja, 3y = (y1,Y2, Y3, ya) € Z* tal que

my =y +y2 +y3+ys+ 1,
me =y +Y2— Y3 —ys— 1,
(3.24)
mg =y — Y2 — Ys + Y,
my = Y1 — Y2 + Y3 — Ya.
3.(i1) my, m3 tém mesma paridade, oposta a de my, my. Entao as 4-uplas
(mq—1,mg,m3—1,my) e (my —1,mg, mg+1,my) tém coordenadas de mesma

paridade.

a) Se4 | (my—1+mao+mg—1+my), entdo (my;—1,my, ms—1,my) € g(Z*),
ou Seja‘a = Yy = (ylay27y37y4> € Z4 tal que
my =y1+y2+ys+yst+1,
Mo = Y1+ Y2 — Y3 — Y4,
(3.25)
m3=Yy1 — Y2 — Y3 +ya+ 1,
my =Y1 — Y2+ Yz — Ya
b) Sedf (my—1+mo+mg—1+my), entao 4 | (m;—1+mo+ms+1+my) =
(mq—1+my+mz—1+2-+my). Portanto, (my—1,my, ms+1,my) € g(Z*4),

ou seja, 3y = (Y1, Y2, ¥s, y4) € Z* tal que

m1 =y +y2 +yz+ys+1,
me = Y1 + Y2 — Y3 — Ya,

(3.26)
ms =y — Y2 — Y3+ ys— 1,

my =Y1 — Yo+ Y3 — Y4
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3.(#i1) mq, m4 tém mesma paridade, oposta a de mq, m3. Entao as 4-uplas
(my—1,mg,m3,my—1) e (my —1, mg, m3, my+1) tém coordenadas de mesma

paridade.

a) Se4 | (my—1+mg+mz+my—1), entao (m;—1,my, mg,my—1) € g(Z*),

ou Seja7 = Y= <y17 Y2, Y3, 3/4) € Z4 tal que

my =y +y2 +ys+uys+1,

mo =Y1 + Y2 — Y3 — Yu, (3.27)
ms =1y — Y2 — Ys + Yu,

ms =1y — Y2 +ys—ys+ 1.

b) Sed{ (my—1+mo+mg+my—1),entao4 | (m;—1+mo+ms+my+1) =
(mq—1+my+msz+my—1+2). Portanto, (my—1,my, ms, my+1) € g(Z4),

ou Seja‘a = Y= (ylay27y37y4> € Z4 tal que

mi =y + Y2 +ys +ys+ 1,

me = Y1 + Y2 — Y3 — Yu,
(3.28)
ms =Y — Y2 — Y3 + Ya,

my =1y —Y2+ys —ys— L

Portanto, podemos concluir que, dado m = (my, my, ms, my) € Z*, é possivel
escrever m de maneira tnica de uma dentre as 16 formas, de a , com
y = (y1,Y9,93,94) € Z*. Agora, para cada uma dessas formas substituimos m
por suas expressoes em funcao de y no expoente Q(m) = m% + m% + mg + mi +
miMeo + myms + mymy +moms +maemy +mzmy de . Novamente com o auxilio
do software Maple (desta vez quase imprescindivel para a precisao nos célculos),

obtemos os seguintes resultados:
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(1.a) m da forma do sistema [3.13}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims + mimy + mams + mams + mamy
= Wty tys+y)?+ W+ 12— ys— )
+ 1=y —ys+ya)’ + (y1 — yo + Y3 — ya)’
+ (Y1 +v2 + Yz +ya) (Y1 + Y2 — Y3 — Ya)
+ (1 +y2 +ys +ya) (Y1 — Y2 — ys + ya)
+ (Y1 + Y2+ Y3+ ya) (Y1 — Y2 + Yz — Ya)
+ (W + Y2 =y — Y)Y — Y2 — Y3 + )
+ (Y1 +v2 — Yz — ya) (Y1 — Y2 + Y3 — Ya)
+ (Y1 —y2 — Y3 + ya) (Y1 — Y2 + Y3 — ya)

= 10y3 + 2u3 + 2y + 293 (3.29)

(1.b) m da forma do sistema [3.14}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims +mimy + mams + mems + mzmy
= (Y tys+ya+2)°+ (U1 +y2 — ys — ya)’
+ (W —y2 —ys+ya)? + (W1 — y2 + ys — )’
+ W1ty +ys+ys+2)(Y1 +y2 — ys — Ya)
+ (1T Y2+ Yz +ya+2)(Y1 — Y2 — Y3 + Ya)
+ (W1t Y2+ Yz +ya+2)(Y1 — Y2+ Y3 — Ya)
+ W+ Y2 — Y3 —ya) (1 — Y2 — Y3+ Ya)
+ (W Ty — Y3 — ya) (Y1 — Y2 + Y3 — )
+ W —v2 =y +ya) (1 — y2 + y3 — ya)

= 44+ 10y; + 2y» + 2u3 + 2ys + 10y + 2y3 + 2y3 + 23 (3.30)
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(2.i.a) m da forma do sistema [3.15}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims + mimy + mams + moms + mamy
= (p+ytystyat 1)+ (U +y2 — ys — ya)’
=y —ys+ya)’ + (1 —yo +ys — ya)
+ Wty +ys+ya+ 1)W1+ y2 — Yz — ya)
ity +ys+ya+ 1D —y2 —ys+ )
+ Wty +ys+ya+ 1) — Y2+ Y3 — )
+ (1 +y2 —Ys — ya) (Y1 — Y2 — Y3 + Ya)
+ Wty —ys —ya) (Y1 — Yo + Ys — Ya)
+ (W — v —ys +ya) (Y1 — y2 + Y3 — )

= 145y + Yo+ ys + ya + 1007 + 202 + 22 + 2. (3.31)

(2.2.b) m da forma do sistema [3.16}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims +mimy + mams + mems + mzmy
= Wty tys+ya— 12+ W+ 2 — vz — )

=y —ys+ya)’+ (1 — y2 + Y3 — va)’
+ ity +ys+ys— 1)y +y2 — Ya)
+ Wty +ys+ya— 1)y —y2 — ys +ya)
Wty tys+ya— 1)y —v2 +ys — va)
+ W+ Y2 — Y3 —ya) (1 — Y2 — Y3+ Ya)
+ (1 +v2 — Y3 —ya) (Y1 — Y2 + Yz — Ya)
+ (W1 —v2 —ys +ya) (Y1 — ¥2 + Yz — )

= 1=y —ys —ys — ya + 1097 + 202 + 202 + 22 (3.32)
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(2.4i.a) m da forma do sistema [3.17}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims + mimy + mams + moms + mamy
= Wty tysty) + o+ —ys—ya+1)
+ 1=y —ys+ya)’ + (v — yo + Y3 — ya)’
(WYt ys Y)Wty —ys —ys+ 1)
+ (1 +y2 +ys +ya) (Y1 — Y2 — ys + ya)
+ (Y1 + Y2+ Y3+ ya) (Y1 — Y2 + Yz — Ya)
+ (1 +y2 —ys —ya+ 1)y — y2 — Yz + ya)
+ Wty —ys —ya+ 1)1 — Y2+ Yz — va)
+ (Y1 —y2 — Y3 + ya) (Y1 — Y2 + Y3 — ya)

= 145y + 10— ys — ya+ 1097 + 292 + 202 + 242 (3.33)

(2.4.b) m da forma do sistema [3.18}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy+mims +mimy + mams + moms + mazmy
= +ytys+ya) + @ty —ys—ya—1)°
+ (W —y2 —ys+ya)? + (W1 — y2 + ys — )’
+ Wit tys+y)y+ye—ys —ya—1)
+ W1+ Y2+ ys+yd) (W — y2 — ys + ya)
+ (Y1 +v2 + Yz +ya) (Y1 — Y2 + Y3 — ya)
+ Wty —ys—ys— 1) (W1 — Y2 — Y3+ Ya)
Wity —ys—ya— Dy —y2 + Yz — ya)
+ W —v2 = Y3+ ya) (1 — y2 + y3 — ya)

= 1=y —ys + s +ys+ 1057 + 292 + 202 + 242 (3.34)
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(2.77i.a) m da forma do sistema [3.19}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims + mimy + mams + moms + mamy
= (W t+ytys+ya)’+ W +y2—ys —ya)
= —ys+ya+ 17+ (Y1 —yo +ys — ya)’
+ (W1 + Y2+ ys +ya) (1 + Y2 — Y3 — ya)
Tty tys+ud —y2—ys Ty + 1)
+ (Y1 +y2 + Yz +ya) (Y1 — Y2 + Y3 — Ya)
Wity —ys—y) (Y1 — v —yYs +ys + 1)
+ Wt y2—ys —ya) (Y1 — Yo + Ys — ya)
+ W~y —ys+ys+ 1) (Y1 — Y2 + Yz — ya)

= 145y —yo — ys + ya + 1057 + 202 + 202 + 212 (3.35)

(2.444.b) m da forma do sistema [3.20}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims +mimy + mams + mems + mzmy
= (n+ye+ys+ya)’ + (Y +y2 —ys —ya)’

==yt — 17+ (W — 2 +ys — )
+ Wty +ys+y) (Y1 +y2 — ys — va)
Wty tystyd -y —ys+ya—1)
+ (Y1 +y2 + Yz +ya) (Y1 — Y2+ Y3 — Ya)

+ Wty —ys — Y)Y — Yo —ys +ya— 1)

+ (Y T Y2 — Y3 — ya) (Y1 — Y2 + Y3 — Ya)

+ W —ve—ys+ya— 1)W1 — Y2+ Y3 — ya)

= 1=y +ys+ys — ys+ 1057 + 202 + 202 + 242 (3.36)
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(2.4v.a) m da forma do sistema [3.21}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims + mimy + mams + mams + mamy
= Wty tys+y)?+ W+ v —ys— )

=y —ys+ya)+ (i — e +ys —ya+1)°

+ (Y1 +v2 + Yz + ya) (Y1 + Y2 — Y3 — Ya)

+ (1 +y2 +ys +ya) (Y1 — Y2 — ys + ya)

+ Wty +ys Y)Y — Y2+ ys —ya+ 1)
+ (W + Y2 — Y3 —ya) (Y1 — Y2 — Y3 + )
Wty —ys Y)W — Y2 T ys —ys+ 1)
W=y —ysty)y — et ys —yat+ 1)

= 145y —yo + s — ya+ 1097 + 292 + 202 + 212 (3.37)

(2.4v.b) m da forma do sistema [3.22}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims +mimy + mams + mems + mazmy
= (W +ytys+ya)+ W +y2—ys—ya)

=y —ys )+ —vetys—ya—1)°

+ (Y1 +v2 + ys + ya) (Y1 + y2 — ys — y4)

+ (1 +v2 +ys +ya) (1 — Y2 — Y3 + ya)

Wty tystydy — v t+ys—ya—1)
+ (Y2 —ys —ya) (1 — Y2 — Y3+ Ya)
Wity —ys—ya) (1 — Y2+ ys —ya— 1)
W=y ty)y — e tys —ya—1)

= 1 =5y +ys—ys +ys+ 1057 + 292 + 202 + 242 (3.38)

o1



(3.i.a) m da forma do sistema [3.23}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims + mimy + mams + moms + mamy
= (At tystya+1)’+ U +ys—ys—yat1)°

=y —ys+ya)’ + (1 —yo +ys — ya)

+ Wty tystyat+ )ty —ys—yat+1)

ity +ys+ya+ 1D —y2 —ys+ )

+ Wty +ys+ya+ 1)1 — Y2+ Y3 — Ya)

Ty —ys —ya+ 1)y — Y2 — Y3+ ya)

Tty —y—yat Dy —y2+ys — )

+ (W — v —ys+ya) (Y1 — y2 + ys — )

= 3410y + 2yp + 1092 + 292 + 292 + 212 (3.39)

(3.2.b) m da forma do sistema [3.24}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy+mims +mimy + mams + moms + mazmy
= t+yptytut+)’ @ty —ys—ya—1)°

+ (W —y2 —ys+ya)? + (W1 — y2 + ys — )’
+Wtetystyt D+ —ys—ya—1)

Wty +ys+ya+ 1)W1 — Y2 — ys + ya)

+ Wty +ys+ya+ 1)W1 — Y2+ Y3 — ya)

+ Wty —ys—ya— 1) (1 — Y2 — Y3+ ya)

Wity —ys—ya— Dy —y2 + Yz — ya)

+ W —v2 = ys +ya) (1 — y2 + y3 — ya)

= 14 2y3+ 2y + 10y7 + 2y5 + 2u3 + 23 (3.40)
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(3.4i.a) m da forma do sistema [3.25}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy + mims + mimy + mams + moms + mamy
= (v tystyat 1)+ (U1 +y2 — ys — ya)’

= —ys+ya+ 17+ (Y1 —yo +ys — ya)’

+ Wty +ys+ya+ 1)y +y2 — Yz — ya)

+ Wty tystyat+ ) —ve—ys+yat+1)

+ Wty +ys+ya+ 1)W1 — Y2+ Y3 — )

Tty -y -y —y2—ys+yat+1)

+ (W1 +v2 —ys — ya) (Y1 — Y2 + Yz — ya)

(W Y2 —yYs+ya+ DY — Y2 +ys — va)

= 3410y + 2ys + 1092 + 292 + 292 + 212 (3.41)

(3.7.b) m da forma do sistema [3.26}

Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy+ mims +mimy + mams + mems + mzmy
= (i +yatys+yat 1)+ (U1 +y2 — ys — ya)’
==yt — 1+ (W — 2 +ys — )
+ Wty tys+ya+ )W +y2—ys — ya)
+Wtyetytut+Dy -y —ys+tya—1)
+ Wty +ys+ya+ 1)W1 — Y2+ Y3 — ya)
+ Wty —ys — Y)Y — Yo —ys +ya— 1)
+ (W + Y2 — Y3 — ya) (Y1 — Y2 + Y3 — )
W —ve—ys+ya— 1)W1 — Y2+ Y3 — ya)

= 142y + 2y3 + 10y7 + 2y3 + 2u3 + 23 (3.42)
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(3.77i.a) m da forma do sistema [3.27}
Q(m) = mi+m3+mi+m3+mimy +mims +mimg + mams + mams + mzmy
= (v tys+yst 1’4 (U1 +y2 — ys — ya)’

=~y +y)+ W —y2+ys—ya+1)°

ity tystyat Dy +v2 —ys — va)

+ Wty +ys+ya+ 1)y — Y2 — Yz + ya)
ttytytutDl -ty —utl)

+ W1+ y2 — Y3 —ya) (1 — Y2 — Y3 + )

Wty —ys—y)yr — vt ys —ys+ 1)

+ W —v2—ysty)y — e tys —ya+ 1)

= 3+ 10y, + 2ys + 1097 + 292 + 22 + 242 (3.43)

(3.44i.b) m da forma do sistema [3.28}
Q(m) = mi+m3+m3+mi+mimy+ mims +mimy + mams + mems + mzmy

= m+wtus+u+1?+ W+ —ys— )
= —ys )+ — et ys—ya— 1)
Wty tys+yat+ Dy +y2 —ys — ya)
+ Wty +ys+ya+ )W —y2 —ys + ya)
+ Wty tystyat+ ) —yetys—ys—1)
+ (Y1 + Y2 — Y3 — Ya) (Y1 — Y2 — Y3 + Ya)
Wty —ys—y)yr — v+ ys —ya— 1)
W=y —ys+ty) —v2tys —ya— 1)

= 1+ 2y5 + 2ys + 1057 + 205 + 205 + 243 (3.44)

Agora, fazendo a substituicao de my, mom,s , my pelas expressoes em y1, Yo, Y3, Y4

acima no somatério (3.11)), ficamos com
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o0

D

mi1,m2,Mm3,mq=—00

Qm

[e.9]

Z qloy%+2y§+2y§+2yi

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00

+

[e.9]

E q4+1091 +2y2+2y3+2y4+10y3+2y2 +2y3+2y

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o0

E q1+5y1+y2+y3+y4+10y%+2y§+2y§+2y§

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
[ee]

E q1*5y1*y2*y3fy4+10y%+2y%+2y§+2yz

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o0

E q1+5yl+92*93*y4+10y%+2y%+2y§+2y3

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
o0
§ q1—5y1—yz+y3+y4+10y§+2y§+2y§+2y§

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o0

E q1+5y1—yz—y3+y4+10y%+2y§+2y§+2y§

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
oo
E g +y2+y3—ya+10y7 +2y3+2y3+2y3

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o

§ : q1+5y1—y2+y3—y4+10y%+2y§+2y§+2y§

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o

E q1—5y1+y2—y3+y4+10yf+2y§+2y§+2yi

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o0

Z q3+10y1 +2y2+10y2+2y3+2y3+2y3

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
[ee]

Z q1+2y3 +2y4+10y3 +2y3+2y2 +2y3

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o0

Z q3+10y1 +2y4+10y2+2y2 +2y2 +2y2

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o0
Z q1+2y2+2y3+10y%+2y§+2y§+2y2

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
o0

Z g Hom +2y3+10y7+2y3+2y3+2y3

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
oo
§ q1+2y2+2y4+10yf+2y§+2y§+2y2

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
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Notemos que hé parcelas na equagao acima que se repetem, a menos de nome

das varidveis. Os somatdrios

o oo
} : q3+10y1 +2y2+10y?+2y2 +2y2+2y2 e 2 : q1+2y3 +2y4+10y?+2y2 +2y2+2y32
Y1,Y2,Y3,Yy4=—00 Y1,Y2,Y3,Y4=—00

aparecem cada um trés vezes e, portanto, podemos escrever

o0 o

E ¢®m = E : q10y$+2y§+2y§+2yg

mi,mz2,ms3,m4=—00 Y1,Y2,Y3,Y4=—00
o0
+ 2 : q4+10y1 +2y2+2y3+2y4+10y2+2y2+2y2 +2y2

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
oo

+ § q1+5y1 +y2+ys+ya+10y2+2y3+2y2 +2y2

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
oo

+ § q1—5y1—yz—y3—y4+10y%+2y§+2y§+2y2

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
o0

+ § : q1+5y1+y2—y3—y4+10yf+2y§+2y§+2y2

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
o

+ E q1—5y1—y2+y3+y4+10y%+2y§+2y§+2y§

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
o

+ E : q1+5y1—yz—y3+y4+10yf+2y§+2y§+2y3

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
(o]

+ E q1—5y1 +y2+ys—ya+10y?+2y3+2y2 +2y?

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
e}

+ § : q1+5y1fy2+y3fy4+10y%+2y§+2y§+2y3

Y1,Y2,Y3,Yy4=—00
[ee]

+ E q175y1+y2*y3+y4+10y%+2y§+2y§+2y2

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
oo

+3 } : q3+10y1+2y2+10y§+2y§+2y§+2y§

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
[e.e]

+3 § : q1+2y3+2y4+10y%+2y§+2y§+2y2'

Y1,Y2,Y3,Y4=—00
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Ainda, reordenando os termos nos expoentes de cada uma das parcelas,

[e%s) (o) o) 3
2 2
S = Y (Y )
m1,Mm2,Mm3,m4=—00 Yy=—00 Yy=—00
0 e’} 3
2 2
+ q4 Z q10y +10y | < Z q2y +2y)
y=—00 y=—00
[e’s) 0 3
2 2
+q Z 'OV Y ( Z 7% +y)
y=—00 Yy=—00
[e%e) [oe] 3
-5 2y%—
+q Y, ¢ y~(2qy y)
Yy=—00 Yy=—00
') ) o0 2
2 2 2
+q Z quy +5y | Z q2y +y . ( Z q2y y)
Y=—00 Y=—00 Y=—00
') ) o0 2
2 2 2
030 g S () )
y=—00 y=—00 =—00
) ) ) 2
+gq Z q10y2+5y. Z q2y2+y‘ ( Z q2y2_y)
Yy=—00 Yy=—00 Yy=—00
') [e%e) ) 2
2_ 2_ 2
P D WinH OO
y=—00 Yy=—00 y=—00
') %) ) 2
2 2 2
+q Z q10y+5y_ Z q2y+y_ ( Z q2y—y)
Yy=—00 Yy=—00 Yy=—00
[e%s) o0 [e%] 2
2 2 2
+q Z q10y—5y_ Z q2y+y. ( Z q2y+y>
Yy=—00 Yy=—00 Yy=—00
fe'e) o0 [ee) 2
—i—3q3 Z q10y2+10y_ Z q2y2+2y_ ( Z q2y2>
Yy=—00 Yy=—00 Yy=—00
[e'e) 00 [e’e] 2
2 2 2
#3030 S @ ()
Yy=—00 Yy=—00 Yy=—00

Para seguirmos com a demonstragao, vamos utilizar as expressoes ([1.21)) e (|1.26)

e o resultado da Proposicao|1.2.7, Cada um dos somatoérios das formas Z;ifoo g,

o0 ky*+ky o0 ky*+5y 0 ky?—%£y i
D oo d D e 0o @ TV e Y ¢ T2Y, com k € Z, pode ser substituido,

respectivamente, pelas expressoes o(q*), 21(¢?*), @Z)(qg) e @Z)(qg)
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Portanto,

[e.e]

- ;ﬂ :_OoqQ(m) = @(qlo)(so(QQ))ngq - 20(¢*) ( ) +qi(q ( )
+q¢(q5)(¢(Q)>3+q¢ ( q) +q(q ( ))2

+qw<q5>w<q>(w<q>) (@) ><w<q>) (@)l >(w<q>)2

+ (@)(a) (¢<q>)2 30 20(6) 2006 (9(¢))
+ 3000 )ole?) (2w<q4>)2

= ¢(¢")¢° (%) + 164" (¢™)0*(¢") + av(a”)¥* (@) + av(¢*)¥*(q)
+aqv(a*)0* (@) + a ()¢ () + av(a”)0* (@) + a(a®)¥*(g)
+ (@) (a) + (@) (@) + 12¢°0(¢™)(¢") 9% (%)
+12¢9(q"")0(q*)¥* (¢")

= (@) (@) + 164" (¢™)0°(¢") + 8av(¢°)¥*(q)

+ 12¢°(¢*) (") e (¢%) + 12q0(¢")e(¢*) ¥ (¢*).

Basta agora observar que

Z s (n>qn = — 1 Z qQ(m)
n=0

(q’ q>2° mi,m2,ms3,mi=—00
e, portanto,
ol = o {¢(q10)¢3(q2) T 164 (¢®) 6 (q) + 8qv (") (@)
n=0 7 /o0

1260 + 12q¢<q1°>w<q2>w2<q4>},

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 4

Congruéncias envolvendo cg;.

4.1 Congruéncias moédulo alguns inteiros em par-

ticular

O resultado da tltima secao do capitulo anterior permite a deducao de algumas
congruéncias satisfeitas pelos coeficientes da fungao C'®4(q). Alguns deles, devidos

a Sellers ([9]) e a Baruah e Sarmah (]4]), seguem nos préximos teoremas.
Teorema 4.1.1. ([9], Theorem 1.1) Vn > 0, temos

cp4(10n4+6) =0 (mod 5).

Prova: Conforme o Teorema (3.1.1}

= n D) + 12q0(¢*)V* (¢")
;)C@(n)q B (9%
03 (¢?) + 12q0(a*)?(q*)
(¢ ¢*)a(a% )&

Entao,
> cta(n)g" + Y cha(n)(—q)"
n=0 n=0
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©*(q%) + 12q0(¢*)*(q") | ¥*(q%) — 12q0(¢*)¥*(q")

(¢ *)% (0% ¢*)a (—=¢¢*)5(¢% ¢*)5%
0*(q%) 1 1
(6% )4, { (a:4%)% " (—q;qQ)‘éo}
12q¢0(¢*)¥*(q") 11
T @A {<q;q2>go <—q;q2>z;}
©*(q%) { (—¢; )% + (5 qQ)‘éo}
(%)% U (@) (=4 )4
12¢0(¢*)V* (¢*) [ (—q: ¢*)2 — (6 )%
T o {<qq><qq> }
= & fs((qQ) oy {(=¢:%)s + (¢:0°)2}
12Q<P(q2) ( *) . 9v4

Substituindo em (4.1)) as expressoes (i) e (i7) do Corolério |1.2.9} temos

o0

Zc¢4(n)q”+ ZC¢4(”)(—Q)" — 3(q22) . 20%(¢?)

e — (% ®)a (% a)s (6% 0%

12¢0(¢*)¥*(¢")  8q¥*(q")
?)e(a%ah)s  (d%56%)%
20°(¢%) N 96¢°p(q*)¥"(q")

(6% 6*)S (% aY)s (%5635 (6% )

2

(4.2)

Agora, observemos que, quando n é par, digamos 2n, temos

cps(2n)(—q)*" = chpy(2n)q?

e quando n é impar, digamos 2n + 1, temos

chs(2n + 1)(—q)*" T = —cos(2n + 1)g* .
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. ~ o0 n oo n
Assim, na expressao y > cos(n)g” + > 7 cha(n)(—q)", os termos referentes
aos valores impares de n cancelam-se e restam duas vezes os termos referentes aos

valores pares de n. Ou seja,

S ol + 3 conln)(—a)" =23 cu(20)
n=0 n=0 n=0
Portanto,
S | 2¢°(¢%) 96¢%0(¢*) v (¢*) }
nzzocm(zn)q N 2{(q2;q2)ﬁo(q2;q4)§o TR D
_ v°(¢*) L A8¢p()v (") (4.3)

(@%: )5 (% qh)s (% d2)5. (% )i

Ou ainda, substituindo ¢* por ¢ em (4.3)),

C w9 48¢(q) 1 (¢?)
2o = e P T G e L (44)

Finalmente, escrevendo as expressoes ([1.23) e ((1.24) no lugar de ¢(q) e ¥(q),

ficamos com

i (q2' q2)25
coa(2n)q" = - \10( 4. A ’10 Oo 6 (. 2\4
~ (g5 @)% (a* a")32(q; )5 (43 4°)5%

48q(q%; ¢*)3.(a*; ¢*)5,
(: )% (¢4 a4 2 (6% )4 (45 ) (¢ )4

_ (% ¢*)% 48q(¢%; ¢*)5.(a*: ¢S,
()% (q% q") a0 ¢*) (¢ AL (08 (45¢3) (6% )
(4 4*)% 489(q% ¢°)3(a" 415 (4.5)
(;0)%(q* ¢4 (q;9)2

O que buscamos é o valor de c¢,(10n 4 6) que, na equagao acima, corresponde

ao coeficiente do termo em ¢°"™3. Se conseguirmos mostrar que em cada uma das
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parcelas de o coeficiente de ¢°"*3 é divisivel por 5, teremos concluido a demon-
stragao do teorema. Ainda, como estamos interessados em congruéncias (mod 5),
podemos simplificar cada uma dessas parcelas. Para tanto, vamos adotar uma
definicao para congruéncia entre séries semelhante a definicao usual de congruéncia

entre numeros inteiros.

Definicao 4.1.2. Diremos que duas séries sao congruentes modulo k, com k € N,

se a diferenca entre elas € uma série cujos coeficientes sao divisiveis por k.

Obs.: Na expressao (¢% ¢“)5., isto é, no produto []°2,(1 — ¢"*)®, cada um dos

termos (1 — ¢"*)% é da forma 1 — A\q"* + Aag®™® — X3¢®™® + Mg — ¢°™, onde

A1, ... A4 880 numeros inteiros divisiveis por 5. Ou seja, olhando médulo 5, temos

(1—¢")° = (1—¢"") (mod 5). Assim, [[°7,(1—¢")° =[[,2,(1—¢"") (mod 5)

n=1
e entao (4% ¢%)% = (6" ¢°*) -
Portanto,
(a2 _ (@R )
(05 0)2(q*; ¢4 (¢ 9)2.)* (g% ¢*)3.)?
_ (¢%6°)%)° (@ 65
((4;9)3.) (g% ¢*)3,)?
_ (q107 ql())iO(qz? q2)§0 ( d 5) 4 6
= Eonen ™ 48)
e
18q(¢* ¢*)3 (a5 0% 48a(@* ¢*)3 (a0 012 (4 ¢ (a1 03
(q:9)12 (¢;9)%5
_ 484(e% ¢*)3(a" 013 (0t 4o (03 0)
((¢;9)%.)°
0 484(4'%5¢") 0 (%% ¢*) oo (0% ¢ o (45 0)2, 45
= @) (mod 5).
(4.7)

Dessa forma, notemos que, se os coeficientes de ¢ em (¢%; ¢*)%, na expressio

(4.6) e em q(q* qX)(q; )3, na expressao (4.7) forem congruentes a zero (mod 5),
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os termos restantes nas expressoes (4.6) e (4.7) ndo alteram essas congruéncias.

Portanto, podemos nos restringir ao cdlculo dos coeficientes de ¢ em (¢?; ¢*)2,

e q(q*; ¢*)so(q; q)2,. Comegemos com (g% ¢%)2,

Substituindo ¢ por ¢? nas identidades das Proposicoes [1.2.11]e[1.2.12], temos:

(%05 = (@%0°)e(d* )

o0 [e.o]

— Z( mm3mlz 21{'"—1 k(k+1)

m=—oo k=0

_ Z Z m+k 2]{3—|—1) k(k+1)+m(3m—1) (48)

m=—o0 k=0

Procuramos expoentes de ¢ do tipo 5n + 3, i.e., solugoes inteiras k, m,n para
bn +3 = k(k+ 1) + m(3m — 1). Olhando para essa equagao (mod 5), o que
buscamos ¢ resolver a seguinte congruéncia: 3 = k(k + 1) + m(3m — 1) (mod 5).

Agora, observemos que 3 = k(k + 1) + m(3m — 1) (mod 5) é equivalente a

3 k> +k+3m? —m (mod 5)

<=4 = 3k +3k+9m*—3m (mod 5)

<0 = 3k +3k+9m*—3m+1 (mod5)
=0 = 12k +12k+36m? —12m +3+1 (mod 5)
<0 = 32k+1)>+(6m—1)* (mod 5) (4.9)

Vamos definir o = 2k +1 e f = 6m — 1. Entao, médulo 5, a e f podem assumir
os valores 0, 1, 2, 3 ou 4; consequentemente, o e 32 podem assumir apenas os
valoes 0, 1 ou 4. Fazendo todas as combinacos de valores para 3o + 32, vemos que
a tnica forma de termos 3a? + 32 = 0 (mod 5) ocorre quando a@ = 0 (mod 5) e
f =0 (mod 5). Ou seja, 2k +1 =0 (mod 5) e m =1 (mod 5). De fato, o que ira

nos interessar é a congruéncia de 2k+1.

Entao, pela expressio (4.8), como 2k + 1 é o préprio coeficiente de ¢°**3, ja
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5n+3

temos que o coeficiente de ¢ na primeira parcela de > 7 cos(2n)q" é divisivel

por 5.

Passemos agora para q(q*; ¢*)(q; q)2,, 0 termo que nos interessa na segunda

parcela da expressao (4.5)) para a fungao geradora de c¢4(2n). No entanto, ao invés

5n+3

de procurarmos os coeficientes de ¢ em q(q* q*)(q; q)3,, vamos procurar os

Sn+2 e

coeficientes de ¢ m (q4; q4)oo(Q§ C])io

Mais uma vez, conforme as proposicoes [1.2.11]| e [1.2.12] apenas trocando ¢ por

q* na Proposicao [1.2.11], temos

- l m m m—
(@0)3%(0% 0" = D _(—1)F(2k + 1)qzFED Z AmEm-)

k=0 m=—00
— Z Z m—i—k 2]€+ 1) % (k+1)+2m(3m—1)' (41())
m=—o0 k=0
Procuramos expoentes de g do tipo dn + 2, i.e., solucoes inteiras k, m,n para

n+2 = k(kH)

+2m(3m —1). De modo semelhante ao que foi feito para chegarmos
a expressao (4.9), olhemos a equagao (4.10) (mod 5). O que buscamos é resolver
a congruéncia 2 = k(k+1) +2m(3m — 1) (mod 5). Mas, 2 = @ +2m(3m — 1)

(mod 5) é equivalente a

2 = k2+k+6m2—2m (mod 5)
=4 = K +k+12m* —4m (mod 5)
<=1 = 4k* +4k+8m? —16m (mod 5)
0 = 4k* +4k+8m*> —16m +1+8 (mod 5)
<~ 0 = (2k+1)*+3(m—1)> (mod 5) (4.11)

Agora com f = 2k + 1 e a = m — 1, para que haja uma solucao tal que

$% + 3a? = 0 (mod 5), devemos ter a = 0 (mod 5) e = 0 (mod 5). Ou seja,
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2k+1=0 (mod 5). Neste caso também 2k + 1 é o coeficiente dos termos da forma

5n+3

q na segunda parcela de > cou(2n)q".

5n+3

Entao, como o coeficiente de ¢ nas duas parcelas de (4.5) é divisivel por

5, concluimos que c¢y4(10n 4+ 6) é divisivel por 5, ou seja, cps(10n + 6) = 0
(mod 5), Vn > 0.

Teorema 4.1.3. ([4], Theorem 3.1) Vn > 0, temos que

(i) cps(2n+1) = 0 (mod 4?),
(ii) coy(4n+3) = 0 (mod 4%),

(iit) cos(dn+2) = 0 (mod 4).

Prova: As demonstragoes das congruéncias acima sao bastante semelhantes e uti-
lizam o mesmo artificio utilizado na demonstracao do teorema anterior, isto é,
avaliar a fungao C'®Py(n) em ¢ e —q, somé-las ou subtrai-las e considerar os coefi-

cientes restantes.

(1) Conforme o Teorema |3.1.1}

= n D) + 12q0(¢*)0 (¢")
2“‘5“("” - (¢;9)%
©*(q?) 12q0(q*)1*(q")
(%P6 (PGP

Além disso,

Z cos(n)g" — Z cos(n)(—q)" = 2 Z cga(2n + 1)g*" !
n=0 n=0 n=0
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e, portanto,

= ontl 903(512) 12(]90( 2)¢2( 4)
22 cou(2n+ 1) (AP (P +(q L 2)A (45 )4

©*(q%) —12¢9(¢*)V*(q*)
N ((q %) - )

4 (—q:a®)% (%P (—adP)L

- <f(qq>)oo { (¢: q12>z; - <—q;1q2>go }
12q¢(q2)¢2(q4){( 1 1 }

(4% ¢*)% )L (4 6%)%

+

{(—:6") % — (6:0°)3}

©*(q%)

( 2. 2)4 (

12q¢(
q?)

4)4

e gj() a )) {(—: ") e + (@ 6°)%}-

(4.12)

Mais uma vez utilizando os itens (i) e (i7) do Corolario [1.2.9] a expressao (4.12)

torna-se
_ v’ (¢*) 8ay?(qt) | 12q0(¢*)¥%(qh) | 2¢%(¢?)
(L@ (3% (@)L (%)
8qw3(q2) *(q") N 24q0°(¢*)V*(q")
(0% )% (% aMs (%65 (% a4
32qs03(q2) Ve (¢%4Y)5%
(4% ¢®)% (a5 a)% (g% g%
_ 32q<ﬁ(2) V(g (g% Y s
(g% ¢*)5 (g% q)
32q0*(*)V*(¢*)(¢*; q*)s
(PR (4.13)
Entao,
= i1 32003V (M) (b b
Pa e DT = T
Y ctul2n -+ g e Laaae S TRY!

n=0
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Agora, dividindo por ¢ a expressdo (4.14)) e substituindo ¢ por ¢, obtemos

Zc@ on 4 1)gr = S0P @)

(4:9)%2
Dessa forma, c¢4(2n +1)¢" =0 (mod 16).

(4.15)

(1i) Para a demonstragao deste item, vamos utilizar a expressao (4.15]) obtida

acima, avaliando-na em ¢q e —¢, e substituir nela as expressoes (i) e (i) da Proposigao

1.2.6, Assim,

160°(0)0*(¢°) (4% ¢7)5
(:9)%8

16(q%; ¢*)2(q"% 4" e (0% ¢7) s
(7 9)8(q; @) (a%; 445 (a% ¢*)%

Z cos(2n+ 1)¢" =
n=0

__16(¢% )
(4% a*)% (a3 0)88
_ 16(¢* ¢*) &
(¢% a2 (4348 (g% ¢*) 18
__16(¢% ¢°)oc
(a*q*)3 (a3 ¢%) 88
Notemos que
Z cos(2n + 1)q" — Z cps(2n 4+ 1)(—q)" = 2 Z cos(4n + 3)g* .
Assim,
. i1 16(¢% %) 16(¢% ¢*)
2nzz()c¢4(4n+3)q (@G AY () (6?8

16qq

q
:16‘1(100{ - qlq)}
ez

{( 6% — (q;q2)i5}-
(4.16)

16(q Q) (0% ")
(g% q*)% (g% %)%
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Notemos ainda que (—¢;¢*)!5 — (¢;¢*)'8 é diferenca de dois quadrados, isto é,
{(—q;qz)io — (g q2)§o}{(—q; )% + (@ q2)§o}- A expressio (—¢;¢*)5% + (¢;6*)%.
por sua vez, pode ser reescrita como {(—¢; ¢*)%, — (¢;¢°)a}* + 2(¢% ¢*)5, Assim,

conforme o Corolario temos

. _ 16¢y*(¢%)
(—¢:6*)% — (6:6))% P
€
A 234 2 2_44_64q2w4(q4) 2(q Q)(q Q)
U8 0o = (6 0)5)" 4 2056 ) = (4% ¢*)a " (4% )4
Substituindo em , obtemos
16(¢*; ¢*) oo _16q¢4(q2){64q2w4(q4) L A2 )s(e% s }
(g% ¢")% (% a8 (¢%d)% U (¢%a?)5% (% ¢*)%
_ 16(¢%aY)e 16q¢4(q2){64q2¢4(q4) 2(¢% )5 (@*1 0o }
(g5 aM)%(@%aM)s (5% L (6% )% (4% ¢*)%
_16(g% ") 164(g%¢N)s  64¢%¥(q) +2(0% ) (0 01
(@2 (%)% D)% (% ¢*)%
256q(q*; ¢* 23
—<§2(?q2)qgg) - (646" (¢") + 2(6% 615 (6% 1)) -
Dessa forma, temos
e 256 4. 4\22
23 conlan-+ 3)" ! = ZHLE (64t a!) 4 2 i)
n=0 ! ©
o 256 4. 4\22
— Y anin + 3 = FELIE G20t + (o)l L)
n=0 ’ S
(4.17)
Dividindo a equacao (4.17)) por ¢ e substituindo ¢* por ¢, ficamos com
> 2. ,2\22
> cpa(dn +3)q" = % - (32001 (¢%) + (4 0)a (03 4°)5)
n=0 ?1/00
e, portanto,

cos(4n +3) =0 (mod 4%).
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(111) Para esta demonstracao, o processo serd um pouco mais longo. Comegamos

oo n 0 n
fazendo >~ cos(n)q™ + Y. _, cpa(n)(—q)". Observemos que nesta soma os ter-
mos referentes a valores impares de n cancelam-se e restam duas vezes os termos

referentes a valores pares de n. Por isso, mais uma vez utilizando o resultado do

Teorema ((3.1.1]), de modo andlogo a como obtivemos a expressao (|4.12]), obtemos

23 cha2n)g™ = Y cou(n)gt + ) ca(n)(—
. AU T S

(g )k — ()LD
¥ (¢ C20%(e?) |, 12q0(a*)Y%(qh)  8qvi(a?)
(AL @E s (BP)% (5P d)y ()
20°(q%) N 96%¢(q%)1* (¢*)
)% (

(@*¢*)%(¢% a5 (6% ¢%)5% (% a*)5
_ 20%(®) (g% qM)L,  96¢%p(g*)v (") (gt ¢,
(0% 6%)5% (4% ¢°) 5% (4% ¢*)5(q%; q)
_ 22°(a0)(a" a5 |, 968%0(¢*)v ()" 0')s
(¢ ) (4 %)% '

Dividindo a equacao por 2 e substituindo ¢ por ¢, obtemos

- w @A) 1Bao(Q)vt (@) (d% )L
;Cm%)q T (4:9)2 ’

e no lugar de ¢(g) e ¥(g) escrevendo as expressoes da Proposicao [1.2.6]

- w (B P 48q(q%; )3 (0% ¢*)5. (0% 4%) %
2 cond’ = (q,Q)£(q,q)£(q,Q)£+(q,Q) (0% )% (¢% ¢*)2(¢: )9
(%)% 48¢(q%; 4%)2 (0% 4*)S
(¢ 0)2(q* ¢*)10 (q:9)L2
(4% ¢*)% 48q(q*; 41)

(¢ *)2R(¢* M) (¢3)2(¢% )%
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No entanto, os coeficientes da expressao acima ainda nao sao os que procuramos.
0 n oo n
Fazemos agora ) >~ coa(2n)q" —> ", coa(2n)(—q)". Nesse caso, restam os termos

referentes a n impar, isto é,

220(]54 (4n + 2)¢*" ! = Zc@ 2n)q" —Zc@ (2n)(

_ @) 48a(dhah)s
(4:6*)2(q% aM)  (:¢*)82(¢% )%
B (%)% —48q(g" ¢S
(=g q )QO(q )L (=g ®) 2% P
()L 1
(gh 4)3>S{ q;qz)gg}
48q(q4,q )%, 1 1
(4% ¢*)%, {(q,q 2)L2 " (—q;q2)é§}
_ (4% 4°)% 220 (.. 2\20
= (g ,q4)gg{( G4 ) — (G075}
4SQ(q4;q4)go 2112 12
T ArrIEA

{(=¢: )2 — (6 )2}

7)o
(7% a")28(¢% a") 26?5 ¢?) o
48q<q4. q4)18
(¢% a*)7 (6% )2 (g% ") L2

A6 )2+ (4602}

_ (6% )% CL2N20 (. 2320
o (q2'q4)10(q2'q2)11{( 79 )oo (q’q )oo}
+ %{( 4 )2+ (:4%)52}
= s (2~ )2+ TS a2+ (2

(4.18)

A fim de evitar uma escrita muito carregada, por um momento vamos denotar
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(—q; ¢*)% por A e (q;¢*)%

()% — (: )%

(6 )2+ (467

e a expressao (4.18) torna-se
4 g0

(q’ 0 5
(g% q*)3L piA -

48q(
(¢?

Observemos o seguinte:

(A— By = A°

por B. Dessa forma,

—5A*B +10A%B? —

A5

A3—|—BS

q)oo{A3+B3}

7*)5

10A’B® + 5AB* — B®

= A° - B® - 5AB(A* - B*) + 10A*B*(A - B)

— A° - B° = (A— B)’+5AB(A* - B*) — 10A*B*(A - B)
= (A—B){(A— B)* +5AB(A* + AB + B*) — 10A?B?}
= (A-B){(A-B)' +5AB(A — B)* + 5A’B?*}. (4.19)
Além disso,
A*+ B* = (A+ B){(A+ B)* - 3AB}. (4.20)

Substituindo A — B e A 4+ B pelas expressoes (i) e (i) do Coroldrio em

(4.19) e (4.20)), ficamos com

5 o 8q1/12( !) £4096¢" Y% (qY) | 5(¢*qY)s - 64¢°Y (¢ 2. 48
A5 = g >{ v toran *5(‘1’”“’}
B 8q1/12( ) [4096¢* 05 (q*) . 32047 (q*) 2. 48
- R et
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: 20%(¢%) [ 40*(¢?)
3 3 _ 2. 4\4
A b= (2% ¢®)% | (6% ¢*)4 ~3 ) g

Com isso, 2y 07, cha(4n + 2)¢** ! torna-se

("¢ 8a¥*(q") {4096q4w8(q4) N 320¢%9*(q*)
(AL (@)L L (&) (7% q*)a
48q(q* q")e  2¢°(¢%) { o' (¢*)

(%)L (3D (@ P)L

+ 5(q2;q4)§o}

- 3(¢* q4)§o}

8q(q*; ¢*) v (¢") {4096q4¢8(q4) 320¢%Y (¢*) 2. 4\8 }
(%> (g% ¢%)8, - (g% "), a0 )
96q(q"; ¢")so9*(4°) { A08(a®) L o aya }
" (g% ¢*)% (4% ¢?)% 354 ¢

Dividindo a equagao acima por 2, obtemos > co4(4n+2)¢*" ! e, finalmente,
assim como nas demonstragoes dos itens anteriores, dividindo por ¢ e substituindo

q* por ¢, temos

o0

n o AE AR () [4096¢%0° (%) | 320910 (¢7) Ca\g
2 colin+ 20" = = P e s )
48(¢* ) (@) [49'(a) L, o
" (0% {(q; Q)4 3aq )O"}'

Dessa forma, fica ficil perceber que c@4(4n + 2) = 0 (mod 4), concluindo a

demonstracao do teorema.

4.2 Congruéncias médulo um primo p qualquer

No artigo [I], em que Andrews define a classe de parti¢oes-F com k cores, o

autor prova, dentre outros resultados, que ¥n > 0, c¢da(5n + 3) = 0 (mod 5).
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Muitos outros autores também provaram congruéncias acerca de partigoes-F com
k cores, frequentemente para valores pequenos de k, como é o caso dos teoremas
da secao anterior. O teorema a seguir remedia essa situacao, permitindo-nos de-
duzir do resultado de Andrews uma familia infinita de congruéncias para médulos
arbitrariamente grandes. A prova desse resultado é bastante elementar e toma por

referéncia o Principio Geral, apresentado no Capitulo 2.

Teorema 4.2.1. ([8], Theorem 2.2) Sejam p primo e r € Z tal que 0 < r < p.
Se

cop(pn+71) =0 (mod p), Vn >0,

entao

copnik(pn+7) =0  (mod p), VN >0, Vn>0.

Prova: Considerando p primo e r € Z, com 0 < r < p, relembremos a identidade

(2.2), de acordo com a qual a fungao geradora para c,nir(n) é o termo constante

em z de
H(l + an+1)pN+k(1 + zflqn)pNJrk
n=0
= H(l + 2¢" PN (1 4 2 gm)PN H(l + 2¢O+ 2 MR (4.21)
n=0 n=0

Pela expansao binomial e conforme a Definigao 4.1.2 a expressao (4.21)) é con-

gruente, modulo p, a

[T+ N a+ )Y [T+ 2 ) @+ 271k (4.22)

O primeiro produtério de (4.22)) é uma fungao de ¢” e o segundo produtério é

aquele de onde obtemos a fungao geradora para c¢y(n), tomando seu termo em 2°.
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Dessa forma, ao tomarmos o termo em 2z° de (4.21]) para obtermos a funcao geradora
de cppnir(n), se ja tivermos cor(pn +7) = 0 (mod p), Vn > 0, proveniente do

segundo produtério de (4.22)), teremos também

copnie(pn +7) =0 (mod p), Vn >0, VN >0.
U

Notemos que, para obter o resultado acima, foi preciso exigir hipdteses fortes,
restringindo a validade do teorema a um fato cuja ocorréncia nao é conhecida para
a maioria dos valores de k e p, a saber, quando podemos garantir que coy(pn +
r) =0 (mod p). No entanto, como comentado no inicio desta se¢ao, Andrews ([1J,
Corollary 10.1) provou que Vn > 0, cpa(5n + 3) = 0 (mod 5). Portanto, esse
resultado permite-nos enunciar um corolério que segue imediatamente do Teorema

E2T

Corolario 4.2.2. ([8], Corollary 2.4) VYN >0, Vn >0,

cosn2(dn+3) =0 (mod 5).
U

Outro coroldrio que segue do Teorema[d.2.1]depende de um importante resultado
devido a Ramanujan. Sao as chamadas congruéncias cléssicas de Ramanujan, que
podem ser encontradas tanto no livro de Berndt [5] como nos livros de Andrews [2]
e [3]. Observando uma listagem dos valores de p(n) para os primeiros valores de n
(que pode ser encontrada a pagina 51 de [3]), Ramanujan percebeu alguns padroes

no seu comportamento e conjecturou que

p(bn+4)=0 (mod 5). (4.23)
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Algum tempo depois, além de comprovar a congruéncia acima, Ramanujan

demonstrou ainda as seguintes congruéncias:

p(Tn +5)

0 (mod 7), (4.24)

p(1ln+6) = 0 (mod 11). (4.25)

Relembrando o Exemplo observemos que as parti¢oes enumeradas por p(n)

sao as mesmas enumeradas por ¢1(n), e que por sua vez sao as mesmas enumeradas

por c¢p(n). Portanto, podemos reescrever as congruéncias (4.23)), (4.24) e (4.25)

CcOo1mo

Cqbl (57’L + 4)

0 (mod b5),

cp1(Tn+5) = 0 (mod 7),

cp1(1lln+6) = 0 (mod 11).

Agora, como resultado do Teorema |4.2.1] obtemos o seguinte corolario.

Corolario 4.2.3. ([8], Corollary 2.3) VN >0, VYn >0,

cosn+1(bn +4) 0 (mod 5),
coins1(Tn+5) = 0 (mod 7),

co1in+1(1ln+6) = 0 (mod 11).
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