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Resumo

Estudamos nesta tese, de modo geral, o conceito de simplicidade de derivagoes
em k-dlgebras de tipo finito, onde k é algebricamente fechado. A principio iremos
introduzir uma noc¢ao de solucao associada a uma derivagao em k-algebras abstra-
tas, consequentemente, generalizamos o critério para a simplicidade de Brumatti-

Lequain-Levcovitz junto com uma caracterizagao geométrica e obtemos aplicacoes.

Fixada D uma derivacao simples de k[x,y], vamos estudar o subgrupo dos k-
automorfismos de k[x, y] que comutam com esta deriva¢do. Mostramos, por exem-
plo, que sendo D uma derivagao simples de Shamsuddin este subgrupo é trivial.
No caso geral de uma derivacao simples qualquer, obtemos propriedades para os

elementos deste subgrupo.

Por tltimo, tratamos de bases comutativas de derivagoes e simplicidade em
klxi,...,z,) e k[[x1,...,2,]]; mais explicitamente, generalizamos um resultado de
Retert que relaciona a nocao de simplicidade com derivagoes que comutam; em

consequencia, obtemos corolarios baseados em um trabalho de Nowicki.



Abstract

In this work we study the concept of simplicity of derivations in k-algebras of
finite type, where k is an algebraically closed field. Initially, we introduce a notion
of solution associated with a derivation in abstract k-algebras, hence generalizing a
simplicity criterion due to Brumatti-Lequain-Levcovitz. We also give a geometric

characterization of that criterion and obtain applications.

Next, we study the subgroup of k-automorphisms of k[x,y] which commute
with a simple derivation D of k[z,y]. We prove, for example, that this subgroup is
trivial when D is a Shamsuddin simple derivation. In the general case of simple

derivations, we obtain properties for the elements of this subgroup.

Finally, we address the simplicity and commutative bases of derivations in poly-
nomial and power series rings. More precisely, we generalize the result of Retert
that creates a relationship between simplicity and commuting derivations, and, as

applications, we obtain corollaries to a work of Nowicki.
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Introducao

Sejam k um corpo algebricamente fechado de carateristica zero e R uma k-
algebra. Uma deriva¢do de R é uma aplicacao k-linear D : R — R tal que D(ab) =
D(a)b + aD(b) para todos a,b € R. A derivacdo D é chamada simples se deixa
invariante somente os ideais trivias de R. Este trabalho é basicamente dedicado ao
estudo destas derivacoes simples; ora mudando a estrutura de R, ora mudando a

derivagao.

No primeiro capitulo, apresentamos os conceitos principais utilizados ao longo

do trabalho.

No capitulo 2, introduzimos e estudamos uma nogao algébrica de solugao de uma
derivagao associada a uma k-algebra qualquer (ver Defini¢ao 5). Mais precisamente,
analizamos condigoes sobre certas k-algebra Noetherianas para uma tal solugao
existir e ser unica (Teorema 11); por exemplo, mostramos que sendo R de tipo
finito ou da forma k[[z1,...,z,]]/I, uma solugdo passando por um maximal serd

unicamente determinada.

Em §3.1, usando a nocao de solucao de uma derivacao ja definida, generali-
zamos o critério de simplicidade dado em [BLL2003] e, além disto, apresentamos
uma caracteriza¢ao geométrica para o mesmo (Teorema 18 e Coroldrio 19); uma

consequéncia direta disto serd dada no Exemplo 21, onde obtemos um resultado



sobre a simplicidade de uma derivagao D localmente nilpotente em uma k-algebra
Noetheriana local. No que segue, apresentamos uma nova prova de um teorema de
caracterizacao da simplicidade local [Hal974, Thm. 2| e, também, caracterizamos,
em termos de solugoes, o fato de uma derivagao ser simples em k-algebras da forma

k[[z1,...,2,]]/I (Corolério 22 e Teorema 24).

As segoes §3.2 e §3.3 sao dedicadas ao estudo da seguinte conjectura proposta

por I.Pan.

Sejam D uma derivacao de k[z,y], Aut(k[z,y]) o grupo constituido pelos k-
automorfismos de k[x,y] e Aut(k[x,y])p o subgrupo dos k-automorfismos que co-
mutam com a derivagdo D. Se a derivacdo D é simples, entdo Aut(klz,y])p é

finito.

Em primeiro lugar, na parte §3.2, vamos mostrar que a conjectura ¢ verdadeira
em uma familia de derivagdes denominadas de derivagdes de Shamsuddin (Teorema
31). Para isto, usamos um teorema presente na tese de Shamsuddin [Sh1977], citado
em [N0o1994, Theorem 13.2.1.], que oferece uma condigdo para que se preserve a
simplicidade ao estender, de uma certa maneira, a derivagao para R[t], com ¢ uma
indeterminada. Como curiosidade, lembramos que Y.Lequain [Leq2011] mostrou
que estas derivacoes de Shamsuddin verificam a seguinte conjectura sobre A,,, a

n-ésima Algebra de Weyl sobre k.

Conjectura 1. Dada uma derivag¢ao simples d de k[xq, ..., x,], podemos encontrar

g € klxy,...,z,] tal que A, (d+ g) é um ideal principal mazimal a esquerda.

Com a finalidade de entender a isotropia de uma derivacgao simples em k[z,y],
na secao §3.3 analizamos condigoes necessarias para um automorfismo pertencer
a isotropia de uma derivagao simples. Em um primeiro momento, provamos que
se um tal automorfismo tem algum ponto fixo, entao ¢ a identidade (Proposicao

32). Na sequéncia, apresentamos a definicao de grau dinamico de uma aplicacao



polinomial e com isto provamos que, no caso k = C, os elementos em Aut(C|z, y])p

de uma derivacdo simple D tem grau dinamico 1 (Corolario 36).

Finalmente, no capitulo 4, vamos generalizar um resultado recente de K. Retert
em ([Ret2006]) para k[zy,...,x,] e k[[x1,...,2,]]. Mais precisamente, se ® é um
conjunto de derivacoes de k[x, y] que comutam tal que 0, € © e o anel é D-simples,
entao existe d € ® tal que klz,y] é {0, d}-simples ([Ret2006, Theorem 3.6.]).
No Teorema 39, generalizamos este resultado para k[xy,...,z,] e k[[z1,...,x,]].
Como aplicacao, damos alguns corolarios vinculados com resultados conhecidos de
A. Nowicki sobre bases comutativas de Dery(R) e, também, com derivagoes loca-

mente nilpotentes.



Capitulo 1

Generalidades

1.1 Definicoes Basicas e Derivacoes

Seja A um anel comutativo com unidade. O conjunto dos ideais primos de A
¢ chamado espectro primo ou simplesmente espectro, e é denotado por Spec(A).

Ideais primos sdo chamados pontos em Spec(A)

A dimensao de Krull de um anel A, denotada por dim(A), é o nimero méaximo

n dos comprimentos de todas cadeias de ideais primos de A.

Um anel é chamado Noetheriano se satisfaz a condicao de cadeia ascendente;

isto é, dada qualquer cadeia de ideais

existe um n € N tal que [, = I,,,; para todo [ € N.



Dado um subconjunto E qualquer de A, denotamos V(FE) C Spec(A) o conjunto

dos ideais primos p tais que £ C p. Note as seguintes relacoes
V(UaEs) = NV (E,),

V(1) =V(E)UV(E"),

onde E, sdo subconjuntos quaisquer de A e I = (E')N(E"); isto é, I é a intersecgao
dos ideais gerados por E' e E”. Com isto, mostra-se que os conjuntos da forma
V(F) satisfazem os axiomas para um sistema de conjuntos fechados de um espago
topoldgico.

A topologia em Spec(A) onde os conjuntos da forma V(E) sao os fechados é

chamada de topologia de Zariski.

Dado um homomorfismo de aneis ¢ : A — B, sabemos que a imagem inversa de
um ideal primo de B também é um ideal primo em A. Enviando um ideal primo

de B na sua imagem inversa, definimos uma aplicagao
¢* : Spec(B) — Spec(A);

ou seja, p — p¢:= o (p). Note que

o que mostra que p* é continua com respeito a topologia de Zariski.

Seja k um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero. Lembramos
que a correspondéncia A — Spec(A) e ¢ +— ¢* induz uma equivaléncia de cate-
gorias entre as k-algebras de tipo finito e variedades afins sobre Spec(k), pois k é

algebricamente fechado ([Hulek, Chap.1.]).

Seja R uma k-algebra. Denotamos por trdeg, R o grau de transcendéncia de R

sobre k; isto é, o nimero maximo de elementos em R algebricamente independentes

sobre k.



Uma k-algebra R é de tipo finito se existem r,...,rs € R tais que
R =Fk[ry,...,r4.
Teorema 1. Se R é uma k-dlgebra de tipo finito, entao
dim(R) = trdeg,R.

Demonstragao. Ver [Eisen95, Chap. 8.2.1]. O]

FExemplo 2. A hipétese de finitude do Teorema anterior é necessaria; com efeito, se

R =k(xy,...,x,), temos que

dim(R) =0 < n = trdeg,R.

Seja k[z1,...,x,] o anel de polinémios. Uma aplicagao F' : k" — k™ é chamada

polinomial se é da forma:

(X1, ..y xp) = (Fy(1, .oy xn), e EolTy, ..o xp))

onde F; € k[xy,...,2,]. Uma tal aplicacao é dita invertivel se existe uma aplicagao
polinomial G = (Gy,...,G,) : k" — k™ tal que x; = G,;([1,...,F,) para todo
1t =1,...,n. Pode-se mostrar que se uma aplicagao polinomial F' tem uma inversa
polinomial a esquerda G, entdao G também é uma inversa a direita de F' (ver [Van00,
Proposigao 1.1.6]). Denotamos por Aut, (k™) o conjunto das aplicagbes polinomiais

invertiveis.

As aplicagoes polinomiais invertiveis correspondem bijetivamente com os k-

automorfismos do anel de polinémios k[xy, ..., z,| da seguinte forma:
F— F~

onde F* : k[zy,...,x,] — k[z1,...,2,] é dada por g — F*(g) = g(F). O grupo de

todos os k-automorfismos de k[xq, ..., x,] é denotado por Auty(k[z,...,x,]).



Seja R uma k-algebra. Uma k-derivacio d : R — R de R é uma aplicagao
k-linear tal que

d(ab) = d(a)b + ad(b)

para todos a,b € R; muitas vezes diremos apenas que d ¢ uma derivacao de R.

Denota-se Deri(R) o conjunto de todas as k-derivagoes de R.

O grupo Aut(k[zy,...,z,]) age em Dery(k[z1,...,x,]) da seguinte maneira:

(p,D) = p~toDop=p"Dp.

O subgrupo de isotropia de D € Derg(k[x1,. .., x,]), com respeito a essa agao,

Aut(klzy, ..., z,)]))p := {p € Aut(k[xy,...,z,])/pD = Dp}.

Seja d uma k-derivacao de uma k-algebra R. Um ideal I de R é chamado d-
invariante, ou estdvel por d, se d(I) C I. Por exemplo, os ideais triviais 0 e R sao
sempre d-invariantes. Se R nao possui outros ideais d-invariantes, além dos triviais,

R é chamado d-simples; ou simplesmente dizemos que d é uma derivacao simples.

Se a k-algebra R é o anel de polindmios k[xy,...,z,], paracadai=1,...,n a
aplicacdo 0,, é a unica derivacao de R tal que 0,,(z;) = 1 e 0,,(z;) = 0 para todo

j # i ([No1994, Prop. 1.1.2)).

O seguinte resultado é bem conhecido (ver por exemplo [No1994, Thm. 1.2.1]):

fornece informagoes da estrutura do R-médulo Dery(R).

Teorema 3. Seja R = k[zy,...,x,] o anel de polindmios sobre um corpo k.

(1) Se fi,..., fn € R, entao existe uma unica derivagao d de R tal que d(zq) =

fi,...,d(x,) = fa; esta derivagdao é da forma

d= Fi0, + ...+ fuOs..



(2) Derk(R) € um R-mddulo livre com base Oy, ..., 0y

n

(3) 0,0z, = 0x,04,, para todos i,j € {1,...,n}.

(4) Sed € Derg(R) e f € R, entao d(f) =1, Ou,(f)d(x;).

Ezemplo 4. Seja R = k[z]. Pelo teorema anterior, sabemos que todas as derivagoes
de R sao da forma d = f0,, com f € R. Poérem, vamos verificar que as tnicas
derivagoes simples de R sao da forma d’ = ¢d,, com ¢ € k*. De fato, seja d = f0, €
Dery(R) um derivacao simples nao nula com deg(f) > 1. Note que o ideal gerado

por f é invariante por definicao. Logo, f € k, uma contradicao.

Reciprocamente, sejam d = ¢d,, com ¢ € k* e I um ideal nao-nulo invariante de
R. Sabemos que existe g € R tal que I = (g) e degg = n > 0. Suponhamos que
n > 1, e como [ é invariante por d, temos que d(g) € I. Logo, existe h € R tal que
d(g) = gh; assim,
degd(g) > degg = n.

Porém, note que

degd(g) = deg(cd.(g)) = degc+ degg =degg =n — 1.

Resultando assim em uma contradi¢ao. Portanto, I = R e, entao, d é simples.



Capitulo 2

Solucoes de Derivacoes

2.1 Existéncia e Unicidade

Sejam k um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0, R uma k-algebra
e Dery(R) o k-espago vetorial das k-derivagdes de R. Se R = kl[[t]] é a k-algebra

das séries de poténcias, denotamos por 0, a derivagdo canonica em Dery (k[[t]]).

O Teorema de Existéncia e Unicidade da cldssica teoria de equagoes diferenciais
ordinarias complexas afirma que se D é um campo de vetores analitico sobre C" e
P € C™ é um ponto onde o campo nao se anula, entao existe uma aplicacao analitica
v: A — C" onde A C C é um aberto contendo 0, tal que v(0) = P = (p1,...,pPn)
ey (t) = D(y(1)),t € A.

Vamos denotar por O, p o anel dos germes das fungoes analiticas em P € C"
e iremos pensar D como uma derivagao do anel; ou seja, D = Y " | f;0,, em que
fi€ Onpez,..., 2, sao funcoes coordenadas de C". Uma solugao, como acima, é

dada por n fungoes z(t), . .., z,(f), que sado analiticas em uma vizinhanca de 0, tais



que
2i(t) = fi(z1(t), ..., 20(t), 2:(0) = piyi=1,...,n.

Como um elemento em O, p pode ser representado como uma série de poténcias
em z; — Pi,...,2%, — Pn, cOm raio de convergéncia positivo, obtemos um tnico C-
homomorfismo ¢ : O, p — O1 que leva z; em z;(t); para um elemento g € O, p
temos ¢(g)(0) = 0 se, e somente se, g(P) = 0. Note que, reciprocamente, um dado
C-homomorfismo que satisfaz p o D = 0, 0 ¢, onde J; : O19 = O1 é a derivada
com relacao a t, determina uma unica solucao. Motivados por isso, consideramos

D uma k-derivagao de uma k-algebra abstrata R e definimos a no¢ao de solugao de

D.

Definigao 5. Sejam D € Dery(R) uma derivagao e p € Spec(R) um ideal primo de
R; denote por k(p) o corpo de residuos de p. Um k-homomorfismo ¢ : R — k(p)[[t]]
¢ dito uma solugdo de D passando por p se po D =0dy0p e o t((t)) =p. Quando

©(R) ¢ k(p), dizemos que a solugdo é nao trivial.

Lembramos que um elemento D € Dery(R) estende-se de maneira inica a uma

k-derivacao no anel total de fracoes de R pela féormula
D(a/s) = D(a)s™" — as™?D(s),

assim, estende-se também a qualquer localizacao de R.

Dada uma solugao ¢ : R — K][t]] como acima, com K = k(p), através da
aplicacao localizacdo R — R,,, obtemos uma solugao ¢, : R, — K/[[t|] passando por

pR, (D sendo uma derivagdo D : R, — R,).

Se D € Derg(R), como em [Seil967], podemos estender D a um elemento em

Der (R|[[t]]): N N
D(Z ait!) = Z D(a;)t!

10



com a; € R e, com isto, definir o R-automorfismo chamado exponecial e'? : R[[t]] —

R][t]] dado por
o0 tn .
a ZO HD (),
onde D" = D" Yo D, paran > 0, e D' = Id. Note que e'?, retrito a R, produz

um k-homomorfismo R — R[[t]].

No decorrer deste texto, vamos pensar D como um elemento em Dery(R) ou

Dery(R|[t]]) conforme conveniente.

Denote por ¢, : R — k(p) = R,/pR, a aplicagdo canonica e seja ¢, @ 1 :
R ®y k[[t]] = R[[t]] — k(p) ®k k[[t]] = k(p)[[t]] sua extensdo ao anel de séries de

poténcias.

Lema 6. A aplicagio (e, ® 1) o e'P|p : R — k(p)[[t]] define uma solugio de D

passando por p. Além disto, esta solugao € ndo trivial se, e somente se, e,0 D # 0.

Demonstragcao. Para a € R, temos que

(®1)oePoD)(a) = Y —e(D" ()

Claramente (¢, ® 1) o e'P(a) € th(p)[[t]] se e somente se €,(a) = 0, isto é, se e

somente se o € p. Além do mais, se para um elemento « € R obtemos €,(D(a)) # 0,

oot

entao o termo linear na série de poténcias )~ | =

€p(D™(ar)) nao se anula; note que

€, 0 D = 0 implica €, 0 D" = 0, Vn > 0. Desta maneira, obtemos a prova. O

Observacgao 7. Toda derivacao admite pelo menos uma solucao passando através de
um dado ideal primo pelo Lema 6. Porém, como mostraremos no Exemplo 13, para

certas derivagoes todas as solugoes podem ser triviais.
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Se f: A— B é um homomorfismo de aneis comutativos, entao lembramos que
f* : Spec(B) — Spec(A) denota a aplicagao p — p°:= f~(p), que é continua com

respeito a topologia de Zariski.

Defini¢ao 8. Dois k-homomorfismos ¢,v : R — K|[[t]] sao ditos iguais topologica-

mente se p* = P*.

Ezemplo 9. Para n > 1, defina o k-homomorfismo f, : k[z] — k[[t]] dado por

x +— t". Entao f, = f,, implica n = m, mas f} = f} para todos m,n > 1.

Lema 10. Sejam R uma k-dlgebra Noetheriana, D uma derivacio de R e p €
Spec(R). Entao, existe um unico ideal primo q C p que € mazximal entre os ideais

de R satisfazendo D(a) C a.

Demonstracao. Se D(p) C p, p é o maximal com esta propriedade. Suponhamos,
entdao, D(p) ¢ p. Seja § a familia dos ideais a C p satisfazendo D(a) C a. Esta
familia § é nao vazia, pois o ideal trivial nulo é invariante. Toda familia §’ total-
mente ordenada possui uma cota superior qz em §, pois R é Noetheriana. Pelo
Lema de Zorn, existe ¢ um elemento maximal. Afirmamos que este elemento é uni-
camente determinado. De fato, sejam ¢; e ¢» dois tais ideais. Entao o ideal gerado
pela soma de ¢; com ¢y é um ideal contido em p que contém ambos ¢, e ¢o e, além

disso, ¢ invariante por D; ou seja, uma contradicao com a maximalidade.

Para terminar, provemos que q ¢ primo. Em primeiro lugar consideremos a

decomposicao (irredundante) primaria q = ()._, q;, com ,/q; = p;. Como q é
invariante, por ([Seil967, Thm.1]), cada p; é invariante por D para i = 1,...,t.

Suponhamos que p; ¢ p para todo i = 1,...,t, entao existe p; € p; tal que p; &€ p
para todo i = 1,...,t. Sejax = [[_,pi € (p: = /7 e, assim, z ¢ p. Dessa
maneira, =" ¢ p, para todo n inteiro positivo. Porém, sabemos que existe k um

inteiro positivo tal que z* € q C p, uma contradigao. Logo, existe j € {1,...,t} tal

12



que p; € p. Como p; ¢ invariante por D, p nao ¢ invariante por D e q C p;, pela

maximalidade temos que q = p;; ou seja, q é primo.

O

Denotamos por k[[z1,...,x,]] a k-dlgebra das séries de poténcias em n indeter-

minadas.

Teorema 11. Suponhamos que R é uma k-dlgebra Noetheriana e sejap € Spec(R).

Se D € Dery(R) é uma derivagao, entdo:

a) D admite uma solu¢ao passando por p. Além disso, esta solug¢ao € nao trivial

se, e somente se, €, 0 D # 0.

b) Duas solugdoes de D passando por p sao iguais topologicamente; além disso,

se uma € trivial, entao a outra também € trivial.

c) Se, adicionalmente, m = p € um ideal maximal e R € de tipo finito ou um
quociente de uma dlgebra da forma k[[xq,...,x,]]/I, onde I é um ideal do anel de

séries de poténcias, entao D admite uma unica solucao passando por m.

Demonstragao. A afirmagao (a) segue do Lema 6.

Para provar (b), considere uma solugdo ¢ : R — k(p)[[t]] cuja existéncia é
garantida pela parte (a). Em primeiro lugar, note que se a € R é tal que ¢(«) = 0,

entao
p(D(e)) = d(p(a)) = 0.
Consequentemente, D(ker ) C ker . Observe também que ker ¢ C p, pois sabemos
que ¢~ '((t)) = p.
Por outro lado, como R é Noetheriana existe um tnico ideal primo q C p que

¢ maximal entre os ideais a C R satisfazendo D(a) C a (Lema 10). Do fato

que D(q) C q, deduzimos 9;(¢(q)) C ©(q), que esta contido em tK][[t]]. Como
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a derivacdo 0; nao estabiliza ideais nao triviais, obtemos q C ker¢. Portanto,
concluimos que q é o ntcleo de qualquer solugao de D passando por p. Por definicao,

qualquer solucdo contrai tk[[t]] em p, assim a afirmacao (b) é verificada.

Vamos provar (c) no caso R = k[[z1,...,x,]]/I; o outro é exatamente anélogo.

Pelo Lema 6, somente precisamos mostrar a unicidade da solucao.

Por hipétese, D provém de um elemento D; € Dery(k[[x1,...,2,]]) tal que
Dy(I) C I. Escrevendo Dy = Y1, f;0/0x;, com f; € k[[x1,...,2,]], i =1,...,n.
Seja ¢ : k[[z1,...,x,]] = k[[t]] uma solucao de D; passando por um ideal maximal
M com M/I = m, e escrevemos z;(t) := p(z;), i = 1,...,n. Logo M = (1 —

D1y, Ty — pp) onde p; = z;(0), i =1,...,n.

Considere o k-homomorfismo truncamento | |, : k[[t]] — k[t], r = 0,1,2,...,

s N . fo'e) i . r i
que a uma série de poténcias ) .-, a;t* associa y ., a;t'.

Lembramos que uma série de poténcias f € k[[x1,...,z,]] admite um série de

Taylor em p = (p1,...,p,), cOMO
flx) =) N(x-p),
=0

onde v = (z1,...,7,),\(x —p) = f(p) e N¥ € k[zy,...,2,] é um adequado po-

linomio homogéneo de grau j, para j > 1. Portanto,
Fa) =Y N([z1(t) = piles - - [2a(t) — paly) mod(t™H). (2.1)
j=0
Agora, de ¢ o D = 0; 0 ¢ segue

filz(t)) = Op(t), i=1,...n.

Ao aplicar (2.1) em fi,..., f, deduzimos que o coeficiente de grau r de dyz;(t) é
determinado por um nimero finito de coeficientes de f; e os coeficientes de [x1(t) —

Py -y [Tn(t) — pulr, para todo ¢ = 1,...,n. Isto prova que ¢ é unicamente
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determinado pelos f]’.s e p. Como D estabiliza I, facilmente obtemos que ¢ fatoriza
através de k[[x1,...,x,]]/] e obtemos uma tnica solugdo de D passando por m =

M/I. Isto completa a prova.
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2.2 Anéis i-singulares e Exemplos

Seja ¢ um numero natural e p € Spec(R) um ideal primo. Se o anel local
R, ¢é regular, dizemos que R é regular em p; isto é, o ideal pR, pode ser gerado
por dim(R,) elementos. Caso contrario, p é chamado primo singular. Se R é
uma algebra finitamente gerada sobre um corpo e d : R — R é uma derivacao,
entao Seidenberg em [Seil967] mostrou que d deixa invariante os primos minimais

singulares de R.

Conforme [Ha1974], dizemos que R é i-singular em p € Spec(R) se pR, nao pode
ser gerado por i+dim R, elementos. Seja d uma derivacao de R, em [Hal974, Thm.1]
foi provado que, sob certas condigoes para R, d estabiliza todo primo i-singular que
seja minimal em relacao a esta propriedade. Assim, no seguinte corolario, estudamos

uma solucao por um primo minimal ¢-singular.

Corolario 12. Sejam (R, m) um anel local com R/m =k e D € Dery(R). Além
disto, suponhamos que R é completo ou € localiza¢ao de uma k-dlgebra de tipo
finito. Se p € Spec(R) é um ideal primo i-singular minimal, entao existe uma
solugdo trivial de D passando por p se, e somente se, D(R\p) C p. Em particular,
sem € um ideal primo minimal 0-singular, entao toda solugao de D passando por

m é trivial.

Demonstragao. Sabemos que, por [Hal974, Thm. 1], D estabiliza todo primo i-
singular minimal, ¢ > 0; isto é, D(p) C p. Usando o Teorema 11(a), obtemos
que existe uma solugado passando por p, que é trivial quando D(R) C p. Assim, a

equivaléncia segue de Teorema 11(b).

Finalmente, note que R coincide com k + m como k-espaco vetorial, logo segue

que D(R) C m. O
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Exemplo 13. Considere R = k[z,y,z], p = (x,y) e a derivacdo D = y0, + xz0,.
Desta maneira, R/p pode ser identificado com k[z] de modo que k(p) = k(z) é o

corpo de funcoes racionais em uma indeterminada.

Primeiramente, note que a solu¢ao de D (passando por p) dada pelo Lema 6 é
definida por

z—0,y—0,z— 2.

Além disto, se f € k(z), um k-homomorfismo dado por
r—=0,y—0,z— f

define uma solug¢ao de D passando por p. Observe que todas estas solugoes sao

triviais (pelo Teorema 11(b)).
Por outro lado, um ideal maximal de R é da forma m, = (z —a,y — b,z — ¢)
para algum p = (a,b,c) € k% A tnica solugao de D passando por m, é um k-

homomorfismo ¢, : R — k[[t]] tal que ¢, 0 D = 0, o ¢,. Isto é, temos
y(t) = Gha(t), 2()2(t) = dy(t),0 = 92(1), (2:2)

onde (1) 1= ¢p(2),y(t) := @p(y), 2(t) = @p(2).

Se m, D p, entdo p = (0,0,¢) e x(t) = 0,y(t) = 0, 2(t) = ¢ satisfaz (2.2). Caso
contrario, p = (a,b,¢) com a # 0 ou b # 0. Como D*™*(z) = yz™, D*"(z) = x2™,
D*™Fl(y) = xz™ e D?™(x) = y2™, deduzimos que a tinica solu¢ao passando por
m, 2 p é dada por z(t) =ce

= ( ac™ . be™ ot — N be™_om 0T __ i
)= 3 G 10 = X e et

m=0 m=0

Ezemplo 14. Sejam R, p e m, como no exemplo anterior e seja D = 9, + 0, + 0.

Neste caso, as solugoes de D passando por p sao da forma

r—ty—tz—t+f
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onde f € k(z). Analogamente, ,(z) =a+t,¢,(y) =b+t,¢,(2) =c+1t éatnica

solucao de D passando através de m,,.

Exemplo 15. Seja A = Clx,y, 2z, w]/(z* + y* + 2%, w?), vamos mostrar que o ideal
m = (z,9,z,w)An de Ay é l-singular. Sabemos que dim(A,,) = 2, ou seja, preci-
samos verificar que m nao pode ser gerado por 3 elementos. Com efeito, (z, 7, Z, )
sdo linearmente independentes sobre A/m. De fato, se retiramos um elemento do
conjunto (Z,y, z,w), digamos y, e consideramos p = (Z,z,w)An C (Z,9, 2, W0)An
temos Aw/p # Am/mAy, = C. Assim, dimy/m(m/m?) = 4. Portanto, uma versio do
Lema de Nakayama, temos que m nao pode ser gerado por 3 elementos, pois caso

contrario, dim4m(m/m?) = 3.
Pergunta 1. Existem uma k-algebra R e uma derivacao D que admita pelo
menos duas solucoes diferentes passando por um de seus ideais maximais?

Problema 2. Classificar as k-subalgebras Noetherianas R C k[[z1, ..., x,]] tais
que para qualquer ideal maximal m de R, toda derivagdo D € Deri(R) admita uma

unica solucao passando por m.
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Capitulo 3

Derivacoes Simples

Suponhamos, agora, que R é o anel de polinémios k[x1,. .., x,] com k um corpo
como antes. Assim, sabemos que se n = 1, entao a derivagao 0., ¢ uma derivacao
simples de R; mais que isto, ja mostramos no Exemplo 4 que as tnicas derivacoes
simples sao mad,,, com m uma constante. No caso n = 2, muitos poucos exemplos
sao conhecidos (ver [Sar2012], para uma perspectiva computacional); entdo, no
comego desta secao, para ilustrar, mostraremos uma familia de derivagoes simples de
k[x1,z5]. Com isto, critérios para determinar a simplicidade sao buscados; de fato,
recentemente S. Kour e A. K. Malooa em ([KM2013]) e A. Nowicki em ([No2008])

apresentaram novas familias de derivagoes simples de k[zy, x3] .

Em k[x,y](y), P. Brumatti, Y. Lequain e D. Levcovitz ([BLL2003]) construi-
ram exemplos de derivages simples d tais que d(z) = 1 e deg, d(y) = s, para s um
nimero inteiro positivo qualquer. Para encontrar esta familia de derivacoes simples,
foi estabelecida uma equivaléncia entre a simplicidade do anel local k[z1, . . ., xn](xl,,wn)
e a transcendéncia de certas solugoes de equacgoes diferenciais associadas a derivagao.

Inspirado por isto, generalizaremos este critério para R,, onde R ¢ uma k-algebra
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de tipo finito sem divisores de zero e p é um ideal primo em R; além disto, va-
mos apresentar uma caracterizacao geométrica da simplicidade de tais k-algebras.
Finalmente, apresentamos uma nova prova de um teorema de caracterizacao da sim-
plicidade local provado em [Hal974, Thm. 2]. Em seguida, obtemos um resultado
de equivaléncia da simplicidade de uma derivagao no anel k[[z1, . .., x,]] /I por meio

de uma propriedade de uma solu¢ao passando por (z1,...,Z,).

3.1 Critérios de Simplicidade

Um anel diferencial (Noetheriano) é um par (R, D), onde R é uma k-algebra
Noetheriana e D € Derg(R). Dados dois anéis diferenciais (R, D1) e (R, D3),
um k-homomorfismo ¢ : Ry — Ry é dito ser um morfismo de anéis diferenciais se
Dy 01 = 1o Dy; também vamos escrever ¢ : (Ry, D) — (Rg, D2). Quando ¥ é um

isomorfismo dizemos que (Ry, D;) e (Ra, Ds) s@o isomorfos.

Note que uma soluc¢ao ¢ : R — k(p)[[t]] de uma derivacao D € Derk(R), pas-
sando por um ideal primo p € Spec(R), é justamente um morfismo (R, D) —
(k(p)[[t], Or) de anéis diferenciais, em que especificamos a contragao do ideal maxi-
mal. Em particular, se ¢ : (R',D’) — (R, D) é um morfismo, entdo ¢ o1 é uma

solugao de D’ passando através de ¢~ (p).
Definicao 16. Dizemos que um anel diferencial (R, D) é simples se 0s unicos ideais
estaveis por D sao (0) e R.

Lembramos que um anel comutativo ¢ dito reduzido se nao possui elemento

nilpotente nao trivial.

Seja A um anel comutativo. Para um ideal a C A escrevemos V(a) := {q €

Spec(A);q D a}: este é o conjunto fechado de Zariski associado ao ideal a. Note
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que para um ideal primo a = ¢, V(q) é o fecho de Zariski em Spec(A) de {q}.
A dimensao dim V' (a) de V(a) é dim A/a. Se b C a obtem-se que V(a) C V(b)
e dimV(b) — dim V' (a) é chamada a codimensao de V(a) em V(b), denotada por
codim(V (a), V(b)).

No seguinte resultado utilizamos as notagoes de §1.1.

Lema 17. [AM1969, Chap. 1, Exercise. 21]) Seja ¢ : A — B um homomorfismo
de anéis comutativos e ¢* : Spec(B) — Spec(A) a aplicagdo natural. Temos as

sequintes afirmagoes:
(i) se a é um ideal em A, entio (¢*)"'(V(a)) = V(a®), onde a® := p(a)B;
(77) se b € um ideal em B, entdo p*(V (b)) = V (b°);

(i7i) se € ingetiva, entao ¢*(Spec(B)) € denso em Spec(A). Mais precisamente,
a tmagem de p* é densa em Spec(A), se somente se, todo elemento em ker(p) €

nilpotente.

Demonstragio. Para (i), note que q € (¢*)"'(V(a)) se, e somente se, ¢*(q) 2 a.
Afirmamos que ¢*(q) 2 a se, e somente se, ¢ 2 a°; com isto, (i) estard provado.
Se ©*(q) 2 a, entdo q 2 q° = ¢*(q)¢ 2 a° (a primeira inclusao segue de [AM1969,
Prop.1.17]). Reciprocamente, se ¢ 2 a, entao ¢*(q) = q° 2 a* D a (a ultima

inclusao segue de [AM1969, Prop.1.17]).

Para verificar (ii), note que q € ¢*(V (b)) se, e somente se, 7(V(b)¢) C q. Vamos
verificar que r(V(b)°) C q se, e somente se, b¢ C gq. Note que r(i) = r(V (i)) para
todo ideal i e, também, r(¢) = r(c)¢ para todo ¢ de B (ver [AM1969, Ex.1.18]).
Assim, r(V(b)¢) = r(V(b))¢ = r(b)¢ = r(b°). Porém, sabemos que 7(b°) C q se, e

somente se, b¢ C ¢; mostrando o que afirmamos.

Para o seguinte, usando os anteriores, obtemos que ¢*(Spec(B)) = ¢*(V(0)) =
V((0)°) = V(ker(p)). Deste modo, ¢*(Spec(B)) é denso em Spec(A) se, e somente
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se,
V(ker(p)) = Spec(A);

porém isto é equivalente a ker(yp) C p, para todo ideal primo p. Portanto, obtemos

que ker(p) estd contido no nilradical de A; ou seja, todo elemento em ker(yp) é

nipotente. ]

Teorema 18. Seja (R, D) um anel diferencial e p € Spec(R) um ideal primo em
R; denotemos K = k(p). Suponhamos que eziste uma solu¢ao ndo trivial ¢ : R —

K]{[t]] de D passando por p. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) (R,, D) € simples.

(b) @, € injetiva.

(c) Ry € reduzido e imagem de y, € densa em Spec(R,).

(d) ker ¢ € o unico ideal primo minimal contido em p e existe u € R\p tal que
uker p = 0.

Se, além disto, R é de tipo finito, entio (a),(b) e (c) sao equivalentes com:

(e) Ry € reduzido e existe uma tinica componente irredutivel X de Spec(R) con-

tendo V (p) tal que trdego(R) = codim(V (p), X).

Demonstracao. Como ¢ nao ¢ trivial, entao ¢, também nao ¢ trivial e, com isto,
ker ¢, C pR,. Suponhamos que (R,, D) é simples. Como ker ¢, é um ideal invari-
ante, obtemos ker ¢, = 0; assim, ¢, é injetiva. Como j4 observamos na prova do
Teorema 11, ker ¢, ¢ o maior ideal de R, que ¢ invariante por D. Logo, se ¢, ¢ inje-

tiva, entao (R,, D) é simples. Portanto, concluimos que (a) e (b) sao equivalentes.

Lembramos que a imagem de ¢, é densa em Spec([,) se, e somente se, todo
elemento em ker ¢, é nilpotente (ver Lema 17). Suponhamos que ¢, é injetiva.
Dessa maneira, todo elemento em ker ¢, € nilpotente e com isso a imagem de ¢, ¢

densa em Spec(R,). Além disso, R, é reduzido uma vez que ¢, ¢é injetiva e K[[t]]
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¢ um dominio. Reciprocamente, se R, é reduzido e a imagem de ¢y ¢ densa em
Spec(R,). Sabemos que todo elemento em ker ¢, é nilpotente. Como R, ¢é reduzido

temos ker ¢, = 0. Consequentemente, (b) e (c) sdo equivalentes.

Agora, note que a aplicagao canonica A, : R — R, induz um homeomorfismo

Spec(R,) ~ {q € Spec(R); q C p}, (3.1)
e considere o seguinte diagrama comutativo

Spec(Ry)
©p i A
Spec(K[[t]}) - Spec(R)
Como as imagens de p* e ¢, sdo densas em V (kerp) e V (ker ¢, ), respectivamente,
conclufmos que a imagem de ¢ é densa em Spec(R,) se, e somente se, V (ker ;) =
Spec(Ry). Em outras palavras, é o mesmo que dizer que o lado direito em (3.1) é
um subconjunto denso em V' (ker ¢, ). Isto é equivalente, também, a que ker ¢, é o
tnico ideal primo minimal contido em pR,, que por sua vez ¢ equivalente com o
fato que ker ¢ é o tinico ideal primo minimal contido em p e existe u € R\p tal que

uker ¢ = 0, pois o ideal ker ¢ pensado em R, ¢ ker ¢,. Obtemos que com isso que

(c) e (d) sdo equivalentes; isto completa a primeira parte da prova.

Agora, suponhamos também que R é de tipo finito. Logo, pelo Teorema 1 e por

[AM1969, Cor.11.27],
dim R/ ker ¢ = trdeg,p(R) = trdegxp(R) + dim R/p;

ou seja,

trdegp(R) = codim(V (p), V (ker ¢)). (3.2)

Se estamos supondo que as afirmagoes de (a) até (d) sao verificadas, entao
X = V/(ker ¢) é a inica componente irredutivel de Spec(R) contendo V' (p). De (3.2),

sabemos que esta componente tem codimensao correta; ou seja, (e) é verificado.
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Reciprocamente, suponhamos que (e) é satisfeito; ou seja existe uma tunica com-

ponente irredutivel X de Spec(R) contendo V (p) tal que
trdeg i p(R) = codim(V (p), X).

Notamos que V'(ker ¢) é um conjunto irredutivel fechado em Spec(R), que contém
V(p). Usando isso e (3.2), resulta que X = V(ker p); segue, que ker¢ é o tnico
primo minimal contido em p. Usando (3.1), obtemos que, como antes, a imagem de
¢, ¢ densa em Spec(Ry), isso é, todos os elementos em ker ¢, sdo nilpotentes. Logo,

©p € injetiva, uma vez que R, ¢ reduzido; portanto, a prova estd completa. O

O seguinte coroldrio generaliza os resultados em [BLL2003, Chapter 1.] (ver

Observagao 20).

Corolario 19. Sejam R uma k-dlgebra de tipo finito sem divisores de zero, p €
Spec(R) e K = k(p). Se D € Derg(R) é uma derivagao tal que D(p) ¢ p,
entdo existe uma solugdao nao trivial ¢ : R — K|[[t]] passando por p e as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

(a) (Ry, D) € simples.

(b) @, € injetiva.

(¢) a imagem de @, é densa em Spec(R,).

(d) trdegp(R) = codim(V (p), Spec(R)).
Demonstra¢ao. O Lema 6 garante a existéncia de uma solugao ¢ : R — K[[t]] de
D passando por p. Mais que isso, segue do Teorema 11(a) que esta solugdo ¢ é nao

trivial, uma vez que a derivacao D nao estabiliza o ideal p e disso resulta que a

aplicacdo €, 0 D : R — k(p) nao é nula.

Finalmente, como neste caso R, e entao R,, nao tem divisores de zero, o corolario

segue imediatamente do Teorema 18. O]
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Observagao 20. Se R = klx,y1,...,y,], p é o ideal maximal m = (z — a,y; —
Biyoo oy yr — Br), (a,B1,...,6,) € k"1 e D € Dery(R) é uma derivacao, entio
D(m) ¢ mse, e somente se, D = g0, +> ;_, fi0y,,onde g, fi,..., fr € k[x,y1,...,y,]
sao polindomios e nao sao todos elementos em m. Usando a unicidade de uma solugao

nao trivial para (R, D), passando através de m, obtemos uma solucao ¢y, de (R, D).

Se escrevemos
.T(t) = @m(fl’);yz(ﬂ = me(yz%
com i € {1,...,r}, entdo podemos parafrasear o Coroldrio 19 na seguinte forma:

(Rw, D) é simples se, e somente se, x(t),y1(t),...,y-(t) sdo transcendentes sobre k

(Precisamente o que foi mostrado em [BLL2003, Thm. 1.1]).

Como aplicacao do Teorema 18, caracterizamos a simplicidade de aneis locais

onde a derivacao é localmente nilpotente:

Observagao 21. Derivagoes Localmente Nilpotentes. Seja (R, D) um anel diferen-
cial onde D é uma derivacao localmente nilpotente, i.e. para cada a € R existe um
inteiro positivo n tal que D"(a) = 0. Suponhamos que R é um anel local (Noetheri-
ano) com ideal maximal m. Seja £ o inteiro positivo minimo tal que 0 = Df(m) C m.

Entao, D estabiliza o ideal nao nulo gerado por D~!(m).

Suponhamos que ¢ > 1 e considere um solu¢ao nao trivial de D passando por m.
De acordo com o Teorema 11 e sua prova, sabemos que o nicleo de uma tal solugao
coincide com maior ideal g C m que ¢é estavel por D. Usando a solugao dada pelo

Lema 6, resulta que

g={a € R;D'(a) €Em,i=0,...,0—1}.

Pelo Teorema 18, concluimos que se (R, D) é simples, entao as seguintes condigdes

se verificam:

e Existem ai,...,a5s € Re x,...,z, €m tais que >, , ;D" (x;) = 1.
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eacm,D(a) €Em,..., D" (a) € m implica a = 0.

Reciprocamente, a segunda condigao acima implica que (R, D) é simples.
A segunda parte do préximo resultado ¢ essencialmente [Hal974, Thm. 2].

Corolario 22. Seja S uma k-dlgebra local e Noetheriana com ideal maximal m e
D € Der(S). Entao (S, D) € simples se, e somente se, existe uma solugdo injetiva
passando por m. Em particular, (S, D) é isomorfo ao anel diferencial (Sp, Dy), onde

So € uma k-subalgebra de K[[t]], K = k(m), que € estdvel por 0, e Dy := 0ls, -

Demonstragao. Note que a simplicidade implica que D(m) ¢ m; com isto, sabe-
mos que D admite uma solu¢ado nao trivial (Teorema 11(a)). Pelo Teorema 18,
obtemos que a derivacao D de S é simples se, e somente se, existe uma solugao
injetiva, digamos ¢ : S — K][[t]]. Para finalizar, tomando Sy = ¢(5), a afirmacao ¢é

verificada. O

Observagao 23. Note que D(m) ¢ m corresponde a dizer que D envia um elemento
que nao é unidade de S em uma unidade de S. Além disto, no caso em que S é um
anel completo o Lema de Zariski ([Zar1965, Lemma 4] ou [Seil967, page 29]) afirma
que S = Bl[z]], onde B é um subanel de S que é anulado por D; este resultado
oferece uma espécie de versao algébrica para o Teorema do Fluxo Tubular para
equacoes diferenciais que afirma que, em uma vizinhanga de um ponto nao singular,
o fluxo da equagao é equivalente ao campo constante nao nulo. Em [Hal974, Thm.
2], o autor prova a segunda parte do Coroldrio 22 como uma consequéncia do Lema

de Zariski.

Agora vejamos um pouco da simplicidade no completamento de uma k-dlgebra
de tipo finito, com respeito a um ideal maximal. Por exemplo, suponhamos R =
k[[z1,...,2,)] e seja ¢ : R — k[[t]] a tnica solu¢do passando por m = (z1,...,2,),

associada a derivagao D. Pelo Corolario 22, sabemos que ker ¢ # 0, a menos que
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n=1eD = f0, para certo f € k[[x1]] com f(0) # 0. Mais especificamente,

temos:

Teorema 24. Seja R o quociente de k[[z1,...,x,)] por um ideal I. Se D €

Derk(R), entio (R,D) € simples se, e somente se, D provém de uma deriva¢ao

D € Dery(k[[z1, ..., 2,)]) que admite uma dnica solugio 3 : k[[z1, ..., za]] = K[[1]],
passando pelo ideal mazimal (xq, ..., x,), tal que ker p = 1.
Demonstracao. Seja ¢ : R — k[[t]] a solugdo de D passando por (z1,...,x,). Note

que todo elemento em D € Der(R) é proveniente de uma certa derivac¢ao D em
Dery (k[[z1, ..., ,]]) que estabiliza I. Seja @ : k[[x1,...,x,]] — k[[t]] a solucao de

D passando por (z1,...,z,). Consideramos o morfismo quociente
7w (k[[z1, ..., 2], D) = (R, D),

m(x;) = &; = x;+1. Assim, por é uma solugao de D passando por 7 (zy,. .., z,) =
(x1,...,2,). Logo, pela unicidade da solucao, sabemos que ¢ o ™ = . Além disso,
lembramos que I C ker , pois ker ¢ é o maior ideal estavel por D. Pelo Teorema
18, (R, D) ¢ simples se, e somente se, ker(p) = 0 = I. Seja a € ker p, entdo
Pla) = 0 = p(n(a)). Isto é, m(a) € ker(p). Portanto, (R, D) é simples se, e

somente se, ker o = I. ]
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3.2 Isotropia de Derivagoes de Shamsuddin

Lembramos que o grupo Aut(klzy,...,z,]) age em Dery(k[xy,...,z,]) da se-
guinte maneira:

(p,D) = p~toDop=p"Dp.

Além disso, o subgrupo de isotropia de D € Dery(k[z1, ..., x,]), com respeito a

essa agao, é

Aut(k[zy, ..., z,)])p = {p € Aut(k[z1,...,z,])/pD = Dp}.

Nesta segao estudaremos o grupo de isotropia de uma derivagao de Shamsuddin
simples em k[z,y]. Em [No1994, §13.3], ha intiimeros exemplos destas derivagoes e
também esta apresentado um critério para determinar a simplicidade; além disto,
Y.Lequain [Leq2008] apresentou um algoritmo para determinar quando uma de-
rivagao de Shamsuddin é simples. Porém, antes disto, o seguinte exemplo mostra

que a isotropia de uma derivagao arbitraria pode ser complicada.

Ezemplo 25. Sejam d = 0, € Dery(k[z,y]) e p € Aut(k[x,y])q. Note que d nado é
uma derivagao simples; de fato, seja qual for u(y) € k[y], o ideal gerado por u(y) é

sempre invariante. Escrevemos
p(z) = f(z,y) = ap(x) + ay(x)y + ... + a;(x)y’

p(y) = g(x,y) = bo(x) + bi(x)y + ... + bs(x)y".

Como p € Aut(k[z,y])q, obtemos duas condigoes:

1) pld(x)) = d(p(x))-

Isto é,

1 =d(ap(z) + ar(2)y + ...+ ai(2)y") = d(ag(x)) + d(ar(x))y + ... + d(a(x))y".
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Logo, d(ag(x)) =1 e d(a;(z)) =0, j =1,...,t. Portanto, p(z) é da forma

plx)=x+co+eay+...+ay, €k

2) p(d(y)) = d(p(y))-

Analogamente,

0=d(by(x) +bi(x)y + ...+ bs(x)y®) = d(bo(x)) + d(bs(x))y + ...+ d(bs(x))y’.

Ou seja, b;i(z) = d; com d; € k. Portanto, p(y) é da forma

ply) =do+diy+...+dsy°, d; €k.

Assim, Aut(k[x,y])q contém o subgrupo de automorfismos afins da forma
(x 4+ uy + r,uy + s),

com u,r,s € k. Em particular, Aut(k[z,y|)q ndo é finita.

Note que Aut(k[x,y])q contém também o conjunto dos automorfismos da forma
(z + p(y),y), com p(y) € kly].

Agora, vamos determinar de fato a isotropia. Usando apenas as condigoes 1
e 2, obtivemos que p = (z + p(y),q(y)), com p(y),q(y) € k[y]. Porém, p é um
automorfismo, ou seja, o determinante da matriz Jacobiana deve ser uma constante
nao nula. Assim, |J,| = ¢'(y) = ¢, ¢ € k*. Portanto, p = (z + p(y), ay + ¢), com
p(y) € kly] e a,b € k. Logo Aut(k[z,y])q ndo é finita e, mais que isso, possui

elementos com primeira componente de qualquer grau.

Lema 26. Sejam R um anel comutativo, d uma deriva¢iao de R e h(t) € R[t], com
t uma indeterminada. Entao, podemos estender d a uwma unica derivacao d do anel

de polinémios R[t] tal que d(t) = h(t).
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Demonstragao. Primeiro, vamos mostrar que se existe uma derivacao d de RJt] que
estende d tal que d(t) = h(t), ela é tnica. Denotamos por d’ uma outra derivacio
que estende d e satisfaz d'(t) = h(t). Seja f € RJ[t], escrevendo f = D1 a;t’,

obtemos
n

d(f) =2 dlait') = 3 _(da)t' +aiit'™'d (1)) =

n n

= d(a)t + ) aiit'd () = f(t) + 0 A1),

=0 i=1

onde f%(t) é o polinomio obtido derivando os coeficientes de f(t). Assim, a unicidade

de uma tal derivacdo d de R[t] estd garantida.

Finalmente, com uma simples verifacao, note que

d(f) = f(t) + 0 f)h(2),

define uma derivacio de R[t] que estende d e satisfaz d(t) = h(t).

]

Usaremos o seguinte resultado de Shamsuddin [Sh1977], para o qual incluimos

uma demostracao detalhada seguindo a linha de [No1994, Theorem 13.2.1].

Teorema 27. Seja R um anel e d uma derivacio simples de R. Seja d a derivacdo
do anel de polinémios R[t] de modo que d(t) = at + b, onde a,b € R e d(r) = d(r)

para todo r € R; entao, as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) d € simples.

(2) Nao existe r € R tal que d(r) = ar + b.

Demonstracao. (1) = (2). Se r é um elemento em R tal que d(r) = ar + b, entao

afirmamos que (t — r) é um ideal préprio invariante por d. De fato,

dt —r)=d(t)—d(r)=at+b—ar—b=a(t —7) € (t —)R.

30



Além disto, este ideal (¢ — r) é préprio, pois se 1 = (¢t — r)u para certo u €

R[t] — {0}, entao

0 =deg(l) =deg((t —r)u) =1+ degu > 1.

Portanto, d nao é simples.

(2) = (1). Seja I um ideal préprio invariante por d. Comecemos observando
que, neste caso, I N R = 0. De fato, primeiramente afirmamos que / N R é um ideal
de R invariante por d. De fato, tomando m € I N R, temos que d(m) € R, uma
vez que d é uma derivacao de R e como m € I N R e I um ideal de R[t] préprio
invariante por d. Obtemos assim, d(m) = d(m) € I, logo d(m) € I N R. Mais que
isto, I N R é um ideal préprio, pois 1 & I e, desta maneira, I N R # R. Como d é

simples, I N R = 0.
Definimos agora

n = min{deg(f); f € I, f # 0}

e, também,

o(I) = {0} U{r € R;r é coeficiente lider de f e deg(f) =n}.

Afirmamos que o(I) # {0}, n > 1 e o(I) é um ideal de R.

Primeiro, I é um ideal préprio, entao para qualquer f € I, com f # 0, temos

que deg f > 1 e, assim, n > 1.

Seja g € I de grau n e r seu coeficiente lider, entdao r # 0 e r € o(I). Com isto,

o(I) # {0}. Uma breve verificagdo, nos garante que o(/) é um ideal de R.

Agora, afirmamos que, além disto, o(I) é um ideal invariante por d. Sejam

reo(l), f=Y1,rit" tal que deg(f)=n,r,=re

g:d(f)_nafa
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em que a é tal que cz(t) = at + b. Claramente g € I, pois f € I e I é um ideal

invariante por d. Mais que isto, note que

g=d(f) —naf = (Z(i rtt) — naifriti
=0 =0

= d(r)t' + Z rid(t") — na Z ritt =
=0 1=0 =0

3

n

d(ry)t" + Z riit " d(t) — na Z ritt =
i=1

=0

—0

=) d(r)t" + Z riit" (at + b) — na Z it
i=0 i=1 =0

~

3

Os coeficientes de t" e t"~! sao respectivamente
d(r) + rna — nra = d(r)
d(rp_1) +ar,_1(n —1) +rnb—nar,_1 = rnb+ d(r,_1) — ar,_1.

Se d(r) # 0, obtemos que deg(g) = n, assim d(r) € o(I). Se d(r) = 0, também

d(r) € o(I). Logo, o(I) é um ideal de R invariante por d.

Lembramos que d é uma derivacao simples e, também, o(I) # 0; ou seja, o(I) =
R. Desta maneira, existe um polinomio p € I de grau n com coeficiente lider 1,
denotamos por

p=t"4 1y t" it 4,
onde r,_1,...,r9 € R. Definimos os polinomio
h = d(p) — nap,
utilizando os mesmos argumentos acima, obtemos
h=d(t" + (nb+d(rp_1) — arp_)t" 7 + sp_ot" 2+ ...+ 511 + 50,

com S,_2,...,5 € R. Como d(1) =0,

h=nb4d(rp_1) —arn_)t" ' + s,_ot" 2+ ...+ 511 + 5.
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Usando a minimalidade de n, deduzimos que h = 0, entao nb+d(r,_1) —ar,_1 =
0. Definindo I = —n~'r,_;, obtemos que nb + d(—nl) — a(—nl) = 0. Assim,
nb— (d(n)l+nd(l)) + anl = 0, mas d(n) = 0; entdao, nb—nd(l) + anl = 0. Portanto,
d(l) = al +b.

Finalmente, fica provado que existe [ € R tal que d(l) = al + b. ]

Definigao 28. Uma derivagio de Shamsuddin d em k[x,y|] é uma derivacao da

forma

d =0, + (a(z)y + b(z))d,,

onde a(x),b(x) € k[x].
Ezemplo 29. Seja d a derivacao de k[z,y| da seguinte forma

d= 0y + (xy + 1)0,.

Escrevendo R = k[z], sabemos que R é J,-simples e, tomando a = z e b = 1,
estamos exatamente nas condigoes do Teorema 27. Portanto, sabemos que d é
simples se, e somente se, nao existe r € R tal que 0,(r) = zr+ 1; mas o lado direito
da equivaléncia é vericado pelo grau de r. Portanto, pelo Teorema 27, d é uma

derivacao simples de k|x, y].

Lema 30. (/No1994, Proposition. 13.3.2]) Seja d = 0, + (a(x)y + b(x))0,, onde
a(x),b(z) € k[x] uma deriva¢iao de Shamsuddin. Se d € simples, entao a(x) # 0 e

b(x) # 0.

Demonstragao. Se b(x) = 0, entdo o ideal (y) é d-invariante. Se a(z) = 0, seja

h(z) € k[x] tal que b’ = b(zx), entdo o ideal (y — h) é d-invariante. O

Conforme os polinomios a(x) e b(z), pode-se determinar a simplicidade das

derivagoes de Shamsuddin (ver ([No1994, §13.3])).
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Teorema 31. Seja D € Dery(k[x,y]) uma derivagao de Shamsuddin. Se D é

simples, entao Aut(k[x,y])p = {id}.

Demonstracao. Escrevemos p(x) = f(z,y) e p(y) = g(x,y). Sendo D uma derivagao

de Shamsuddin, escrevemos

onde a(z), b(z) € klz]
Como p € Aut(k[z, y])p, obtemos duas condiges:
1) p(D(x)) = D(p(x)).
2) p(D(y)) = D(p(y))-

Assim, pela condi¢ao 1, D(f(z,y)) = 1 e escrevendo
f(@,y) = ao(r) + ar(@)y + ... + as(2)y’,
com s > 0, temos
D(ao(x)) + D(ar(2))y + ar(z)(alz)y + b(x)) + ..
+D(as(x))y" + sas()y* (a(z)y + b(z)) = 1
Igualando os coeficientes em y°, resulta
D(as(z)) = —sas(x)a(z),

o que nao pode ocorrer dado que a simplicidade, pelo Lema 30, implica que a(x) = 0.

Assim s=0, isto é f(x,y) = ap(z); entdo D(ag(z)) =1 e f = x+¢, com ¢ constante.

Usando a condigao 2,



Escrevendo g(x,y) = bo(x) + bi(x)y + ... + b(z)y"; onde, pela parte anterior,

podemos supor que t > 0, pois p ¢ um automorfismo. Temos

a(z +c)g(z,y) + b(x +¢) = D(bo(x)) + D(b1(x))y + by (z)(a(x)y + b(x))+
+o 4 D(b())y + thi(x)y' (a(x)y + b(x)).

Igualando os coeficientes em 3*, obtemos

D(b(x)) + tb(z)a(x) = a(x + c)b(x)

Entao, D(bi(z)) = bi(z)(—ta(x) + a(x + ¢)). Logo, bi(x) é constante e, conse-
quentemente, a(x + ¢) = ta(x). Igualando os coeficientes de maior grau na iltima
igualdade, obtemos t = 1 e, com isso, bj(x) = b; é uma constante. Além disso,
se a(x) nao ¢ constante, como a(z + ¢) = a(z), afirmamos que ¢ = 0. De fato, se
¢ # 0 obtemos que a(z) tem infinitas raizes distintas. Se a(z) é constante, entao
a derivacdo D nao ¢é simples (segue de [Leq2008, Lemma.2.6 and Theorem.3.2]
ou, para mais detalhes, ver os mesmos resultados citados na dissertagao [Wer2005,

Lema.4.8.(d) e Teorema.4.9.]); assim, temos ¢ = 0.

Concluimos que g(z,y) = by(x) + by e, usando novamente a condigao 2,

D(g(x,y)) = D(bo(x)) + bi(a(z)y + b(x))
= a(z)(by(x) + bry) + b(z).

Considerando o termo independente de y,

D(bo(x)) = bo(x)a(x) + b(z)(1 = by) (3-3)

Se by # 1, consideramos a derivagao D’ tal que

D) =1, D'(y) = a(z)y +b{z)(L —by).

Em [No1994, Proposition. 13.3.3], observa-se que D é simples se, e somente se,

D' é simples. Além disto, pelo Teorema 27, nao existe h(z) em K|x] tal que

D(h(z)) = h(z)a(z) + b(x)(1 - by).
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O que contradiz a equagao (3.3). Assim, by = 1 e D(by(z)) = bo(z)a(x), como

D é simples sabemos que a(z) # 0, logo by(z) = 0, mostrando que p = id. O
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3.3 Sobre a Isotropia de Derivagoes Simples

Vamos estudar, nesta se¢ao, algumas caracteristicas de elementos na isotropia
de uma derivacao simples de k[x, y]. Mais precisamente, obtemos alguns resultados
que revelam caracteristicas dos elementos em Aut(k[z,y])p. Para isto, contamos
com algumas ferramentas apresentadas nas secoes anteriores e, também, do conceito

de grau dinamico de um automorfismo.

Proposigao 32. Sejam D € Dery(k[z1, ..., z,)) simples e p € Aut(k[zy,...,2z,])p.
Suponhamos que existe um ideal maximal m C k[xy, ..., z,] tal que p(m) = m, entdo

p = id.

Demonstragao. Seja ¢ a solucao de D passando por m. Sabemos que 5= wD e

o ((t)) = m. Se p € Aut(k[zy, ..., z,])p, entao
9 op= oDp= opD
atgop = pLUp=ppl/.

Ou seja, pp é uma solugao de D passando por p~*(m) = m. Portanto, pela
unicidade da solugao (Teorema 11(c)), ¢p = . Como ¢ é injetiva, pois k[xy, ..., T,]

¢ D-simples e ¢ é nao-trivial, concluimos que p = ud.

]

F. Lane em [Lane75] provou que todo k-automorfismo p de k[z,y| deixa invari-
ante um ideal nao-trivial I de k[x, y], sobre um corpo k algebricamente fechado; isto
é, p(I) C I. Em [Sh1982], A. Shamsuddin provou que este resultado nao se estende
a k[x,y, z|, provando que o k-automorfismo dado por x(z) = x+1, x(y) = y+zz+1

e x(2) =y + (x 4+ 1)z ndo possui ideal nao trivial invariante.

Note que, de modo adicional, temos que p deixa invariante um ideal nao-trivial I
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se, e somente se, p(I) = I, pois k[z,y] é Noetheriano. De fato, a cadeia ascendente
IcpY)cp*(Dc...cp()c...

deve estabilizar; ou seja, existe um numero inteiro positivo n tal que p~™(I) =
p " YI), logo p(I) = I. Suponhamos que p € Aut(k[z,y])p e D é uma derivagao
simples de k[z,y|. Se este ideal I, invariante por p, é maximal, pela Proposigao 32,

temos que p = 1d.

Suponhamos que [ é radical. Ou seja, podemos escrever, pela decomposicao em

primarios, I da forma
I = (mlﬂﬂms)ﬂ(plﬂﬂpt),

onde cada m; ¢ um ideal maximal e cada p; ¢ um ideal primo de altura 1 tal que

p; = (f;), com f; irredutivel (por [Kaplan74, Theorem 5.]). Se
pmyN...Nmy) =my N...Nmy,

afirmamos que alguma poténcia N € N de p ird estabilizar, por exemplo, o ideal
maximal m;. Com efeito, sabemos que p(m;) D m; N...Nm,, como p(my) é primo,
temos p(my;) O m;, para algum i = 1,...,s ([AM1969, Prop.11.1.(ii)]). Assim,
p(m;) = m;; ou seja, alguma poténcia N € N de p ird estabilizar o ideal maximal

m;. Segue entdo, da Proposicao 32, que p"v = id.

Além disso, sempre temos que p(p1N...NpP;) = p1N...Nps. De fato, escrevendo
p1N...0py = (f1... fi), com f; irredutivel, escolhemos h € myN...Nmy tal que p(h) &
p1. Note que esse h sempre existe, pois caso contrario temos my;N...Nm, C Py, entao
p1 2 my, paraalgumi = 1,...,s([AM1969, Prop.11.1.(ii)]): uma contradigao. Logo,
como hfy...fy € I, obtemos p(h)p(fi1)...p(fr) € I C py1. Logo, p(fi...f:) € p1.
De modo anélogo, concluimos o mesmo para os demais primos p;, ¢ = 1,...,t.

Portanto, p(p1 N ... NPps) =p1 N ... NPy
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Com o proximo corolario, obtemos algumas consequéncias sobre este tltimo

caso.

Todo polinémio f € k[zy,...,x,] define uma aplicagdo f : k" — k tal que
(ay,...,a,) — f(ai,...,a,). Um ponto P = (ay,...,a,) € k™ é chamado um zero

de fse f(P)=0. O conjunto dos pontos que sao zeros de f é
V(f) = (P e k| F(P) =0},

Em k[z,y], um conjunto da forma V'(f), para algum f € k[z,y] ndo constante,
¢ chamado curva algébrica. Se f = qi...q, com q; irredutiveis distintos dois a
dois, entao os pontos singulares de V(f) é o conjunto dos pontos em V(f) tal que
o gradiente de f, aplicado neste ponto, se anula. Um ponto nao singular de V()

corresponde ao anel local associado ser regular (ver [Hulek, Chapter 3.]).

Seja g € k[z,y] irredutivel. Entao Frac(k[z,y])/(g)) é k-isomorfo ao corpo de
funcoes racionais de uma curva lisa projetiva Cy (ver [Hartsh, Thm.6.9.]). O género
de V(g) é, por definicao, a dimensao do espago vetorial das 1-formas diferenciais

sobre C (ver [Hulek, Chapter 6.]).

Corolario 33. Sejam p € Aut(k[z,y])p, D uma derivagao simples de klx,y] e
I =(f), com f reduzido, um ideal de altura 1 tal que p(I) = 1. Se V(f) € singular
ou alguma componente irredutivel C; de V(f) tem género maior ou igual a 2, entao

p € de ordem finita.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que V(f) nao é lisa e seja ¢ uma singularidade de
V(f). Como o conjunto dos pontos singulares é preservado por p, entao existe
N € N tal que pY(q) = ¢. Pelo fato que p € Aut(k[z,y])p, obtemos da Proposicao

32 que pV = id.

Se, por exemplo, C; é uma componente irredutivel de V() que tem género maior

ou igual a 2. Note que existe M € N tal que pM(C;) = C;. Por [FK1992, Thm.
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Hunvitz, p.241], o nimero de elementos em Aut(C;) é finito; de fato, #(Aut(C;)) <

84(g; — 1), onde g; é o género de C;. Assim, p tem ordem finita.

Tomamos, para o restante dessa se¢ao, o corpo base k = C.

Dada uma aplicagao polinomial,

f(z,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) : C* = C?

definimos o grau de f como deg(f) := max(deg(f;),deg(f2)). Assim, define-se o

grau dinamico de f (ver [Silv12] para mais informagoes) como

3(f) = lim (deg(f™))".

n—oo

Ezemplo 34. Considere a aplicacao ¢ : C2 — C2, dada por
p(,y) = (y, 2y).

Note que
" (x,y) = (" ry"m 2y,

onde F}, é o n-ésimo numero de Fibonacci e deg(¢") = F,, + F,41 = F,42. Entao,

1 1
d(p) = lim Fnrll+2 - V5

n—oo 2

¢ a proporg¢ao aurea.

Exemplo 35. Considere a aplicacao 1 : C* — C?, dada por

V(x,y) = (2,9 + (),

com ¢(z) € Clz]. Note que ¢¥™(z,y) = (x,y + ne(x)). Logo, se deg(yp) > 1,
obtemos deg(¥") = deg(¢p).
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Portanto,

0(¥) = lim deg(gp)% =1.

n—o0

Se deg(p) = 0, entao deg(¢") = 1. Da mesma forma, 6(¢)) = 1.

Corolario 36. Se p € Aut(Clz,y])p e D € uma derivagao simples de Clz,y], entao
o(p) =1.

Demonstragao. Suponhamos §(p) > 1. De acordo com [FM1989, Theorem 3.1.],
p" tem exatamente 0(p)"™ pontos fixos contados com multiplicidades. Logo, pela

Proposicao 32, p = id, cujo grau dinamico é 1. O
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Capitulo 4

Simplicidade e Bases Comutativas
de Derivacoes em k|zq,...,zy,| €

kllxy,...,xp]

Inicialmente, R denotard o anel de polindomios k[z1,...,z,| sobre k ou o anel

k[[x1,...,x,]] das séries formais sobre k.

Seja ® C Derg(R) uma familia ndo vazia de k-derivagoes. Um ideal I de R é
chamado D-invariante se d(I) C I para todo d € ®. Por exemplo, os ideais triviais
0 e R sao sempre D-invariantes. Se R nao possui outros ideais ®-invariantes, é
chamado ®-simples. Se ® = {d}, recuperamos a definicdo dada em §1.1 para a

simplicidade de uma derivacao.

As familias de derivacGes que comutam e suas propriedades tem sido estudadas
por diversos autores: Jiantao Li e Xiankun Du ([JX2012]), S. Maubach ([M2003]),
A. Nowicki ([No1986]), A.P. Petravchuk ([Pet2010]), K. Retert ([Ret2006]), A. van

den Essen ([Van00]). Por exemplo, A.P. Petravchuk provou que se duas derivagoes
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de k[z,y] sdo linearmente independentes sobre k e comutam, entao possuem um
polinomio invariante comum ou sao derivacoes de um tipo particular, chamadas de
derivagoes Jacobianas; em ([JX2012]), os autores provaram o mesmo resultado para
klxy,...,z,] e, também, k[[z1,...,x,]]; observamos que tal resultado encontra-se,

também, provado por A. Nowicki em ([No1986]).

Outro interessante resultado, que utilizaremos mais adiante, afirma que a cha-
mada Conjectura Jacobiana em K|[zy,...,x,] é equivalente a que toda base comu-

tativa de Dery(R) seja localmente nilpotente ([No1986, Theorem 5.]).

Se ©® é um conjunto de k-derivagoes de k[z] que comutam (ver §4.1), entao
k[x] é ©-simples se, e somente se, é d-simples para alguma k-derivagdo d € © (ver
[Ret2006, Corollary 2.10.]). Mais que isto, se ® é um conjunto de k-derivagdes de
klx,y] que comutam, J, € © e o anel é ®-simples, entao existe d € D tal que
k[z,y] é {0,, d}-simples ([Ret2006]). Motivados por isto, primeiro descrevemos este
resultado para o caso de n varidveis. Como aplicagao, obtemos alguns corolarios
que relacionam isso com um trabalho de A. Nowicki sobre bases comutativas de
Deri(R). Mais precisamente, se ©® é um conjunto de derivagoes que comutam
tal que Op,...,0,, , € ® e R é D-simples, entao existe d € ® de modo que R
é {0uy,...,0s, ,,d}-simples; veremos que este conjunto {0,,...,0., ,,d} é uma

base comutativa para Dery(R). Se 0,, € ®, um exemplo trivial é {0,,,...,0,, }-

4.1 Simplicidade e Bases Comutativas

Se dy,dy € Deri(R), dizemos que d; e dy comutam se dydy = dad;.

Lema 37. Uma derivacio d € Dery(R) comuta com Oy, ,...,0.,_, Se, e somente

se,

d=q1(rp)0z, + @(T0) 0, + - .. + qu(Tn) 0z,
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onde q1(xy,), ..., qu(T,) € k[z,) (resp. k[[z,]] se R = k[[z1,. .., z,]]).

Demonstracao. E evidente que todas as derivagoes desta forma comutam com as
derivagoes O,,, ..., 0, ,. Reciprocamente, seja

A =q(x1,. ., 20)0e, + (1,0, 20) 00y + o + @ (21, ., X)) 0,
uma k-derivacao de R que comuta com 0,,,...,0,, ,. Entao

0=d"(0y,(x1)) = Op,(d" (1)) = Ou, (g} (1, ..., )

para todo i = 1,...,n — 1. Assim, ¢j(x1,...,2,) € k[z,] (resp. k[[z,]]. Analo-

gamente, podemos provar ¢} (zy,...,%,) € klz,] (resp. k[[z,]] parai=2,...,n —
1. O

Seja ©® = {d1,...,0s} um conjunto finito de k-derivagoes de R que comutam
com O,...,0;, ,, Mmas nao necessariamente entre si, tal que 0,,,...,0,, , € D.

Pelo Lema 37, cada ¢; é da forma

52’ - Q(l,i) (xn>am1 + Q(Q,i) (xn)axg + ...+ Q(n,z) (xn)axna

com ¢y € k[z,] (resp. k[[x,]]). Se qn,i)(x,) # 0 para algum ¢, denotamos vy (z,) 0
maximo divisor comum de g1y, ..., Gn,s)- Usando as notacoes anteriores, obtemos

a seguinte caracterizagao.

Lema 38. Seja © tal vo(x,) estd definido. FEntao, o anel R é D-simples se, e

somente se, vp(x,) € uma unidade em klx,| (resp. k[[x,]]).

Demonstragao. Se vp(x,) ndo é uma unidade, cada J; deixa invariante o ideal nao

trivial (vg(x,,)). Portanto, R nao é ®-simples.

Reciprocamente, suponhamos que vg(x,) é uma unidade. Existem polindmios

ri(z,) tais que
S

Z 175(20) Qi) () = vo ().

=1
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Multiplicando pelo inverso de vg(z,), podemos supor que

S

> i) g (a) = 1.

i=1
Sem perda de generalidade, assumimos 6; = O,,,...,0p—1 = Oy, _,; assim,
Zn(xn)qm,z)(xn) =L

Seja I um ®-ideal. Entao, como I é estabilizado por cada §;, I é estabilizado

por 7;(x,)0;, e, também entao, pela k-derivagao

ZTi(In)(;i = (Z Ti<xn)Q(1,i)(xN)) Opy + ...+ (Z Tz‘(xN)Q(n,i)(xn)> Or,,

i=n i=n i=n

=uy(2,) 0 + ...+ Un—1(20)0s, -1 + Os,,
onde u;(z,) € k[z,] (resp. k[[z,]]).

Como 0y,,...,0,, _, € ®, concluimos que I é estabilizado por 0d,,, logo I é

{0y -+, 0n,_,, 0y, }-estavel. Portanto, I é trivial. O

Note que, até o momento, estamos supondo que todas as k-derivagoes em 2
comutam com O,,,...,0,, ,, € nao que todos os elementos de ® comutam entre si.

Como consequéncia dos lemas anteriores, obtemos:

Teorema 39. Seja © = {d1,...,0s} um conjunto com s derivagdoes de R tal que
Oryy -0z, . €. Entao as deriwagoes de ® comutam entre si se, e somente se,

um dos sequintes casos ocorre:

(a) Cada elemento &; de ® tem a forma 6; = hi(x,)0p + ... + W 1 (2,)00, _,,

para certos h(x,) € k[z,] (resp. k[[z,]]).

(b) Existem vy (xy,), ..., vn(x,) € klx,] (vesp. k[[z,]]), tais que para cada 6; € ©

! | € k satisfazendo

existem escalares \;,cj,...,c

n—1

0 = (Nvy(n) + )0, + XV (2) O,

(]

=1
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Se, além disto, R é ®-simples, entao v,(z,) deve ser uma unidade nao-nula.

Neste caso, o seguinte conjunto faz com que R seja simples:

n—1
{8961, ey Oz 1y (vi(xn) + ¢1)0y, + vn(xn)(?xn} )

=1

Demonstracao. Se (a) ou (b) é verificada, ¢ claro que as k-derivagoes de © comutam

entre si.

Reciprocamente, seja © = {d1,...,ds} de acordo com as hipéteses do teorema.

Pelo Lema 37, cada ¢; é da forma
51' =q@1,) ($n)6x1 + q(2,i) (l'n>ax2 + ...+ q(n,i) (xn)axn

Se q(n)(n) = 0 para i = 1,..., s, entao estamos no caso (a). Caso contrario,
algum ¢, ;) ¢ diferente de zero. Sem perda de generalidade, suponhamos que

q(n,1)(xn) # 0. Observe que:
0:(01(n)) = 0i(qtn.1)(#n)) = Gn.i) (£0)Oa, (4.1 (¥n)),
01(0i(zn)) = 01(q(ni)(Tn)) = Gn,1)(0)Oa, (i) ()

Como d; e 4; comutam,

q(ny) (2n) 0y, (Q(n,l) (zn)) = q(n,1) (7)0s, (Q(n—l,i) (xn))

Deduzimos que

(G(n,1)(2n))?

o, <Q<>_<x>) o
Q(n,l) (xn)

Logo, existe \; € k tal que g, ) (Tn) = Aign,1)(2n).

=0.

Em outras palavras,
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Por outro lado,
0i(01(1)) = 0i(q1,1)(Tn)) = Gni)(Tn) Oz, (q1,1) (7)),
61(0:(71)) = 01(q.0)(Tn)) = qn.1) (Tn) Or, (a1 (T0))-

Como ¢; e §; comutam e ambos k[z,] e k[[z,]] sAo dominios,
A0z, (q1,1)(T0)) = O, (q(1,0)(T0))-

Entao existe ¢ € k tal que quq)(zn) = Niga)(zn) + ¢} Argumentando de

maneira analoga com as outras variaveis, provamos o resultado desejado.

Agora suponhamos que R é ®-simples. Pelo Lema 38, o méximo divisor comum
de qm,1)(%n), -, dn,s)(2,) é uma unidade. Portanto g, 1)(z,), que é um mdc, é

uma unidade.

Como [ ¢ estabilizado por

{8:1:17 cee aaxn_la Q(l,l) (xn)axl + C](2,1) ($n)3x2 +...+ Q(n,l) (xn)axn}a

o ideal I deve ser trivial, pois I é estabilizado por 0,,,...,0,, ,,0.,. Portanto,

Ré {0, 00,1, q0,1)(%n) 0z, + q21)(Xn) 00y + - .. + q(n,1) (@) 0y, }-simples; o que

completa a prova. O
Dizemos que uma base {ds, . ..,d,} de Dery(R) é comutativa se d;d; = d;d; para
quaisquer ¢,7 =1,...,n.

Observagao 40. A. Nowicki em ([No1994, Theorem 2.5.5.]) provou que toda k-
derivacao de uma base comutativa de Dery(k[xy, ..., z,]) é uma derivacdo especial.
Isto quer dizer que o divergente d* := Y "' 0, (d(x;)) é zero. Como v,(z,) é

invertivel, o conjunto

i
L

{aﬂcla o O, (Ul<xn) + Cl)aﬂcz + Un(xn)axn}

=1
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obtido no teorema anterior é uma base comutativa de Dery(k[zy, ..., z,]). Assim,
em particular, 27 (vy(2n) + )0y + V()0 ¢ uma derivacio especial. Porém,

nesse caso pode ser verificado diretamente.

Corolario 41. Seja ® um conjunto de k-derivagoes de R = klxy,...,x,] que co-
mutam tal que R é ©-simples e Oy, ...,0,, , € D. Entao, existe d € D e existem
elementos f1,...,fn € R comd(f,) =1ed(f;))=0,i=1,...,n—1, tais que R €

{021y, 0n, ,,d}-simples.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, sabemos que existe uma derivacao d da forma

n—

1
(vi(xn) + )0z + Vn(20) O,

tal que R ¢ {0y4,...,0u, |, d}—simples, mdc v, (z,) é invertivel. Se f,, = v,(z,)  z,,

temos d(f,) =1

Seja f € k[x,] tal que d(f) = v/(z,) + ¢. Tomando f; = z; — f, temos

d(f;) =0, paral=1,...,n—1; 0 que completa a prova. ]

Observagao 42. O Corolario anterior é um caso particular, no sentido de existi-
rem os polinomios f;, de [No1986, Theorem 2.]. Nesse trabalho, A. Nowicki ob-
tem que {dy,...,d,} é uma base comutativa de Dery(R) se, e somente se, existem
Fy,...,F, € R tais que d;(F;) = 0;;, para quaisquer i,j = 1,...,n, onde d;; é
a delta de Kronecker (R denota para ele também k[xy,...,x,] ou k[[z1,...,x,]]).

Sendo que, em nosso caso, a prova é mais evidente.

4.2 Derivacoes Localmente Nilpotentes

No restante deste capitulo R = k[z1,...,2,] € {Os,,..., 04, ,,d} é a base comu-

tativa dada pelo Corolario 41.
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Lembramos que uma k-derivagao d de k[xy,...,z,]| é localmente nilpotente se
para cada f € R existe um numero natural n tal que d"(f) = 0. Dizemos que uma
base {dy,...,d,} de Dery(klzy,...,x,]) é localmente nilpotente se toda derivagao
d;, 1 =1,...,n, é localmente nilpotente.

Os seguintes fatos sdo bem conhecidos (ver [Fr2006, Sec. 1.4.] e [Dai2003,
Lemma 2.3.]).

Lema 43. Se di,dy € Dery(R) sdo derivagoes locamente nilpotentes tais que dy o

dy = dy o dy, entao dy + dy € uma derivagao locamente nilpotente.

Demonstracao. Dado b € R, existem m,n € N tais que d/*(b) = dy(b). Assim,

di o dj(b) = di(0) = 0 parai € N e j >n. Como d; e dy comutam temos que
d; o dj(b) = d} o di(b) = d}(0) =0
para i > m e j € N. Note que

—1\ . ,
Y (m“? )dgod;,
i+j=m+n—1 t

assim (d;+dy)™ ™~ 1(b) = 0. Portanto, d;+ds é uma derivacao locamente nilpotente.

]

Lema 44. Sejam d € Dery(R) e f € R, f # 0. Entdo, fd € localmente nilpotente

se, e somente se, d € localmente nilpotente e f € kerd.

Demonstracao. Ver [Fr2006, Sec. 1.4.].

]
Observagao 45. Note que o Lema 43 nao é verificado se di,ds nao comutam. De
fato, sejam dy = y0, e dy = x0, derivagdes em k|, y|; com isto, dy, ds sdo localmente

nilpotentes, mas d; + dy nao é uma derivagao locamente nilpotente (uma vez que

(dl + d2)2l($) = l‘,l < N)
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A chamada Conjectura Jacobiana afirma que se F' = (Fy,..., F,) : k" — k"
¢ uma aplicacao polinomial cuja matriz Jacobiana é invertivel, entao F' tem uma
inversa polinomial (para mais detalhes ver [No1994, Sec. 6. and Sec. 9.8]). Em,
[No1986, Theorem.5.], o autor relaciona a Conjectura Jacobiana com bases comu-
tativas de derivagoes. Mais precisamente, provou que a Conjectura Jacobiana é
verdadeira no caso de n variaveis se, e somente se, toda base comutativa do R-

moédulo Dery(R) é localmente nilpotente.

Corolario 46. Seja ® um conjunto de k-derivagoes de R que comutam tal que R
¢ O-simples, Opyy ..., 0p, _, €D e suponha que a Conjectura Jacobiana é verdadeira
em R. Entao, existe d € © tal que {Oyy,...,04, ,,d} € uma base comutativa e
localmente nilpotente do R-mddulo Dery(R). Em particular, d é uma k-derivagao

localmente nilpotente.
Demonstrac¢ao. Consequéncia imediata de [No1986, Theorem 5.] e Teorema 39. [

O seguinte teorema, devido a M. Ferrero, Y. Lequain e A. Nowicki, caracteriza

uma familia de derivacoes localmente nilpotente.

Teorema 47. ([FLN92, Theorem.1.]) Sejam R uma anel comutativo, reduzido,
livre de Z-torsao, d e § derivagoes localmente nilpotentes que comutam e b € R tal
que 0(b) = d(b) = 0. Seja A a derivagio ad+bd com a € R. Entdo A € localmente

nilpotente se, e somente se, d(a) = 0.

Demonstracao. Vamos mostrar a prova da parte que nos interessa, que é concluir
que uma derivagao é localmente nilpotente (para o restante, consulte [FLN92, The-

orem.1.]). Suponhamos que d(a) = 0. Entao, A e d comutam, pois
d(A(h)) = d(ad(h) + bi(h)) =

= d(a)d(h) + ad®(h) + d(b)5(h) + bd(5(h)) = ad®(h) + bd(5(h))
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e, também,
A(d(h)) = ad®*(h) + bs(d(h)),

para todo h € R. Sejam a € R e k € N tais que A(d*(a)) = 0; este k existe, uma
vez que d é uma derivagao localmente nilpotente. Seja 3 = A(d*~!(a)). Obtemos
que d(B) = 0 e, entao, A(B) = ad(B) + bd(3). Por indugdo, A*(3) = b'§(3) para
todo 7 > 0. Como ¢ também é uma derivacao localmente nilpotente, existe n € N
tal que A"(B) = 0. Logo, 0 = b"5"(3) = A"(B) = A" (d*(a)). Repetindo o
mesmo argumento k vezes, obtemos que Af(«) = 0, para algum ¢ > 0. Portanto, A

é localmente nilpotente. O

Observagao 48. A condi¢ao “d(a) = 07 implica que A é localmente nilpotente para
qualquer anel comutativo R (como notamos na prova do Teorema anterior). Por
outro lado, como observado em [FLN92, Remark.4.], as hip6teses de R ser reduzido

e livre de Z-torsao sao necessarias.

Corolario 49. Sejam k[x,y] o anel de polinomios sobre k, f € kly|, b € k e A
a derivagao de klz,y| definida por A(x) = f e A(y) = b. Entao, A € localmente

nilpotente.

Demonstragao. Tomando d = 0, e § = 0, o resultado segue aplicando o teorema

anterior.

]

Pelo Corolério anterior sabemos que toda derivacao da forma f(y)0, + bd,, com
f(y) € k[y] e b € k, é uma derivacao localmente nilpotente. Com isto, inspirados

pelo Corolédrio 46, podemos perguntar se toda derivagao de k[xy, ..., z,]| da forma
d* = fi(xy)0 + ... + foo1(2n)0s, , + b0y,
com fi(z,) € k[x,] e b € k, ¢ localmente nilpotente de fato. Isto é claro uma vez

que, para todo z;, existe um n,, € N tal que d*"*i (z;) =0, com i = 1,...,n.
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No caso b = 0, como no Teorema 39(i), obtemos de outra maneira que

d = f1(2,)00 + ...+ foo1(22)0s,_,

¢ localmente nilpotente. Pelo Lema 44, cada f;(x,)0,, localmente nilpotente. Ob-

servamos que fi(2,)0;, € fo(z,)0:, comutam: dado h € R,
J1(20) 0, (f2(20) 02y (R)) = f1(20) fo(70) 0y (Ory (R)) = fon) Oy (f1(20)0ry (R)).

De maneira andloga, mostramos que f1 (2, )0, + fo(x,) 0., comuta com f3(x,,)0y,.
Indutivamente pelo Lema 43, obtemos que fi(x,)0z, + ...+ fo_1(x,)0s,_, é local-

mente nilpotente.

Notamos que, de modo mais geral, podemos mostrar também que se dy, ..., d,,
sao derivagoes locamente nilpotentes que comutam e dados f; € R tais que f; €

kerd; parai,j € {1,...,m}, entdo
fidi+ ..o+ fodm

é uma derivagao localmente nilpotente. Em particular, fi(x,)0.,+. . .+ fn_1(24)0x,_,

é localmente nilpotente.
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