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Teoria quantica do gas ideal monoatomico — segundo tratado*

(Quantentheorie des einatomigen idealen Gases — Zweite Abhandlung)

A. Einstein
Publicado nos Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften I, 3-14 (1925)

Em um tratado recentemente publicado nestes relatos
(XXII 1924, p. 261) apresentou-se, utilizando um
novo método do senhor dr. Bose para a dedugao da
formula da radiagao de Planck, uma teoria da >de-
generescéncia< de gases ideais Y. O interesse nesta
teoria reside no fato de ser ela baseada na hipdtese de
uma relacdo formal ampla entre radiacdo e gés?. De
acordo com esta teoria o gas degenerado difere do gas
da mecanica estatistica de maneira andloga aquela pela
qual a radiagao, segundo as leis de Planck, difere da ra-
diacdo segundo as leis de Wien?. Se a deducdo de Bose
para a férmula da radiacao de Planck for considerada
seriamente, nao se podera entao passar ao largo de tal
teoria para o gas ideal; pois, em sendo justificivel o

sideracoes anteriores com algumas novas, que a mim
parecem tornar o assunto mais interessante. Por uma
questao de conveniéncia, o texto que segue sera por mim
escrito como continuagao formal do tratado citado.

1. O gas ideal saturado

Na teoria do gés ideal parece-nos 6bvia a imposigao de
que volume e temperatura de uma quantidade de gés
possam ser especificados arbitrariamente. A teoria de-
termina entao respectivamente a energia e a pressao.
Porém, o estudo da equagao de estado contida nas
Egs. (18), (19), (20) e (21) mostra que, para um dado

nimero n de moléculas e uma dada temperatura T,
o volume V nao pode ser feito tao pequeno quanto
se queira®. A Eq. (18) impoe que para todo s [te-
nhamos] a® > 0, o que, de acordo com (20), significa

tratamento da radiagao como um géas quantico, entao a
analogia entre o gas quantico e o gas molecular deve ser
completa?. No que segue complementar-se-do0 as con-

*Tradugao de Silvio R. Dahmen, Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, RS, Brasil.

1Em junho de 1924 Einstein recebeu uma carta do jovem fisico indiano Satyendranath Bose, onde este Ihe pedia que lesse o trabalho
que ele anexava e, em o julgando meritério, intercedesse para que fosse publicado no periédico Zeitschrift fiir Physik. Neste trabalho, que
ja havia sido rejeitado pela Philosophical Magazine, Bose deduzia “independentemente da eletrodinamica classica” a férmula de Planck
para a densidade de radiagao do corpo negro, ou seja, sem recorrer a argumentos da fisica classica, como fizera Planck e posteriormente
Einstein em seu artigo Zur Quantentheorie der Strahlung (p. 93 deste nimero de RBEF'). Einstein ndo apenas traduziu o artigo de Bose
como fé-lo publicar, acrescentando ao final de sua tradugdo: “Em minha opinido a dedugdo de Bose para a férmula de Planck representa
um importante avango. O método aqui utilizado produz também uma teoria quantica do gés ideal, como discutirei mais detalhadamente
em outro lugar”. Einstein cumpriu sua promessa com trés trabalhos sobre a estatistica quantica, do qual o presente artigo é o segundo
da série. Nesta introdugéo ele se refere ao primeiro artigo (no qual desenvolve as equagdes para o géas ideal monoatomico) e ao artigo
de Bose. Com relagdo & nomenclatura, ao longo do artigo Einstein usa o termo degenerado na correta acepcdo de um gés no regime
quantico. Na literatura moderna é comum encontrar o termo gas degenerado como sinénimo de gds de Fermi, embora ele também se
aplique a um gés de bdsons.

2Einstein, ao se referir & semelhanga entre o gis de fétons e o gds molecular, utiliza o termo Verwandtschaft (s.f., cf. kinship)
cujo tradugdo para o portugués seria parentesco. O termo alemao tem uma conotagdo um pouco mais forte que a nossa relagdo, mas
pareceu-nos que traduzi-lo por parentesco representaria um preciosismo de linguagem.

3No original alemio mechanische Statistik e nio statistische Mechanik (mecénica estatistica). Einstein se refere aqui & teoria cldssica
da mecanica estatistica e esta inversdao pode carregar em seu significado algo mais do que uma simples questao de semantica.

4No original ernst nehmen (levar a sério, tomar seriamente) no sentido de “aplicar de maneira consequente” .

5As Egs. (ISB (19) para o nimero de particulas n e energia total € sdo introduzidas no primeiro tratado:
(18) n= L

s e—a’_1

P 3
__ 3 5
(19) e=gpV=c =%
Vale notar que na expressdo a°, s representa um indice de uma célula elementar (s = 1,--- ,00) pertencente ao intervalo de energia
compreendido entre F e E+ AE. As Egs. (20) e (21) definem os parametros a® e c:
3
— cs2
(20) a® =A+ Sx .
s _p? o4 3
(21) c=Sg =355 37V

s
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que A > 0. Isto implica que [o pardmetro] A (= e~4)
na Eq. (18b) valida nestas circunstancias deve ficar en-
tre 0 e 1. De (18) segue consequentemente que o nimero
de moléculas deste tipo de gas para um dado volume V'

nao pode ser maior que®

3/2 v,
_ (27rmnfz;) Vv 2773/2 ' (24)

O que acontecera porém se, para esta temperatura, eu
permitir que a densidade n/V da substéancia aumente
ainda mais (por exemplo, através de uma compressao
isotérmica)?

Sustento neste caso que um numero de moléculas
— com a densidade total sempre crescente — passa
para o primeiro estado quantico (estado sem energia
cinética), enquanto as moléculas restantes distribuem-
se de acordo com o valor do parametro A = 1. Esta
afirmacao conduz assim [a conclusdo] que algo seme-
lhante a compressao isotérmica de um vapor acima do
volume de saturacao acontece. Uma separagao surge;
parte [do gds| »se condensa< o resto permanece como
um > gas ideal saturado< (4 =0 A = 1)7

Que ambas as partes do gds encontram-se de fato
em equilibrio termodindmico pode ser visto mostrando-

Einstein

se que a substancia »condensada< e o gas ideal satu-
rado possuem, por mol, a mesma funcao de Planck

b =95-— %,8. Para a substancia > condensada<

& desaparece pois S, E e V desaparecem um a um®.

Para o > gds saturado< tem-se, para A = 0, de acordo
com (12) e (13)*0

S:—/@Z lg (lfefo‘s)Jr%. (25)

A soma pode ser escrita como uma integral e re-
arranjada por integracao parcial. Obtém-se primeira-
mente

cs

1
~T 2 cs73
Z / o3 3 KT ds
ou, segundo (8), (11) e (15) Ll

2 [ 2 E pV
- : JEids = —-— =P (9
XS: 3/0 nBids =5 m = (20

De (25) e (26) segue portanto que para o “gés ideal
saturado”
E+4pV
S=—
T

Kk é a constante de Boltzmann kp. A maneira pela qual Einstein chega a estas equagbes no primeiro artigo é andloga aquela utilizada por Bose:

partindo do volume ® da hiperesfera do espago de fase formado por todos os estados cuja energia ¢’ =

entao 3
(1a) ® = V4ir(2mE)2

Einstein deduz, usando o método de contagem de Bose, o ntimero z°

(2 +p§ + p?)/2m seja tal que € < E,

de células que pertencem a uma regido infinitesimal de energia AE e

chega & Eq. (2a), reproduzida no §7 mais adiante, onde ele discute detalhadamente a questdo da contagem estatistica. Para manter o vinculo
de conservagdo no nimero total de particulas Einstein introduz um potencial quimico p. Em notagao corrente terfamos a = (¢° — p)/kpT e

portanto A = —u/kpT. Na continuagdo do texto Einstein introduz a grandeza X\ = e~

4 ou seja, a fugacidade.

6 Aqui se encontra o ponto-chave da polémica Einstein-Uhlenbeck que se arrastou por 13 anos: como o préprio Einstein afirma em

suas anotagoes no trabalho anterior “..

. Pelas consideracdes feitas no § 4, a grandeza e~4
> degenerescéncia< do gas. Podemos entao transformar as somas (18) e
a somatéria em s numa integral, mudanca esta justificivel em fungdo da lenta variagdo da exponencial em s”.

, por noés representada por A\, é uma medida da
(19) em duplas somatdrias . .. onde podemos agora transformar
Einstein considera que,

fazendo AFE/FE suficientemente pequeno, é possivel tomar V suficientemente grande de tal modo a tornar z° praticamente infinito. Ele

P
parte assim da Eq. (18) e chega a Eq. (18b), ou seja n = .

_es2/8
ATe ¢ wT

7, simplesmente revertendo a fo’rmulpda sogia de uma

progressdo geométrica (surgindo assim uma soma em 7) e tomando em seguida o limite de s continuo na forma — ds. Essa

S

transformagao é encontrada nos livros-texto de mecaniga estatisticag onde as somatdrias, diferentemente da notagéo einsteniana, sao

comumente expressas em termos do momento p tal que

é um caso particular da célebre fun¢ao de Lerch, ¢ ( z,m,a ) =

P V/h3

d3p. Feita a 1ntegral chega-se & Eq. (24). A somatdria restante

ﬁow,paraocasoz:l,a:0e7'7$0erecebeonomede
funcéo zeta de Riemann ¢(m). Na férmula temos ¢(3/2) = 2.612.. ..

"Este é o pardgrafo mais importante do texto, aquele no qual Einstein prevé a existéncia da condensacio. Ele usa aqui o verbo
behaupten (v.t.) = afirmar, manter, sustentar (cf. to affirm, to maintain, to claim). A ultima op¢do pareceu-nos melhor traduzir a forga
da expressdao em alemao. Na sequéncia ele utiliza a frase “eine mit der Gesamtdichte stets wachsende Zahl von Molekiilen”, que resume
bem o sintetismo do alemdo. Optamos aqui por manter a tradugao mais préxima do original, embora ela possa parecer inicialmente um

pouco rebuscada.

80s Potenciais de Massieu-Planck sdo obtidos na termodinamica por transformacdes de Legendre da entropia. O potencial de Planck
ao qual Einstein aqui se refere foi introduzido por Max Planck em seu livro Vorlesungen Uber Thermodynamik, W. de Gruyter, Berlin,

1904 (Treatise on Thermodynamics, Dover, NY, 1945).

9A parte > condensada< da substéncia nio requer qualquer volume adicional, uma vez que ela nao contribui para

a pressao. [AE]
10 As equacdes as quais Einstein se refere sdo

(12) S=-k s lg (1—e")— An— Bz

que, comparada ao resultado de = T'dS, levou-o a concluir, depois de alguma &lgebra, que
B

(13) AT =

T
onde c é definido por (20) e lg é o logaritmo neperiano na notagao de Einstein.

11 As equacdes sao

(8) ¢ = csh
_ 1
(11) n® = —55—

<

(15) p=3
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ou - como exigido para a coexisténcia do gds ideal satu-
rado com a substancia condensada -

=0 (27)

Obtemos assim a lei:

Segundo a equagao de estado do gas ideal [aqui] de-
senvolvida hd, para cada temperatura, uma densidade
méxima de moléculas em agitagao. Ao superar-se esta
densidade, as moléculas em excesso passam para um
[estado] sem movimento (»condensam-se< sem forgas
atrativas). O curioso [deste resultado] estd no fato
que o »gas ideal saturado< representa tanto o estado
de densidade méxima possivel de moléculas em movi-
mento como também aquela densidade para a qual o
gas se encontra em equilibrio termodindmico com o
> condensado< . Para o gas ideal nao existe assim um
analogo ao > vapor supersaturado< .

2. Comparagao da teoria do gas [aqui]
desenvolvida com aquela que segue
da hipotese da independéncia es-
tatistica reciproca das moléculas

A teoria da radiacao de Bose e a minha analogia do gés
ideal foi colocada a objegao, por parte do senhor Ehren-
fest e colegas, segundo a qual nestas teorias, e sem que
tenhamos dado a devida atengao a estes fatos, os quanta
e moléculas nao sdo tratados como entidades estatis-
ticamente independentes entre si. Esta [objecao] estd
completamente correta. Se tratarmos os quanta como
estatisticamente independentes um dos outros em sua
localizagao, chegar-se-4 a equacao de radiagao de Wien;
ao tratarmos as moléculas de modo andlogo, chegar-
se-4 na equagao do gas ideal cldssico, mesmo que se
proceda, no restante, da mesma maneira que Bose e
eu fizemos. Quero aqui confrontar ambos os tratamen-
tos? dos gases com o intuito de tornar clara a diferenca
e poder, de maneira conveniente, comparar nossos re-
sultados com aqueles da teoria de moléculas indepen-
dentes.

De acordo com ambas as teorias, o ntmero z, de
> células< contidas na regido infinitesimal AE de ener-
gia da molécula (daqui por diante denominada > regiao

115

elementar< ) é dado por

V 2.1
2z, = Qﬁﬁ(2m)3E2 AFE . (2a)
Seja o estado do gés definido (macroscopicamente)
fornecendo-se o nimero n, de moléculas que se encon-
tram em cada uma destas regioes infinitesimais. Deve-

se calcular o niimero W de realizagbes possiveis (pro-
babilidade de Planck) do estado assim definido.

a) Segundo Bose:

Um estado é definido microscopicamente especifi-
cando-se quantas moléculas n, encontram-se em cada
célula (complexos)?. O nidmero de complexos para a
v-ésima regido infinitesimal é entao'#

(ny + 2z, — 1)!

n,!(z, — 1)! (28)

Através da produtoria sobre todos as regides infini-
tesimais obtemos o niimero total de complexos de um
estado e disto, pelo teorema de Boltzmann, a entropia

S = kX

Z{(ny +2z,)lg (ny+2,) —

174

n, lgn, — 2, lg zl,}. (29a)

Que neste método de calculo a distribuicao das
moléculas por entre as células nao tenha sido tratada
como sendo estatisticamente independente, é facil en-
tender. Isto estd relacionado ao fato que, segundo
a hipétese da distribuicao independente de moléculas
individuais pelas células, os casos aqui chamados de
> complexos « ndo deveriam ser vistos como casos de
igual probabilidade. A contagem destes » complexos<
de diferentes probabilidades nao reproduziriam, sob
estrita independéncia estatistica das moléculas, a en-
tropia correta. A férmula expressa assim, indireta-
mente, uma certa hipétese a respeito de uma influéncia
mutua entre moléculas de cardter até o momento mis-
terioso e que conduz a exatamente a mesma proba-
bilidade estatistica que dos casos aqui chamados de
> complexos< 19,

12No original Betrachtungen (s.f.pl.) = consideragdes, tratamentos (cf. approaches, treatments, considerations).

13No original alemao Komplezionen, na terminologia corrente microestados. O termo foi introduzido por Boltzmann em seu tratado
de 1877 sobre a interpretacdo probabilistica da segunda lei da termodindmica. Boltzmann supde, para um gas ideal, que a energia
cinética de cada molécula pode ter valores discretos (!) na forma 0, €, 2¢, - - -, pe. A distribui¢do de estados é definida de acordo como o
p-tuplo (ng,n1,n2,- - ,np) onde ni representa o nimero de particulas com energia ke. A energia cinética e nimero total de particulas
é fixado a priori, o que impde condigdes sobre as respectivas distribuigoes de n’s. A cada um destes n-tuplos Boltzmann d4 o nome de
complexos e o nimero de complexos que corresponde a um mesmo estado macroscépico do sistema é dado, para particulas distinguiveis,
pelo ndmero de permutagdes Np = n!/(nglni!---np!l).

4 Esta equagdo é a que hoje aparece nos livros-texto de mecanica estatistica e difere daquela usada por Bose. Einstein na realidade
usou a mesma férmula que Bose em seu primeiro artigo, mas para rebater a critica de Ehrenfest, usa aqui uma dedugao alternativa dos
possiveis arranjos.

150u seja, o que Einstein antecipa aqui, de modo intuitivo, é a correlagio entre particulas que surge devido & simetrizacio da fungio
de onda. E interessante notar que nesta passagem ela usa um enfatico eben die gleiche Wahrscheinlichkeit, que teria no inglés the very
same probability uma boa tradugdo. A expressdo aqui traduzida como “conduz”, no sentido de ”acarreta necessariamente”, corresponde
no original ao verbo bedingen (cf. to entail).
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b) Segundo a hipdtese da independéncia estatistica das
moléculas:

Um estado é definido microscopicamente especifi-
cando-se, para cada molécula, a célula na qual ela se
encontra (complexo). Quantos complexos pertencem a
um estado macroscépico definido? Posso distribuir um
nimero especifico n, de moléculas de

ny
v

z

diferentes maneiras pelas z, células da v-ésima regiao
elementar. Se a distribuicao das moléculas pela regiao
elementar for de alguma maneira especificada previa-
mente, entao existe ao todo

diferentes maneiras de distribuir as moléculas por to-
das as células. Para obter o nimero de complexos no
sentido [acima] definido, deve-se multiplicar esta con-
tribuicao pelo niimero

n!
[1n.!

de possiveis arranjos de todas as moléculas no intervalo
elementar, para um dado n,. Do principio de Boltz-
mann resulta assim, para a entropia, a expressao

S:H{nlgnJrZ(n,, lgz,—n,lgn,)}.  (29Db)

v

O primeiro termo [do lado direito] desta expresséo
nao depende da escolha da distribuicao macroscépica,
mas tao somente do numero total de moléculas.
Na comparacao das entropias de diferentes estados
macroscopicos do mesmo gas, este termo desempenha o
papel de uma constante trivial que podemos desprezar.
[E] devemos desprezé-la se quisermos chegar - como é
usual na termodinamica - a uma entropia que seja, para
um dado estado interno do gés, proporcional ao ntimero
de moléculas. Temos entao que colocar

S = nan,( lg z, — lgny). (29¢)

Para gases justifica-se o abandono do fator n! em W
levando-se em conta que complexos gerados pela sim-
ples troca de moléculas idénticas nao sao distintos e
portanto devem ser considerados uma unica vez [nos
célculos].

Resta-nos agora, em ambos os casos, maximizar S
sob os vinculos

Einstein
E = ZEl,ny = const.
n = Znu = const.
No caso a) obtém-se
Ry
e | (302)

que, a nao ser por uma questao de notagao, concorda
com (13). No caso b) obtém-se

n, = ze @ PE (30b)

Em ambos os casos kT = 1.

Além disso vé-se que do caso b) segue a distribuigao
de Maxwell. A estrutura quantica nao se faz aqui per-
ceptivel (a0 menos no caso de um gas de volume infini-
tamente grande). Vé-se também facilmente que o caso
b) é incompativel com o teorema de Nernst'®. Neste
caso entao, para calcular o valor da entropia no zero
absoluto de temperatura, é preciso calcular (29¢) para
[este valor de T]. Nela todas as moléculas encontrar-
se-ao0 no primeiro estado quantico. Temos assim que
fixar

n, = 0 para v#1
n = n
zZ1 = 1.

[A Eq.] (29¢) nos d4 entao, para T = 0,
S=-nlgn. (31)

De acordo com o método b) hd entdo uma contradigdo
com aquilo que diz o teorema de Nernst. Contrari-
amente, o método a) estd em conformidade com ele,
como se pode ver facilmente se considerarmos que
segundo este método ha apenas um tnico complexo
disponivel (W = 1) no zero absoluto. A abordagem
b) conduz, de acordo com o que aqui foi mostrado, ou
a uma violagao do teorema de Nernst ou a uma vi-
olagao da exigéncia que a entropia seja proporcional
ao numero de moléculas para um dado estado interno
[do gds]. Por estas razoes acredito que ao método a)
(i.e. a abordagem estatistica de Bose) deve ser dada
a preferéncia, embora esta preferéncia, face aquelas de
outros métodos, nio possa ser corroborada a priorit’.
Este resultado representa, em si, um sustentaculo para
uma concepcao da profunda interrelacao entre radiacao
e gas, na medida em que a mesma abordagem estatistica
que conduz a formula de Planck estabelece, quando
aplicada a gases ideais, a concordancia da teoria do gés
com o teorema de Nernsti®.

160 teorema de Nernst, de 1905, também conhecido como terceira lei da termodinidmica, diz que, ao tomarmos o limite 7' — 0, a
entropia de qualquer sistema tende a uma constante universal que independe de quaisquer parametros fisicos que caracterizem o sistema,

e portanto pode ser tomada como sendo igual a 0.

170 termo alemio original é Ansatz (s.m.) = hipStese, abordagem inicial. Entre as muitas acepgdes da palavra em alemio o termo
mais proximo do portugués no contexto aqui usado seria hipétese inicial.

18No original um “intraduzivel” tiefe Wesensverwandtschaft, formado pela composigao do substantivo neutro Wesen (o ser, a esséncia)
com o feminino Verwandtschaft (parentesco, relagdo) e o qualificativo tiefe (profunda). No texto original lé-se “Dies Ergebnis bildet
seinerseits eine Stiitze fuer die Auffassung von der tiefen Wesensverwandtschaft zwischen Strahlung und Gas”.
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88. Propriedades das flutuacgoes do gas ideal

Imaginemos um géas de volume V que se comunique
com outro de mesma natureza e de volume infinito e que
ambos os volumes estejam separados por uma parede
que permita a passagem apenas de moléculas com ener-
gia cinética de uma regiao infinitesimal AFE, sendo to-
das as moléculas de outras energias cinéticas refletidas.
A abstracdo de tal parede é andloga aquela da uma
parede transparente quase-monocromatica da teoria da
radiacdo. Pergunta-se qual a flutuagdo A, no nimero
de moléculas n, pertencentes ao intervalo AE. Aqui
pressupoe-se que uma troca de energia entre moléculas
de diferentes regices de energia em V nao acontece,
de modo que flutuagdes no nimero de moléculas que
pertencam a energias fora de AFE também ndo ocor-
ram.

Seja n, o valor médio do numero de moléculas
pertencentes a AE e n, + A, o valor momentaneo.
Entao a Eq. (29a) nos dé o valor da entropia como
funcdo de A, pela substituicdo, nesta equacao, de n,
por n, + A,. Mantendo apenas os termos até ordem
quadratica obtém-se

— 08 928
S’-S—i—a—AVA,,—Fa—AgAV.
Uma relagao parecida se aplica ao sistema infinito, a
saber
0_go_ 95
S°=S5 oA, A, .
O termo quadratico aqui é infinitesimalmente pequeno
[quando] comparado ao tamanho infinito do reser-
vatério. Designando a entropia total por 3 (= S + S°),

entao adTE = 0, uma vez que ha, em média, equilibrio*?.
Através da adigao destas equagOes obtém-se assim a
relagao para a entropia total

T4 oA (32)

Segundo o principio de Boltzmann deduz-se daqui a lei
para a probabilidade da [flutuacao] de A,

1 925 A2

dW = const e%dAl, = const e2" 222V dA,, .
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Disto segue a expressao para o valor quadratico médio
da flutuacao

A= —nupro . (33)

Considerando (29a) somos levados entao a

_ 2
A :nl,—i—&. (34)

Ry

NIV

Este lei de flutuagao é completamente analoga aquela
da radiacao de Planck quase-monocromaética. Noés a
escrevemos na forma

(2)-1.L (340)

ny v Zy

O quadrado do valor médio da flutuagao relativa
das moléculas do tipo selecionado é formado pela com-
binacao de dois somandos. O primeiro apareceria sozi-
nho caso as moléculas fossem mutuamente indepen-
dentes. A isto, soma-se uma contribui¢ao da flutuacao
quadrética média, [contribuigao esta] totalmente inde-
pendente da densidade média de moléculas e determi-
nada apenas pela regido elementar AE e pelo volume.
Ela corresponde no [contexto] da radiagdo a flutuagoes
na interferéncia. Pode-se interpreta-la de uma certa
maneira também no gas em se associando a ele, de
maneira adequada, uma radiagao e calculando-se as flu-
tuagoes na interferéncia a ela associadas. Discuto mais
detalhadamente esta interpretagao, pois acredito que
aqui estamos lidando com algo que é mais que uma
simples analogia?.

A maneira pela qual a uma particula material ou
a um sistema de particulas materiais podemos associar
um campo ondulatério (escalar) foi-nos mostrada em
um trabalho bastante notavel do senhor L. de Broglie?X.
A uma particula material de massa m associa-se uma
freqiiéncia vy de acordo com a equagao

me? = hyy . (35)

19No original: im Mittel Gleichgewicht besteht. O equivalente em inglés seria there is equilibrium in an average sense.

20 Aqui Einstein conclui, por meio de um argumento préprio, o fenémeno da dualidade onda-particula para suas moléculas. A teo-
ria de flutuagdes por ele desenvolvida para o problema da radiagdo de Planck, levou-o a concluir que a flutuacdo quadratica média
< E? > — < E >2 da energia E da radiacdo de um corpo negro em equilibrio térmico a temperatura T" era dada por
3

hvp + =55 p? wvdv,

8mv2

<E?>-<E>%=
onde p = p(v, T') representa a famosa fungio espectral de Planck, ou seja, a energia de radia¢do por unidade de volume no intervalo de

3
freqiiéncia entre v e v+ dv e vale p(v,T) = 8”;};’

exp(hv/lkBT)_l . Se partirmos da férmula de Wien para a radiagao s6 o segundo termo
da equagdo aparece. Com relagdo ao primeiro termo, em seu famoso trabalho sobre o efeito fotoelétrico de 1905, Einstein afirma de
maneira muito andloga ao que diz no presente artigo: “Se este termo aparecesse sozinho ele corresponderia a flutuagbes que surgiriam
caso a radiagao consistisse de quanta puntuais independentes se movendo com energia hv”. Comparando esta expressdo com a deduzida
por Einstein no presente artigo entende-se assim como ele corretamente concluiu pela dualidade onda-particula para as moléculas do
gas.

21Louis de Broglie. Theses. Paris. (Edit Musson & Co.), 1924. Nesta dissertagdo encontra-se também uma notével
interpretacio geométrica da regra de quantizacdo de Bohr-Sommerfeld [AE].
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[Consideremos agora] que a particula se encontre
em repouso num referencial galileano K’, no qual
imaginamos uma oscilacdo globalmente sincrona de
freqiiéncia 122, Para um referencial K, em relacao ao
qual o sistema K’ e a massa m se movem com uma, ve-
locidade v na diregao (positiva) do eixo z, existe assim
um processo ondulatério do tipo

. t— S
sin| 2ryg——=——| .
_ v

c2

A frequéncia v e a velocidade de fase V' deste processo
sao entao dadas por

P (36)
1- 2
2
C
Ve, (37)

v é assim - como mostrou o senhor de Broglie - também
a velocidade de grupo desta onda. Além disso, é in-
teressante [notar] que a energia mc?//1 — (v2/c?) da
particula é igual a hv de acordo com as Egs. (35) e
(36), em concordancia com as relagées fundamentais
da teoria quantica.

Vé-se deste modo que a um gas se pode associar
um campo oscilatério escalar e convenci-me através
de calculos que 1/z, representa a flutuagdo quadrética
média deste campo desde que ele corresponda a regiao
de energia AE por nds acima estudada.

Essas consideragoes esclarecem o paradoxo enfati-
zado ao final do meu primeiro tratado?®. Para que
duas ondas interfiram de maneira observavel, seus valo-
res de V' e v devem virtualmente coincidir. Para isto é
necessério, de acordo com (35), (36) e (37) que tanto v
quanto m de ambos os gases sejam praticamente iguais.
Assim os campos ondulatérios associados a dois gases
de massas moleculares notadamente diferentes nao po-
dem interferir. Disto deduz-se que, segundo a teoria
aqui apresentada, a entropia de uma mistura de gases
é aditiva nas componentes individuais que o formam
do mesmo modo que na teoria cldssica, pelo menos en-
quanto os pesos moleculares dos componentes diferirem
pouco entre si.

Einstein

89. Comentario sobre a viscosidade de gases a
baixas temperaturas

Apébs as consideragoes do pardgrafo precedente
parece que a cada movimento esta associado um campo
ondulatério da mesma maneira que ao movimento dos
quanta de luz estda associado um campo ondulatério
optico. Este campo ondulatério - cuja natureza fisica
até o momento ainda é obscura — deve, em principio, ser
passivel de verificagao através dos fenémenos do movi-
mento a ele associados. Assim um feixe de moléculas
do gas deveria experimentar uma difragao ao passar por
uma abertura, de maneira andloga a um feixe de luz.
Para que tal fendmeno seja observado é necessario que o
comprimento de onda A seja de algum modo comparavel
as dimensdes da abertura. Das [Egs.] (35), (36) e (37)
segue que para velocidades pequenas quando compara-
das a ¢

=—. (38)

Para moléculas de gds que se movem com velocidades
térmicas, este A é sempre extremamente pequeno, até
consideravelmente menor, na maior parte das vezes, que
o diametro molecular ¢. Disto segue, primeiramente,
que a observagao desta difragdo através de aberturas
ou anteparos fabricdveis é impensavel?.

Ocorre porém que a baixas temperaturas o compri-
mento de onda A para o hidrogénio e hélio sao da ordem
de grandeza de o e parece que realmente esta influéncia
se faz valer no coeficiente de atrito, como esperariamos
segundo a teoria.

Ou seja, se uma nuvem de moléculas de velocidade
v se choca com outra molécula que, por questao de con-
veniéncia imaginamos estar parada, ento tal [situagio]
é comparavel aquela onde um pacote de ondas de um
dado comprimento de onda A atinge uma folhinha de
didmetro 20. Surge neste caso uma difragao (de Fraun-
hofer) igual aquela que surgiria na presenga de uma
abertura de mesmo tamanho. Quando A é da ordem de
grandeza de ou maior que ¢ aparecem entao grandes
angulos de difragdo. Assim, além dos desvios de tra-
jetorias das moléculas explicados pela mecanica, sur-
girao outros desvios mecanicamente nao explicaveis,
que serdo tao freqiientes quanto os primeiros e que ten-
dem a diminuir o livre caminho médio. Com a queda da

22Einstein se refere aqui a eine tiberall synchrone Schwingung, ou seja, uma oscilacio onde todos os pontos do espago movem-se em

fase.

23 Ao final do primeiro tratado Einstein diz: “Para finalizar gostaria de chamar a atencio para um paradoxo cuja solucio parece
nao querer se mostrar para mim. Segundo o método aqui mostrado ndo hd qualquer dificuldade em tratar [o problema] da mistura de
dois diferentes gases. Neste caso cada tipo de molécula tem sua prépria célula “especial” e disto segue a aditividade da entropia em
cada componente da mistura. Assim cada componente se comporta, com respeito & energia, pressao e distribuigao estatistica, como se
estivesse sozinha. Entao, para uma dada temperatura, uma mistura n; e ng moléculas dos tipos 1 e 2 que se diferenciem o tao pouco
quanto se queira (em particular em suas massas mi e mg) tem uma pressdo e uma distribuigdo de estados diferentes daqueles de um
gas uniforme de niimero de particulas n1 + ng formado de moléculas praticamente iguais, de mesma massa e de mesmo volume. Isto no

entanto parece-nos uma impossibilidade”.

24Einstein refere-se aqui naturalmente a dispositivos disponiveis pela tecnologia da época.
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temperatura surgird entao abruptamente, nas proximi-
dades daquela temperatura, uma queda mais acentuada
na viscosidade?®. Uma estimativa desta temperatura
de acordo com a condiggo A = o da 56° para o Hs
e 40° para o He. Naturalmente estas estimativas sao
bastante grosseiras, mas elas podem ser substituidas
por célculos mais exatos. Trata-se aqui de uma nova
interpretagao para os resultados experimentais de P.
Ginther a respeito da dependéncia do coeficiente de
viscosidade com a temperatura para o hidrogénio, rea-
lizados por instigagao de Nernst, o qual ja havia conce-

bido para isto uma explicacao tedrica quantica29.

8§10. Equacao de estado do géas saturado.
Comentérios a respeito da teoria da equagao de
estado de gases e da teoria de elétrons nos
metais?”

No §6 mostrou-se que, para um gés ideal que se en-
contra em equilibrio com a » substancia condensada<,
o parametro de degenerescéncia A vale 1. A concen-
tragao, energia e pressao da fragao de moléculas que
estdo em movimento sdo, de acordo com as Eqs. (18b),
(22) e (15), determinadas apenas por T. Valem assim
as equagoes

_n 2.615
NV NhR3
1.12 x 1075 (MRT)? (39)

3
2

(2mrmkT)

Ui

=_—— kT (40)

E 1348
n o 2615

| 1.348
P= 55615

onde: 1 é a concentragao em moles, N é o ntimero de
moléculas em um mol e M é a massa molar (peso mole-
cular).

Com o auxilio de (39), mostra-se que gases reais nao
atingem o valor de densidade para o qual o gés ideal cor-
respondente seria saturado. No entanto, a densidade
critica do hélio é apenas cinco vezes menor que a den-
sidade de saturagao n de um gas ideal de mesma tem-
peratura e peso molecular. A relacdo para o hidrogénio
é de aproximadamente 26. Uma vez que existem gases

(41)
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reais para os quais as densidades aproximam-se, em or-
dem de grandeza, das densidades de saturagao e que, de
acordo com [a Eq.] (41), a degenerescéncia influencia
fortemente a pressao, entao, se a teoria aqui apresen-
tada estiver correta, um efeito quantico nao tao des-
prezivel far-se-a4 notar na equagao de estado; em par-
ticular, sera preciso estudar se deste modo poderemos
explicar os desvios da lei dos estados correspondentes
de Van der Waals28:29,

Alids, é de se esperar que o fendmeno chamado no
paradgrafo anterior de difracdo, e que a baixas tempera-
turas causa um aparente aumento do volume molecular
real, influenciard a equacao de estado.

Ha um caso no qual provavelmente a natureza tenha
realizado, em grande parte, o gas ideal saturado: nos
elétrons de conducao no interior dos metais. A teoria
eletronica dos metais, como é sabido, explicou quan-
titativamente com impressionante precisao a relacao
entre as condutividades térmica e elétrica (a férmula
de Drude-Lorenz) com a hipétese que no interior dos
metais ha elétrons livres e que estes conduzem tanto a
eletricidade quanto o calor. Apesar de seu sucesso, esta
teoria nao é atualmente vista como adequada pois, entre
outros motivos, ela nao explica o fato segundo o qual
os elétrons nao contribuem significativamente para o
calor especifico dos metais. Esta dificuldade porém de-
saparece quando tomamos por base a teoria do gas aqui
apresentada. Pois de (39) segue que a concentracao de
saturacao dos elétrons (méveis) a temperaturas usuais
é da ordem de 5.5 x 107°, de modo que apenas um
ndmero muito pequeno de elétrons podem contribuir
para a energia térmica. A energia térmica média por
elétron que toma parte no movimento térmico é aproxi-
madamente metade da energia segundo a teoria molecu-
lar classica. Se apenas forgas muito débeis que mantém
os elétrons iméveis em suas posigoes de repouso se fize-
rem presentes, entdo entende-se porque estes [elétrons]
nao participariam do processo de condugao. Possivel-
mente, o desaparecimento destas forcas de ligacao fra-
cas a temperaturas muito baixas poderiam até acarretar
a supercondutividade. Enquanto tratdssemos o gas de
elétrons como um gas ideal, as forcas térmicas nao se
fariam compreender segundo esta teoria. Naturalmente
a distribuicao de velocidades de Maxwell nao poderia
estar na base de uma teoria eletronica dos metais deste
tipo, mas sim aquela [distribuigao] do gés ideal satu-
rado segundo a teoria [aqui| apresentada; de (8), (9) e

25Einstein usa o termo beschleunigtes Sinken, ou seja queda acelerada. Sinken, usado aqui como substantivo, vem do verbo alemao

cujo significado é afundar, mergulhar (sinken, cf. to sink).

26Cf. W. Nernst. Sitzungsber. 1919, VIII, p. 118 - P. Giinther. Sitzungsber. 1920, XXXVI, p. 720. [AE]

27 A teoria de férmions surgiria apenas em 1925 e 1926 com Pauli (o principio da exclusdo) e as estatisticas de Fermi e Dirac. Quando
Einstein escreveu o artigo esse conceito era portanto desconhecido. Do ponto de vista histérico é interessante notar que Einstein se refere
a supercondutividade como um possivel exemplo da condensagao aqui prevista - a teoria de Bardeen, Cooper e Schrieffer sé surgiria em
1956 e vale lembrar que os pares de Cooper, por serem formados por dois elétrons, sdo bésons.

28Este ndo é o caso, como pude descobrir posteriormente por meio de comparacdo com a experiéncia. O efeito
procurado é encoberto por efeitos moleculares de outro tipo. [AE]

29Einstein refere-se aqui & lei introduzida por van der Waals, segundo a qual hd uma equacio de estado universal de gases que néo
contém constantes arbitrérias quando expressa nas varidveis reduzidas V/Ver, P/Per e T/Ter onde o subescrito cr indica o valor dos
parametros no ponto critico.
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(11) obtém-se para este caso especial:

EzdE
dW = const. E; (42)
exT — 1

Refletindo sobre esta possibilidade tedrica chega-
se a dificuldade que, para esclarecer as condutividades
térmica e elétrica medidas nos metais, se faz necessario
considerar livres caminhos médios muito grandes (da
ordem de 1072 c¢m) devido & pequenissima densidade
volumétrica dos elétrons térmicos deduzida de nossa
teoria. Parece também impossivel compreender, por
meio desta teoria, o comportamento de metais frente a
radiacdo infravermelha (reflexdo, emissio).

§11. Equacao de estado do gés nao saturado

Queremos agora olhar mais detalhadamente o
desvio da equacao de estado do gds ideal [comparati-
vamente] a equacdo cldssica, na regido ndo saturada.
Para isto, reportamo-nos novamente as Eqgs. (15), (18b)
e (19b). Definimos a notagao

S = oy
T=1

SN = 2 (N

T=1

e nos colocamos a tarefa de expressar z como fungao
de y (z = ®(y)). A solugdo deste problema, que devo
ao senhor J. Grommer, baseia-se no seguinte teorema
geral (Lagrange):

Sob as condigoes aqui satisfeitas, [ou seja] que y e
z desaparecam para A = 0 e que ambos sejam fungoes
regulares de A em uma determinada regiao proxima de
zero, existe, para um y suficientemente pequeno, uma
expansao de Taylor

' [d"z
=3 ( -

onde os coeficientes das fungoes y(A) e z(A) podem ser
expressos através da relagao de recorréncia

i du_l(f)
du(z) dX dyv—
T W : (44)

Yy ax

v

>,\ g ’ ()

!
_oV!

No nosso caso obtém-se entao uma expansao conver-
gente até A = 1 e conveniente para calculos

z =y —0.1768 y? — 0.0034 3> — 0.0005 y* .

30No original Ubersicht (cf. overview).
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Introduzimos agora a notacao

Entao, para o gas ideal nao saturado e y entre 0 e 2.615
valem as relacoes

E:g/@TF(y) (19¢)
p=RTnF(y); (22¢)

onde se colocou

h3

n h3Nn
(2rmeT)s V

" (2rMRT)3 (18c)

De (19b) obtém-se o calor especifico molar a volume
constante cy:

3 3

ey = (F(y) - 2yF’(y)) =35 RG)

Reproduzimos graficamente as funcdes F(y) e G(y)
para uma mais facil compreensao 0

e — ———

\

Considerando o curso aproximadamente linear de F(y),
chega-se a uma boa aproximacao para p

h3N4n

=RTnl1-018 ———
P ! (2rMRT)?2

(22d)

Dezembro 1924



