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PREFACIO A PRIMEIRA EDICAO

Este livro trata de uma das mais basicas nogoes da Matemadtica: a nogao de niimero.
Os principais campos numéricos' que estudaremos neste livro sio o dos niimeros reais
e o dos nimeros compleros. O nivel de nosso estudo nao ultrapassa o do primeiro
ano universitario e, mesmo assim, tivemos o especial cuidado de procurar torné-lo
bastante autossuficiente no que toca a conhecimentos prévios.

O publico-alvo deste livro sdo os alunos e professores de cursos de Licenciatura em
Matematica. Ou seja, ele é mais voltado para a formacao de professores dos Ensinos
Médio e Fundamental. Contudo, ele também pode ser usado como fonte de consulta
e subsidios por professores ja lecionando nesses niveis de ensino.

Os conceitos, ideias e resultados associados aos campos dos niimeros reais e comple-
xos foram desenvolvidos ao longo de muitos séculos, durante os quais varias crises e
controvérsias — conceituais e técnicas — precisaram ser enfrentadas pela comunidade
matematica. Essas histéricas dificuldades tinham uma for¢a tao grande que muitas
delas ainda sobrevivem sob a forma de varios tipos de erros e confusoes, ainda bas-
tante comuns nos livros de Matematica destinados ao Ensino Fundamental e Médio.
O principal fator que motivou os autores a escreverem este livro foi exatamente o
desejo de apontar e esclarecer essas dificuldades.

Este texto é fruto de longas discussoes que os autores vém tendo, ja ha trés anos,
sobre o ensino dos niimeros reais e complexos ministrado aos alunos do Curso de Li-
cenciatura em Matemadtica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS).
O mesmo foi testado e aperfeicoado através de seu uso como livro-texto, durante
cinco semestres, na disciplina Fundamentos da Matemdtica A, também na UFRGS.

Agradecemos aos colegas do Instituto de Matematica da UFRGS que nos ultimos
cinco semestres lecionaram as disciplinas de Matematica Elementar I e Fundamentos
da Matemdtica A, bem como aos alunos do Curso de Licenciatura que estudaram
versoes preliminares deste texto e que contribuiram com sugestoes.

Porto Alegre, outubro de 2005.
Os autores.

'Por “campo numérico” entendemos mais do que um conjunto de nimeros. Entendemos um
conjunto de nimeros sobre os quais estao definidas operacoes e relacoes, tais como as operacoes
aritméticas. Elas ddo ao campo uma estrutura que pode ser algébrica, topoldgica ou de ordem. De

um modo semelhante, um “espaco” é mais que um conjunto de pontos: tem de haver uma estrutura
geométrica associada.



PREFACIO A SEGUNDA EDICAO

Além de ter sido feita uma revisao/corregao da primeira edigao deste livro, o mesmo
também foi ampliado. Podemos resumir os principais pontos desta ampliacdo do
seguinte modo:

e foi quase que dobrado o nimero de exercicios;

e no capitulo 2, sobre nimeros inteiros, foram incluidas as demonstracoes de
todos os resultados mencionados, bem como ampliada a discussao sobre divi-
sibilidade;

e foi feita uma discussdo mais detalhada sobre a natureza dos nimeros racionais,
bem como sobre o significado intuitivo de suas operagoes aritméticas. De modo
a tornar mais clara essa discussao, o capitulo 3 da primeira edicao foi dividido
em capitulos 3 e 4;

e o capitulo 7, sobre nimeros reais, agora termina com uma demonstragao com-
pleta e detalhada de que os mesmos formam um corpo ordenado arquimediano.

Como diz o titulo do livro, nosso grande objetivo é o estudo dos niimeros racionais,
reais e complexos, o que é feito a partir do capitulo 3. Assim, o capitulo 1 é uma
introducdao ao pensamento matematico, e o capitulo 2 deve ser visto mais como
uma referéncia para resultados e conceitos de niimeros inteiros que serdao usados nos
capitulos posteriores.

Porto Alegre, julho de 2010.
Os autores.



UMA PANORAMICA DO CONTEUDO DESTA SEGUNDA EDICAO.

Este livro pode ser dividido em trés partes. De modo muito resumido, a primeira
parte consiste de uma introducdo ao pensamento matematico, a segunda tem como
principal objetivo o estudo do campo dos niimeros reais, e a terceira parte estuda o
dos niimeros complexos. Vejamos um pouco mais de detalhes.

Primeira parte

Consiste no Capitulo 1: Introducdo ao Pensamento Matemdtico. Ela tem como
grande objetivo dar ao aluno que estd comecando seus estudos universitarios de
Matemdatica uma iniciacao sélida e concreta ao método de argumentacio usado nesta
disciplina: o método dedutivo. Sao explicados, comparados e exemplificados todos
os tipos usuais de demonstracées matematicas.

Segunda parte

E formada pelos Capitulos 2 a 8, ao longo dos quais sdo estudados, sucessivamente,
os campos dos numeros inteiros, dos racionais, dos nimeros reais absolutos e dos
ndimeros reais.

O Capitulo 2 resume-se a uma breve revisao dos principais resultados, sobre niimeros
inteiros, que serao usados em demonstragoes feitas nos capitulos seguintes.

O primeiro passo em direcao aos nimeros reais ¢ dado no Capitulo 3, onde os
nimeros racionais sdo introduzidos e estudados sob um ponto de vista adequado
para a construgao dos ntimeros reais absolutos. Essa introducao é seguida pelo
Capitulo 4, no qual é feito um estudo bastante detalhado e preciso da expansao
decimal dos niimeros racionais.

O Capitulo 5 tem um carater intermediario. Com efeito, no mesmo, é feito um estudo
da continuidade da reta euclidiana (Postulado do Continuo e consequéncias). Isso
nos permitird entender a necessidade de ampliar o conjunto dos niimeros racionais
para, assim, ficarmos capazes de expressar a medida exata de qualquer segmento da
reta euclidiana.

No Capitulo 6 aborda-se o problema da medicao de um segmento qualquer da reta
euclidiana. Usando-se uma idealizacao e generalizagao natural da familiar régua
decimal utilizada no Ensino Elementar, introduzimos o que chamaremos de método
da régua decimal infinita, método que nos permitird introduzir os numeros reais
absolutos.



No Capitulo 7, por meio do problema da determinacdo de coordenadas para pontos
da reta euclidiana, realizamos o grande objetivo de introduzir os niumeros reais.
Demonstra-se ai o Teorema Fundamental da Geometria Analitica, o qual estabelece
a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta euclidiana e
os numeros reais. Conclui-se este capitulo com as defini¢oes de operacoes aritméticas
entre nimeros reais, e mostra-se que este campo numeérico fica assim munido de uma
estrutura algébrica de corpo.

O Capitulo 8 procura fazer um estudo inicial da natureza dos nimeros reais, in-
vestigando as relacoes entre a sua enorme quantidade e a complexidade de suas
representagoes aritméticas e algébricas.

Terceira parte

E formada pelos Capitulos de 9 a 11, ao longo dos quais sao construidos e estudados
os numeros complexos e generalizacoes.

O Capitulo 9 generaliza os niimeros reais introduzindo os nidmeros complezos, suas
representagoes geométricas e analiticas (exceto as representagoes trigonométricas e
exponencial, que necessitam do conhecimento das funcoes trigonométricas e expo-
nencial), bem como suas operagoes aritméticas e algébricas. Em particular, mostra-
se que, novamente, estamos diante de um campo numérico que tem a estrutura de
corpo.

Um dos cuidados que tivemos na redacao deste capitulo foi o de apontar os reais
acontecimentos que motivaram a introducdo dos nimeros complexos, bem como os
problemas que precisaram ser resolvidos até que eles passassem a ser aceitos sem
reservas pela comunidade matematica.

O Capitulo 10 tem dois grandes objetivos. O primeiro é o de mostrar que, sob o
ponto de vista aritmético, ndo é preciso ampliar o campo dos ntmeros complexos,
pois ele é plenamente suficiente para dar sentido a todas as operacoes aritméticas
racionais, algébricas irracionais e as operagoes transcendentais elementares. A pre-
cisa caracterizacao dessa suficiéncia constitui o chamado Primeiro Teorema Final
da Aritmética.

O segundo grande objetivo deste capitulo é investigar as relacoes entre os campos
numéricos, os polinomios e as raizes das equacoes polinomiais. Mostra-se que a
plenitude da simplicidade e utilidade dessas relacoes realiza-se no campo dos niimeros
complexos. Essa descoberta é sintetizada através de um importantissimo grupo
de teoremas assemelhados e que sdo todos chamados de Teorema Fundamental da
/flgebm.



O Capitulo 11, apesar do “freio” imposto pelo Primeiro Teorema Final da Aritmética,
procura investigar a possibilidade de existirem campos numéricos ainda mais gerais
do que o dos complexos, e ainda com propriedades tteis. A mais natural dessas
generalizacoes é a dos numeros hipercomplezos, a qual é aqui introduzida e estu-
dada. Apesar de esses campos numéricos nao mais terem a estrutura de corpo, eles
nos permitem entender melhor a importancia dos nimeros complexos, bem como
identificar claramente as propriedades estruturais que viabilizam a existéncia dos
teoremas fundamentais da Algebra.

Encadeamento dos capitulos do livro

Como o Capitulo 1 é uma introducao geral ao pensamento matematico, a leitura do
mesmo pode ser substituida por consultas oportunas enquanto estuda-se os outros.
Os demais capitulos seguem uma ordenagao linear: o estudo de um exige o estudo dos
anteriores, com uma tnica excecao: o Capitulo 8 nao é necessario para a compreensao
dos Capitulos 9, 10 e 11.

Estrutura dos capitulos do livro

Os onze capitulos do livro tém uma estrutura semelhante. Cada um inicia com um
indice do mesmo e continua com o texto propriamente dito: motivacoes, defini¢oes,
teoremas, demonstracoes, exemplos, etc. Em cada capitulo hd uma profusao de
exercicios propostos ao leitor, os quais sdo apresentados & medida que o texto vai
sendo desenvolvido. Alguns capitulos trazem uma ou mais se¢bes que chamamos
de Leitura complementar, e que sao textos de leitura nao obrigatoria que procuram
aprofundar alguma ideia ou técnica abordada.
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cAPITULO 1

INTRODUCAO AO PENSAMENTO
MATEMATICO

1.1. Em Matematica, nao basta intuir, ndo basta testar: é preciso demonstrar
1.2. Em Matemdtica, demonstrar nao é o mesmo que verificar muitos casos
1.3. Conceitos logicos basicos e notagoes

1.4. O método dedutivo

1.5. Demonstracao de proposicoes enunciadas como implicacoes

1.6. Demonstracao de proposicoes nao enunciadas como implicagoes

1.7. Demonstracao por Inducao Matematica

1.1 Em Matemaitica, nao basta intuir, ndo basta testar: é preciso de-

monstrar

Nos tempos atuais, estima-se que mais de 100.000 novos resultados matematicos sao
publicados anualmente. Esses resultados podem ser de varios tipos: propriedades
e classificagoes de objetos matematicos, novos métodos e algoritmos, etc. Cada um
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desses resultados é fruto de um trabalho que envolve duas etapas: a heuristica e a
demonstragao.

A heuristica consiste no trabalho de descoberta dos resultados mateméticos. Usando-
se casos particulares, fazendo-se analogias, simulagoes, ou mesmo usando-se simples-
mente nossa experiéncia e intuigao, produzimos ou enunciamos (prefere-se usar a
expressao “intuimos”) o que chamamos usualmente de conjectura: a afirmacgao de
um resultado matematico do qual temos alguma evidéncia da veracidade, mas nao
a certeza. Dizendo de um outro modo: embora estejamos até dispostos a apostar
na veracidade da afirmagao feita por uma conjectura, estamos bem cientes de que
hé& um risco de que a mesma corresponda a um resultado falso.

Uma vez que intuimos uma conjectura, passa-se a sua demonstra¢do. Essa objetiva
dar condigoes para que tanto a pessoa que intuiu a conjectura, como a qualquer
outra pessoa, convenca-se de modo indubitivel da sua veracidade ou, se for o caso,
da sua falsidade.

O produto da demonstracao é o que chamamos prova. Toda prova que demonstre
a veracidade de uma dada conjectura consiste num encadeamento de dedugdes que
mostram que o resultado afirmado pela conjectura é uma consequéncia légica e irre-
futavel de resultados matematicos ja aceitos como verdadeiros. Por outro lado, uma
prova que demonstre a falsidade de uma conjectura resume-se, em geral, na exibi¢ao
de um contraezemplo, ou seja, na exibicdo de uma situacdo particular (exemplo)
onde o que é afirmado pela conjectura nao ocorre.

Uma conjectura que tenha sido demonstrada ser verdadeira passa a ter o status de
teorema, de verdade matematicamente demonstrada. Por outro lado, chamamos de
conjectura falsa a toda conjectura que tenha sido demonstrada nao ser verdadeira.

Exemplo 1.1 (uma conjectura que se revelou falsa)

Procurando grandes numeros primos, o famoso matemdtico Pierre de Fermat, por
volta de 1640, estudou os inteiros da forma:

P(n) =1+22"),

Com muito trabalho, pois naquela época os cdlculos eram feitos na base de ldpis e
papel, ele verificou que

P(0) =3, P(1) =5, P(2) =17, P(3) =257, P(4) = 65 537
sao primos, o que lhe inspirou a conjecturar que P(n) € um nimero primo para o0s

infinitos casos n € {0,1,2,...}.

16



Cap.1 Introducdo ao pensamento matematico

Foram precisos mais de cem anos para que outro grande matemadatico, Leonhard Fuler,
mostrasse que, na verdade, P(5) ndo € primo, refutando, ou falsificando, assim, a
Conjectura de Fermat:

P(5) =14 2% = 4294 967 297 = 641 x 6 700 417.

O leitor pode ter achado que a razido de a conjectura anterior ter levado cerca de
100 anos para ser resolvida tenha sido a pequena importancia da mesma. Nao
necessariamente! O exemplo seguinte trata de uma conjectura que, apesar de ter se
revelado muito importante para os rumos da Matematica, foi ainda mais resistente
que a anterior:

Exemplo 1.2 A Conjectura de Fermat (uma conjectura que virou teorema)

O mesmo Pierre Fermat, em 1637, ao estudar as equacdes

r+y==z, :U2—i—y2:z27 :U?’—i—y3:z37 $4+y4:z4,...,

onde as incognitas x,y e z podem assumir apenas valores inteiros positivos', cons-
tatou que a primeira equacdo tem muitas solucoes, que a sequnda tem bem menos
(apesar de ainda serem em niumero infinito) e que nao hd nenhuma solugdo no

terceiro e quarto caso. Com isso, ele conjecturou que:
nao existem solucoes inteiras positivas para =" + y™ = 2", sen > 3.

Mesmo apds o esforco de muitos dos maiores matemdticos de todos os tempos,
passaram-se 356 anos até que o inglés Andrew Wiles, em 1993, conseguiu demons-
trar a veracidade dessa conjectura.

Tanto o tempo que se precisou para se chegar a demonstracdo da veracidade da
Conjectura de Fermat, como as milhares de pdginas ocupadas pela respectiva prova,
servem magnificamente bem para mostrar o quao grande pode ser a distancia entre
a descoberta de um resultado e a demonstracao de sua veracidade.

Também é importante observarmos que, na tentativa de demonstrar a Conjectura
de Fermat, os matemdticos desenvolveram uma significativa quantidade de ideias e
resultados que serviram nao apenas para fertilizar muitos campos da Matemdtica,

1O “positivo” tem origem geométrica: dividir um quadrado na soma de dois quadrados, um cubo
na soma de dois cubos, etc. Problema que foi originalmente estudado, caso dos quadrados, pelo
matemadtico Diophantos de Alexandria, c¢. 300 dC.
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como também foram aplicados na producdo de tecnologias que o cidaddo moderno
utiliza no seu viver didrio, como € o que ocorreu com alguns métodos de criptografia
(codificacdo e decodificagdo de senhas, assinaturas e mensagens). O leitor interes-
sado poderd ler mais sobre essa conjectura e sua prova no livro de Simon Singh, O
ultimo teorema de Fermat, da Editora Record.

Nos dois exemplos anteriores apresentamos conjecturas que finalmente foram resol-
vidas. No entanto, existem muitas conjecturas que ha muito tempo continuam ainda
nao resolvidas, ou em aberto. Uma das mais famosas delas ¢ a seguinte:

Exemplo 1.3 A Conjectura de Goldbach (uma conjectura ainda em aberto).

Christian Goldbach, em 172, afirmou:

Todo numero inteiro par > 4 pode ser escrito como a soma de dois
nlimeros primos, possivelmente iguais.

Usando-se computadores modernos, a veracidade dessa conjectura foi comprovada
desde o inteiro 4 até 10'® (julho de 2008). Contudo, ainda ndo existe uma prova
que ateste de fato sua veracidade nos outros infinitos casos.

Recentemente, foi oferecido um prémio de 1 milhdo de ddlares a quem for capaz
de resolvé-la, demonstrando sua veracidade ou apresentando um contraexemplo que
prove sua falsidade. O leitor interessado em saber mais detalhes sobre esta conjectura
pode ler o fascinante livro Tio Petros e a conjectura de Goldbach, de Apostolos
Dozxiadis.

Embora transcendendo em muito os propdsitos e nivel deste texto, ndo podemos deixar de comentar
que, em 1930, o mateméatico Kurt Gédel demonstrou um resultado tremendamente perturbador, no
qual afirma que existem conjecturas matemadticas, perfeitamente legitimas e até naturais, para as
quais é impossivel se chegar a uma demonstracao, seja de sua veracidade, seja de sua falsidade.
Podemos dizer que Gddel provou que existem conjecturas que ficardo eternamente em aberto. Esse
resultado é conhecido como Teorema da Incompletude de Gédel e é tido como uma das mais pro-
fundas e brilhantes conquistas intelectuais jd feitas pela Humanidade. Felizmente, esses impasses
sao raros em Matematica e o leitor nao deve se inquietar com eles, principalmente em assuntos
elementares, como o do presente texto.

O principal objetivo dessa secao é insistir que, por maior que seja o talento e auto-
ridade cientifica de quem intuiu uma conjectura, por maior que seja a quantidade
de pessoas que pensem que a mesma ¢ verdadeira, por maior que seja o trabalho
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gasto na heuristica que a produziu, a mesma continuard incompleta — sem o direito
de ser incorporada ao corpo dos conhecimentos mateméaticos e de usufruir do sta-
tus teorema — se nao estiver acompanhada de uma prova que permita a qualquer
pessoa “matematicamente alfabetizada” convencer-se de modo indubitavel da sua
veracidade. Dizendo de outro modo: enquanto nao nos for exibida uma prova para
uma conjectura dada, devemos ter em mente que existem tanto chances de ela ser
verdadeira como de ser falsa. A exigéncia de demonstracio é caracteristica essencial,
inegociavel, da Matematica.

Nossa, insisténcia em lembrar que faz parte do protocolo oficial da Matematica o
hébito de demonstrar tudo o que se afirme tem cabimento na medida em que ja sao
minoria os livros de Matematica Elementar que trazem demonstracoes. Mais do que
isso, o ensino voltado para o vestibular e suas questoes de multipla escolha estimula
a heuristica da esperteza, ao invés de desenvolver o pensamento cientifico.

Por outro lado, também queremos deixar claro que nao nos incluimos entre os ma-
temdaticos que negam qualquer mérito a heuristica, a ponto de dizerem que wum
resultado matemdtico pertence a quem o demonstra e nao a quem o descobre. Esta-
mos apenas insistindo que, frente & atual realidade educacional, ndo podemos deixar
de ter em mente que, como diz o titulo desta secao, em Matemadatica nao basta intuir:
€ preciso demonstrar!

Exercicio 1 -

Intua um padrao geral sugerido pelas igualdades

52 -5 =42+4
> —7=6>+6.

A sequir responda: o padrao que vocé intuiu € uma afirmacdo falsa ou verdadeira?
Por qué?

Exercicio 2 -

Idem ezercicio anterior, considerando as igualdades

(20 4 25)% = 2025
(30 4 25)% = 3025.
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1.2 Em Matematica, demonstrar nio é o mesmo que verificar muitos

Casos

A Matematica destaca-se entre as demais ciéncias por ter um alto padrao de rigor.
Em particular, ao demonstrarmos a veracidade de uma conjectura matemadtica, esse
padrao de rigor exige que sejam examinados todos os casos particulares envolvidos
na mesma.

A experiéncia nos mostra que os vicios trazidos do Ensino Elementar fazem com que
haja uma forte tendéncia de os alunos de graduacao nao obedecerem a esse padrao
de rigor. Isso é especialmente verdadeiro no caso da demonstracao de afirmacoes
que podem ser vistas como uma lista de afirmagoes particulares, como é o que ocorre
nos seguintes exemplos:

Exemplo 1.4 -

E par qualquer nimero do conjunto {10, —234, 4578, 1200}.

Exemplo 1.5 -

n? —n 441 é um nimero primo, para qualquer mimero natural n.

Exemplo 1.6 -

n? é um nimero par, para qualquer nimero inteiro par n.

Exemplo 1.7 -

n? —n+ 10 é um nimero par, para qualquer nimero natural n.

Podemos classificar esses exemplos em dois tipos: afirmacoes com quantidade finita
de casos particulares e afirmagoes com quantidade infinita de casos. O primeiro
exemplo encaixa-se no tipo finito (tem apenas quatro casos particulares), enquanto
os demais correspondem a afirmaces que valeriam uma infinidade de vezes (ou para
todos os nimeros naturais ou para todos os niimeros pares) e que, portanto, sao do
segundo tipo.

Nas afirmacoes envolvendo um ntmero finito de casos, a demonstracao da veracidade
pode ser feita demonstrando cada um deles em separado, ou em grupos. FExemplifi-
quemos.
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— Demonstragao do valor légico da afirmagao do exemplo 1.4.

Lembrando que ntimero par é todo inteiro miltiplo de 2 e que

10=2x5
—234 = 2 x (—117)
4578 = 2 x 2289
1200 = 2 x 600,

podemos concluir que a afirmacao do exemplo 1.4 é verdadeira. CQD.

A demonstracao de afirmagoes envolvendo um nimero finito de possibilidades feita
através da comprovacao caso a caso é basicamente uma questao de paciéncia, em-
bora matematicamente legitima. Por outro lado, essa estratégia é, obviamente,
inviavel quando procuramos atender & exigéncia de verificacdo de todos os casos
das afirmacées envolvendo um universo de infinitas possibilidades. Esses tipos de
afirmacoes sdo comuns em Matemadtica e o encontramos nos trés tltimos exemplos.
Vejamos a orientacdo geral para se proceder nesses casos.

— Decisao do valor logico da afirmagao do Exemplo 1.5.

Os vicios trazidos da escola tornam comuns pseudo demonstracoes do tipo:

“A afirmacdo € vdlida, pois por exemplo,

12—1 441 =41, 2224+ 41 =43, 828 4 41 = 47,
42—} + 41 = 53, 52—5+ 41 =61, 62—6 + 41 = 71,
727441 =283 sao todos numeros primos.”

Mesmo correndo o risco de esgotar a paciéncia do leitor, insistimos que um argumento
desse tipo mdo serve como demonstracao da veracidade desta afirmacao, ji que
a comprova apenas para um numero finito de valores de n, enquanto n varia no
conjunto infinito de todos os niimeros naturais.

Reiteramos que argumentos experimentais sempre correm o risco de produzirem con-
clusoes falsas. E exatamente isso o que ocorre no presente exemplo pois, embora se
possa mostrar que de n = 1 até n = 40, o niimero n? — n + 41 sempre é primo, tal
primalidade é falsa para n = 41. Com efeito: 412 — 41 + 41 = 41 - 41. CQD.
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Ainda insistindo, chamamos a atencao do leitor para o fato de que a
pseudo demonstracao anteriormente citada continuaria sendo nao aceita
mesmo que a afirmag¢do da conjectura fosse verdadeira, e nao falsa como
ocorreu. Faz parte dos valores da Matemadtica aceitar apenas demons-
tragoes que examinam todos os casos particulares da afirmacao envolvida.

No Exemplo 1.5 a demonstragao foi de falsidade da conjectura e, assim, bastou
dar um contraexemplo, o correspondente ao caso particular n = 41. Fica, entao, a
pergunta: como demonstrar a veracidade de uma conjectura envolvendo a afirmagao
de uma infinidade de casos? Resposta: ou descobrindo algum argumento genérico
que seja aplicdvel a qualquer uma das infinitas possibilidades de n, ou achando
algum artificio para reduzir o universo das infinitas possibilidades a um ntmero finito
de familias de casos, cada uma das quais podendo ser examinada genericamente.
[lustramos isto a seguir, demonstrando a veracidade dos Exemplos 1.6 e 1.7.

— Decisao do valor légico da afirmagao do Exemplo 1.6.
Sendo n um inteiro par, podemos escrevé-lo na forma n = 2k, com k inteiro. Dal,
n? = (2k)? = 4k? = 2(2k?).
Como 2k? é ainda um inteiro, a igualdade
n? = 2(2k?%)
nos permite concluir que n? é par. Logo, a afirmacio do Exemplo 1.6 é verdadeira.
CQD.
Exercicio 3 -

Prove que se n é um inteiro impar, entio n® também é impar.

— Decisao do valor logico da afirmagdao do Exemplo 1.7.

Dividamos o problema em dois casos possiveis:

Caso 1: n é um natural par.
Pelo Exemplo 1.6, sabemos que n? é par. Deixamos ao leitor o exercicio de mostrar
que, entdo, n? — n é par.

Caso 2: n é impar.
Pelo Exercicio 3, sabemos que n
que também aqui n?> —n é par.

2 6 impar. Deixamos ao leitor o exercicio de mostrar
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2

Provamos assim que, em qualquer caso, n° — n é um numero par, digamos,

n?—n=2k,
com k inteiro. Dali:

n?—n+10 =2k +10 = 2(k + 5),

e como k+5 é também inteiro, concluimos que, em qualquer caso, n2 —n + 10 é par.

Fica assim demonstrado que a afirmacao do Exemplo 1.7 é verdadeira.

Antes de encerrarmos esta secao, precisamos chamar a atencao do leitor para o
fato de que as ciéncias naturais (como é o caso da Fisica, Quimica e Biologia)
aceitam como demonstracao da veracidade de uma afirmacao a comprovacao de
uma quantidade finita de casos particulares da mesma. Por isso, dizemos que essas
ciéncias sao empiricas. Diferentemente, a Matematica ndo é uma ciéncia empirica!

A Matematica tem um padrao de rigor muito superior ao das ciéncias empiricas. Fm
particular, ela nao aceita demonstracoes que se resumem a verificacao de milhoes
de possibilidades, se ficar faltando a demonstracdo de um tnico caso que seja, pois
este caso pode tornar a afirmacao falsa. E essencial que o leitor entenda que em
Matemaédtica o exame de uma quantidade de casos, mesmo que enorme, tem no
maximo um valor heuristico, se este exame nao envolver todos os casos.

Resumindo:

e Em afirmacoes com um ntumero finito de possibilidades, temos duas
estratégias de demonstragao: ou usamos um argumento genérico, ou
testamos TODAS as possibilidades.

e Em afirmacgoes com um nimero infinito de possibilidades, temos que
recorrer a um raciocinio que nao dependa de casos particulares, ou seja,
somos obrigados a usar um raciocinio genérico.

TESTAR ALGUMAS ou mesmo MUITAS possibilidades de uma afirmacao
matematica nado é DEMONSTRAR.
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Exemplo 1.8 -
E verdade que d(p) = 2P~! — 1 nunca € divisivel por p?, se p for um nimero primo?

Esta pergunta foi feita pelo russo D. A. Grave. Constata-se que a resposta € afir-
mativa até p = 1091. Apesar disso, d(1093) ¢ divisivel por 10932.

Exemplo 1.9 -
E verdade que o valor
P(n) =1+ 991n?
nunca € um quadrado, qualquer que sejan € {1,2,...}7?
A resposta € afirmativa para uma enormidade de casos: até
no = 12 055 735 790 331 359 447 442 538 766 = 12 x 10*".
Contudo, o valor sequinte de n jd dd P(n) um quadrado perfeito:

P(’no + 1)
= 144 032 698 557 259 999 607 886 110 560 755 362 973 171 476 419
973 199 366 400

= (379 516 400 811 930 638 014 896 080)2 .

1.3 Conceitos légicos basicos e notacdes

Pode-se dizer que, até aqui, nos preocupamos mais em alertar o leitor acerca do
que nao ¢ permitido fazer em Matematica, do que realmente ensinar a pensar ma-
tematicamente. O objetivo do restante deste capitulo é enfrentar parcialmente essa
deficiéncia.

Antes de mais nada, é importante entender o porqué do parcialmente que foi usado
no paragrafo anterior. Para isso, lembramos que ja foi colocado que o trabalho da
producao de resultados matemadticos envolve duas etapas: a heuristica (que é uma
etapa de descoberta) e a demonstra¢do (que é uma etapa que comprova a veracidade
ou a falsidade da conjectura descoberta na heuristica). A experiéncia de milhares
de anos de ensino da Matematica mostra que o aprendizado e desenvolvimento da
heuristica precisam ser feitos em campos especificos da Matemdtica (como Geome-
tria, Algebra etc.) e é dificil transporta-la de um campo para outro. Por isso, sendo
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este capitulo uma introducao geral ao pensamento matematico, aqui enfrentaremos
apenas a segunda etapa: trataremos somente da demonstragao.

Na verdade, este capitulo é ainda mais restritivo, pois tratard meramente de parte da
etapa da demonstracao. Com efeito, podemos dividir a tarefa de demonstracao de
uma conjectura em duas partes: a concep¢do da demonstracdo (um trabalho também
de natureza heuristica e que nos permite conceber uma sequéncia de pequenos passos
formando um caminho que nos leva até a verdade que se procura defender) e a
redacdo da prova (que corresponde ao trabalho detalhado, cuidadoso e sistemético
da escritura do encadeamento de argumentos cujas linhas mestras foram concebidas
anteriormente).

A etapa da concepcao da demonstracio é uma arte de criar caminhos, sendo muito
dependente de talento inato e da experiéncia que se acumula com o estudo a fundo
de cada campo matemdatico. Em particular, é uma arte dificil de se ensinar. Por
outro lado, a etapa da redacao da prova tem uma natureza bem mais mecanica ou
técnica, e é dela que nos limitaremos a tratar no que se segue.

E importante que o leitor entenda que é necessdrio dominar perfeitamente a etapa
da redacao de uma prova, pois é este dominio que lhe vai permitir tanto ler provas
escritas por outras pessoas (como as que encontrard neste ou em outros livros que
terd de estudar) como de iniciar a escrever suas préprias provas. Contudo, também
é importante alertar que o dominio da técnica da redacdo, embora possibilite o
leitor a desenvolver as provas matemadticas mais rotineiras, nao é garantia de que
possa vir a desenvolver uma prova matematica mais interessante ou inovadora. E
algo semelhante ao que ocorre com qualquer linguagem humana: o conhecimento de
vocabulario e gramdtica é uma necessidade, mas nao é suficiente para garantir que,
s6 com isso, alguém se torne capaz de escrever lindas poesias.

Passemos, enfim, ao estudo da mecanica da redacdo de provas matemadticas. Os
aspectos basicos desse estudo formam o que se chama Ldégica Matemdtica. Esta,
corresponde ao que poderiamos chamar de gramdtica da Matemadtica. Como toda
gramadtica, ela envolve conceitos formulados de uma maneira bastante precisa e abs-
trata, bem como uma notacao especializada. KEssas caracteristicas costumam ser
pontos dificultadores do aprendizado, a ponto de poderem ofuscar totalmente o ver-
dadeiro significado do que se estd estudando. Na verdade, esse é um fendmeno que
ocorre no estudo de qualquer tipo de gramatica. O que podemos fazer é minimizar
o problema, usando, na medida do possivel, uma abordagem menos abstrata.
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— Proposicoes

Iniciamos introduzindo uma das nocoes mais basicas da Légica, a de proposi¢cado.
Essa nocdo nos permitird conceituar mais rigorosamente as nogoes de conjectura e
teorema.

Definicao 1.10 -

Uma proposicdo, em Légica e Matemdtica, é uma afirmacdo ou declaragao que tem
um valor légico, i.e., é possivel dizermos se ela é verdadeira (V) ou falsa (F).

Exemplo 1.11 -
Sdo exemplos de proposigoes:

i). Pelé foi jogador profissional de basquete.
ii). 28 € nimero par.
ii1). O triangulo é uma figura plana.

). Para todo z €N, o algarismo da unidade de z* ¢ igual ao de z.
Nao sdo proposicoes as seguintes afirmacgaoes:

v). 2*. (nada afirmo)

vi). x = 3. (ndo sei quem ¢é x, logo ndo posso decidir)
viii). m < n.

ir). 2 < /3 ¢ (pergunta ndio ¢ afirmacio)

Em Matemadtica, uma proposicao nunca pode ser verdadeira e falsa ao
mesmo tempo. Ou seja, tem exatamente um valor l6gico. O que pode
ocorrer é que seu valor légico ainda nao seja conhecido. Exemplo: “a

maior raizde z° —z +1=0 é z = 3”.

Notacao:
Costumamos representar as proposicoes por letras latinas mintsculas:

p : Pelé foi jogador profissional de basquete
q: 28 é par
r:2>3
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Em Matematica, as proposicoes verdadeiras podem receber o nome de postulados,
axiomas, lemas, proposicoes, teoremas ou corolarios.

Os axiomas ou postulados (atualmente, estas denominacoes sdo consideradas sinoni-
mas) constituem os “alicerces” de cada teoria matematica, e, por serem seu ponto
de partida, sao indemonstraveis. Sao aceitos sem qualquer demonstracao.

Exemplo 1.12 -

“Por dois pontos distintos passa uma e somente uma reta” € um famoso axioma
(postulado) da Geometria Euclidiana.

J4 os lemas, proposicoes, teoremas e corolarios sao afirmacoes verdadeiras que tém
de ser acompanhadas de uma demonstracao atestando sua veracidade. O raciocinio
envolvido em tal demonstracao tem de se apoiar exclusivamente em conceitos e
resultados ja aceitos como verdadeiros, incluindo possivelmente os axiomas (ou pos-
tulados).

— Sentencas abertas

Vamos agora nos concentrar em um outro tipo de afirmacdo que encontramos em
Matematica. Para isso, iniciemos notando que sentencas da forma

T =3,

z+y <5,

T é um triangulo equilétero,
20+ 1 =23,

m<n

nao sao proposicoes! Contudo, podemos observar que se dermos valores numéricos
para z, y, m e n, ou se subtituirmos 7" por um triangulo especifico, elas se tornam
proposicoes. Os simbolos z, y, T, m e n sao por isso chamados varidveis, e sentengas
desse tipo sao chamadas sentencas abertas.

Definicao 1.13 -

Sentenca aberta € toda afirmacgao contendo uma ou mais varidveis e que € tal que fica
com veracidade determindvel — se transforma em proposi¢ao — cada vez que dermos
um “valor” a sua varidvel, ou as suas varidveis.
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Notacao:

. p(z),q(T),p(y) sao notagoes que indicam sentengas abertas envolvendo uma
varidvel (respectivamente: z, T y)

. p(z,y),q(z, z) sao notagoes indicando sentencas abertas com duas varidveis
(respectivamente: z,y e z, 2)
Exemplo 1.14 -
Sao exemplos de sentencas abertas:

do tipo p(x) : x+1=2
do tipo p(z,y): z+y <5

Todo valor da varidvel (ou das varidveis) de uma sentenca aberta que a transforma
numa proposicao verdadeira é dito satisfazer a sentenca.
Exemplo 1.15 -

Equacdes sdo um tipo importante de sentenca aberta. Assim, a equacio “z*>—1 =107
€ uma sentenca aberta que € satisfeita apenas pelos valores t =1 e z = —1, 0s quais
sdo chamados de suas raizes.

Exemplo 1.16 -

Com relagdo as sentencgas abertas do Exemplo 1.14:

1 satisfaz p(x), pois € verdade que 1 + 1 = 2;
o par (2,3) satisfaz p(z,y), pois p(2,3): 2+3=5<5¢€ V.

— Proposicoes quantificadas:

Em Matematica, é muito comum precisarmos tratar de uma proposicao sobre a ve-
racidade de um bloco, ou conjunto, de proposicoes associadas a uma dada sentenca
aberta. Mais precisamente, tal proposicao afirma a veracidade de uma certa quan-
tidade de proposicoes do bloco. Por isso, este tipo de proposicao é dito ser uma
proposicdo quantificada. Vejamos um exemplo inicial.

Consideremos a sentenga aberta p(z) : = — 3 > 0. Denotando por X o conjunto
dos inteiros positivos, consideremos o bloco das proposicoes correspondentes a cada
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valor de € X, ou seja:
1-3>0,2-3>0,3—-3>0,4-3>0,...
Para este bloco, podemos formar quatro proposicoes quantificadas:

e “para cada z € X, é verdade que vale z — 3 > (7
(a qual é uma proposicao falsa, pois 1 — 3 < 0)
e “para ao menos um z € X, é verdade que vale x — 3 > 0”
(a qual é uma proposicao verdadeira, pois 4 — 3 > 0)
e “para exatamente um z € X, é verdade que vale x —3 > 07
(a qual é uma proposicao falsa, pois4 —3 >0e5—3 > 0)
e “para nenhum z € X, é verdade que vale z — 3 > (0"
(a qual é uma proposicao falsa, pois, por exemplo, 4 — 3 > 0)

Se escolhermos outro X (ou seja, outro bloco de proposi¢oes) teremos outras quatro
proposicoes quantificadas, a partir da mesma sentenca aberta. Por exemplo, se X =
conjunto dos inteiros pares e > 4, temos:

e “para cada z € X, é verdade que vale z — 3 > 0”
(a qual é uma proposic¢ao verdadeira, pois 4 —3=1>0,6—-3=3>0,...)
e “para ao menos um z € X, é verdade que vale x — 3 > 0”
(a qual é uma proposi¢ao verdadeira, pois 4 —3 =1 > 0)
e “para exatamente um z € X, é verdade que vale z — 3 > 07
(a qual é uma proposicao falsa, pois4 —3 >0e 6 —3 > 0)
e “para nenhum z € X, é verdade que vale z — 3 > (07
(a qual é uma proposicao falsa, pois 4 — 3 > 0)

Definicao 1.17 -

Dada uma sentencga aberta, selecionemos um conjunto de valores para sua varidvel
(ou suas varidveis), o qual chamaremos de universo. Com estes valores, formemos o
bloco (ou conjunto) das proposi¢ies associadas pela sentenga. Assim feito, chama-
mos de proposicdo quantificada qualquer proposicao que afirme a veracidade de uma
certa quantidade® de proposicéoes do bloco.

2Todos, alguns, exatamente um e nenhum sio as escolhas usuais desta quantidade.
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Dada sentenca uma aberta, p(z)

!

escolho um universo X de valores para x

!

formo o bloco das proposicoes p(z), z € X

i)
formulo uma PROPOSIGAO QUANTIFICADA para o bloco,
ou seja: uma afirmacao sobre a VERACIDADE de uma
certa quantidade de proposicoes do bloco.

De modo que o bloco das proposigoes de uma proposicao quantificada seja escrito
mais rapidamente (ou seja, sem ter de listar individualmente suas proposigoes) e
mais precisamente (ou seja, sem ter de usar recursos como “...”), usamos simbolos
especiais chamados quantificadores. Os quatro quantificadores mais usados sao:

\ quantificador universal

(leia-se “para todo”, “para qualquer”, “dado qualquer”)
3 quantificador existencial

(leia-se “existe pelo menos um”, “existe um (ao menos)”)
3! quantificador singular

(leia-se “existe exatamente um”)
7 quantificador excludente

(leia-se “nao existe”, “para nenhum”)

Em textos de Légica, principalmente nos mais antigos, e de Ciéncia da Computacao, o leitor
podera encontrar outros simbolos para os quantificadores acima.

Também é de se observar que, além dos quatro quantificadores que mencionamos, existem
outros. Um exemplo seria 3", que é lido “existem muitos”. Contudo, os mesmos sao usados
apenas em assuntos muito especializados e avancados.
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— Estrutura simbdélica de uma proposicao quantificada, caso de uma variavel:

quantificador z € X : p(z) ‘

Exemplo 1.18 -

Vejamos como reescrever as quatro proposi¢oes quantificadas de nosso exemplo ini-
cial:

eVzeX:z—-3>0

e dxeX:z—-3>0

edlzeX:2-3>0

e fzeX:2-3>0

Exemplo 1.19 -
i). O Ezemplo 1.1 poderia ter sido escrito simplesmente da sequinte forma:
vn € {0,1,2,3,...}, P(n) =1+ 2") ¢ wm nimero primo.
i1). O Ezemplo 1.2 poderia ter sido escrito simplesmente da sequinte forma:
Vn € {3,4,5,...},a equacao " +y" = 2" ndo tem solugdes inteiras positivas.
ou, entao, como:

In e {3,4,5,... },a equacao " + y" = 2" tem solugdes inteiras positivas.

i11). O Ezemplo 1.6 poderia ter sido escrito da sequinte forma:
vV z € {10, —234, 4578, 1200}, = € par.
). O Ezemplo 1.7 poderia ter sido escrito da seguinte forma:
Vn N, n?—n+41 é primo.
v). 3z eN z=3
(leia-se: “existe, pelo menos, um nimero natural que € igual a 37).
vi). Vo e {2,3,4,5}, 1<z <3
(leia-se:  “todo elemento do conjunto {2,3,4,5} é um nidmero entre 1 e 3,
podendo ser, inclusive, igual a 3”).
vii). YT € {triangulos isdsceles}, T é um triangulo equildtero
(leia-se: “todo tridngulo isdsceles é um triangulo equildtero”).
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Verifique que as expressoes quantificadas acima sdo de fato proposi¢ies. Quais seus
valores logicos?
E quais sao os valores ldgicos das proposicies a sequir?

vigi). ¥ T € {triangulos equildteros}, T é um triangulo isdsceles.

iz). 3T € {triangulos isdsceles}, T é um triangulo equildtero.

— Estrutura simbdlica de uma proposicao quantificada, caso de vérias varidveis:

‘quantiﬁcador x € X, quantificador y € Y,...: p(x,y,...) ‘

Temos 4 x 4 = 16 possibilidades de combinar os quantificadores no caso de duas
variaveis, 4 X 4 X 4 = 64 no caso de trés varidveis, etc.

Note, ademais, que todas as varidveis precisam estar quantificadas e que a ordem
da quantificacao é importante.

Exemplo 1.20 -

Denotando por X o conjunto dos nimeros inteiros positivos, note a diferenca entre
as sequintes proposi¢des quantificadas:

VzeX,yeX: z=1y°
a qual é lida como “para cada escolha de valor de x inteiro positivo, existe (ao
menos um) y inteiro positivo cujo quadrado vale x.”
(uma proposicio falsa, pois 2 = y? nunca vale se y for inteiro positivo)

. yeX Vo e X x=qy?
a qual pode ser lida como “existe y inteiro positivo cujo quadrado € igual a
cada um dos inteiros positivos” .
(uma proposicdo falsa, pois envolve igualar um valor de y a infinitos de x).

Estas duas proposi¢ées tém os mesmos quantificadores e sao ambas falsas. Apesar
disso, a troca da ordem dos quantificadores tornou-as logicamente distintas e mudou
drasticamente seu significado matemdtico.

Na pratica, usualmente, tornaremos a leitura mais clara e significativa com o uso
de letras mais indicativas para os conjuntos e varidveis envolvidas. Por exemplo, a
primeira proposicao acima fica mais clara quando escrita como:

VneN, 3z e N: n =z

Com efeito, estamos acostumados a denotar incégnitas por z.
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E comum que cada varidvel envolvida numa proposicao quantificada tenha um uni-
verso distinto. Por exemplo, um dos objetivos deste livro ¢ introduzir um campo
numérico, dito campo dos nimeros reais e denotado por R, que torna verdadeira a
seguinte variante da primeira proposicao do exemplo anterior:

VneN,JzeR: n=z>

Definicao 1.21 -

O conjunto de valores que a varidvel, ou que cada varidvel, de uma proposi¢ao quan-
tificada € permitido assumir chama-se universo da varidvel.

Exemplo 1.22 -
No Exemplo 1.19 temos para universo das varidveis envolvidas:

i). o conjunto N
i1). o conjunto {3,4,5,...}
i1i). o conjunto {10, —234, 4578, 1200}
iv). o conjunto N
v). o conjunto N
vi). o conjunto {2,3,4,5}
vii). o conjunto {triangulos isdsceles}
viii). o conjunto {tridngulos equildteros}

iz). o conjunto {tridngulos isdsceles}
Salientamos ainda que as proposicoes
Ve eN, 2z > x e YyeN, 2y >y
expressam o mesmo fato, a saber, “o dobro de um nimero natural é sempre maior
do que este nimero”. A diferenca é que na primeira simbolizamos esse nimero

natural genérico por z, enquanto na segunda o chamamos de y, assim como podiamos
também ter usado “fulano”.
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1.4 O método dedutivo

No que toca & decisao do valor 16gico de uma dada proposi¢ao (ou seja, provar que
ela é verdadeira, ou provar que ela é falsa), j4 muito insistimos que o uso de exemplos
(casos particulares) é matematicamente vilido apenas para demonstrar a falsidade
dessa proposicao®. A demonstracio de sua veracidade terd de ser feita pelo método
dedutivo; ou seja, por meio de uma deducao.

Toda deducao é o resultado de uma implicacdo, ou do encadeamento de varias im-
plicagOes. Assim, nossa abordagem do método dedutivo comecgard pelo estudo do
conceito de implicacao. Nas secoes seguintes trataremos objetivamente das diversas
maneiras basicas com que as implicagoes podem ser encadeadas numa deducao.

Definicao 1.23 -

Dizemos que uma proposicdo p implica uma proposicdo q se a suposicdo da veracidade
de p nos leva a concluir (deduzir) a veracidade de q.
Abreviaremos isso escrevendo p = q.

Exemplo 1.24 -

Supondo que 7 x 123456 = 864192, podemos concluir que 5+ 7 x 123456 = 864197 .
Ou seja: (7 x 123456 = 864192) = (5 + 7 x 123456 = 864197 ) .

Exemplo 1.25 -

Do mesmo modo: ((123 466)* = 234 456 256) = ( 1+ (123 466)? = 234 456 257).

Terminologia: A notagio p = ¢ pode ser lida de virias maneiras:

— ¢q segue de p

— ¢ é consequéncia de p

— para que ocorra ¢ basta ocorrer p

— p é condicdo suficiente para ¢

— ¢ é condicdo necessdria para p

— se ocorre p entao necessariamente ocorre ¢
— se p entao q.

3Exceto nas situacdes excepcionais em que a proposicao resume-se em um niimero finito de casos
particulares.
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Terminologia:
E tradicional dizermos que p € a hipdtese ou premissa da implicacao p = ¢, e que q
é sua tese.

Cuidado!

Note que para decidirmos se uma implicagao p = ¢ é verdadeira (ou seja, se foi
feita corretamente), ndo precisamos saber se a hipdtese p é efetivamente verdadeira.
Tudo o que temos de fazer é mostrar que a veracidade da tese ¢ ¢ uma consequéncia
(efeito) da suposicdo da veracidade de p.

Observemos que isso envolve uma sutileza. Assim, no Exemplo 1.25, da hipdtese
(123 466)? = 234 456 256 somos obrigados a concluir que 1 + (123 466)? =
234 456 257. Apesar disso, atente que a hipétese envolvida é falsa! Com efeito:
(123 466)% = 15 243 853 156!

Também podemos ter uma implicacao verdadeira com hipdtese falsa, mas tese ver-
dadeira, como é o caso de

(2 e 4 sdo impares) = (6 é par) .

Essa proposicao tem de ser entendida da seguinte maneira: “se for verdade que 2
e 4 sao impares, entao, como a soma de impares é par, temos de concluir que 6 é
par.” Talvez o leitor se sinta mais confortavel lendo-a como: “se fosse verdade que
2 e 4 sao impares, entao, como a soma de impares é par, poderiamos concluir que 6
é par.”

O leitor deve procurar se convencer de que a defini¢cao de implica¢do
nunca nos pode levar a uma situagcao onde a hipdtese é verdadeira e a
tese € falsa.

Como mostrar a veracidade de uma implicacao matematica?

Resposta:

usando axiomas (proposicoes que se convenciona serem verdadeiras) e/ou em resul-
tados ja demonstrados. Assim, no Exemplo 1.24, o resultado usado foi o algoritmo
da adicao de inteiros, que nos permitiu afirmar que 5 + 864192 = 864197 . Por sua
vez, no Exemplo 1.26, usamos apenas o resultado que diz “a soma de inteiros pares
é um inteiro par” . Em situagoes mais comuns em Matemdtica, podemos ter de fazer
0 uso de varios resultados; em estudos avancados pode-se ter de usar até centenas
deles, ou mesmo mais.
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A demonstragao matemdtica tipica consiste num encadeamento de im-
plicagoes verdadeiras.

Como mostrar a efetiva veracidade de uma proposicao matematica?

Resposta:

se a Matematica se resumisse tao somente em provar implicagoes, ela seria uma
colecdo de “supondo isso, entao aquilo”; ela seria um mero jogo légico, construindo
sonhos. Bem entendido, as implicacGes sao importantes, mas nao suficientes para a
plena Matematica. Ou seja: além de sabermos demonstrar implicacoes, precisamos
saber decidir a veracidade, ou valor légico, das proposi¢coes matematicas.

Em esséncia, temos duas maneiras de mostrar que uma proposicao matematica é
efetivamente verdadeira:

— Ou esta proposicdo é um axioma da teoria em estudo.

— Ou esta proposicao é a tese ¢ de uma implicagdo verdadeira, p = ¢, cuja
hipétese p também se sabe ser efetivamente verdadeira.
Na pratica, este raciocinio seria assim colocado: sabemos que p é verdadeira;
ora, p = ¢, logo temos que g também é verdadeira.

Exemplo 1.26 -

Supondo que 2 e 4 sejam pares, como a soma de pares € par, entdo 6 = 2+ 4 teria
de ser par. Ou seja:

soma de pares é par
=

2 e 4 pares 6 € par.

Ora, 2 e 4 realmente sao pares, logo 6 € efetivamente par.

Complementando, observe que, enquanto uma conjectura p estiver em aberto (ou
seja, ainda nao se souber se é uma proposi¢ao verdadeira ou falsa, como é o caso da
Conjectura de Goldbach), tudo o que os matematicos podem fazer é deduzir cadeias
de implicacoes verdadeiras

!

p=p =>p =p=..

na qual ainda nao se conhece o valor verdade de nenhuma das proposi¢oes envolvidas.
Consequentemente:
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e se algum dia se conseguir mostrar que a conjectura p é verdadeira, automati-
camente ficard provado que também p’, p”, p”’, etc sao verdadeiras;

e se algum dia se provar que alguma das proposicoes p’, p”, p”, etc é falsa,
pela definicdo de implicacdo, poderemos garantir que a conjectura p também
é falsa.

Exemplo 1.27 -

No capitulo a sequir, quando estudarmos o Teorema Fundamental da Aritmética,
teremos condi¢ies de facilmente provar a sequinte implicacao p = q:

“se a conjectura de Goldbach for verdadeira, entdo todo mailtiplo de 4
pode ser escrito como a soma de dois pares, nao ambos multiplos de 4.”

Temos duas maneiras de concluir que a tese ¢ = (todo maltiplo de 4 pode ser ...) é
efetivamente verdadeira: ou se prova que a Conjectura de Goldbach € verdadeira, ou
se prova uma implica¢io p' = q na qual se sabe que a proposi¢ao p' € efetivamente
verdadeira.

Ademais, estudando o wvalor légico dessa tese, também temos chances de decidir a
veracidade da hipétese p = (a Conjectura de Goldbach € verdadeira). Por exemplo,
se algum dia se achar um mailtiplo de 4 que ndo pode ser escrito como soma de
dois pares, ndao ambos mailtiplos de 4 (ou seja, se for provado que a tese q é falsa),
poderemos afirmar que a Conjectura de Goldbach é falsa. Vide maiores detalhes no
Ezercicio 54 do Capitulo 2.

Em Matematica, também utilizamos implicacdo entre sentencas abertas. As defini-
coes e notacoes sao semelhantes as de implicacao de proposicoes. Dizemos que uma
sentenca aberta p(z) implica outra g(z), e escrevemos p(z) = ¢(z), quando:

i). o universo onde varia a varidvel de cada uma dessas sentencas é o mesmo
conjunto;

ii). para cada valor z = x¢ desta varidvel em tal universo, temos que p(xg) = q(z¢),
no sentido de implicacdo de proposigoes.

Exemplo 1.28 -

No universo dos numeros inteiros:

2? =1234 = (5 + 2® = 1239).
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Exemplo 1.29 -
x € inteiro par = x + 10 € par

ou seja: supondo que T seja um numero inteiro par, como a soma de pares é par,
entao  + 10 € par.

Importante!

Mais uma vez, enfatizamos que nunca precisamos saber se a hipdtese é
de fato verdadeira para decidirmos se uma implicacdo é verdadeira. Isto
vale tanto para implicacoes entre proposicoes quanto para implicacoes
entre sentencas abertas. Com efeito, no segundo exemplo acima, a
sentenca “zr é inteiro par” torna-se verdadeira para alguns valores de
x, e para outros torna-se falsa. Apesar disso, a implicacao é verdadeira.

Note que o entendimento do significado da implicacao “se x é tal que
p(z) é V, entdo ¢(z) também o é” , ou seja, o significado da suposi¢do
de p(z) ser V implica g(z) ser verdadeira, fica mais evidente no caso
das proposicoes abertas.

Terminologia:
Analogamente ao caso das implicacoes entre proposi¢des, uma implicacio entre sen-
tengas abertas p(z) = q(z), p(x) é chamada de hipétese , e g(z) de tese da implicagao.

Terminologia:
A notacao p(z) = q(z) pode ser lida de vérias formas, todas semelhantes as usadas
para p = ¢. Nos damos ao trabalho de explicitar as mais comuns:

~ q(z) segue de p(z)

- ¢(z) é consequéncia de p(z)

— para que ocorra g(x) basta ocorrer p(z)

~ p(x) é condigdo suficiente para ¢(x)

— q(z) é condicdo necessaria para p(z)

— se ocorre p(x), entao necessariamente ocorre ¢(z)
- se p(x), entdo q(x).
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Definicao 1.30 -
A reciproca da implicacao p = q (ou p(z) = q(x)) € a implicagio q = p, (ou,

respectivamente, q(z) = p(x)).

E fundamental que nao confundamos uma sentenca com sua reciproca, pois uma
delas pode ser verdadeira e a outra nao. Comecamos ilustrando com um exemplo
nao matematico:

Exemplo 1.31 -

“o nome do presidente é Joao” = “o presidente é homem”
€ uma implicacdo verdadeira, mas ndao podemos afirmar que é verdadeira sua reciproca:
“o presidente € homem” = “o nome do presidente é Joao” .

Costumamos escrever “o presidente é homem” # “o nome do presidente é Joao” .

Exemplo 1.32 -

No universo dos mimeros inteiros: “c =2 = 2> =47, mas ‘e’ =4+ =2".

No entanto, eventualmente encontraremos implicagoes verdadeiras, cuja reciproca
também é verdadeira:

Exemplo 1.33 -

Temos que (22 =8) = (22 +1=9).

E igualmente imediato ver que (2> +1=19) = (23 =8).
Exemplo 1.34 -

Sendo
p: (123 4662 =234 456 256) e q: (123 466 + 2 = 234 456 258 ),
entdo temos p = q, mas também podemos afirmar que q = p.

Definicao 1.35 -

Quando duas proposi¢oes (ou duas sentencas abertas) sao tais que a primeira implica
a sequnda e a sequnda tmplica a primeira, dizemos que elas sao equivalentes.
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Denotamos a equivaléncia entre p e q por p < q, e a equivaléncia entre p(x) e q(x)

por p(z) < q(z).
Semelhantemente, se nao ocorrer tal equivaléncia, escreveremos, respectivamente:

p < q, ep(r) & q(7).

Exemplo 1.36 -

(123 466% = 234 456 236) < (123 4667 + 2 = 234 456 238) .

Terminologia:
Podemos expressar a idéia de equivaléncia de diferentes formas:

— g segue de p e p segue de ¢;
— p é uma condicdo necessdria e suficiente para ¢ ;
- ¢ é uma condi¢do necessdria e suficiente para p.

Note que duas proposicoes equivalentes tém o mesmo valor verdade:
ou sao ambas V, ou sdo ambas F.

Com efeito, se uma for V e a outra F, entao teriamos uma verdadeira

implicando numa falsa. Portanto, é muito comum expressarmos a equi-

valéncia de duas proposicoes p e ¢ dizendo:

p é verdadeiro se, e somente se, ¢ o for.
Analogamente, quando duas sentencgas abertas sao equivalentes, entao

cada vez que elas se tornarem proposicoes:
ou serao ambas V, ou serao ambas F.

Exemplo 1.37 -

Para todo numero natural n :
n?<9en<3.

Por ezemplo, para n = 2 temos 22 < 9 e 2 < 3, ambas V; e para n =5 temos 5> < 9
e 5 < 3, ambas F.
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Exemplo 1.38 -

Para todo nimero inteiro r,
rr<9sr< 3,

pois € V a implicagdo = mas nao é verdadeira a implicacao <. Por exemplo,
—20 <3 ¢V, mas (—20)2 <9 ¢ F, o que produz V — F.

Outra maneira de concluir € usar o critério da “mesma veracidade”. No caso, a
escolha r = —20 nos dd r> < 9: Fer < 3: V; logo, nao existe a equivaléncia.

1.5 Demonstracio de proposicées enunciadas como implicacdes

Para demonstrar uma implicacao do tipo

p(z) = q(z),

onde p(z) e g(x) denotam sentencas abertas na varidvel z, existem trés métodos
bésicos: demonstracao direta, contrapositiva e por absurdo, os quais passamos a
descrever e exemplificar.

a). Demonstracao direta:

Consiste em supor que p(z) é V e construir um encadeamento de in-
feréncias (igualdades, desigualdades e outras) que tenham como con-
clusdo (ou que nos permitam deduzir) que g(z) € V.

Exemplo 1.39 -

A soma de dois numeros inteiros de mesma paridade sempre é par. Ou seja:
— a soma de dois inteiros pares € par: T,y € Z e pares = x + Y par;
— a soma de dois inteiros impares € par: x,y € Z e impares = x + Yy par.

Prova:

Sejam x,y € Z, ambos pares. Entao, podemos escrever: z = 2m e y = 2n, para
apropriados m,n € Z. Dai x +y = 2m + 2n = 2(m + n) = dobro de inteiro, logo,
par.
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Sejam z,y € Z, ambos impares. Entao, podemos escrever: z =2m+1ey =2n+1,
para apropriados m,n € Z. Daiz4+y = 2m+ 1)+ 2n+1) =2m+2n+2 =
2(m +n + 1) = dobro de inteiro, logo, par.

CQD.

Exemplo 1.40 -

O produto de dois nimeros inteiros pares € par, e o produto de dois inteiros impares
¢ impar. Ou seja:

-x,y €7 e pares = xy par;

- x,y € Z e impares = xy impar.

Prova:

Sejam z,y € Z, ambos pares. Entdo, podemos escrever: z = 2m e y = 2n, para
apropriados m,n € Z. Dai xy = 2m - 2n = 2(2mn) = dobro de inteiro, logo, par.

Sejam x,y € Z, ambos impares. Entao, podemos escrever: z =2m+1ey =2n+1,
para apropriados m,n € Z. Dai zy = 2m+1)- 2n+1) =4dmn+2m+2n+1 =
2(2mn +m +n) + 1 = 14 dobro de inteiro, logo, impar.

CQD.
Exercicio 4 -

Use os dois exemplos anteriores para dar uma demonstracao direta de que n?>+n+500
sempre € um numero par, qualquer que seja o valor de n inteiro.
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b). Demonstracdo por absurdo:

Provar por absurdo que p(z) = q(z) consiste em mostrar que a “mis-
tura” da possibilidade de p(x) ser verdadeira com a de g(z) ser falsa
produz um conflito; nos leva a algum resultado sabidamente falso ou
absurdo.

Justifiquemos.
A suposi¢ao da veracidade de p(x) nos dé apenas duas possibilidades exclusivas para
a combinacdo p(z), q(z):

~oup(z)é Veq(r)é V;

~oup(r)é Veg(z)éF.
Dai, se provarmos que a segunda alternativa nao pode ocorrer, seguird que somos
obrigados a ter que p(z) é V e ¢(z) é V. Ou seja, temos que a suposicio p(z) é V
implica g(z) é V.

Uma, dificuldade associada a essa técnica de demonstragao consiste no fato de que o
absurdo a que chegaremos varia com a prova. Nao podemos prever onde ele ocorrera
em nossa argumentacio, e nem que forma ele terd (pode ser fatos como 1 =0, 2 > 3
e outros).

Exemplo 1.41 -

Se n estiver no universo dos nimeros naturais, entdo
2 2
n“+2n+3 # (n+1)° =5,
ou, equivalentemente:

nEN=n?4+2n+3# (n+1)* -5,

Prova:

Por absurdo, suponhamos que exista n € N, tal que n? +2n+ 3 = (n + 1)?> — 5.
Entao, pelas propriedades da adicao e da multiplicacao de ntimeros naturais, pode-
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1MOS escrever:

n+2n+3=mn+1>-5=
n+2n+3=n’4+2n+1-5=
n+2n+3=n’4+2n—-4=

3 = —4, absurdo!

Concluimos que n? +2n + 3 # (n + 1) — 5, para todo n € N. CQD.

Notacao:
Indicamos a negagao de p(x) por —p(x).
(E conveniente ter em mente que ——p(z) = p(x).)

Com esta notacao, podemos afirmar:

provar por absurdo que p(z) = ¢(x) significa provar:
supor que p(z) e —q(z) sdo V gera um conflito, ou um resultado ab-
surdo.

Exercicio 5 -

Reflita cuidadosamente sobre essa iultima afirmagao.

c). Demonstracdo por contraposicdo

Esta técnica de demonstracdo de implicacoes é a menos natural de todas. Apesar
disto, é muito 1util, pois frequentemente é de ficil aplicacdo enquanto as outras sao
dificeis ou invidveis. Para facilitar, introduzamos mais uma terminologia classica.

Definicao 1.42 -

—q(z) = —p(z) é chamada de contrapositiva da implicagio p(z) = q(z).

Exemplo 1.43 -

Consideremos as sequintes proposi¢oes, no universo dos numeros inteiros:
plz): <0
q(z): z#0
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Com isso, obtemos a sequinte combinatoria de implicagdes:

[direta] p(z) = q(x), ouseja: £ <0 = x#0
[reciprocal] q(z) = p(x), ouseja: £ # 0 = <0
[contrapositiva] —q(z) = —p(z), ouseja: =0 =z >0
[reciproca da contrapositiva] —p(z) = —q(z), ouseja: £ >0 = z=0.

No exemplo acima, a direta e a contrapositiva tiveram o mesmo valor de verdade. O
método da demonstracdo por contrapositiva explora que essa concordancia sempre
ocorre. Ou seja:

Provar por contraposicio uma implicagdo p(x) = ¢(z) consiste em
provar de forma direta sua contrapositiva —¢(z) = —p(z).
Equivalentemente:

partindo da suposi¢ao que —¢q(z) é verdadeira, deduzimos que —p(x)
também é verdadeira.

Justiquemos.
Seja dado que conseguimos provar diretamente que —q(z) = —p(z). O que podemos
concluir sobre ¢(z) se p(z) for V?
A suposi¢ao da veracidade de p(x) nos dé apenas duas possibilidades exclusivas para
a combinacdo p(z), q(z):
~ou p(z) é
—ou p(z) é
0 que equivale dizer:
~oup(r)é Ve qx)éV
~oup(z) é Ve—q(r)éV.

Ora, estamos supondo que conseguimos provar diretamente que a suposicao de que
—q(z) é verdadeira implica —p(z) também ser verdadeira, ou seja: p(z) é F'. Isto faz
com que a segunda alternativa acima nao possa ocorrer. Quem ocorre é a primeira
alternatival

Consequentemente, a prova da contrapositiva nos autoriza dizer que a suposicao da
veracidade de p(z) implica na veracidade de ¢(z). Ou seja, a prova da contrapositiva
—q(z) = —p(z) implica na prova de p(z) = q(z).
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Exemplo 1.44 (protétipo) -

Sempre que z° for impar, teremos que x ¢ obrigatoriamente impar.

Prova:

Observemos que a implicacio [ z? fmpar | = [z {mpar | tem uma contrapositiva

muito mais f4cil de provar: [z par] = [z? par]. Com efeito:

rpar = z=2n = z?=4n? =2 2n? = par.

CQD.

Exercicio 6 -

Para que o leitor se convenga da vantagem, ao menos neste caso, de usarmos a
contrapositiva, tente provar este ultimo resultado diretamente.

Exemplo 1.45 -

Provemos a sequinte proposi¢cao: x tem a mesma paridade que seu quadrado, sempre
que x© € Z.

Prova:
Nossa proposicao pode ser escrita como a equivaléncia
Vi € Z: [z é par & z? é par].

Observemos, a seguir, que a implicacao (=) ja foi demonstrada (de forma direta);
assim, resta provarmos a reciproca, o que faremos por contraposicdo. Ou seja,
provemos:

nio é verdade que z é par = nao é verdade que z? é par,
ou seja (j4 que um inteiro que ndo é par é necessariamente impar), que
z é impar = 22 é impar.
De fato:

z é impar = =z = 2k + 1, para algum k € Z =
22 = (2k 4+ 1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1.
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2

Como 2k? 4 2k é um inteiro, temos que =2 é um inteiro impar.

CQD.

Exemplo 1.46 -

Afirmamos que, sendo x racional positivo:

2=2=1x>1.

Prova:

Por contraposigao, e trabalhando no universo dos nimeros racionais positivos, pro-
vemos que

0<z<1=a22+#2.

De fato,

como >0

0<z<1" 227 0=02<z-2<zs- 1=2<1=22<1<2=>22#2.

CQD.

Tornamos a enfatizar que a ndo existéncia de um nimero racional,
cujo quadrado seja 2, nao tem nada a ver com a legitimidade da de-
monstracdo dada. A demonstragdo tratou de provar a legitimidade da
implicacao, e nao a veracidade da sua hipotese.

Exercicio 7 -

Prove que se x € um racional positivo, tal que > = 2, entio x < %
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1.6 Demonstracio de proposicdes ndo enunciadas como implicacées

Trataremos aqui apenas dos tipos mais comuns de demonstracoes de proposicoes
matematicas que nao estao enunciadas sob a forma de implicacao.

a). Demonstracdes de afirmacdes existenciais

Para comprovar que uma proposicao da forma
da € A tal que p(a) é V
ou
Jda € A tal que a satisfaz p(x),

basta ezibir um elemento do conjunto A que satisfaga a condigao p(x).

Exemplo 1.47 -

Ja € Z, a é multiplo de 2 e de 35 simultaneamente.

Prova:
De fato, basta tomar a = 2 x 35.

CQD.

Cuide o leitor de nao generalizar, achando que toda prova de afirmacao de existéncia
tenha de ser feita exibindo-se o elemento procurado. Isto, por exemplo, nao ocorre
com a afirmacao de que toda equagao polinomial, de coeficientes reais e grau impar, é
obrigada a ter ao menos uma raiz real. Com efeito, em vez de procurarmos expressar
tal raiz (o que é em geral impossivel, se o grau for cinco ou um impar ainda maior),
usa-se um argumento indireto que mostra que tal existéncia nao pode deixar de
ocorrer, embora o mesmo nao possa dar o valor dessa raiz.

b). Demonstracdo de afirmacdes de impossibilidade

Para comprovar a validade de uma proposi¢ao da forma
Fa € A tal que p(a) é V,

podemos, por exemplo, raciocinar por absurdo.
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Exemplo 1.48 -

Nao eziste n inteiro positivo tal que n® +2n + 3 =n(n + 1).

Prova:

Por absurdo, se existisse um inteiro positivo ng tal que n% +2n9 + 3 = ng(ng + 1),
teriamos que este ng verificaria n% +2n9+ 3 = n% + ng. Simplificando, obteriamos:
ng+3 = 0, o que é uma impossibilidade entre os inteiros positivos. Assim, concluimos
que ndo existe n inteiro positivo tal que n? 4+ 2n + 3 = n(n + 1).

CQD.

c). Demonstracdo de afirmacdes de universalidade

Para comprovar a validade de proposicoes da forma
Va € A, pla) éV,
podemos raciocinar de forma direta, provando a implica¢ao
a€A=pla)éV,
como fizemos nos exemplos da secao anterior.

Um caso particular ocorre quando temos uma afirmacao sobre todas as proposicoes
de uma sequéncia: p(1),p(2),.... Um exemplo sendo:
1 1 n

1
:  Vn inteiro positivo, — + — + - - - = .
p(n): Vninteiro positivo, 35 + o5+ 4 Tm Sy = 0

Esse tipo de proposicao pode ser expresso de modo mais sintético e preciso usando-se
quantificadores. Com efeito, sendo A = conjunto dos inteiros positivos, elas tém a
formas:

Vn € A, p(n) éV.

A técnica de demonstracdo mais util para esse caso particular é a baseada no
Principio da Indugcao Matemdtica, que estudaremos na préxima secao.

d). Demonstracdo da falsidade de afirmacdes de universalidade

Como comprovamos a nao validade de uma proposicao da forma

Va € A, p(a) éV
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ou seja,
Va € A, a satisfaz p(z)?

Ora, uma proposicao € falsa se e s6 se sua negagao é V; portanto, mostrar que a
afirmacao citada é falsa, é o mesmo que mostrar que sua negacdo é verdadeira. No
caso, entao, quereriamos mostrar que

Jda € A, tal que a nao satisfaz p(z).

Quando provamos esta afirmagio exibindo um elemento (veja (a)), tal elemento é
chamado um contraexemplo para a proposicao original.

Exemplo 1.49 -
A afirmacgao
“para todo = inteiro positivo, n> —n + 41 é um nidmero primo”

¢ uma proposicao quantificada falsa (F), pois 41 é um contraezemplo para a mesma
(a decisio de sua veracidade ja foi feita no Exemplo 1.5).

Exemplo 1.50 -

A afirmagao

“para todo n inteiro positivo: 2" > n>"

¢ falsa (F), sendo que 2 serve como contraezemplo.

Observacao 1.51 -

Em ordem a nao alongarmos demasiadamente este capitulo introdutorio, nao abor-
daremos a demonstracdo de proposi¢coes envolvendo dois ou mais quantificadores.
Um exzemplo seria que, dado um certo conjunto A de nimeros inteiros:

(Ve e A)(Tye A)(z+y=5).

Em relagao a isso, uma das primeiras coisas a ser entendida é que, em geral, nao po-
demos trocar a ordem das quantificacdes envolvidas. Assim, se tomarmos no exem-
plo anterior A = {0,1,2,3,4,5}, temos que a proposicio envolvida € verdadeira,
enquanto que:

(Jye A)(Vz € A)(z +y =15)

¢ falsa (no exercicio a sequir, o leitor é convidado a examinar essa e outras possibi-
lidades).
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Exercicio 8 -

Sendo A = {0,1,2,3,4,5}, pede-se decidir o valor verdade de cada uma das pro-
posicoes mencionadas acima:

(Vee A)(Fye A)(z+y=5).

ii).
(Jye A)Vz € A)(z+y=5).
Exercicio 9 -

Sendo A = {0,1,2,3,4,5}, pede-se decidir o valor verdade de cada uma das pro-
posicoes a Sequir:

(Vee A)\Vy € A)(z+y=5).

ii).
(Jxe A)(Fye A)(z+y=05).

1.7 Demonstracdo por inducio matematica

Iniciemos propondo uma brincadeira que nos servird para tornar concretas as ideias
bésicas da técnica envolvida numa demonstracao por inducao. A brincadeira consiste
no seguinte:

enfileirar (e “em pé”) as pedras de um jogo de dominé de modo tal que
com um 1nico toque sejamos capazes de derrubar todas elas.

Observemos que a “solucao” da brincadeira repousa em duas condigoes:

1). garantir que o toque inicial realmente derruba a primeira pedra da fila;

2). garantir que as pedras estejam distanciadas de modo tal que cada uma que
caia derrube a seguinte.

Note o rigorismo envolvido na condigao (2). Assim, se a distancia entre, digamos, a
122 e a 132 pedra nao estiver conforme (no sentido de que a derrubada da 12* pedra
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nao cause ou implique a derrubada da 13%), e se a 5% pedra for derrubada, cairao,
no maximo, a 5%, a 6%, a 7%, a 8%, a 9%, a 10%, a 11% e a 12% pedras da fileira.

Note, ademais, que o efeito domind somente se realiza se as duas condicdes estiverem
verificadas. Ou seja: sozinha, nenhuma delas é capaz de produzir o efeito desejado!

O interesse dessa brincadeira estd no fato de que o raciocinio que ela envolve, uma
vez abstraido, pode ser usado para provar a veracidade de uma sequéncia infinita de
proposicoes matematicas. Basta explorarmos as seguintes analogias:

“domind” < “proposicao”,
“dominé derrubado” ¢ “proposicao verdadeira”.

Coloquemos tudo isso sob forma de um teorema:

Teorema 1.52 (Principio da Inducdo Matematica Simples) -

Consideremos uma sequéncia de proposi¢oes p(n), indexadas por uma varidvel in-
teira n > 1. Supondo que:

i). a afirmacgao p(1) seja verdadeira;

ii). a implicagao “p(k) é V = p(k + 1) é V7 seja verdadeira, para cada k > 1,

entao a proposicdo p(n) € verdadeira, para todos os inteiros n > 1.

Observacao 1.53 -

Certamente, o leitor terd observado que os itens (i) e (ii) do teorema correspondem
as condigoes (1) e (2) da brincadeira dos dominds.

Definicao 1.54 -

A condigao (i) no Principio da Induc¢ao é chamada de base de indugdo, enquanto que
a premissa da implica¢do em (ii) € denominada hipétese de inducdo e a implicacao
envolvida em (ii) € dita ser a passagem de inducdo.

Na préatica matemadtica, além de nao trabalharmos com dominds, podemos encontrar
sequéncias que, devido ao contexto em que estao inseridas, tém uma enumeracao
diferente da usada no enunciada do teorema. Ou seja, em vez de p(1), p(2), p(3),...,
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podemos encontrar sequéncias da forma p(0), p(1), p(2),..., oup(2), p(3), p(4),...;
ou, em geral, iniciando com um p(«), onde o é um nimero inteiro qualquer.

E facil vermos que esses casos se encaixam no teorema acima, bastando modifi-
car a notagdao. Por exemplo, se a sequéncia do contexto matemadtico original é
p(2), p(3), p(4),..., caimos no enunciado do teorema trabalhando com ¢(1) = p(2),
q(2) = p(3),.... Contudo, fica mais pritico darmos um enunciado mais geral para
o Principio da Inducao Simples:

Teorema 1.55 -

Consideremos uma sequéncia de proposi¢oes p(n), indexadas por uma varidvel in-
teira n. Seja o um valor particular inicial de n. Supondo que:

i). a afirmagao p(a) seja verdadeira;

i1). a implicagao “p(k) éV = p(k +1) é V7 seja verdadeira, para cada k > «,

entdo a proposicao p(n) é verdadeira para todos os inteiros n > a.

Observacao 1.56 -

Na prdtica, os valores mais usuais para a constante o sio: o = 0 (quando tiver-
mos de provar a veracidade de uma sequéncia p(0),p(1),p(2),... de proposicies) ou
a =1 (quando estivermos estudando uma sequéncia de proposicies p(1),p(2),...).
Mas, ¢é perfeitamente possivel encontrarmos um problema no qual a sequéncia de pro-
posi¢oes da qual queremos provar a veracidade inicie com uma p(a) onde o # 0, 1.

Também pode ocorrer que queiramos demonstrar a veracidade de uma sequéncia
p(0),p(1),p(2),... de proposicoes tais que a passagem de indugdo ocorra somente,
digamos, para n > 2. Num caso como este, a base de inducdo seria com o =2, e as
proposicies p(0) e p(1) seriam provadas “por fora” do raciocinio indutivo.

Se o leitor sempre estiver fazendo a analogia dos dominos, dificilmente cometerd
erros.

Damos a seguir varios exemplos de demonstracoes utilizando o Principio da Inducao.
Costumamos dizer entao que “a demonstracao foi feita por inducao”. Note que sua
aplicacdo consiste em verificar a veracidade da base de inducgao (item (i)) e, o que
tipicamente serd a parte que pode provocar dificuldades, provar a ocorréncia da
“engrenagem” associada & passagem de inducao (item (ii) do Principio).
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Exemplo 1.57 (protétipo) -

Demonstrar que:

1+74+134+ -+ (6n—5)=nBn—-2), Vn>1Ll

Prova:

Temos de provar a veracidade da sequéncia de afirmagoes p(1),p(2),p(3)---, onde
(Vn>1)pn): 1+74+134+---+ (6n—5) =n(3n —2).

Tentaremos fazer a demonstracdo por inducdo, tomando como base de inducdo o
caso p(1), ou seja a = 1.

etapa (i):
meramente verificamos que 1 = 1(3 — 2).

etapa (ii):
sendo k > 1 e valendo 1+ 7+ 13+ -4 (6k — 5) = k(3k — 2) (hipdtese de indugao),
provemos que terd de valer:

1+7+13+-+(6k—5)+ ((6(k+1) —5) = (k+1)(3k + 1).
Ora, somando (6k 4+ 1) a ambos os membros da hipétese de inducao, temos:
14741344 (6k—5)+(6k+1) = k(3k—2)+(6k+1) = 3k* +4k+1 = (k+1)(3k+1),
o que confirma a validade do passo de inducéao.

Juntando as etapas (i) e (ii), pelo Principio da Indugao, podemos dar por concluida
a demonstracao.

CQD.

Exemplo 1.58 (Inducdo no contexto da Teoria de Numeros) -

Demonstrar que

1 1
2T T amr)  aat

para todo n inteiro positivo.
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Prova:
Seja p(n) a afirmacao dada pela equagao anterior, isto é,

p(n) : =+ -

n 1 _n
1.2 23 nn+1) n+l
Notemos entao que
11 1
1.2 2 141’

de modo que p(1) é verdadeira.

Seja k > 1 e suponhamos que p(k) é verdadeira, ou seja,
1 n 1 R 1 _k
1.2 23 k(k+1) k+1

Verifiquemos se isto implica que a afirmacdo é verdadeira para o inteiro k£ + 1, ou
seja, que p(k + 1) é verdadeira. Temos:

Loy !
2 23 (

E+D[(k+1)+1]
11 1 1
ﬁ+ﬁ+"'+k(k+1)>+(k:+1)(/<:+2)
B 1  k(k+2)+1
TRl i Dk+2) Dk 12)
K +2k+1 (k+1)?
Ck+D)(k+2) (K+D(E+2)
k41 k41

k42 (k+1)+ U

—

hipdtese de indu¢io

e, portanto, p(k + 1) é também verdadeira.
Assim, pelo Principio da Induc¢ao, concluimos que
1

1 n
23 T amr) et n

para todo n inteiro maior ou igual a 1.

CQD.
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Exercicio 10 -
Provar que a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos € igual a

nn+1)2n+1)
6 :

Exercicio 11 -

Provar que, para todo n inteiro positivo:

n—1 n(n + 1)

1-22 432 42 4. 4 (=) In?2=(-1) 5

Exemplo 1.59 (Inducdo no contexto de polindmios) -

Provemos que

X" -1)=X-D0+X+X?° 4+ 4Xxm1

para todos os inteiros m > 2.

Ou, equivalentemente:

Xm—1

1+ X+ X2+ 4 X1 = )
+X+X24+ 4+ <~ 1

para todo m > 2.

Prova:
Note que

X-DI+X)=(X-1)(X+1)=(X*-1)
mostra que a afirmacao é verdadeira para m = 2:

X2-1

1+ X = .
* X -1

Suponhamos que a afirmacao é verdadeira para k > 2, ou seja,

Xk _—1

1+ X+ X2 4. 4 Xk 1= )
+ X4+ X4+ <1
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Verifiquemos, entao, se a afirmacao também é verdadeira para o inteiro £+ 1. Ora:

L X+ X2 X (14 X X2 4 xR 1) 4 xE

(L1) X’“—1+Xk Xk 14 Xk(X —1)

X -1 X -1
Xk+1 -1
X1
e, portanto, a afirmacao é efetivamente verdadeira para o inteiro k + 1. CQD.

Exercicio 12

Aplique o resultado enunciado no exemplo anterior para deduzir a férmula da soma
dos m primeiros termos de uma progressao geométrica.

Exemplo 1.60 (Inducdo no contexto da Geometria) -

Provemos a sequinte afirmacdo: a soma das medidas dos angulos internos de qual-
quer poligono convezro de n lados vale (n — 2) - 180°.

Prova:

Neste caso, p(n) = todo poligono convexo de n lados tem para soma das medidas
de seus angulos internos (n — 2) - 180°.

Como o tridangulo é o poligono com o menor niimero possivel de lados, temos que
a base de indugao é a afirmagao p(3). Ora, p(3) é uma afirmacao verdadeira bem
conhecida na Geometria; consequentemente, resta-nos provar a passagem de inducao.
Para tal, dado £ > 3, supondo que todo poligono convexo com k lados tenha como
soma de seus adngulos internos o valor (k — 2) - 180°, precisamos provar que todo
poligono convexo de (k + 1) lados tem para soma de seus angulos internos o valor
(k4+1—2)-180° = (k—1) - 180°.

Seja P um poligono convexo de k + 1 lados, e fixemos um vértice V deste poligono.
Como P é convexo, eliminando V' e emendando os dois vértices adjacentes a V,
vamos formar um poligono P’ de k lados e ainda convexo (veja figura).
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vV

P P’

Dai, como p(k) é por hipdtese verdadeira, temos que P’ tem para soma de seus
angulos internos o nimero (k — 2) - 180°. Ora, P pode ser visto como a “emenda”
de P’ com o triangulo cujos vértices sdo V e seus adjacentes. Portanto, a soma dos
angulos internos de P ¢ igual & soma dos angulos internos de P’ (que, por hipdtese,
vale (k—2)-180°) com os angulos internos de tal tridngulo (que, pela base de indugao,
sabemos ser igual a 180°). Ou seja:

(k—2)-180° 4+ 180° = (k — 1) - 180°,
o que mostra que a afirmagao p(k + 1) é também verdadeira. Pelo Principio da

Inducgao, conclui-se que, para todo inteiro n > 3, a soma das medidas dos dngulos
internos de qualquer poligono convexo de n lados é igual a (n — 2) - 180°.

CQD.

Exemplo 1.61 (Inducdo no contexto da Trigonometria) -

Provemos que, para todo inteiro n > 2 e todo angulo a, vale:

sen(2"a) = 2"sena - cosa - cos(2a) . ..cos(2" " 1a).

Prova:

Seja p(n) a afirmacao
sen(2"a) = 2"sena - cosa - cos(2a) . ..cos(2" " a).

Temos, entdo, que p(2) corresponde a sen(2a) = 2sena - cos a. Que essa identidade
¢é verdadeira segue da lei dos senos, para dois angulos quaisquer a e b:

sen(a +b) =sena-cosb+cosa-senb. (%)
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Com efeito, basta tomarmos a = b. Suponhamos, agora, que k é um inteiro maior
ou igual a 2 e que p(k) é verdadeira. Ou seja, supondo que vale

sen(2fa) = 2¥sena - cosa - cos(2a) . ..cos(2¥a), (%)
provemos que p(k + 1) é também verdadeira. Ora, podemos escrever

sen(281a) = sen(2%a + 2%a) ®

= 2sen(2a) - cos(2¥a) ()

=2 (Zk sena - cos a - cos(2a) . .. cos(2k_1a)> - cos(2%a)

= 2" 1sena - cosa - cos(2a) ... cos(2¥ 1a) - cos(2¥a),

e, portanto, p(k + 1) é também verdadeira.

Pelo Principio da Inducao, podemos concluir que, para todo todo angulo a e todo
inteiro n > 2, vale a féormula

sen(2"a) = 2"sena - cosa - cos(2a) . .. cos(2" 1a).

CQD.

Os exemplos anteriores servem para mostrar a utilidade da inducdo matematica.
Note que, em geral, precisa-se ter bastante cuidado na sua aplicacdo. Os exercicios
que seguem apresentam erros de raciocinio na aplicagao do Principio da Indugao
Matemaética, e o leitor é convidado a descobrir a falha de cada um deles.

Exercicio 13 -

Seja a afirmacao:

“Em qualquer grupo de pessoas, todas tém o cabelo da mesma cor”.

Obviamente, ela é falsa. Assim, pede-se mostrar onde estd o erro de raciocinio na
sequinte pretensa prova de sua veracidade:

Prova por induc¢do no numero n de pessoas do grupo. Para n = 1, a afirmacao €
trivialmente verdadeira. Supondo vdlida para um grupo de k pessoas, mostremos que
vale para grupos de k + 1 pessoas. Dado um grupo de k + 1 pessoas, pela hipdtese
de indug¢ao, no subgrupo das suas k primeiras pessoas, todas elas tém o cabelo da
mesma cor, e isto também ocorre no subgrupo das k ultimas pessoas do grupo dado.
Ora, esses dois subgrupos tém uma pessoa em comum, e entdo todas as k+1 pessoas
dadas tém o cabelo da mesma cor.
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Exercicio 14 -

Seja a afirmagao:

“todos os miumeros inteiros positivos sao impares” .

Obviamente, ela é falsa. Assim, pede-se mostrar onde estd o erro de raciocinio na
sequinte pretensa prova de sua veracidade:

Prova por inducdo. O primeiro inteiro positivo, 1, é impar. Além disso, se os k pri-
meiros inteiros positivos forem impares, entao k+1 = (k — 1) + 2 = fmpar + par =
impar. Logo, pelo Principio da Indugdo, concluimos a veracidade do que foi afir-
mado.

Exercicio 15 -
Seja a afirmacao:

(2n + 1)?

3 , Vn>1.

1+2+3+-+n=

WV

Obviamente, ela é falsa. Assim, pede-se mostrar onde estd o erro de raciocinio na
sequinte pretensa prova de sua veracidade.

Prova:
Escrevamos S, =14+ 24 --- 4+ n, para cada n > 1. Suponhamos que a formula

(2n + 1)?

Sp = g

seja valida para um certo natural n, e mostremos que ela também € vdlida para n+1 :

2n +1)?
Supr = Snt(nt1) =Dy
4n? +4n + 1 4n? +4n+1+8n+8
= ———7;———+(n+1)= S
_ An?+ 1249  (2n+3)2  [2(n+1) 4 1]2
B 8 N 8 N 8 '
Logo, pelo Principio da Inducao,
2n + 1)?
Sn = ( n_81_ ) s

para cada n > 1.
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Exercicio 16 -

Prove que 3°"3 —26n — 27 sempre é um mailtiplo de 169, qualquer que seja n inteiro
positivo.

Teorema 1.62 (Principio da Inducao Matematica Completa) -

Consideremos uma sequéncia de proposi¢oes p(n), indexadas por uma varidvel in-
teira n. Seja o um valor particular, tipicamente inicial, de n. Supondo que:

i). a afirmagao p(a) seja verdadeira;
i1). a implicacao “p(a),p(a +1),... ,p(k) todas V = p(k + 1) é V7 seja verda-
deira, para cada k > «,

entdo, a proposi¢ao p(n) é verdadeira para todos os inteiros n > a.

Usando a analogia dos dominds, o leitor pode facilmente se aperceber da utilidade
desta variante do Principio da Inducdo Simples. Esta ocorre quando uma pedra do
dominé nao tem “for¢a” suficiente para derrubar a seguinte da fileira. A queda sé
serd garantida quando todos os anteriores “juntarem-se” para derrubar a seguinte.

Uma aplicacao classica ocorre no estudo da sequéncia de Fibonacci: Fy, Fy, Fj, ...,
onde se tem que Fy; = 1, Fy =1 e a partir dai: F,, = Fj,_1 + Fj,_o, Vn > 3. Assim,
por exemplo: F3 = Fo+Fy =1+1=2, Fy = F3+ F, =2+ 1 = 3 etc. Nao
é trivial induzirmos a lei de formagao dos termos desta sequéncia, mas podemos
provar muitas de suas propriedades por inducao. Sé que é facil ver que isso nao
podera ocorrer com Inducao Simples, uma vez que o valor da “pedra” Fj, depende
do valor tanto de Fj, como de Fj_1. A saida é usarmos Inducao Completa.

Infelizmente, nao temos aqui espaco e utilidade para esta variante do Principio da
Inducdo, e nao voltaremos mais a falar sobre ela.

Terminando, alertemos o leitor que o uso de inducao, para mostrar que uma afirmacao
vale para todo niimero natural, nao é uma obrigatoriedade. Por exemplo, a férmula
da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética pode ser demonstrada
tanto por indugao, como sem inducao.
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CAPITULO 2

NUMEROS INTEIROS

2.1 Notacgoes, conceitos e resultados preliminares
2.2 Teorema da divisdo euclidiana

2.3 Teoremas Basicos da Divisibilidade

2.4 Teorema Basico da Fatoracao.

Neste livro, consideramos como conhecidas do leitor as quatro operacoes aritméticas
com inteiros, suas propriedades, e a representacao decimal posicional destes niimeros.
Também assumimos como familiares ao leitor os conceitos de divisibilidade e fa-
toragao de ntimeros naturais, incluindo a nocao de mdc, bem como seus resultados
basicos. Tudo isso, em nivel de Ensino Fundamental.

De modo que possamos fazer referéncias precisas ao que precisaremos desses resul-
tados, faremos, neste capitulo, uma rapida abordagem dos mesmos, insistindo mais
nos teoremas basicos da divisibilidade e fatoracdo. Dependendo de seu preparo, o
leitor pode usar este capitulo ou para uma revisao objetiva, ou como mera fonte
para as referéncias que serao feitas nos proximos capitulos.
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2.1  Notacdes, conceitos e resultados preliminares

Sera comodo termos uma notacao para denotarmos, de modo rdapido e preciso, o
conjunto dos nimeros inteiros e alguns de seus subconjuntos importantes:

Z= { 7_37_27_1707172737”'}
conjunto dos ntimeros inteiros, ou inteiros relativos
(a letra Z vem do alemio: Zahl = nimero)

N= {071/273/}

conjunto dos niimeros naturais ou inteiros absolutos

7" e N*

conjuntos que resultam ao tirarmos o nimero zero de Z e N, respectivamente.
(Atente o leitor que muitos autores denotam por N o que denotamos por N*).

Exercicio 17 -
Considere uma proposicdo quantificada da forma:

quant z € A: = >0,

onde quant representa algum dos quantificadores = ¥,3,3!, . Pede-se decidir, para
possibilidade de valor para quant e cada caso A = Z,N,N*, se a proposi¢cao resultante
¢ verdadeira ou falsa.

— adicao e multiplicacao de inteiros

Do Ensino Fundamental, nosso leitor ji deve ter bastante familiaridade com as
propriedades dessas operacoes aritméticas. Contudo, provavelmente nao deve saber
que had um conjunto basico delas, do qual saem todas as demais. Este conjunto
expressa a natureza da estrutura algébrica do campo dos inteiros, [Z, +, -|. Confira
no seguinte teorema:

Teorema 2.1 -

O campo dos inteiros, [7Z, +, -], tem o sequinte conjunto de propriedades bdsicas:
Para todos os a, b, ¢ € Z:

i). fechamento das operacées + (adi¢io) e - (multiplicacdo):
a+beZ [ a operacio + € fechada ]
a-beZ [ a operagdo - € fechada ]
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i1). associatividade das operagoes:

a+(b+c)=(a+b)+c [ associatividade da + |

a-(b-¢c)=(a-b)-c [ associatividade da - ]
i11). existéncia de elemento neutro para as operagoes:

a+0=a [ 0 ¢ elemento neutro da + |

a-1=a [ 1 é elemento neutro da - |

). existéncia de inverso na adigdo:
Jda’ € Z tal que a+ a' = 0. [ a € o simétrico de a ]
(@' € nico e costumamos indicd-lo por —a)

v). comutatividade das operagies:
a+b=b+a [ comutatividade da + ]
a-b=b-a [ comutatividade da - |
vi). distributividade da multiplicagao:
a-(b+c)=a-b+a-c [ distributividade da - |
vii). integridade da multiplicacao: a-b=0 = a=0 oub=0 [ integridade da - |

Observacao 2.2 -

Em sua formagao matemdtica, o leitor encontrard oulros campos numéricos veri-
ficando as propriedades acima. Dizemos que todos eles tem uma mesma estrutura
algébrica, a qual € chamada de anel de integridade. Assim, o campo dos inteiros,
[Z, +, -], € 0 mais simples e conhecido dos anéis de integridade.

Exemplo 2.3 -

Como uma amostra bem pequena, mas crucial, da capacidade de geragao de resulta-
dos desse conjunto bdsico de propriedades, provemos que o simétrico de cada nimero
wnteiro € unico.

Para isso, usaremos que a existéncia de elemento neutro (o zero) e a comutatividade
da adi¢do nos permitem afirmar: 0 = b+ b =b +b, bem como 0+b=b+0="b,
qualquer que seja o inteiro b.

Passando a prova da unicidade alegada, raciocinemos por absurdo. Se a' e a” fossem
simétricos de a, poderiamos escrever:

a =0+d = (a+d")+d =a+(d"+d) =a+(ad+d") = (a+d')+d" =0+d" =d".

(Fica para o leitor apontar, em cada passagem acima, qual das propriedades do anel
de integridade foi usada.)
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Essa unicidade € importante, pois € exatamente ela que nos permite definir a operagao
de subtracdo de inteiros, e usar a notagdo —a sem ambiguidade. Com efeito, fazemos
1850 por meio de

a—b a+b =a+(=b), Va,bEZ.

Como uma amostra mais significativa da capacidade de geracao de resultados das
propriedades caracterizando o anel de integridade, provemos formalmente as muito
importantes leis do cancelamento na adicdo e multiplicacao de inteiros:

Proposicdo 2.4 (leis do cancelamento) -
Sendo a,b nimeros inteiros:

i) atc=b+c=a=b VceEZ
ii) a-c=b-c=>a=b, YVO#c€eZ

Prova:

— Para (i)
Temos que, sendo z,y,z € Z, de x =y, segue: £+ 2z =y + 2. Dai,dea+c=b+c
sal (a+c¢) —c= (b+c¢) —c, e, pela associatividade, a + (¢ —¢) = b+ (c —¢), ou seja:

a+0=0b+0. Assim, pelo fato de 0 ser elemento neutro da adi¢ao, a = b.

— Para (ii)

De ac = bc tiramos ac—bc = bc—bc = 0. Usando a comutatividade e distributividade
da multiplica¢ao, podemos escrever 0 = ac —bc = ca —cb = c¢- (a —b) = 0. Mas o
produto de dois inteiros sé pode dar zero quando ao menos um deles for zero (pela
integridade da multiplicacdo), dai, como ¢ # 0, segue: a —b = 0. CQD.

Exercicio 18 -

No raciocinio acima, a passagem ca —cb = c- (a — b) estd, a rigor, usando a distri-
butividade da multiplicagao na subtracdo. Prove detalhadamente que isso realmente
¢ verdade.

Exercicio 19 -

Raciocinando estritamente a partir das propriedades de anel de integridade, mostre
que:
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i) 0-a=0, Va€Z

( Dica: aa = (a+0)a="---);
it). (-1)a=—a, VYa€Z
( Dica: 0=0a=(1+1)a="---).

— relacao de ordem nos inteiros

Iremos supor conhecido do leitor que em 7Z estd definida uma relacao de ordem,
denotada por a > b ou b < a e que significa que a —b € {1,2,3,... }.

Em particular, como ¢ — 0 = a, temos que a > 0 quando, e sé quando, tivermos
a€{1,2,3,...}. Assim, escrever a > b, é 0 mesmo que escrever a — b > 0.

Com isso, o conjunto Z dos nimeros inteiros fica dividido em trés partes disjuntas:

e 7t ={1,2,3,...} = N*
que fica “rebatizado” como conjunto dos inteiros positivos, pois pode ser dito
que é o conjunto dos inteiros x, tais que x > 0

o« Z =1{...,-3,-2,—1}

conjunto dos inteiros negativos, ou conjunto dos inteiros z com x < 0

{0}

o conjunto formado pelo nimero zero.

Supomos que o leitor também conheca as notagdes a > b (que significa que ou a > b
oua=0>b)ea<b(que significa que ou a < b ou a = b).

Ademais, supomos sabido que as relacoes de ordem < e < sao compativeis com a
adicao e a multiplicacdo, conforme é especificado nos seguintes resultados:

Proposicao 2.5 -
Sendo a,b,c € Z.:

i). a relagio de ordem é preservada na adigao:
a<b<=a+c<b+ec VceZ,
a<b<=a+c<b+c¢c, VceZ.

i1). a relagdo de ordem € preservada na multiplica¢ao por inteiros positivos:
a<b<=a-c<b-c, Vc>0,
a<b<=a-c<b-¢c, Vec>N0.
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iii). a relagdo de ordem € invertida na multiplica¢ao por inteiros negativos:
a<b<=a-c>b-c, VYc<0,
a<b<=a-c2b-c, Vc<O.

(Costuma-se dizer que as propriedades (i) e (ii) atestam que, no campo dos niimeros
inteiros, a relagao de ordem é compativel com a adi¢do e a multiplicagdo.)

Observacao 2.6 -

Como a relagdo entre a ordem e a multiplicacao é fonte de frequentes confusoes entre
alunos, reescrevamos as propriedades (ii) e (iii) da proposi¢ao anterior de um modo
mais concreto:

a<b= 2a<2b, 3a <3b,---
= —a > —b, —2a > —2b, —3a > —3b,---

Resultados semelhantes para o caso a < b. Escreva-os!

Prova:

Demonstraremos explicitamente os casos <, sendo que os casos < constituem ime-
diata adaptacao, que fica para o leitor. Também fica como exercicio para o leitor
apontar em cada etapa da demonstracdo abaixo qual propriedade do Teorema 2.2
estd sendo usada.

— Para (i)
a < b é o mesmo que b—a > 0. Somando e subtraindo ¢, obtemos (b+c¢) —(a+c) > 0,
ou seja, a +c < b+c.

— Para (ii)

Para qualquer inteiro > 0, é imediato que 2z, 3z --- > 0, ouseja: x >0 = cz > 0,
para todo c inteiro positivo.

Supondo, entdo, que a < b, temos b —a > 0 e, entdo, ¢+ (b —a) > 0, para todo ¢
inteiro positivo. Resta observar que ¢ - (b — a) = bc — ac e que bc — ac > 0 significa
ac < be.

— Para (iii)

Para qualquer inteiro z > 0, é imediato que —z, —2z, —3z --- < 0, ou seja: = >
0 = cz <0, para todo c inteiro negativo.

Supondo, entdo, que a < b, temos b —a > 0 e, entdo, ¢+ (b —a) < 0, para todo ¢
inteiro negativo. Resta observar que c¢- (b —a) = bc — ac, e que be — ac < 0 significa

ac > be. CQD.
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Exercicio 20 -

Conclua a demonstracdo da proposicdo anterior, provando os casos envolvendo <.

Exercicio 21 -
Mostre que as propriedades abaizo sao consequéncias da ultima proposicao:

i) a<bec<d = a+c<b+d;
i) 0<a<bel<c<d = a-c<b-d

(Cuidado! Note que neste item exige-se a,b,c,d > 0. Com efeito, prove que
esta exigéncia é essencial).

Exercicio 22 -

Mostre que no item (ii) do exercicio anterior é imprescindivel termos a,b,c,d > 0.
— propriedade arquimediana' dos inteiros

Proposicao 2.7 -

A relagdo de ordem do campo dos nimeros inteiros tem a propriedade arquimediana:
dado um numero inteiro 6 > 0, para cada escolha de k € 7., sempre é possivel
encontrar n € N tal que k < nd.

O leitor deve ver § como sendo um mddulo com o qual procuramos fazer uma esti-
mativa da magnitude de k.
Prova:

Os casos k < 0 sdo triviais, pois verificam que k£ < 0 < . Nos casos em que k > 0,
temos que § > 1 implica 2kd > 2k > k.

CQD.

Exemplo 2.8 -

Observe que a verificacao da propriedade k < nd € imediata nos casos em que o
modulo & > k. Com efeito, n = 1 jd serve nos casos k < d, e no caso k = 0, o
menor n que serve é n = 2.

!De Archimedes, matemético que viveu no mundo grego, 14 por cerca de 200 AC.
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Por exemplo, sendo § = 2, temos que n = 1 serve para k < 2. Enquanto que k = 2
nos for¢a tomar n = 2. Tomando k = 100, como 100 = 2 x 50, 0 menor n que serve
€ 51.

Observacao 2.9 -

Podemos ver a propriedade arquimediana do campo dos numeros inteiros como di-
zendo que, para cada inteiro § > 0, temos que a sequéncia de seus mailtiplos naturais
nao apenas cresce incessantemente:

0<20<36< -+,

como cresce infinitamente, na medida que, cedo ou tarde, ultrapassa toda e qualquer
cota inteira k.

— valor absoluto de um nimero inteiro

Definicao 2.10 -

O valor absoluto |a| de un nimero inteiro |a| € definido como:

a sea=0
la| =
—a sea <0

Exemplo 2.11 -
|—2[=2=12],
0/ =0.

Intuitivamente falando, tomar o valor absoluto de um nimero inteiro consiste em
deixa-lo inalterado se o numero for positivo ou nulo; e apagar seu sinal, caso ele seja
negativo.

Usaremos o valor absoluto mais como uma notacao. Nao necessitaremos conhecer
suas inumeras propriedades.

— conceitos basicos de divisibilidade

Um defeito do campo dos numeros inteiros é que nem sempre conseguimos achar
solugbes x inteiras para equacoes do primeiro grau: ar = (3, com « # 0, § € Z. Por
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exemplo, é impossivel achar alguma solucao x € Z verificando a equacao 2z = 3.
Contudo, existe solucao inteira para a equacao 2z = 4, ela é x = 2.

Uma ideia que nos permite caracterizar as equagoes de primeiro grau que tém solugao
(tudo isso em Z) é a de divisor, a qual passaremos a recordar.

Definicao 2.12 -

Divisor de um dado nimero inteiro a € todo inteiro b capaz de transformar o inteiro
dado num produto de inteiros: a = b - ¢, para algum niumero inteiro c.

Sempre que b for divisor de a, também costuma-se empregar as sequintes termino-
logias alternativas, sinonimas:

— “o inteiro b divide a”, o que abreviamos com a notacdo: bla ;

— “o inteiro a € um madaltiplo de b” .

Exemplo 2.13 -

— 0s divisores de a =4 sao b= -2, —1, 1, 2.
Com efeito: todos eles sdo ndo nulos e temos, respectivamente:
4=(-2)-(~2),4=(~1)-1,4=1-4,4=2-2.

~ b= -3 € um dos divisores de a = —15, pois —15 = (=3) -5

— os divisores de a = 0 sao todos os inteiros b.

Cuidado:
— zero sé é divisor dele mesmo;
— todos os inteiros sao divisores do zero.

Exemplo 2.14 -

Sendo a e B numeros inteiros, a equacao ax = [ tem solucao x inteira < « €
divisor de 3. Mais detalhadamente:

- se a # 0 e € divisor de B, entdo a lei do cancelamento nos mostra que hd
exatamente uma solug¢do;

- se a =0 e é divisor de (3, entdo necessariamente 3 = 0 e todos os x inteiros
sao solucao da equacao.
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Observacao 2.15 -

Note que no Ensino Fundamental o conceito de divisor € apresentado tdo somente no
contexto dos numeros naturais. Aqui e em Teoria dos Numeros, consideramos divisor
para numeros inteiros quaisquer, mesmo os negativos. Como consequéncia, todo
numero inteiro tem tanto divisores positivos como negativos. Mais precisamente, o
leitor certamente nao terd nenhuma dificuldade de provar que

se b for divisor de a, entdo —b também é€, e reciprocamente.

Exercicio 23 -
i). Prove a tltima afirmagao acima;

ii). Prove que se a € divisor de b e b é divisor de a, entdo ou a =b, ou a = —b.

Exercicio 24 -
Sendo a, b, c nimeros inteiros, prove que:
i). cla = clab;
ii). bla = bla®.
Exercicio 25 -

Sendo a,b,c nimeros inteiros: | clab = cla ou c|b]. Verdade, ou falso?
— combinacao linear inteira de niimeros inteiros

Esta é a primeira nocao da Teoria dos Numeros que o leitor encontra neste texto e
que nao foi estudada no Ensino Fundamental. Trata-se de uma nog¢ao pouco natural
para o contexto, tanto é que surgiu bem tardiamente, com os estudos do francés E.
Bézout, um escritor de varios livros-texto muito populares, por volta de 1770.

Definicao 2.16 -

Chamamos de combinacdo linear inteira de dois numeros inteiros, a e b, toda ex-
pressao da forma:
ma +nb, onde m,n € Z.
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Exemplo 2.17 -

O inteiro 6 pode ser escrito como uma combinacao linear inteira de 4 ¢ 5. Com
efeito, 6 =4 -4+ (—2) - 5.

A soma e a diferenca de a e b podem ser vistas como combinagdes lineares inteiras
dos mesmos: a+b=1-a+1-b,ea—b=1-a+(-1)-b.

Proposicao 2.18 -

Se um niumero inteiro ¢ divide outros dois inteiros, a e b, entao ¢ divide qualquer
combinacao linear inteira de a e b.
Simbolicamente: cla e c|b = c|(ma + nb), Ym,n € Z.

Prova:

Pela hipétese: a = Mc e b = Nc¢, para inteiros M, N adequados. Dai: ma 4+ nb =
mMc+nNec= (mM +nN)c. CQD.

Adiante, veremos que a nocao de combinacao linear nos permite provar facilmente
varios resultados da Teoria dos Ntmeros.

— numero primo e niameros relativamente primos

Definicao 2.19 -

Como 1, —1, a, —a sempre sao divisores de cada nimero inteiro a # 0, dizemos que
eles sao os divisores triviais, ou 0s divisores improprios, de a.

Nos casos a = 1 e a = —1, obviamente, temos exatamente dois divisores
triviais. Contudo, em todos os demais casos de a # 0, temos exatamente
quatro divisores triviais. Nao levar em conta esta diferenca entre os casos
a==+1ea#0, +1, por mais é6bvia que seja, é “meio caminho andado”
para se chegar a erros graves.

Exercicio 26 -

Mostre que dizer que um inteiro nao nulo tem quatro, ou mais divisores equivale a
dizer que ele € distinto de 0, 1.
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Definicao 2.20 -

Nimero primo ¢ todo inteiro p # 0,+1 cujos divisores sdo todos triviais. Isto equivale
a dizer que um numero primo ¢ todo inteiro p com exatamente quatro divisores:
p, =D, 1 s —1.

Exemplo 2.21 -

Os menores primos positivos sdo:
2,3,5,7,11.... .

Obviamente, o unico inteiro positivo par primo € 2. Ademais, note que um inteiro
positivo impar pode ser primo (como € o caso de 3,5,7) ou nao primo (o primeiro
exemplo sendo: 9).

Observacao 2.22 -

E imediato se ver que a € primo se, e somente se, —a for primo. Consequentemente,
basta estudarmos os primos positivos.

Ademais, para verificar que um nimero inteiro positivo a € primo, basta mostrarmos

que seus unicos divisores positivos sao 1 e a.

Para isto, basta mostrarmos que nao existe nenhum inteiro b estrita-
mente entre 1 e a e que seja divisor de a.

Convencio

Tanto pela observacao anterior como pelo fato de que, neste livro, nao
teremos nenhum uso para primos negativos, de agora em diante, sem-
pre que mos referirmos a “numero primo” estaremos querendo dizer
“nimero primo positivo”. Este expediente tornard a leitura de nosso
texto mais “leve”.

Outro cuidado que o leitor deve ter é que alguns autores incluem o
nimero 1 entre os primos. Adiante, quando tratarmos do Teorema
Fundamental da Aritmética, teremos uma melhor oportunidade de dar
uma boa razdo para nao considerarmos 1 como primo.
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Exercicio 27 -

Prove as afirmagoes feitas na ultima observagao.

Exercicio 28 -

Tome wvdrios livros-texto do Ensino Fundamental e observe as defini¢oes ld dadas
para nimero primo. Compare seu teor matemdtico com o da defini¢do acima.

NOTA HISTORICA:

O mais antigo texto conhecido tratando dos niimeros primos é o livro Elementos de Euclides,
escrito ¢. 300 AC. Em certa parte do mesmo, Euclides trata da medida de segmentos de
reta. Tendo escolhido um segmento padrao, ou unitério, ele constréi segmentos inteiros por
sucessivas justaposicoes do padrao. Numericamente, isto corresponde a escrever:

1=1,2=1+1,3=1+1+1,4=14+1+1+1,-

A seguir, Euclides observa que muitos segmentos inteiros também podem ser medidos to-
mando como padrao de medida segmentos inteiros nao unitarios. Numericamente, isso equi-
vale a observar igualdades como:

4=2+426=2424+2=3+3,9=3+34+3,---

Esse tipo de segmentos inteiros Euclides denominou de compostos e aos demais (ou seja, 0s
que s6 podem ser medidos por meio do segmento unitdrio) ele chamou de incompostos. As
primeiras medidas incompostas, segundo Euclides, sao:

1=1,2=1+41,3=1+1+1,5=14+1+1+1+1, etc.

Assim, as medidas incompostas correspondem ao nimero 1 e mais os nimeros primos. Logo,
podemos dizer que, para Euclides, 1 era primo. Mais tarde, se viu que existem varios
inconvenientes em se considerar 1 como primo, dai a definicio que demos anteriormente e
que é a usada pela grande maioria dos textos atuais.

Complementando, o matemadtico Fibonacci, em seu famoso livro Liber Abacci, escrito por
volta do ano 1 200, popularizou a denominacdo primos para os incompostos. Isso porque
considerava-se os primos como de origem primadria e os nao-primos como de secunddria, pois
podem ser escritos como produto dos primérios. (Vide Teorema Fundamental da Aritmética,
que recordaremos adiante.)

Definicao 2.23 -

Numero composto ¢ todo inteiro k # 0 que tem ao menos um divisor nao trivial.
Isto equivale a dizer que um niumero composto € todo inteiro k # 0 com cinco ou
mais divisores.
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Observacao 2.24 -
Cuidado!

Dizer que nao € primo ndao € o mesmo que dizer que é composto. Devido a isto,
neste livro, procuraremos evitar a terminologia “composto”.

Ademais, observe que, ao contrdrio de Euclides, tratamos tanto de inteiros positivos
como dos megativos e do zero, sendo assim, nossa terminologia ndo corresponde
exatamente a dele.

Definicao 2.25 -

Chamamos de divisor comum de dois, ou mais numeros inteiros dados a todo inteiro
que seja divisor de cada um desses inteiros.

Exemplo 2.26 -

Os divisores de 8 sdo +1, £2, +4, £8, enquanto que os divisores de 12 sdo +1,+2, +3,
+4,4+6,+12. Assim, os divisores comuns de 8 e 12 sao +£1,+2, +4.

Definicao 2.27 -

Dizemos que dois nimeros inteiros sao relativamente primos se tiverem como diviso-
res comuns apenas os divisores triviais +1 e —1.

Exemplo 2.28 -
Vejamos a relagao entre paridade e relativamente primos.

— Dois inteiros pares nunca sao relativamente primos.
Com efeito: 2 sempre é divisor comum de duplas de pares.

- Dois inteiros impares podem ser, ou ndo, relativamente primos.
Com efeito: 3 e 5 tem apenas 1 como divisor comum, enquanto que 3 ¢ 9 tem
1 e 3 como divisores comuns.

— Um inteiro par e um impar também podem ser, ou nao, relativamente primos.
Com efeito: verifigue que 6 e 3 nao sdo relativamente primos, mas 2 e 3 sdo.

Exemplo 2.29 -

Quaisquer dois inteiros primos (distintos) sdo relativamente primos. Com efeito,
indicando-os por p e q, os divisores de p sao +1, £p e os de q sao +1, +q.
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A reciproca € falsa. Por exemplo, 4 € 9 sdo relativamente primos, mas nenhum deles
€ primo.
Exemplo 2.30 -

Para qualquer nimero inteiro a, temos que a e a + 1 sao relativamente primos.
Com efeito: € imediato vermos que todo divisor comum de dois inteiros tem de ser
também divisor da sua diferenca; em particular, todo divisor de a e a+ 1 também é
divisor de (a+ 1) —a = 1; logo, tem de ser igual a +1.

Proposicao 2.31 -

Todo nimero primo que ndo dividir um inteiro dado, € relativamente primo com o
mesmo.

Prova:

Sendo p o nimero primo e ¢ um numero inteiro, como os unicos divisores de p sdo
+1 e £p, e como p nao divide a, segue que os Unicos divisores comuns entre p e a
sao =+1. CQD.

Exercicio 29 -

i). Por que dois impares consecutivos sempre sdo relativamente primos?

i1). Achar condi¢do garantindo que dois inteiros que diferem por trés unidades
sejam relativamente primos.

i11). Se um inteiro € divisivel por dois inteiros consecutivos, ele também serd di-
visivel pelo produto deles?

— maximo divisor comum

Definicao 2.32 -

Chamamos de maximo divisor comum de dois ou mais nimeros inteiros dados ao
maior dos divisores comuns desses inteiros.
A notagao mdc (a,b) indicard o mdzimo divisor comum dos inteiros a,b.

Exemplo 2.33 -

Temos mdc (6,9) = 3, pois os divisores comuns de 6 ¢ 9 sao +1 e £3.
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Exemplo 2.34 -

Sendo b um numero inteiro:

bl seb#0
nao existe, se b=20.

mde (0,b) = {

FEsses casos sao considerados excepcionais. Na prdtica, estaremos interessados nos
casos onde ambos, a e b, sado nao nulos.

Observacao 2.35 -
Note que:

e o mdc(a,b) sempre existe, a menos que a = b = 0.
Com efeito, o conjunto dos divisores comuns de qualquer conjunto de dois, ou
mais numeros inteiros nunca é vazio (pois 1 sempre sao divisores comuns
deles) e € finito (pois os divisores de ¢ # 0 estdo entre ¢ e —c).

e o mdc(a,b) > 1, em particular, sempre € positivo.
Novamente usamos que 1 sempre € divisor comum de qualquer par de inteiros.

e mdc (a,b) = mdc (—a,b) = mdc (a, —b) = mdc (—a, —b).

Dizer que “a e b sao relativamente primos” é o mesmo que escrever
abreviadamente mdc (a,b) = 1.

— conceitos basicos de fatoracao

H& um ponto de vista dual ao da divisibilidade, que é o da fatoracdo, o qual passamos
a recordar.

Definicao 2.36 -

Sendo a = by - by - by, com a,by,by,... by inteiros, dizemos que by, ba, ... by sdo
fatores de a e que by - by -+ - b, € uma fatoracdo deste a.

O leitor deve ter cuidado, pois todo fator de um inteiro (ndo nulo) é divisor do

mesmo, mas nem todo divisor pode estar sendo usado numa dada fatoracao de tal
inteiro.
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Exemplo 2.37 -

Ezistem inteiros que tém vdrias fatora¢oes (mesmo que consideremos como iguais
as que tém os mesmos fatores sé que escritos em ordem diferente):

12=2x6=3x4=2x2x3.

Essa variedade de fatoragdes fica ainda maior se considerarmos o fator 1, que nos
daria mais:

12=1x12=1%x2x6 = etc.

Adiante, veremos que € perfeitamente possivel eliminarmos essa variedade: basta
aceitarmos apenas fatores primos e ordend-los em ordem nao-decrescente (< ). Este
resultado serd tornado preciso com o Teorema Fundamental da Aritmética, o tultimo
grande assunto deste capitulo. Antes, porém, precisamos discutir a chamada “di-
visao euclidiana”.

2.2  Teorema da divisdo euclidiana

— A idéia de divisao:

consiste em “quebrar” um todo em partes iguais. Isto pode ser levado a cabo de
modo ezato (a uniao das partes da exatamente o todo) ou de modo inezato (se
ocorre o contrario); neste segundo caso estamos fazendo a chamada divisdo inezata.

No contexto dos niimeros inteiros, indicaremos por a o niimero que corresponde ao
todo, e por b o niimero inteiro que corresponde ao valor de cada uma das partes
iguais. Entao:

e Dizer que podemos fazer a divisdo exata de a por b equivale a dizer que existe
um ¢ inteiro tal que: a =b-q.

e Dizer que podemos fazer a divisao inexata de a por b equivale a dizer que
existe um ¢ inteiro tal que: a = b- g+ r, onde o erro r tem magnitude menor
do que a de b, ou seja: |r| < |b].

Na Teoria da Divisao, o erro r é chamado de resto da divisao.

Enquanto existe apenas uma maneira de fazermos uma divisdo exata, ha vérias
maneiras de fazermos uma divisao inexata. Numa primeira abordagem, podemos
dividi-las em: inexatas por falta (como 20 = 7-2+ 6) e inexatas por excesso (como
20="7-3+(-1)).
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A divisao inexata mais utilizada em Matemadtica, e a tnica que usaremos neste
texto, é uma divisao por falta chamada divisdo euclidiana, que logo definiremos
precisamente, e que é exemplificada pela divisao 20 =7 -2 + 6.

Um outro tipo classico de divisao inexata é a divisdo com resto minimo, a qual,
dependendo dos valores de a e b, pode corresponder a uma divisao por excesso,
como em 20 =7-3 + (—1); ou a uma divisdo por falta, como em 15 =7-2+1.

Dados ntmeros inteiros a e b, o estudo de sua divisdao inicia pelas questoes de
existéncia e unicidade da mesma. Inicialmente, vejamos como fica isso no caso
da divisao exata.

— Existéncia e unicidade na divisao exata:

Dados a e b niimeros inteiros, temos de considerar dois casos:

e a0
Como uma divisao de a por b significa achar ¢ inteiro tal que a = bg, vemos
que é impossivel fazer divisdo de a # 0 por b = 0. Resta examinarmos o que
ocorre nos casos em que b # 0.
Quando temos a # 0 e b # 0, toda divisdo a = bg tem de ter ¢ # 0. Disso
decorre facilmente que, ou ela é impossivel (ou seja, nenhum ¢ inteiro verifica
a = bq), ou ela é possivel com exatamente um ¢ (basta aplicarmos a Lei do

Cancelamento).

Resumindo: sendo a # 0, é impossivel fazer a divisao exata de a por b = 0;
enquanto que a divisdo exata por um inteiro b # 0 pode ser tanto impossivel
(como em 20 = 7q) como possivel, mas de uma unica maneira, ou seja, com
um tunico q. Este ¢, estando assim univocamente determinado, é chamado de
quociente exato de a por b, ou simplesmente de quociente de a por b.

ea=20
Para valer 0 = bg: se b = 0, qualquer ¢ inteiro serve; e se b # (0, somente ¢ = 0
serve.

Podemos resumir esses resultados dizendo que:
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Sendo a e b ntimeros inteiros, para falarmos num quociente univoca-
mente determinado de a por b, é necessario termos b # 0. Mais precisa-
mente:

e Sea=0eb#0, adivisao exata de a por b sempre é possivel e é
tnica; o quociente é ¢ = 0.

e Sea#0eb+#0,a divisio exata de a por b pode ser possivel ou
nao; se possivel, determina univocamente um quociente.

e Se a =0eb=0, qualquer inteiro ¢ verifica a = bq; de modo que,
como nao ha unicidade da divisdo, nao tem sentido empregarmos
a palavra quociente neste caso.

e Sea#0eb=0,éimpossivel fazer a divisdo exata de a por b; em
particular, nao ha quociente.

Quando existe o quociente de a por b, da Definicao 2.12, segue que b
divide (exatamente) a. Em particular:

e se b # 0 for um divisor de a, entao b divide a;
e se b = 0 for um divisor de a, entdo necessariamente a = 0; além
disso, b = 0 nao divide a = 0.

Assim que 0 é o tnico divisor que nao divide nenhum inteiro.
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— A divisdo inexata chamada divisdo euclidiana 2

Como veremos em teorema logo a seguir, a divisao euclidiana permite estender o
conceito de quociente de a por b aos casos em que b nao é necessariamente um divisor
de a, e isso sem ter de apelar para niimeros nao inteiros.

Definicao 2.38 -

Fazer a divisdo euclidiana de um nimero inteiro a por um inteiro b # 0, consiste em
achar uma decomposi¢do da forma:

a=">b-q+r, onde q,r sio inteiros, e com 0 <1 < |b.

Denominagdoes: q = quociente (euclidiano), r = resto (euclidiano) da divisao (eucli-
diana) de a por b.

Exemplo 2.39 -

A divisao euclidiana de 20 por 7 é: 20 = 7.2+ 6 (de modo que ¢ = 2, r = 6),
enquanto que a de 2 por 11 é: 2 =11-04 2 (logo, ¢ =0, r = 2).

A divisao euclidiana de —26 por 10 corresponde a decomposicdo: —26 = (—3)-10+4.
Confira isto e compare com a divisdo euclidiana de +26 por 10/

(Numa divisao euclidiana, o resto nunca é negativo.)

Observacao 2.40 -

Evidentemente, quando r = 0, a divisdo euclidiana coincide com a divisao ezata.
Por isso, dizemos que a divisao euclidiana generaliza a divisao exata entre numeros
inteiros.

Teorema 2.41 (teorema da divisdo euclidiana) -

Sendo a um numero inteiro, e b # 0, também inteiro:

e sempre € possivel fazer a divisdio euclidiana de a por b # 0 ;

e fizados a e b # 0, a partir deles, sempre obtemos o mesmo quo-
ciente euclidiano e o mesmo resto, nao importando o procedimento
usado para fazer sua divisao euclidiana.

2No Ensino Fundamental, esta divisio é usualmente chamada de “a divisdo com resto”; pelo que
ja vimos, isto ndo é uma caracterizagdo exclusiva.
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Prova:

e Existéncia

Os casos a = 0 tem divisdo trivial: a =0 = 0-b+ 0. Por sua vez, os casos b < (
saem dos de b > 0. Com efeito, dado um b < 0, como —b > 0, podemos escrever
a=(=b)g+r=>b(—q)+r, onde r verifica 0 < r < | —b| = |b].

Vejamos entao o que ocorre nos casos em que a 7%= 0, b > 0. Temos quatro possibili-
dades:

— Quando tivermos 0 < a < b, é s colocar: a =0-b+ a.
— Quando tivermos 0 < a = b, é 86 colocar: a =1-b+ 0.
— Quando tivermos 0 < b < a, consideremos dois casos:

¢ a é um multiplo de b
neste caso, temos: a = ¢ - b+ 0, para algum inteiro positivo gq.

¢ a nao é um multiplo de b
pela propriedade arquimediana (vide Observagao 2.9), o valor de a terd de
ficar “imprensado” entre dois valores sucessivos da sequéncia dos multiplos
de b. Ou seja, tem de existir um inteiro g > 1 tal que tenhamos:

0<b<2b<---<gh<a<(qg+1)b<---.

De modo que ¢gb < a < gb+ b. Fica entdo facil ver que a decomposicao
a = gb+ (a — gb) é euclidiana. Com efeito, resta sé observar que r = a — ¢b
verifica a propriedade 0 < r < b, pois temos: gb — ¢b < a — gb < gb+ b — gb,
ou seja, 0 < a—qgb<b.

— Quando tivermos a < 0 < b, um artificio nos remete ao caso anterior. Com efeito,
como —a > 0, pelo caso anterior, achamos uma decomposicdio —a = bg + r, com
0 < r < b De modo que se r = 0, achamos nossa divisao euclidiana para (a,b),
qual seja, a = (—q)b+ 0. Se 0 < b < r, precisamos ir mais longe. Mostremos que a
seguinte decomposicao é euclidiana para (a, b):

a=(—q)b—r=(—@)b—b+b—r=(—q—1)b+ (b—r).
Com efeito, (—q — 1) é inteiro, e como r < b, segue que (b —7r) > 0, e como r > 0

segue que (b—r) < b, ou seja, 0 < (b—1r) <b.

e Unicidade
Suponhamos que foram obtidas as divisdes euclidianas: a = bg+ 1 e a = bqg' + r'.
Entao:

— se ¢ = ¢, ficamos com bq + 7 = bq + 1’ logo r = r'.
— se ¢ # ¢ terfamos um absurdo, pois sendo, por exemplo, 0 < ¢ < ¢, ficariamos
com r —7r' =b- (¢ —q); ora, como ¢' — g > 1, disso seguiria que o valor de
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r —r' tem de estar na lista b, 2b, 3b, - - -, 0 que é uma impossibilidade frente ao
fato de que 0 < r, 7" < |b], do qual sai que |r —r'| < |b].

CQD.

Exemplo 2.42 -

Seja fazer a divisao euclidiana de 13 por 3.
Temos que
3<2-3<3:3<4:3<13<5-3<+-

ou seja: 4-3=12< 13 =12+ 1. Conclusao: 13 =4-3 + 1.

Exercicio 30 -

Partindo da divisdo euclidiana de 10 por 6, mostre que 10, 100, 1000, ... sdo multiplos
de 6 aumentados de 4.

Teorema 2.43 -

Um numero inteiro que divide dois inteiros nao nulos também divide o resto da
divisao euclidiana deles.

Podemos melhorar isso dizendo que:

“os divisores comuns de dois inteiros a =0 e b # 07

8a0

“os divisores comuns de b e r”, onde a = qgb+r € a divisao euclidiana de a por b.

Em particular:

mdc (a,b) = mdc (b, r).

Prova:

Sejam a, b, ¢ inteiros e todos nao nulos.

Supondo que ¢ seja divisor de a e b, certamente ele terd de ser divisor do resto r da
divisao euclidiana de a por b, pois r é uma combinacao linear inteira de a e b. Com
efeito: r =a — ¢b.

Reciprocamente, se ¢ é divisor de b e de r, ele terd de ser divisor de a, pois a é uma
combinacao linear de b e r, a saber: a = gb+r.

CQD.
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Exemplo 2.44 -
Como a divisao euclidiana de 84 por 35 é 84 = 35 x 2 4 14, seque que

mdc (84, 35) = mdc (35,14) = 7.

Exercicio 31 -

Qual o mdc de dois inteiros cuja divisdo euclidiana dd 1 como resto? FEstes dois
nimeros podem ser consecutivos? Quando?

Exercicio 32 -

Seja a = bq + r, a divisdo euclidiana de a por b.

i). Achar nimero que tenha como divisores todos os divisores comuns a a e b.

i1). Achar os pares de nmimeros que tenham como divisores comuns 0s mesmos
divisores comuns de a e b.

Vejamos algumas aplicacoes da divisao euclidiana.

Teorema 2.45 (algoritmo de Euclides para o mdc) -

Para calcularmos o mdc de dois inteiros nao nulos, a e b, fazemos sucessivas divisoes
euclidianas, até obtermos um primeiro resto nulo. Chamando este resto de rp4+1 = 0,
e reescrevendo b como b = rq, estas divisoes se escrevem:

a =bq +r =r0q1 + 11
o =T1q2 + T2
L ="12q3+ T3 (*)
T = 13q4 + T4
Tn—1 = Tndn+1 + Tnt1 = Tndn41.
Teremos, entao, que

mdc (a,b) =, .

Ademais:

mdc (a,b) = mdc (b,r1) = mdc (rg,71) = mdc (r1,72) = -+ = mdc (rp_1,70) = Tn.
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Prova:

Como 0 < ---1y < r; < |b|, e todos estes valores sao inteiros, segue que, cedo ou
tarde, acharemos um ultimo resto nao nulo. Indicando-o por r,,, temos:

Tn—1 = Tnqn + Tn+1 = Tnqn.

Pelo Teorema 2.43, essa igualdade implica que mdc (r,_1,7,) = mdc (r,,0) = 7.
Resta aplicarmos repetidamente aquele teorema para obtermos:

mdc (a,b) = mdc (b,r1) = mdc (rg, 1) = mdc (r1,72) = -+ = mdc (rp—1, 7).
De modo que r,, = mdc (r,—1,7r,) = mdc (a, b).

CQD.

Exemplo 2.46 -

Usando o algoritmo de Euclides, achar o mdc de 33 910 e 4 116.
Resolugao:

z Yy qk Tk
33 810 4116 8 882
4116 882 4 588
882 588 1 294
588 294 2 0

Concluimos, entao, que mdc (33 810,4 116) = 294.

Exercicio 33 -

O Algoritmo de Fuclides para o mdc costuma ser apresentado no Ensino Funda-
mental sob a denominagdo de Algoritmo da Grade. Assim sendo, pede-se “remontar”
a tabela acima no tal formato de grade.

Teorema 2.47 (teorema de Bézout) -

O mdc de dois nimeros inteiros (ndo nulos) sempre pode ser escrito como uma
combinacdo linear inteira dos mesmos.
Simbolicamente: dados a,b € Z*, existem m,n € Z tais que

mdc (a,b) = ma + nb.
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Prova:
Do Algoritmo de Euclides para o mdc, é imediato que cada um dos restos envolvidos,

do primeiro ao tultimo, seja uma combinacao linear de a e b. Vejamos:

a =bqg+ri=roqg1 +r1 = rr =a—bqu = Mya+ Nb
Qg =T1Q2 +T9 — T9 =709 — T1q2 = b— (Mla + Nlb)qg = Mga + NQb
1 = 1243 +r3 = r3=17ry — r9q3 = Mla + Nlb — (Mga + NQb)qg = M3a + Ngb

Th—2 =Tn 1q9n +Tn — Th =Tp_-2 —Tn_14n
= My _sa + Ny_3 — (Myp_1a + Ny_1b)q, = Mya + Nyb.

CQD.

Exercicio 34 -

Pede-se escrever o mdc (389,167) como uma combinagao linear inteira de 389 e 167,
e 1850 de dois modos:

i). Refazendo o raciocinio do Teorema 2.47.
i1). Resolvendo as equacoes ( * ) daquele teorema na ordem inversa.

i11). Compare as duas resolugaoes.

Resposta: 1 =89 x 389 + (—191) x 167.

Observacao 2.48 -

O ezxercicio anterior mostra que a expressio do mdc (a,b), em termos de uma com-
binacao linear inteira de a e b, pode exigir trabalharmos com inteiros negativos. Ou
seja, esse é um resultado que nao pode ser formulado na Aritmética sobre o conjunto
N dos nimeros naturais, que é a estudada no Ensino Fundamental.

Exercicio 35 -

Prove que, se um inteiro positivo divide cada um de dois outros, entao ele também
divide o mdc deles.
Simbolicamente: sendo a,b,c inteiros positivos, cla e c|b = ¢/ mdc (a,b).

Observacao 2.49 -

Na expressao mdc (a,b) = ma + nb os coeficientes inteiros, m e m, nao sao unicos.
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Com efeito, existem infinitas possibilidades para eles:

ma+nb=(m+ba+ (n—a)b=(m+2ba+ (n—2a)b=---

Teorema 2.50 -

Para quaisquer numeros inteiros ndao nulos, a, b, c, temos:

mdc (ac, bc) = |c| - mdc (a, b).

Prova:

Pela Observagao 2.35, ou por prova direta: mdc (ac,bc) = mdc (—ac, —bc) ; logo,
mdc (ac, be) = mdc (alc|, blc|). Resulta disso que basta provarmos mdc (alc|, b|c|) =
\c|mdc (a,b), que é o que passaremos a fazer.

Ja sabemos que as seguintes igualdades produzidas na aplicacao do algoritmo de
Euclides para a, b:

a = bq+ri=roq +r1
o = 1192 + T2
1 =7T2q3 + 713
T2 =13Q4 + T4

Tn—1 = TnQn+1 + Tntl = TnQn+1 ,

nos permitem afirmar que r,, = mdc (a, b).
Se multiplicarmos cada uma delas por |c|, ficamos com:

ale| = blc|q1 +r1lc] = rolc| - g1 + 71]c]
rolc| = rilc| - g2 + ralc]
rilel = rale| - g3 + 3]
ralel = r3lc| - qa + ralc]

Tn—1lel = ralel - gni1 -

Ora, cada igualdade acima é uma divisao euclidiana que tem os mesmos quocientes
que a correspondente na aplicagao do algoritmo a a e b. Com efeito, resta observar
que, como |c| > 0, os restos verificam: 0 < ...7a|c| < ri|e| < role| = b|c|, e todos
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estes valores sao inteiros.
Consequentemente:

mdc (alc|, ble|) = ru|c| = |¢| - mdc (a, b).

CQD.

Exercicio 36 -

Para a,b, c inteiros nao nulos e com a e b relativamente primos, calcule mdc (ac, bc).

2.3  Teoremas Bdsicos da Divisibilidade

Lembrete:

Daqui para a frente, serd crucial que o leitor recorde que ji “com-
binamos” que, para tornar mais leve a leitura do texto, e como nao
teremos nenhum uso para primos negativos, sempre que nos referirmos
a “numero primo” estaremos querendo dizer “numero primo positivo”.

Teorema 2.51 -

Todo nimero inteiro > 2 tem, ao menos, um divisor primo.
(Este divisor serd o prdprio nimero, caso ele seja primo).

Prova:

Basta provar o caso de a > 2 nao primo. Ora, por defini¢do, tal ¢ tem um divisor
= ? b1 ?

positivo diferente de 1 e dele mesmo. Seja by o menor dos seus divisores positivos.

Afirmamos que by é o primo anunciado. Com efeito, se by nao fosse primo, ele teria

de ter um divisor nao trivial e este tltimo seria um divisor positivo de a menor do

que b1, o qual é o menor dos divisores positivos de a. Absurdo! CQD.
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Proposicao 2.52 -

Sempre que um numero primo nao dividir um dado inteiro, ele serd relativamente
Primo com o mesmo.

Prova:

Sendo p primo, os divisores comuns dele, e um outro inteiro a qualquer, tém de estar
na lista £1 e £p. Ora, se p nao dividir tal a, esta lista se reduz a £1. Ou seja,
teremos mdc (p,a) = 1.

CQD.

Proposicao 2.53 -

Todo par de inteiros nao nulos e nao relativamente primos tem obrigatoriamente,
ao menos, um divisor comum que € primo.

Equivalentemente: se dois inteiros nao nulos nao forem relativamente primos, entao
eles sao multiplos de um mesmo nimero primo.

Simbolicamente: mdc(a,b) # 1 = Ip primo tal que a = mp, b = np, para adequa-
dos m,n € 7.

Prova:

Como os dois numeros dados nio sao relativamente primos, eles tém, ao menos, um
divisor d > 2. Se d for primo o resultado estd provado. Se d nao for primo, pela Pro-
posi¢io 2.51, ele tem, ao menos, um divisor d’ que é primo, e este, obrigatoriamente,
tem de dividir cada um dos inteiros dados. CQD.

Para que o leitor possa bem apreciar o significado e valor dos dois teoremas que se
seguirao, recomenda-se que recorde os Exercicios 25 e 24.
Teorema 2.54 (Teorema Basico ) -

Todo numero inteiro que divide o produto de dois inteiros e que, ademais, € relati-
vamente primo com um deles divide o outro.
Simbolicamente: [clab e mdc (a,c) =1] = ¢[b.
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Prova:

Como mdc (a,¢) = 1, pelo Teorema 2.47 temos que 1 = ma + nc, para m e n
inteiros. Isso implica que b = mab + ncb e dai, como ¢ divide ab, por hipotese,
e como obviamente também divide cb, segue que ele divide a combinacao linear
b = mab + ncb. CQD.

Teorema 2.55 (Teorema Basico Il) -

Se um nimero primo divide o produto de dois inteiros, entdao este primo divide, ao
menos, um desses dois inteiros.
Simbolicamente: [p primo e plab ] = pla ou plb.

Exemplo 2.56 -

Como o primo 5 divide 120 = 8 X 15 e nao divide 8, seque que b tem de ser relati-
vamente primo com 8 (pelo Teorema 2.52). Ora, dai, pelo Teorema 2.54, seque que
5 tem de dividir 15.

Exercicio 37 -

Abstraia e generalize o raciocinio do exemplo anterior para dar uma prova geral do
Teorema 2.55.

Exercicio 38 -

Generalize o enunciado do Teorema 2.55, de modo a que trate do caso onde um
numero primo divide um produto de vdrios fatores. Prove que sua generalizagao €
verdadeira.

Note que o primeiro teorema nao exige que o divisor do produto seja
primo, enquanto que o segundo faz esta exigéncia. Por outro lado, o
segundo teorema nao exige que o divisor seja relativamente primo com
nenhum dos fatores. Por isso, é util conhecermos os dois teoremas.

Corolario 2.57 -

Todo primo positivo que divide um produto de primos positivos € igual a um deles.
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Prova:

Observando que a tnica maneira de um primo positivo dividir outro primo positivo
é os dois serem iguais, o resultado deste corolario é uma imediata aplicacdo do
Exercicio 38, o qual é uma imediata aplicacdo do Teorema 2.55. CQD.

Exercicio 39 -

Mostre que o resultado anterior fica falso se nao exigirmos que os primos envolvidos
sejam positivos.

Coroldrio 2.58 -

Sendo a um numero inteiro, todo primo positivo que divide a®, também dividird a.

Prova:

2:

Imediata pelo Teorema 2.55, uma vez que a a-a. CQD.

Exercicio 40 -

Mostre que a implicacdo: “Va,b € 7 : bla®> = bla” ¢ falsa.

Exercicio 41 -

Prove que todo inteiro, que € relativamente primo com cada fator de um produto de
inteiros, tem de ser relativamente primo com esse produto.
DICA: inicie estudando o caso de 15 versus 4 x 7 x 11 = 308.

Exercicio 42 -

Sendo mdc (a,b) = 1, mostre que mdc (a + b,ab) = mdc (a — b, ab) = 1.
Dica: raciocine por absurdo.
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2.4  Teorema Baisico da Fatoracio

O teorema que estamos por abordar afirma que os ntimeros primos funcionam como
“tijolos” com os quais podemos construir todo e qualquer nimero inteiro (exceto 0
e £1) fazendo apenas multiplicagoes. Sua importancia é tao grande, que é chamado
de Teorema Fundamental da Aritmética:

Teorema 2.59 (Teorema Fundamental da Aritmética) -

Todo nimero inteiro (exceto 0 e +1), ou é primo, ou é + o produto de primos
(positivos). Ademais, este produto pode ser escrito de uma sé maneira, a menos da
troca de posi¢do dos fatores.

Em capitulos adiante e em outros livros, o leitor encontrard a fatoracao
em primos de um inteiro a # 0, +1 escrita algebricamente, e isso de
varias maneiras. Vejamos algumas delas.

e Existem primos p1,ps, ps, ..., possivelmente repetidos, tais que
a==xp-p2-p3---.
e Existem primos p; < po < p3 < --- < py, tais que
a==%p1-p2-p3 - Pn-

e Existem primos distintos p; < ps < p3,--- < pyn, € respectivos
inteiros positivos j1, 72,73, - ,Jn, tais que:

Assim, por exemplo,

—40=-2x2x%x2x5
=23 x5.
63=3x3x7
=32xT.
Prova:

E 6bvio que basta provarmos o resultado nos casos a > 2, o que passamos a fazer.
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Existéncia da fatoracdo

Seja a um inteiro > 2. Supondo que a nao seja primo, ele tem um divisor primo,
que indicaremos por p; (cf. Teorema 2.51). Temos, entdo: a = p; - ¢1, para algum
inteiro q; > 2. Se ¢ for primo, achamos uma fatoragao de a .

Se g1 nao for primo, um novo uso do Teorema 2.51 nos dd: ¢; = p2 - g2, para algum
primo py e algum inteiro go > 2, o qual tem de verificar: 2 < g2 < ¢;. Se g9 for
primo, achamos uma fatoragao, qual seja: a = p1 - g1 = p1 - P2 - ga-

Se g2 nao for primo, repetimos o raciocinio até chegarmos a uma fatoracao de a
envolvendo apenas primos, pois as possibilidades de valor para qi,¢s,... sdo em
naimero finito, e vao diminuindo.

Unicidade da fatoracdo

Temos de provar que se um certo inteiro, > 2 e nao primo, tiver duas fatoracoes em
primos, elas tém de envolver a mesma quantidade de fatores, e diferir apenas pela
ordem com que os fatores sdo escritos.

Nesse sentido, iniciamos lembrando que a tnica maneira de um ntmero primo (po-
sitivo) dividir outro primo (positivo) é os dois serem iguais. A unicidade é uma
consequéncia deste fato, e do Teorema Bésico II (a rigor de sua imediata genera-
lizagao, feita no Exercicio 37 ). Vejamos.

Seja p1ps = q1q2 - - . gy, com n > 2 e com todos esses fatores primos.

Como p; divide pips, pelo Teorema Bésico I, ele tem de dividir um dos q’s, digamos,
o ¢1. Dali, pela nossa observacao inicial, p; = ¢1 e, apés cancelamento, ficamos com
P2 = qo...qn. Isto sé é possivel se n = 2 e ps = ¢o. Assim, nossa fatoracio era a
mesma, exceto talvez pela ordem: ou pips = pip2 ou Pi1pa = Pap1.

Seja p1pap3 = q1G2q3 - - - qn, com n > 3 e com todos esses fatores primos.

O mesmo argumento nos dé, talvez apds reordenarmos os q’s, que p; = ¢;. Can-
celando, caimos no caso anterior: pops = ¢2g3...q,. Assim, nossa fatoracao era
a mesma, exceto talvez pela ordem: ou pipaps = p1paps, ou piPopPs = PaPipP3, OU

P1p2p3 = P1P3P2, OU pP1p2p3 = P2p3P1, OU P1P2p3 = P3P1P2, OU p1P2p3 = P3pP2p1-

Fica agora facil o leitor ver que o caso pi1pap3ps = q19293G4 - - - Gn, cOM 1 > 4 e com
todos esses fatores primos, se reduz ao caso anterior e que, em geral, a unicidade
do caso p1po...Pm = q1G2 ... G, com n = m > 2 (e com todos esses fatores primos)

implica a do caso seguinte: pips...PmPm+1 = q1q2 - - - Gn, cOM 1 = m = 2. Ou seja,
por inducdo matemdtica (sobre m), estd provada a unicidade.

CQD.
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Observacao 2.60 -

Alguns autores, e principalmente os antigos, incluem o numero um entre 0s primaos.
Isto faz com que tenham de falar em “fatoracdo em primos > 2”7, para garantir a
unicidade da fatoragcao. A prdtica moderna de excluir o nuimero um entre 0s primos
evita termos de acrescentar o “= 27.

Exercicio 43 -
Aplique o raciocinio da prova do Teorema Fundamental da Aritmética para achar
uma fatoragao em primos positivos de 63.

Exercicio 44 -

Aplique o raciocinio usado na prova da unicidade no Teorema Fundamental da
Aritmética para provar diretamente que se for afirmado que 130 = 2 x 5 x 13 tem
uma fatoragao em primos positivos da forma 130 = q1qoqs . Entao temos de ter, ou
q1Gq2q3 = 2x5x13, ou =2x13 x5, ou =5%xX2x13, ou =2%x13 X2, ou =13 x2 x5,
ou =13 x5 x 2.

Exercicio 45 -

Mostre que a menor poténcia de 60, que € divisivel por 36* , € 8.

Exercicio 46 -
Escreva os elementos de um conjunto

i). de inteiros positivos que ndo tém fatores positivos menores;

i1). de inteiros positivos que ndo tém fatores positivos ndo unitdrios menores.

Exercicio 47 -

Sejam dados dois inteiros (a,b > 2). Pede-se mostrar que

(uma fatora¢ao em primos positivos de ab) =
(uma fatoragao em primos positivos de a) X (uma fatoragdo em primos positivos de b).

Em linguagem abreviada, escreveremos isso como:

95



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

|fat (ab) = fat (a) - fat (). |

Para entender a idéia envolvida neste exercicio, observe que
200 = 2% x 52
126 =2 x 32 x 7.

Dai tem-se

25200 =200 x 126 = (2% x 5?) x (2x 3% x 7) =2* x 32 x 52 x 7.

Exercicio 48 -

Um aluno do Ensino Fundamental apresentou a sequinte resolu¢ao para o problema
“determine uma fatoragdo em niumeros primos para 787.

78 3

26 2

13 19 = 78 =3 x2x13.
1

Discuta tanto a correcao do raciocinio como a da resposta.

Do Exercicio 47 tiramos como consequéncias:

Corolario 2.61 -

Sejam a e p inteiros positivos, com p primo. Temos que:

e se p divide a, entdo p aparece em toda fatoracao em primos de a ;

e se p aparece numa fatoragcao em primos de a, entdo p divide a .

FEquivalentemente:
p primo ¢ divisor de um inteiro a quando, e somente quando, p aparece na fatoracao
em primos de a.

Prova:

Deixemos de lado, pois que é trivial, o caso em que p = a.
e Suponhamos que p divida a. Temos que a = p - b, para algum inteiro > 2 (lembre
que, agora, p # a). Como p dividir a implica a > 2, podemos, entao, escrever:

fat (a) = fat (pb) = fat (p) - fat (b) = pfat (b),
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e o resultado segue pela unicidade, a menos de ordem, da fatoracdo em primos de
a. Ou seja, p estd em toda fatoracdo em primos de a.

e Suponhamos que p apareca numa fatoracdo em primos de a. Ora, reescrevendo
essa fatoracao de modo que p apareca como primeiro fator, teremos algo do tipo:
a=1p-pips--- Py €, assim, percebemos que p tem de ser divisor de a. CQD.

Exercicio 49 -

A partir da fatoragdo em primos de 210, escreva todos os seus divisores.

Exercicio 50 -

A partir da fatora¢ao em primos de 54 e 72, mostre que mdc (54,72) = 18.

Exercicio 51 -

Usando fatora¢do em primos, dé condi¢do suficiente para que um inteiro seja miltiplo
de dois outros inteiros. Justifique.

Exercicio 52 -

Generalize o resultado do Coroldrio 2.57, provando que todo primo que divide uma
poténcia positiva de um inteiro, também divide este inteiro.

Exercicio 53 -

O mais famoso teorema de Euclides afirma que existem infinitos nimeros primos.
Mostre que ele é uma consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética. Para
isto, raciocine por absurdo: supondo que a lista dos primos seja finita, p1,p2, ... ,Pn,
considere o inteiro 1 + pips- - py e estude sua fatorabilidade em primos.

Exercicio 54 -
Este ezercicio € uma elaboragao do Exzemplo 1.27.

i). Prove que “se a Conjectura de Goldbach for verdadeira, entao todo miltiplo
de 4 pode ser escrito como a soma de dois pares, nao ambos multiplos de 4 7.
i1). Prove a veracidade da tese de (i).

i1). A partir de (i) e (ii), poderiamos concluir algo sobre a veracidade da Congec-
tura de Goldbach? Justifique-se.
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CAPITULO 3

NUMEROS RACIONAIS

3.1 Conceito de fragdo e numero racional
3.2 O corpo dos numeros racionais
3.3 Ordenacao dos numeros racionais

3.4 Densidade dos racionais

Partimos da suposicao de que o leitor traga do Ensino Fundamental a ideia de fracao.
Isto ndo é pouca coisa. Segundo o matematico Hassler Whitney, do Institute for
Advanced Study (Princeton, USA): “A primeira crise na matemdtica ensinada na
escola ocorre com o estudo das fracoes. O stress é causado particularmente pela
tremenda confusdao das ideias associadas.”’

O capitulo inicia recordando brevemente os significados intuitivos de fraciao e de
nimero racional, bem como sua relacio. A seguir, formalizaremos matematicamente?
a ideia de ntimero racional e passamos a recordar brevemente as propriedades basicas

In Proceedings of the Second International Congress on Mathematical Education. Cambridge
Univ. Press, 1973.
2Usa-se esta expressio para dizer que iremos dar uma definicio ou caracterizacio estritamente
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das operacoes aritméticas e da relagao de ordem entre niimeros racionais. Tudo isso
sob um ponto de vista mais teérico do que o da abordagem do Ensino Fundamental,
pois queremos aqui enfatizar as caracteristicas estruturais deste campo, e nao os
procedimentos de cdlculo com fragoes.

3.1 Conceito de fracdo e niimero racional

— a ideia de fracao

Como ja foi dito, supomos que o leitor traga do Ensino Fundamental o conceito de
fracao. Em particular, que tenha perfeitamente clara a distingao entre, por exemplo,
a fracdo 2/3 e a 4/6. Esta diferenca costuma ser ilustrada com o tradicional bolo,
com o qual se vé que pegar dois pedagos de um bolo que foi dividido em trés partes
iguais nao é o mesmo que pegar quatro pedagos do mesmo bolo que foi dividido em
seis partes iguais.

— a ideia de fracoes equivalentes

Retomemos o nosso “amigo” bolo. Usamos a ideia de fracao para explicitar a ma-
neira como foi feito um particionamento do bolo, enquanto que usa-se a ideia de
numero racional para expressar a quantidade de bolo separada.

Assim, embora servir dois pedagos de um bolo que foi dividido em trés partes iguais
nao seja o mesmo que servir quatro pedacos do mesmo bolo que foi dividido em seis
partes iguais, a quantidade de bolo servida é a mesma. Essas duas fragoes sao ditas
equivalentes, na medida que expressam uma mesma quantidade:

2 4
quant (5) = quant (6)

Em geral, como podemos decidir, a partir dos valores de a,b, A e B, se
as quantidades representadas por a/b e A/B sao as mesmas?

Para decidir, levaremos em conta dois fatos:

e ninguém tem dividas quanto a comparar duas fragoes de mesmo denominador;

e a0 tomarmos a pedacos de um bolo, que foi dividido em b partes, a quantidade
separada ¢ igual a que obteremos quando tomamos na partes do bolo se ele

matemadtica de uma ideia ou objeto, a/o qual pode entao ser estudado em termos estritamente
l6gicos, independentemente da intuigdo.
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for dividido em nb partes (n aqui é um niimero natural nao-nulo), ou seja:

a na
quant (=) = quant (—).
b nb
Com efeito, esses dois fatos nos permitem escrever:

a A
quant (E) = quant ( e quant (E) = quant (

a
E) E%

e concluir que:

a A aB Ab
quant (5) = quant (E) <= quant (b—B) = quant (b_B) <= aB = Ab.

Embora o raciocinio acima tenha uma base intuitiva, o que é até bom, prosseguire-
mos de um modo plenamente rigoroso, por meio da seguinte definicao formal:

Definicao 3.1 -

Sendo a,b # 0, A, B # 0 numeros inteiros (possivelmente negativos), dizemos que as
fracées a/b e A/B sao fracées equivalentes, o que denotaremos por

a A
t (=) = quant (=
qua‘n (b) qua‘n (B) 9
quando, e s quando, tivermos aB = Ab. Ou seja:

A
quant (%) = quant (E) < aB = Ab.

Por razoes que jd justificaremos, costuma-se abreviar a nota¢do acima, denotando-se
que “as fracioes a/b e A/B sdo equivalentes” por:

Resumindo:

<= aB = Ab.

oI

£(%) = quant (2) s ©
quant () = quant (5 5
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Exemplo 3.2 -

Temos a sequinte equivaléncia de fragoes:

2 4 8 16
quant (5) = quant (6) = quant (ﬁ) = quant (ﬂ) =

a qual € tradicionalmente escrita de modo abreviado como:

Observacao 3.3 (importante) -

A Defini¢ao 3.1 foi formulada a partir de observagdes gerais sobre fragdes do tradi-
cional bolo, bem como a partir da observacao de que a relacdo aB = Ab tem sentido
mesmo que um ou mais dos fatores envolvidos sejam inteiros negativos, ou nulos.

Por isso, essa defini¢cdo implica estarmos considerando como fracdao objetos como
5/3, ou seja: fragées cujo numerador é maior do que o denominador. Bem mais
do que isso, a tal defini¢do também estd considerando fragées cujo numerador e/ou
denominador tenha sinal negativo, como (—3)/5, 3/(=5) e (=3)/(=5), bem como
fragoes cujo numerador seja nulo.

Em vez de procurarmos dar um significado — por exemplo, em termos do tradicional
bolo — para fracées como 5/3, 0/3, (—3)/5 etc., vamos observar que a generalizagao
envolvida na Defini¢ao 3.1 deve ser vista como uma conveniéncia justificada pelo
calculo, conforme ficard gradativamente claro. Trata-se de um passo que precisa ser
dado para que consigamos formalizar a ideia de niumero racional.

Em verdade, o que estamos fazendo € algo comum em Matemdtica. Normalmente, as
formalizagoes matemdticas nascem de algo concreto, mas se preocupam mais com as
relagoes logicas envolvidas do que com a possibilidade de uma interpretacao concreta
para todas as possibilidades contempladas nas mesmas. Isto € um ponto de vista
basico da matemdtica contemporanea - o qual o leitor encontrard outras vezes, aqui
neste livro e em muitos outros assuntos matemdticos que estudar -.
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Exemplo 3.4 -

—2_-4_-6_ _ 2 _ 4 _
3 6 9 -3 -6
s_6_9_ _3_ —6_
5 10 15— =5  —10
o_0_0_ _0_0_
1 2 3 -1 -2

Observacao 3.5 -

Voltemos a questao notacional. Como ja dissemos, em vez de se usar a nota¢ao
quant (a/b) = quant (¢/d), preferimos a/b = c/d . Isto se faz nao apenas por razées
de simplicidade, mas também pelo fato que a equivaléncia de fragoes é uma relacdo de
equivaléncia, conforme atestam as propriedades i), i) e iii) da proposi¢io sequinte.

Em Matemdtica, sempre que tivermos uma rela¢do com tais propriedades, podemos
usd-la como se fosse uma igualdade; por isso costuma-se usar o simbolo =, ou pa-
recido, para denotd-la. A sequir, teremos muitas oportunidades de exemplificar este
ponto de vista.

Proposicao 3.6 -

A equivaléncia de fracdes € uma relagao de equivaléncia, pois tem as sequintes pro-
priedades:

i). reflexiva: quant (a/b) = quant (a/b) ;

it). simétrica: quant (a/b) = quant (¢/d) = quant (¢/d) = quant (a/b) ;
i11). transitiva: quant (a/b) = quant (¢/d), quant (c¢/d) = quant (e/f) =

quant (a/b) = quant (e/f) .

Ou seja, usando a nota¢do = :

i). reflexiva: a/b=a/b;

it). simétrica: a/b=c/d = c¢/d=a/b;
i11). transitiva: a/b=c/d, c¢/d=e/f = al/b=c¢/f.
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Prova:

Como as propriedades reflexiva e simétrica sao ébvias, concentremo-nos na transi-
tiva. Ora, de a/b = ¢/d tiramos ad = bc, e de ¢/d = e/ f sai c¢f = de. Multiplicando
a primeira igualdade de inteiros por f, obtemos: adf = bcf. Multiplicando a se-
gunda por b, ficamos com bcf = bde. Dali, temos: adf = bcf = bde. Mas, como
d # 0, a igualdade adf = bde da af = be, ou seja, a/b=-e/f. CQD.

— definicao formal de nimero racional

Um numero racional serd um novo tipo de objeto matematico que introduziremos
para formalizar matematicamente a ideia intuitiva de quantidade associada a fragoes
que apresentamos acima. Cada niimero racional serd visto como uma classe? de
fracoes equivalentes. Mais precisamente:

Definicao 3.7 -

Chamamos de nimero racional a classe de todas as fragoes equivalentes a uma dada
fracdo. Dois nimeros racionais serao ditos iguais se, e $0 se, suas classes sao iguais
como conjuntos.

O conjunto de todos os numeros racionais é simbolizado por Q.

Na prética:

e determinamos um numero racional r explicitando uma fracdo a/b que é tal
que r é a classe de todas as fracoes equivalentes a a/b;

e reciprocamente, dada uma fracdo a/b, a mesma determina exatamente um
numero racional, o qual é o conjunto (classe) de todas as fragoes equivalentes
a a/b.

Definicao 3.8 -

Toda fracdo da classe de fra¢des que consiste em um dado nimero racional ¢ dita
ser uma representacao fracionaria deste nimero.

Usaremos a notacdo r = a/b para indicar que a fra¢io a/b é uma representacdo do
nimero racional r.

3A palavra classe significa 0o mesmo que conjunto, e é usada quando trabalhamos com um
conjunto de objetos matemdticos que, de alguma maneira, sdo todos equivalentes entre si.
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Exemplo 3.9 -

A fragao 2/3 determina o nimero racional {2/3, 4/6, 8/12,...}, sendo que 2/3 e
4/6 sao duas das infinitas representacies fraciondrias do mesmo. Denotando este
ndmero racional por r, podemos escrever r =2/3 e r =4/6.

O nimero zero racional consiste na classe {0/1,0/2,0/3,...,0/ —1,0/ —2,...}.
Ele é o unico nimero racional que tem representacdes fraciondrias, tanto com nu-
merador e denominador de sinais iguais, como de sinais opostos.

Teorema 3.10 -

Um nimero racional v, dado por uma fracio a/b, € igual a um racional s dado por
uma fragdo c/d se, e 56 se, tivermos que essas duas fragcdes sao equivalentes:

C
=8 < -

@
b
Prova:

A condicdo é necessdria:
sendo r = a/b e s = ¢/d, como r = s, segue que r = ¢/d e, entdo, que a/b = c/d, ou
seja, a/b é equivalente a c/d.

A condicdo é suficiente:

temos de provar que se 7 = a/b, s = ¢/d e a/b é equivalente a c/d, entdo r = s;
ou seja, toda fracao e/f de r estd em s, e vice-versa; ou ainda, toda fracao e/f
representando r também representa s, e vice-versa. Vejamos.

Ser=ce/f, temos e/f =a/b, e como a/b = c/d, segue pela transitividade da relagao
de equivaléncia que e/f = ¢/d. Ou seja, s =e/f.

Reciprocamente, se s = e/f, temos e/f = ¢/d, e como a/b = c¢/d, novamente a
propriedade da associatividade nos da e/f = a/b. Ou seja, r = ¢/ f.

CQD.

Os resultados que estudaremos a seguir ficardo mais ficeis e mais uteis se conside-
rarmos representacoes fraciondrias de tipo especial. Vejamos dois deles.

Proposicao 3.11 -

Todo numero racional pode ser representado por uma fracao de demominador posi-
tivo.
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Prova:

Dado um numero racional, seja a/b uma fragdo que o representa. Entao, se b > 0
nao precisamos fazer nada; se b < 0, como vale a - (=b) = (—a) - b, temos:

a —a
r=—

b —b
e assim vemos que —a/ — b tem denominador positivo e representa 7.

CQD.

Definicao 3.12 -

Uma fragdo a/b é dita ser irredutivel quando a e b forem relativamente primos.

Lema 3.13 -

A dnica maneira de duas fracdes irredutiveis e de denominador positivo serem equi-
valentes € serem idénticas: elas tém de ter o mesmo numerador e o mesmo denomi-
nador.

Prova:

Sendo ¢/d = ¢’ /d’, com ambas irredutiveis e de denominador positivo, a equivaléncia
nos dd cd’ = c'd, e como ¢ é relativamente primo com d, o Teorema Bésico I da
divisibilidade nos d4 que c divide ¢’ . Analogamente, como ¢’ é relativamente primo
com d', 0 mesmo teorema nos da que ¢’ divide c. Como ambos d e d' sdo positivos,

segue entao que ¢ = ¢/, e isso implica que d = d'.

CQD.

Teorema 3.14 -

Todo numero racional é representado por uma, e s6 uma, fracao irredutivel de de-
nominador positivo.

Prova:

Seja a/b uma fragao representando o racional dado. Ja sabemos que podemos supor
que b > 0. O teorema ficard demonstrado se provarmos que existe exatamente uma
fracao irredutivel e de denominador positivo que seja equivalente a a/b.
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Existe uma

Seja a/b com b > 0. Se tivermos b = 1, a fracao dada ji é irredutivel. Resta
examinarmos os casos b > 2. Os subcasos triviais a = 0, e a = %1, sao imediatos
(0/b=0/1e £1/b ja é irredutivel ). Tratemos dos subcasos a # 0, £1.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever a = £mc = mc e
b = md, onde m é o produto de todos os divisores primos comuns a a e b, e ¢’ e d é
o que resta das respectivas fatoragoes. Ora, é imediato que a/b = ¢/d (pois, como
m # 0, provar ad = bc é o mesmo que provar mad = mbc; ou seja amd = bme, ou
ainda, ab = ba ), e ¢/d é facilmente visto ser irredutivel e de denominador positivo.

Existe somente uma

se tivermos a/b = ¢/d e a/b = /d’, com ambas c¢/d e ¢'/d irredutiveis, e de
denominador positivo, pela transitividade da relagdo de equivaléncia entre fragoes,
tiramos que ¢/d = ¢'/d’. Mas pela irredutibilidade dessas duas fracoes, o lema
anterior dd c=c ed =d'.

CQD.

Exercicio 55 -
Encontrar uma representacao em fragao irredutivel para cada um dos racionais dados

pelas sequintes fragoes:
177 25 —12

187 1207 13

Exercicio 56 -
Seja r um nimero racional representado pela fragdo 13/24. Pergunta-se:

i). Podemos representar r por fra¢ao da forma a/560? Ezplique.
it). E por fra¢ao da forma /1687 Ezplique.

Exercicio 57 -

Seja r um nimero racional dado por 15/35. Pede-se mostrar que ele também tem
uma representa¢do da forma a/b, onde mdc (a,b) = 18.

Exercicio 58 -

i). Encontre infinitas representagdes para o mimero racional v, se v = 2/3.
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ii).
iii).
iv).

v).

Idem, para o nimero racional 14/49.

Encontre infinitas representacoes fraciondrias para um racional qualquer a/b.

A lista que vocé obteve em (ii) inclui todas as possiveis representagies para o

caso de r =14/49 ? E na lista que vocé obteve em (i), para r =2/3 ¢

Tente intuir e demonstrar sua comjectura: em que casos as representacoes
indicadas em (i1i) constituem todas as representacoes possiveis para o racional

dado?

Cuidados

e O conjunto Q dos niimeros racionais ndo é o conjunto das fracoes de
nimeros inteiros, mas sim o conjunto das quantidades numéricas que
elas representam. Mais precisamente: um nimero racional nao é uma
fracdo, mas sim um conjunto de fracdes equivalentes. Este “equivalen-
tes” traduz rigorosamente o fato intuitivo de que a cada uma dessas
fragoes estd associada uma mesma quantidade.

e Usamos, e usaremos, alguns abusos de notacao que sdo tradicionais
e que exploram o fato de estarmos trabalhando com relagoes de equi-
valéncia. Assim, quando escrevermos

¢ importante que o leitor esteja bem consciente de que os iguais utiliza-
dos tém um significado diferente. Com efeito, o primeiro estd indicando
que a fracdo 2/3 representa o numero racional r, enquanto que o se-
gundo igual estd dizendo que as fragoes 2/3 e 4/6 sao equivalentes.

e Outras convencoes

Quando escrevermos: “seja um numero racional r dado por r = a/b”,
ou mesmo “seja o numero racional 7 = a/b”, com a e b # 0 inteiros,
estaremos dizendo abreviadamente que “r é um nimero racional que é
representado pela fracao a/b”.

O desejo de abreviarmos também nos leva ao abuso de dizer “seja o
numero racional a/b”, quando deveriamos dizer “seja o nimero racional
representado pela fracao a/b”.
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— Os nameros racionais realmente sao numeros ?

E da tradicao matematica considerar como ntimeros objetos matematicos que, de
algum modo, expressem quantidade (ji vimos que os ntimeros racionais fazem isso)
e para os quais seja possivel definir operagoes aritméticas que tém propriedades, no
minimo, semelhantes as das operagoes aritméticas entre os nimeros inteiros (isso
passaremos a examinar na proxima secao.)

Convencio:

a partir deste ponto, tendo em vista a Proposicao 3.11, ao escrevermos
um racional por meio de uma fragao a/b, estaremos subentendendo que
tenhamos tomado b > 0.

3.2 0O corpo dos niimeros racionais

Sao dois os principais objetivos desta se¢ao:

e dar um caricter plenamente numérico aos racionais, definindo as correspon-
dentes operacdes aritméticas e mostrando que as mesmas tém propriedades
bastante préximas dos numeros inteiros; isso serd feito chamando a atencao
para alguns aspectos matematicos da teoria que nao sao discutidos, ou mesmo
mencionados, no Ensino Fundamental e no Ensino Médio;

e mostrar que os niumeros inteiros podem ser “imersos” de um modo bastante
natural no campo dos niimeros racionais, o que nos permitira interpretar os
numeros racionais como quocientes de inteiros.

Além disso, esta secdo também servird de base para, uma vez introduzido o conceito
de nimero real ( vide Capitulo 7), estendermos as operagoes aritméticas dos racionais
a0s numeros reais.

— operacao adicao em Q

Para conceituarmos a adicao de niimeros racionais, retomemos nosso “amigo” bolo.
A soma da quantidade de bolo (nimero racional) representada pela fragao 1/5 com
a quantidade representada por 3/5, certamente é a quantidade de bolo (ntimero
racional) representada pela fracdo 4/5. De um modo abreviado, escrevemos isso
com:
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E imediato generalizarmos para a soma dos racionais r e s, os quais sao representados
por fragoes de mesmo denominador. Por exemplo, sendo 7 = a/b e s = ¢/b, temos:
a-+c

r+s—g+f—
b b b

Para tratar da soma de numeros racionais representados por fragoes de denomina-
dor distinto, é sé procurarmos representacoes equivalentes de mesmo denominador.
Iniciemos com um exemplo numérico, no caso de r =2/3 e s = 1/5:

2 10 1 3 o 1003 13
"T3T1 T T T 15

No caso geral, sendo r = a/b e s = ¢/d, teremos:

_g_a_d _E_@ N _ad+bc
"TPTw T4 b TS T T

Resumamos esses significados intuitivos por meio de uma defini¢ao formal:

Definicao 3.15 -

A adicdo das fragbes a/b e c/d produz um resultado chamado soma, o qual € a fragao

denotada e definida por:
a ¢ ad+bc

b + d  bd
A adicdo dos racionais v e s, dados por r = a/b e s = c¢/d, produz um resultado
chamado soma, a qual é o nimero racional denotado por r + s e representado pela
soma das fracies a/b e c/d. Ou seja:

¢ ad+be
7T (3.1)

r+s=-+

o e

Observacao 3.16 -

Pela defini¢ao,
2 9 10 90 100

075 50750 50°

Por outro lado, podemos modificar ligeiramente o raciocinio intuitivo acima e escre-
ver, apelando para o minimo multiplo comum dos denominadores:

2 n 9 2 n 18 20

10 5 10 10 10°
No caso, as duas fragées soma, 100/50 e 20/10, sdo equivalentes; ou seja, definem
um mesmo numero racional.
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Isso nos leva a sequinte questao crucial: a soma de dois numeros racio-
nais fizos pode variar com as fra¢des usadas para efetuar a soma?

Proposicao 3.17 -

A adi¢ao de numeros racionais estd bem definida, ou seja, o valor da soma independe
das fragoes escolhidas para representar os racionais dados.

Mais precisamente: sendo a/b e A/B representacéoes fraciondrias de um nimero
racional v, e ¢c/d e C|D representacées de um outro racional s, entdo as fragoes

ad + be AD + BC
e
bd BD
representam um mesmo numero racional. Simbolicamente:

c ad+bc_ n _AD+BC
d- " bd %7 T BD

+

a A C
. =5+t5 (3.2)

Prova:

Temos que mostrar que as fragoes (ad+bc)/(bd) e (AD+BC)/(BD) sao equivalentes,
o que é o mesmo que provar que (ad + bc)(BD) = (AD + BC)(bd). Ora, pela
equivaléncia das representacoes fracionarias dadas para r e s, temos que aB = Ab e
cD = Cd, e dai:

(ad + be)(BD) = aBdD + bBcD = AbdD + bBCd = (AD + BC)(bd).
CQD.

Exercicio 59 -

Para o problema “calcule a soma %—f— %”, um aluno do Ensino Fundamental apre-
sentou a sequinte resolugdo:

9 7 180435 215 .5 43

57200 100 100 20

Pede-se uma resolu¢cao mais rapida.

Exercicio 60 -

Sendo a/b uma fracdo irredutivel com a # 0, prove que a soma 1/a+ 1/b também é
uma fragao irredutivel.
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Exercicio 61 -

Sendo a/b uma fragdo irredutivel, com a # 0, prove que a soma a/b+ b/a também
€ uma fracao irredutivel.

Exercicio 62 -

Mostre que se a soma de duas fragdes irredutiveis é uma fragao tipo a/l (com a
inteiro), entdo essas duas frag¢oes tém o mesmo denominador.

Exercicio 63 -

A fragao, que € preciso adicionar a uma fragdo irredutivel para resultar um como
soma, também ¢ irredutivel. Demonstre.

— operacao multiplicacao em Q

Novamente, para conceituarmos multiplicacao de niimeros racionais, retomaremos
nosso “amigo” bolo. Suponhamos que nos seja dada uma quantidade (ntimero racio-
nal) de bolo, que corresponde a 1/5 do mesmo. E claro que 2-1/5 e 2/5 representam
uma mesma quantidade de bolo, equivalente a dois pedagos de 1/5 dele. Em geral:

c nc ) L
neo =y onde, aqui e no que segue, n = inteiro > 1.
Como 1/5 de bolo equivale a 2/10 de bolo, pegar a metade de um pedago de 1/5 de
bolo equivale a pegar a metade de um pedaco de 2/10 de bolo; ou seja: pegar 1/10

de bolo. E natural escrevermos isso como:
11 1 2 1
2 5 2 10 10°
Semelhantemente, pegar a terca parte daquele pedaco de 1/5 equivale a escrever:

1 1 3 1

1

35 3 15 15
Em geral:
1 nc c

c
d n nd nd’

Em termos ainda mais gerais: como interpretar tomar 2/3 de 5/7 do bolo? J&

sabemos que tomar 2 vezes um pedaco de 5/7 do bolo equivale a tomar:

5 2:5 10

2.2
7 7 7

S|
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0 que consiste em tomar 3 vezes mais do que os 2/3 que precisamos tomar; logo,
tomar 2/3 de 5/7 equivale a tomar 1/3 de 10/7, ou seja, 10/21. Resumimos isso,
escrevendo: 9
3
Generalizando:
a c 1 ¢y 1 ac a-c
Lloti(a Y=g
Resumamos esses significados intuitivos por meio de uma defini¢ao formal e geral:

Definicao 3.18 -

A multiplicacdo das fracdes a/b e c/d produz um resultado chamado produto, o qual
€ a fracao denotada e definida por:

a c _ac

b d bd
A multiplicacdo dos racionais r e s, dados por r = a/b e s = ¢/d, produz um resultado
chamado produto, o qual é o numero racional denotado por r - s e representado pelo
produto das fragoes a/b e c/d. Ou seja:

ac

a ¢

res=

Proposicao 3.19 -

A multiplicagao de nimeros racionais estd bem definida, ou seja, o valor do produto
independe das fragoes escolhidas para representar os racionais dados.

Mais precisamente: sendo a/b e A/B representagoes fraciondrias de um mnimero
racional r, e sendo c/d e C/D representacées de um outro racional s, entdo as
fragoes

ac AC

—_— e —_—

bd BD
representam um mesmo ndmero racional. Simbolicamente:

ac _AC_AC

a ¢ a0 4 v
b'd bvd | °"BD B D

(3.4)

Prova: Temos que mostrar que as fracoes (ac)/(bd) e (AC)/(BD) sao equivalentes,
0 que é o mesmo que provar que ad - BD = AC - bd. Ora, pela equivaléncia das
representacoes fraciondrias dadas para r e s, temos que aB = Ab e cD = Cd, e dai:

ac-BD = aBcD = AbCd = AC - bd.
CQD.
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Exercicio 64 -

Demonstrar que o produto de duas fragoes irredutiveis também € irredutivel, desde
que o numerador de cada uma delas seja relativamente primo com o denominador
da outra.

Exercicio 65 -
Usando o Teorema Fundamental da Aritmética, caracterize os casos em que o pro-
duto das fragoes a/b e c/d € da forma n/1 . Justifique.

— operacao subtracao em Q

No campo dos nimeros inteiros, temos que 10 —2 = 8, pois que 2 4+ 8 = 10, e temos
que 3 — 10 = =7, pois que 10 4+ (—=7) = 10 — 7 = 3. Estendendo esta ideia para as
fragoes e racionais, deveremos escrever

a ¢ o« ando © n Q@

— ——=— quan -4+ —=-=-.

b d g 4 d 8" b

Afirmamos que isso é possivel sempre, desde que tomemos
a ad—bc
B bd

Com efeito:

c+ad—bc bc + ad — be ad_a

d bd bd T bd b
Coloquemos tudo isso numa defini¢ao formal:

Definicao 3.20 -

A subtracdo das fracées a/b e c/d produz um resultado chamado diferenca, o qual é
a fragdo denotada e definida por:

a c ad — bc

b d  bd
A subtracdo dos racionais r e s, dados por v = a/b e s = c¢/d, produz um resultado
chamado diferenca, a qual é o nimero racional denotado por r — s e representado
pela diferenca das fragoes a/b e c¢/d. Ou seja:

c ad — be
i (3.5)

r—s=

S e
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Proposicao 3.21 -

A subtragao dos nimeros racionais r e s estd bem definida, no sentido de que o valor
da diferenca r — s independe das fragoes escolhidas para representar os racionais
dados e, ademais, realmente s + (r —s) =r.

Prova:

Sendo a/b e A/B representacoes fraciondrias do nimero racional r, e ¢/d e C/D
representacoes do racional s, entao temos de mostrar a equivaléncia das fracoes

ad — be o AD — BC
bd BD

o que é o mesmo que provar que (ad + bc)(BD) = (AD + BC)(bd). Ora, pela
equivaléncia das representacoes fracionarias dadas para r e s, temos que aB = Ab e
cD = Cd, e dai:

(ad — be)(BD) = aBdD — bBeD = AbdD — bBCd = (AD — BC)(bd).

Resta observar que a validade de s + (r — s) = r ¢é imediata das consideragoes
preliminares que fizemos.

CQD.

Observacao 3.22 -

No contezto dos nimeros inteiros, temos que bc + b(—c) = b(c+ (—c)) =b-0=0,
o que mostra que b(—c) = —bc. FEste resultado e mais a defini¢ao de soma e de
diferenca de fracdes nos permitem afirmar que:

a  —c (def.4+) ad+b(—c)  ad — bc (def.—)

a
P bd  bd b

_c.
d’

em particular: c¢/d + (—c)/d = 0. Por isso, convenciona-se escrever:
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Exercicio 66 -

Sendo a/b uma fragdo irredutivel, com a # 0 e b # 0, mostre que 1/a — 1/b também
€ irredutivel.

Exercicio 67 -

Sendo a/b e c/d irredutiveis, com b e d relativamente primos, entio a/b+ c/d e
a/b— c/d sio ambas irredutiveis. Falso ou verdadeiro? Justifique.

— operacao divisao em Q

No campo dos ntimeros inteiros, temos que 20+5 = 4, pois 5-4 = 20. Analogamente,
por a/b =+ ¢/d devemos entender uma fracao e/f, tal que ¢/d - e¢/f = a/b.

Desde que tenhamos ¢ # 0, e pensemos em fracoes equivalentes, é facil vermos que
a escolha e/f = ad/bc funciona:

c ad cad a
d be dbc b

Coloquemos tudo isso numa defini¢ao formal:

Definicao 3.23 -

A divisdo das fragbes a/b e c/d (onde ¢ # 0) produz um resultado chamado quociente,
o qual € a fracao denotada e definida por:

a ¢ ad

b d be
A divisdo dos racionais v e s # 0, dados por r = a/b e s = c¢/d, produz um resultado

chamado quociente, o qual é o nimero racional denotado por r — s e representado
pelo quociente das fragoes a/b e ¢/d. Ou seja:

ad
= —. 3.6
o (3.6)

r—S8=

¢
d

o e

Proposicao 3.24 -

A divisao dos nimeros racionais v e s # 0 estd bem definida, no sentido de que
o valor do quociente r =+ s independe das fragoes escolhidas para representar os
racionais dados e, ademais, realmente s - (r +s) =r.
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Prova:

Sendo a/b e A/B representacoes fraciondrias do nimero racional r, e ¢/d e C/D
representacoes do racional s, entao temos de mostrar a equivaléncia das fracoes

ad  AD

be BC’
0 que é o mesmo que provar que adBC = bcAD. Ora, pela equivaléncia das repre-
sentacoes fraciondrias dadas para r e s, temos que aB = Ab e cD = (Cd, e dai:

adBC = AbdC = AbcD = bcAD.

Resta observar que a validade de s - (r + s) = r é imediata das consideragoes preli-
minares que fizemos.

CQD.

Exercicio 68 -

Provar que o quociente de duas fragoes irredutiveis também € irredutivel, sempre que
os dois numeradores, bem como o0s dois denominadores, forem relativamente primos.

— imersao dos inteiros nos racionais

Pensando em termos de quantidades, é natural fazermos a identificacdo de n € Z
com n/1 € Q, a qual denotamos por:

n:?, VYneZ.

Essa identificagao nos permite fazer abreviacoes. Por exemplo, nos permite dizer
que a soma das fracoes 2/3 e 4/3 é o nimero inteiro 2.

Notemos, ademais, que essa identificacao determina uma homologia operacional:

g_i_é_a—i-b o gé ab
N 11

11 1

1
que nos mostra que somar e multiplicar os racionais a/1 e b/1 d4 no mesmo que somar
e multiplicar os inteiros a e b. Costuma-se, por isso, dizer que, com a associagao
ne€Z—n/leqQ,ocampo | Z, +,-] estd imerso, contido estruturalmente no campo
[ Q, +,-], 0 que se costuma abreviar escrevendo:

[Z,+,-]C[Q,+,"], oumesmo ZCQ.
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Por outro lado, sendo a e b # 0 inteiros, temos:
a b a-1

0 que nos permite afirmar que:

o racional (dado por) a/b é o quociente dos inteiros a e b (onde b # 0).

(Isto deve ser entendido como uma abreviagao de “o racional dado por
a/b é o resultado da divisdo dos racionais dados por a/1 e b/1, onde a
e b # 0 sdo inteiros.”)

Disso tudo resulta a seguinte notagao abreviada de uso tradicional:
a
Q:{E|a,bEZ, b>0} .

Para o perfeito entendimento dessa notacao abreviada, o leitor precisa estar bem
ciente de que ela envolve:

e considerar § como indicando a + b (a rigor: § + %) ;

e considerar que a igualdade entre niimeros de Q é expressa em termos de equi-
valéncia de fracoes; ou seja, sendo a/b, ¢/d € Q, entao:

a/b=c/d < ad=bc.
Exercicio 69 -

Dar condigdo suficiente, a mais geral que puder, garantindo que o quociente de a/b
por c¢/d seja um nimero inteiro.

Exercicio 70 -

Dar condigao suficiente, a mais geral que puder, garantindo que o quociente de um
numero inteiro por uma fragdo irredutivel seja um numero inteiro.

Devido ao visto acima, para denotarmos o quociente dos racionais r € s,
é tradicional considerarmos equivalentes as notacdes:

T
g—r/s—rfs
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— estrutura de corpo de [Q, +, -]

Definicao 3.25 -

Chamaremos de zero racional o nimero racional que a fra¢iao 0/1 representa. Indi-
caremos este numero racional por Q.
Chamaremos de unidade racional o nmimero racional que a fracdo 1/1 representa.
Indicaremos este nimero racional por 1.

Teorema 3.26 -

O campo dos racionais, [Q, +, -], tem o sequinte conjunto de propriedades bdsicas
que lhe ddo uma estrutura de corpo®. Para todos osr, s, t € Q:

i).

vi).

as operagoes + (adigdo) e - (multiplica¢ao) sdo fechadas em todo o Q:

r+seQ
r-seQ

. associatividade das operagoes:

r+(s+t)=(r+s)+t
r-(s-t)=(r-s)-t

existéncia de elemento neutro:
r+0=r

r-l=r

existéncia de inverso:

I’ € Q tal quer +1' =0

sendor #0, Ir" € Q tal quer-r" =1

. comutatividade das operacoes:

r+s=s+r

r-s=s-r1

distributividade da multiplicacao:
re(s+t)=r-s+r-t

Prova:

[ a operagio + € fechada ]
[ @ operagdo - € fechada |

[ associatividade da + |
[ associatividade da - |

[ 0 ¢ elemento neutro da + |
[ 1 é elemento neutro da - |

[ 7 € o simétrico de r ]
[ " é o reciproco de r |

[ comutatividade da + ]
[ comutatividade da - |

[ distributividade da - |

Certamente, o leitor ja percebeu que a prova das propriedades listadas neste teorema
é imediata e pura rotina. Nos limitaremos a chamar a atencao para a existéncia do

inverso das operagoes adicdo e multiplicagao.

“Do alemio, kérper, denominacio introduzida por Richard Dedekind, por cerca de 1870
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E imediato se verificar que o simétrico de um racional dado porr = a/bér' = (—a)/b
= —a/b. Assim, o simétrico de r é —r.

Por sua vez, também é imediato verificarmos que o reciproco r”, de todo nimero
racional r # 0, é representado por b/a, se r é representado por a/b. Temos, assim,
que " = 1/r (quociente do racional 1 pelo racional r), o que costuma-se escrever
como " =71,

CQD.

Observacao 3.27 -

Fique o leitor alertado que mem todos os autores colocam a comutatividade da mul-
tiplicacao entre as propriedades de uma estrutura de corpo. Um exemplo importante
e natural de “corpo” mao comutativo é o dos quatérnios, o qual se inclui entre os
campos de nimeros hipercomplexos. (Vide wltimo capitulo deste livro).

Uma das razoes de termos enunciado o teorema anterior é para poder chamar a
atencao do leitor que as demais propriedades algébricas dos niimeros racionais podem
ser deduzidas a partir das propriedades listadas no teorema, sem que precisemos
apelar para fra¢oes. Como um exemplo disto, vejamos:

Proposicdo 3.28 (lei do cancelamento) -

Sendo r,s € Q:

i) r+t=s+t=r=s VteQ;
i) r-t=s-t=r=s VO0#tecQ
Prova:

Para (i)
Usando a associatividade e o simétrico ¢’ de t temos:

r=r+0=r+(t+t)=Fr+t)+t =(+t)+t'=s+t+t)=s+0=s.

Para (ii)
Raciocinio semelhante (Exercicio). CQD.

Exercicio 71 -

Conclua a demonstracao do teorema e proposicao anteriores.
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Exercicio 72 -

Usando a lei do cancelamento, prove a unicidade do simétrico e do reciproco. Em
particular, conclua que essa unicidade nos permite definir a subtra¢do e a divisdo
diretamente por: r —s=r+s er+s=r-s".

Exercicio 73 -

Prove que a lei de integridade (r-s=0 = r=0 ou s =0) € consequéncia das
demais propriedades listadas no teorema anterior. Isto também wvale no caso do do
campo dos inteiros?

Campos numéricos com estrutura de corpo sao muito frequentes em Matematica. Adiante,
encontraremos outros dois: os muito importantes corpo dos niumeros reais, R, e o corpo
dos numeros complexos, C. Contudo, existem muitos outros exemplos de corpos intervindo
decisivamente em problemas importantes de Matematica. Exemplos desses seriam o corpo
que caracteriza os problemas geométricos soliveis com régua e compasso, os corpos usados
no estudo da resolubilidade algébrica das equagdes polinomiais, etc.

Em Algebra Abstrata se mostra que todo anel de integridade da origem a um corpo, o qual
pode ser visto como sendo o “corpo das fragoes” de elementos do anel. Neste sentido, o
corpo Q é visto como sendo o mais simples e conhecido corpo de fragées, no caso, o corpo
de fragbes associado ao anel Z.

3.3 Ordenacio dos niimeros racionais

— relacao de ordem em Q

Mais uma vez, tomemos nosso “amigo” bolo. H& um procedimento natural para
comparar o tamanho de duas fragoes do mesmo bolo e que tenham o mesmo deno-
minador: é maior a fracdo que envolve o maior numerador. Dai, do fato de dois
quaisquer racionais sempre poderem ser representados por fracoes de mesmo de-
nominador, decorre uma ordena¢ao natural para o conjunto Q, isto é, existe uma
maneira natural de decidir quem é o maior entre dois racionais dados.

Com efeito, dados r = a/b e s = ¢/d, temos que

poad e
© bd’ Cbd’
logo,

ad bcsebd>0
r<s<:>bd<bd " ad < bc.
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Definicao 3.29 -

A relacao de ordem entre nimeros racionais sempre ¢ estabelecida a partir de repre-
sentacoes fraciondrias de denominador positivo. Assim, dados dois nimeros racio-
nais, r = a/b e s = c¢/d, onde b,c > 0, dizemos que r € menor do que s, e escrevemos
r < s, quando, e sO0 quando, tivermos ad < bc.

Também se usa a notacdo alternativa s > r, que se lé “s € maior do que r”. Ademais,
r < s significa que ou r = s, ou r < s. Analogamente para s > r.

Exemplo 3.30 -

Por exemplo, dados r =15/21 e s = 7/10, a defini¢ao acima nos mostra que temos
r < s, pois 15x10 < 7x21. Esta conclusao esta de acordo com o raciocinio intuitivo
acima:

15 15x10 150 _ 147  21x7 7

212U x10 210 210 2Ix10 _ 10°

Exemplo 3.31 -

Mostremos que, no caso de racionais negativos, precisamos tomar a precaucao de
usar representacgoes fraciondrias de denominador positivo:

-1
_ :7< pois (—1) x2<1x2,

DN | =

1
2
mas,

1 1
3= 5 < apesar de termos 1 x2 > 1 x (—=2).
Teorema 3.32 -

A definicao de ordem nos racionais estd bem definida, ou seja, independe das re-
presentagoes fraciondrias escolhidas, desde que as mesmas tenham denominador
positivo.

Prova:

Sejam dados dois racionais, r e s, com representacoes fraciondrias r = a/b = A/B
(onde b,B > 0) e s =c¢/d=C/D (onde d,D > 0). Queremos provar que

ad < bc <= AD < BC'.
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Ora, usando que aB = Ab e ¢cD = Cd, e que a multiplicacao por inteiros positivos
preserva relacdo de ordem entre inteiros, temos:

ad < be®22%0dBD < beBD ‘2% oBdD < bBeD

comut. bd>0

<= AbdB < bBCd <= bdAB < bdBC <= AB < BC.

CQD.

Exercicio 74 -

i). Mostre que a nogdo de ordem mencionada anteriormente estende a ordem
entre inteiros.

i1). Mostre que o critério mencionado na Definicdo 3.29 € coerente quando aplicado
a representacoes de mesmo denominador.

i11). Mostre que nem sempre precisamos recorrer ao critério mencionado na De-
finicao 3.29 para comparar dois racionais. Por exemplo, como vocé poderia
decidir, de uma forma mais “econémica”, quem € o maior entre 4/10* e
32/10°? E entre 13/8 ¢ 33/24? E entre 5/6000 e 7/9000 ?

— a estrutura de corpo ordenado de [Q, +, -, < ]

Os resultados que seguem estabelecem a compatibilidade da relacao de ordem com
as operacoes aritméticas de QQ:

Teorema 3.33 -

O campo [Q,+,-,< | tem a estrutura de corpo ordenado, ou seja, é um corpo no
qual a relagcao de ordem wverifica as duas seguintes propriedades. Sendo r,s,t € Q:

i) T<s<=r+t<s+t,Vt€Q [ compatibilidade da ordem com a adig¢io |
it). T <s <= rt <st, Vt >0 [ compatibilidade da ordem com a multiplicagio |

Exercicio 75 -

Verifique que a hipdtese t > 0 no item (ii) do teorema € essencial, isto é, se nao
sabemos que t > 0, entdo ndao podemos garantir que rt < st.
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Proposicao 3.34 -
Sendo r,s,t € Q:

i). a relagao de ordem é preservada na adigdo:
r<s<=r+t<s+t, VteQ;
r<s<=r+it<s+t, VieQ.
i1). a relagdo de ordem é preservada na multiplica¢ao por racionais positivos:
r<s << rt<st, Vi>0,
r<s < rt<st, Vi>0;
iii). a relagdo de ordem € invertida na multiplica¢ao por racionais negativos:

r<s < ri>st, Vi<O0,
r<s < rt>st, Vt<O.

Exercicio 76 -

Prove o teorema e a proposicao anteriores.

Exercicio 77 -

Mostre que as propriedades da proposi¢cdo anterior nos permitem afirmar que, sendo
T1,72,81,82 € @

i). 1 <speryg<sy =>r;+ry<s;+S9;
ZZ) O0<ri<siel<ry<sy =rirg < sisy.

Exercicio 78 -
Sendo r,s ndmeros racionais, mostre que:

i) 0<r<s = 1/s</1r;
i) r<s #1/s<1/r.

Fique o leitor advertido de que sdo poucos os exemplos de corpos ordenados, pois
a exigéncia da ordem ser compativel com a adicdo e multiplicacdo é uma exigéncia
bastante forte. O mais importante corpo que nao pode ser “ordenavel” , é o muito
importante corpo C dos niimeros complexos.
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— propriedade arquimediana® dos racionais

Teorema 3.35 -

Q possui a propriedade arquimediana: dado um nimero racional 6 > 0, para cada
escolha de r € Q, sempre € possivel encontrar n € N, tal que r < nd.

O leitor deve ver § como sendo um mddulo, ou valor de referéncia, com o qual
procuramos fazer uma estimativa da magnitude de r.

Prova:

Escrevamos o racional dado § > 0 como 6 = /3, com «, # > 0. Como o resultado
é obviamente verdadeiro para os casos r < 0, seja 7 = a/b, com a, b > 0. Assim
sendo, temos de provar a existéncia de algum n € N tal que a/b < na/8, o que
equivale afirmar: af < nab.

Ora, a, b > 0 implicam ab > 1, dai 2ab > 1. Multiplicando os dois membros desta
desigualdade pelo fator af > 0, obtemos 2afab > af, a qual nos permite ver que
basta tomarmos n = 2a(.

CQD.

Exemplo 3.36 -

Observe que a verificacao da propriedade v < nd € imediata nos casos em que o
modulo 6 > r. Com efeito, n = 1 jd serve nos casos r < §, e no casor = §, 0
menor n que serve é n = 2.

Exemplo 3.37 -
i). Temos
3 20
(5 = — = —
5 <r 3
mas
20 3
r <104, ou seja, 3 < 10 x 3"

®De Archimedes, matemético que viveu no mundo grego, por cerca de 200 AC.
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ii). Quando r < 0, qualquer n > 0 serve, mas podemos usar n negativo. Por
exemplo, sendo 6 = 1/10, para r = —3/2, podemos tomar n = —14, o que
equivale a dizer:

3 1
Proposicao 3.38 -

Dado um miimero racional 6 > 0, para cada escolha de r racional acha-se um cor-
respondente m € 7 tal que:

md < r < (m+1)6.

Em particular, o menor inteiro n verificando r < nd é n =m + 1.

Prova:

Deixemos de lado os casos em que r tem a forma r = kJ, com k inteiro, pois sao
triviais. Com efeito: neles, m = k, uma vez que ké = r < (k + 1)¢.

Nos demais casos, em que r # kd, para Yk € 7Z, precisamos provar a existéncia de
um m € 7Z tal que
md <r < (m+1)d.

Casos 7> 0.

Da propriedade arquimediana, existe ao menos um inteiro n verificando r < nd, e
entdao 0 < r < nd. Disto resulta que existe ao menos um nimero inteiro &, verificando
0 <k <netal quer < kd. Como todo conjunto finito (ndo vazio) de inteiros tem
um menor elemento, seja n’ o menor de tais k. Temos, entao:

(n=1)-d<r<n-d

Vemos, assim, que é s6 tomarmos m = n’ — 1.

Casos r < 0.

Aplicando o caso anterior em 7’ = —r > 0, achamos m' tal que
m-s<r'<(m+1)-6§ . —(m'+1)-d<—r"<-m.d

Escrevendo m = —(m’ + 1), é imediato que temos md < r < (m + 1) - 6.

CQD.
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Exercicio 79 -

i). Qual o menor inteiro n que nos permite, a partir de 2/3, ultrapassar 21/67

i1). Se de um racional a/b soubermos apenas que

1 a

250
como vocé calcularia o menor inteiro n que nos permitiria, a partir de 1/2,
ultrapassar a/b?

Exercicio 80 -
Dado o racional 134/7, determine:

i). inteiro m que satisfaca

i1). inteiro m que satisfaca

i11). inteiro m que satisfaca

). inteiro m que satisfaca
m 134 - m+1
108 ° 7 103
v). em geral, dado n € N, determine inteiro m que satisfaca
m 134 m+1
- < —_— —
107 7 107

Exercicio 81 -

Idem ao ezxercicio anterior, para o racional 15/8.

O grande matemadtico David Hilbert provou, por cerca de 1900, que dado um campo
[4, +,- <, ] do qual ji sabemos que satisfaz todas as propriedades de corpo, exceto a co-
mutatividade da multiplicacao, e ademais, que sua ordem é compativel com essas operacoes
e que tem a propriedade arquimediana, entao a multiplicacdo tem de ser comutativa. Ela é
consequéncia das demais propriedades do corpo.
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3.4 Densidade dos racionais

A leitura da secao anterior pode ter levado o leitor a concluir que nao encontramos
nada de essencialmente novo quando passamos da ordenacao dos inteiros para a dos
racionais. O objetivo desta secdo é mostrar que, na verdade, existe uma enorme
diferenca entre estes dois campos ordenados.

Iremos nos concentrar no que toca & quantidade de numeros intermedidrios entre
outros dois dados. Onde, por intermedidrio de z < y € A, sendo A um campo
ordenado, entendemos qualquer z € A verificando = < z < y.

E simples vermos que, quando A = Z, para cada dois z,y € Z dados, temos que ou
nao hd intermedidrios, ou existe uma quantidade finita deles. Por exemplo, entre
1 e 2 nao ha nenhum intermediario, esses dois niimeros sao consecutivos; enquanto
que entre 2 e 6 existem trés intermediarios: 3,4 e 5.

Por outro lado, no campo Q dos ntimeros racionais, a situacio é diferente: entre
quaisquer dois ntmeros racionais sempre existem infinitos intermediarios. Isto é
consequéncia imediata do seguinte resultado:

Teorema 3.39 -

A média aritmética de quaisquer dois miumeros racionais sempre € um numero in-
termedidrio entre eles. Sendo r < s € Q:

r+s

r<2

<s.

Prova:

Temos:
2r=r4+r<r4+s<s+s=2s

de modo que, dividindo por 2:

r+s
r <<

<s.

CQD.

A partir da aplicacao repetida deste teorema é imediato construirmos uma sequéncia
de racionais verificando:

roee<mg<mo<m<Ss.
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Com efeito, é s6 tomarmos mq como a média aritmética entre r e s, mo como a
média entre r e m1, m3 a média entre r e mo, etc. Conclusao:

Entre dois quaisquer nimeros racionais distintos sempre existem infi-
nitos outros racionais.

Exercicio 82 -

(Retirado do livro Matematica Atual, de Antdonio José Lopes Bigode, 7% série,
Ed.Atual, 1994)

i). Dé o valor de um nmimero racional entre 2/5 e 2/3.

i1). Apresente um nimero racional que seja maior do que 3/4 e menor do que T,
sabendo apenas que 3/4 < r .

Definicao 3.40 -

Um conjunto A de nimeros racionais é dito denso (em Q) se entre dois elementos
(distintos) quaisquer de Q ezistirem infinitos elementos de A; ou seja: entre os dois
elementos de Q dados, existem infinitos intermedidrios que estdo em A.

Exercicio 83 -

Dado um conjunto A de niimeros racionais, mostre que, para provar que o mesmo €
denso, basta verificarmos que sempre que escolhermos dois elementos de Q , sempre
existe pelo menos um elemento de A entre eles.

Exemplo 3.41 -

Pelo Teorema 3.39, Q € denso. Como € imediato verificar que Z nao é denso, temos
que um dado conjunto infinito de numeros racionais pode ser, ou nao, denso. Por
outro lado, € imediato se ver que nenhum conjunto finito de Q pode ser denso. Nos
exercicios a sequir examinamos mais exemplos.

Exercicio 84 -

Verifique se os subconjuntos de Q a sequir sdo, ou ndo, densos:
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i). A = conjunto dos nimeros racionais que podem ser erpressos por uma fra¢do
de denominador 4 ;

ii). B = conjunto dos nimeros racionais que podem ser erpressos por uma fra¢do
1redutivel, cujo denominador € poténcia inteira de 4 ;

iii). C = conjunto dos nimeros racionais que podem ser expressos por uma fra¢do
da forma “inteiro par sobre inteiro impar”.

Exercicio 85 -

i). Prove que o conjunto dos racionais representdveis por uma fra¢do com deno-
minador poténcia de 10 € um conjunto denso.

ii). Prove que o conjunto dos racionais representdveis por uma fra¢ao com deno-
minador poténcia de 13 € um conjunto denso.

Exercicio 86 -

(Retirado do livro Matemdtica Atual, de Antonio José Lopes Bigode, 7% série,
Ed. Atual, 1994)

Dar trés exemplos de subconjuntos de Q :

i). que sejam densos;

ii). que nao sejam densos.

Exercicio 87 -

i). Mostre que em Z, sendo xq positivo, € impossivel se construir uma sequéncia
infinita de nimeros positivos e estritamente decrescentes a partir do xo dado.

ii). Mostre que, ao contrdrio, em Q, é perfeitamente possivel tal construgao.

Exercicio 88 -

Comparemos agora o que pode ocorrer com 0s numeros positivos maiores do que um
numero positivo dado, xg, conforme este nimero esteja em Z ou em Q:

i). Mostre que, em Z, toda sequéncia estritamente crescente de inteiros maiores
do que xo tem de crescer ao infinito
(este fato € intuitivamente dbvio, mas pede-se dar uma prova formal explorando
que, se tivermos 1 < zp < x1 < 3 < ---, com todos esses x, € Z, entdo
Ty >n).
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i1). Mostre que, em Q, é perfeitamente possivel construirmos sequéncias infinitas
de numeros racionais estritamente crescentes, mas que nao crescem ao infinito.

Exercicio 89 -

Seja A um subconjunto de Q, que tem a sequinte propriedade: entre quaisquer dois
elementos (distintos) de A encontramos infinitos elementos de A. Pede-se mostrar
que tal conjunto A ndo precisa ser denso.

Cada numero inteiro z admite um consecutivo e este é z+ 1. Entre eles
nao existe nenhum inteiro intermediario. Ademais, dados dois inteiros
nao consecutivos, entre eles existird apenas uma quantidade finita de
inteiros intermediarios.

Um ntmero racional, contudo, nunca tem consecutivo. Entre quais-
quer dois racionais sempre existem infinitos racionais intermedidrios.
O conjunto dos nimeros racionais é denso.

Reiteramos:
a densidade diferencia drasticamente os campos ordenados Z e Q!
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CAPiTULO 4

NUMEROS RACIONAIS: SUA EXPANSAO DECIMAL

4.1 Fracoes ordindrias x decimais

4.2 Expansao decimal dos racionais

4.3 Conversao: de fracao ordindria para expansao decimal
4.4 Elucidando as dizimas geradas por nimeros racionais
4.5 Recuperacao de dizimas

4.6 Apreciacio do que fizemos até aqui

4.7 Leitura complementar: elucidando as geratrizes
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4.1 Fracdes ordindrias x decimais

No que segue, precisaremos falar em diversos tipos de representacoes dos nimeros
racionais. Assim, é conveniente introduzirmos duas defini¢oes preliminares.

Definicao 4.1 -

Por fragdo ordindria entendemos toda fra¢io da forma a/b, onde a é um inteiro
qualquer e b um inteiro positivo.

Proposicao 4.2 -

Toda fracao irredutivel € fracdo ordindria. Em particular, todo nimero racional tem
infinitas representacoes equivalentes em fracdo ordindria.

Prova:

Dado r racional, e a/b a fracdo irredutivel que o representa, é imediato que

a_2a_3a_
b 26 3

T =

CQD.
Note que, para cada representacao em fracdo ordindria de um numero racional r,
estd associada uma fracao nao ordinaria que também o representa:

a —a
r=—

b —b

Convencdo:

a partir de agora, ao escrevermos um racional na forma a/b, estare-
mos sempre subentendendo que trata-se de uma fracdao ordindria. Isto
significa que b > 0, mas nao necessariamente mdc (a,b) = 1.
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Definicao 4.3 -

Fracdo decimal ¢ toda fra¢ao cujo demominador € igual a 10, 100, 1000 ou qualquer
outra poténcia positiva de 10.

Sao exemplos de fracoes decimais:

—2 7 138 —733
107 1000 107 100 °
A nocao de fragao decimal é bastante conhecida, pois é de uso comum na prética.

Contudo, aqui, nosso interesse nelas é apenas tedrico: elas terdao um papel funda-
mental na construcao dos niimeros reais, conforme veremos nos préximos capitulos.

Exemplo 4.4 -

O niamero racional dado pela fra¢io 2/5 pode ser representado por uma frag¢ao deci-
mal, pois 2/5 = 4/10.
Note que ele também pode ser representado por infinitas outras fragoes decimais:

2 4 40 400
5 10 100 1000

Exercicio 90 -

V ou F? Justifique. Uma soma de racionais representdveis por fragoes decimais €
também um racional representdvel por uma fracao decimal.

E muito importante sempre ter em vista que ezistem nimeros racionais
que nao podem ser representados por nenhuma fra¢ao decimal. O caso
mais simples é o do ntimero 1/3. Assim, note que:

— é impossivel que 1/3 = m/10, pois 3m = 10 nio tem solucdo em
7Z. Com efeito: 3 x 3 <10 <3 x 4;

— é impossivel que 1/3 = m/100, pois 3m = 100 nido tem solucio
em 7. Com efeito: 3 x 33 < 100 < 3 x 34;

— etc., pois 3m =9, 99, 999, 9999 etc., se m = 3, 33, 333, 3333 etc.,
e3(m+1)=3m+3.
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Exercicio 91 -

Dar uma demonstracao de que 1/3 néao pode ser representado por nenhuma fragao
decimal m/10", usando fatora¢ao em primos nos membros da igualdade 3m = 10™.

Exercicio 92 -

O leitor € convidado a encontrar mais exemplos de nimeros racionais que ndo sejam
representdveis por uma fracdo decimal. Sugerimos estudar os sequintes racionais:

3 2 12

1
5 50" 6" 7°
Surge, entdo, a seguinte questao de cardter geral:

que condicgoes sobre os niimeros inteiros a e b nos garantem que o niimero
racional a/b possa ser representado por uma fracido decimal?

Os resultados seguintes respondem esta questao explorando que, como a fatoracao
em primos de 10 é 10 = 2 x 5, as das suas outras poténcias positivas sao:

100 = 102 = 22 x 5%, 1000 = 10° = 23 x 5% , ..., 10" = 2" x 5",

Teorema 4.5 -

Quando o denominador de uma fragcao ordindria tiver uma fatoracao em primos
contendo apenas os fatores 2 e/ou b, esta fracdo serd equivalente a uma fragdo
decimal.

Prova:

Pela hipétese, a fatoracao em primos de b é da forma b = 2™ - 5", onde ao menos
um dentre m e n é nao nulo. Supondo que m > n, teremos:

a a-5mn a-5m " q.pmT" a'

a
b 2m.5n T 9m.pn.Fm—n "~ Qm.Fm —  {Qm 10m

Usa-se um raciocinio completamente analogo na possibilidade n > m.

CQD.
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Exercicio 93 -

Estudemos a reciproca do Teorema 4.5. Obuviamente, devemos nos concentrar nos
casos de um nimero racional dado por a/b, onde a e b > 0 sao inteiros relativamente
primos. Neste sentido, supondo que a/b possa ser representado por uma fragdo
decimal, prove que, ou b =1, ou b # 1 e, ademais, em sua fatora¢do por primos
aparecem somente poténcias de 2 e/ou 5.

Exercicio 94 -

i). Determine uma representagdo para o racional 3/50 com denominador poténcia
de 10. A seguir responda: € inica esta representacao? Em caso negativo, quan-
tas representacées decimais existem para 3/507

it). Idem (i) para o racional 3/8.

O exercicio seguinte investiga se é possivel encaixarmos uma fracao decimal entre
cada par de ntimeros racionais dados.

Exercicio 95 -

i). Mostre que existem m € N e n € N suficientemente grandes para que

2 m 2

5 10" <3

i1). Sejam x e y nimeros racionais positivos e distintos, digamos x < y. Mostre
que ezxistem m € N e n € N suficientemente grandes tais que

< m <
a _— .
100 ~Y

i11). Idem (ii), mas agora

< m <m+1<
TS q90n S 10 Y

). Conclua disso que arbitrariamente prézimo de qualquer nimero racional eziste
uma fragdo decimal.
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4.2 Expansio decimal dos racionais

No resto deste capitulo, estaremos envolvidos com outra forma de representar niime-
ros racionais, distinta das fracoes ordindrias, mas também bastante conhecida pelo
leitor; ela é denominada representacdo posicional decimal, e vulgarmente conhecida
como “representacao com virgula” de um ntimero racional.

Essa forma de representar um nimero racional serd muito importante para a con-
ceituacao e estudo dos nimeros reais que faremos nos capitulos que se seguem, e
nada mais é do que uma extensao, para os nimeros racionais, da mais conhecida
representacio posicional decimal (isto é, em base dez) dos nimeros naturais.

— A ideia de expansao decimal de nimeros naturais

Supomos que o leitor saiba que, usando divisoes euclidianas, podemos expandir ou
expressar cada nimero natural N como uma soma de multiplos das poténcias > 0
do mdédulo base 10; ou seja, como soma de multiplos de 1, 10, 100, 1000,...:

N=oa, x 10"+ 4+as x 10> + a; x 10 + aq,
onde os fatores de multiplicidade ag, aq asg,... € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e sdo dnicos
para cada N.

Também supomos que o leitor saiba que a decomposicao acima costuma ser repre-
sentada de um modo abreviado, como a expansdo decimal:

N:an...agalag,

onde a ordem ¢é fixa e determinada pela decomposicdo acima. Este sistema de
representacao é chamado de sistema de numeracao posicional decimal para os naturais,
e os nimeros ay sao chamados de algarismos ou digitos da representacao.

Esse sistema é dito ser “posicional”, pois a parcela com que cada algarismo contri-
bui na decomposicao, depende da posicao em que ele é colocado na representacao.
Exemplificando, como

3x10%+1x10%+9 x 10" +4 x 10°,

temos que sua representagao posicional (ou sua expansao decimal) fica

3194 % 3 % 103 +1x 102+ 9 x 10+ 4.

Se permutarmos esses algarismos, obteremos um outro ntimero representado. Por
exemplo:

9413 =9 x 10 +4 x 102 +1 x 10 + 3.
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Numa representagao posicional, nao é apenas decisivo quais algaris-
mos estao sendo usados, mas também a posicdo em que cada um deles
aparece na representagao.

Resumindo

De um modo geral, achar a expansido decimal de um nimero natural
N consiste em decompo-lo como uma soma de multiplo da unidade,
mais multiplo da dezena, mais multiplo de centena, etc., sendo todos
os respectivos fatores de multiplicidade obrigatoriamente tirados do
conjunto {0, 1, 2, --- ,9}. Teremos, assim, uma soma do tipo:

N=agyx14+a x10+ay x100+---4+a, x 100...0

n zZeros

=agx 10+ a; x 10" +ay x 10> + -+~ + a, x 10™.

Tradicionalmente, esta decomposicao é representada abreviadamente
escrevendo-se apenas os fatores de multiplicidade e colocando-os, no
estilo da escrita drabe, da esquerda para a direita, como:

N =apa,_1...ag.

Observacao 4.6 -

Visando uma melhor compreensao da ideia de expansao decimal, é conveniente que
a comparemos com a representac¢do posicional em uma base distinta de 10. Com o
advento dos computadores eletronicos digitais, ficou bastante comum trabalharmos
com expansoes bindrias (ou em base dois) de nimeros naturais k, o que consiste em
escrever

N = (bybm—1...b)2,

significando esta notagao que teremos a sequinte expansdo ou decomposi¢do em
poténcias > 0 da base 2:

N =by X2™ +byp_1 x2™ 4o 4 by x 24 b,
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onde b; € {0,1}, para 0 < i < m. Por exemplo, a expansio bindria de 5 é
5= (101)s,
pois
5=1x22+0x2"+1.

Na representagdo posicional bindria os algarismos sao os simbolos {0,1}, ditos al-

garismos bindrios'.

Neste livro, ndo precisaremos aprofundar o estudo das representagoes posicionais de
um ntmero natural. Nos limitaremos a usa-las e admitiremos como conhecido que
todo nimero natural tem uma, e somente uma representacido posicional.

Convengdo importante.

A partir de agora, até o final do capitulo, serd imprescindivel, para
evitar confusdes, que facamos uso do simbolo X quando estivermos
nos referindo a um produto. Assim, quando escrevermos simplesmente
asayag, por exemplo, estaremos significando a representacao do niimero

ag X 102+a1 X 10+a0,
ntamero este que é completamente diferente do nimero

as X ap X ag.

! Apesar de uso comum em Informatica, nao ha sentido em dizer “digitos bindrios”, pois digito
vem do latim: digitus ( = dedo), e temos dez dedos nas méos!
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Exercicio 96 -

Mostre que:
10-1=9
10> =1 =99
10* — 1 = 999
100" —-1=9...9, Vn € N*,
—
n vezes
ou seja,

10" —-1=94+9%x10+9x 10> +---+9x 10" L.

Exercicio 97 -

Mostre que:

109 x (10™ — 1) =9...9
101 x (10" — 1) = @0
102 x (10" — 1) = @00
10° x (10" — 1) = @ooo

n

10™ x (10" —=1)=9...90...0, VmeN,neN*.
N~
n m
— A ideia de expansao decimal de nimeros inteiros

Quando um numero inteiro, k, for negativo, teremos —k positivo e, entao, sabemos
como escrever sua expansao decimal:

—k=1up...ugug = up X 10" + up_q x 10" + -+ 1wy x 10 + ug.
Ora, como:
k=—(up x 10" +up_q x 10" 1 4+ ug x 10 + ),
é muito natural abreviarmos esta tltima como:

k= —uy,...uiug.
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Ou seja, a representacao posicional decimal dos inteiros negativos ¢ imediatamente
redutivel a dos inteiros positivos.

— A ideia de expansao decimal de nimeros racionais

Passemos a mostrar o que se entende pela expansao decimal, dec (), de um nimero
racional r qualquer. Faremos isso por meio de duas reducoes.

Primeira reducio.

Basta sabermos fazer a expansao decimal dos racionais positivos. Com
efeito, a expansao de cada racional negativo, r, serd reduzida a expansao
de seu simétrico, —r, o qual é um racional positivo. Com efeito, quando
r < 0, como —r > 0, adotaremos como expansao decimal de r:

dec (r) = — dec (—r),

semelhantemente ao que fizemos com os nimeros inteiros.

Admitiremos como do conhecimento do leitor a expansao decimal de qualquer niimero
inteiro. Assim, nossa segunda reducao remeterd a expansao decimal de um racional
positivo r & expansao do que chamaremos de parte fraciondria de r.

Proposicao 4.7 -

Todo racional positivo, v, tem uma decomposicao tnica da forma r = 1"+ 1", onde:

— 1" >0 é um mimero inteiro (chamado de parte inteira de r);

— 1" é um racional verificando 0 < r" <1 (chamado parte fraciondria de r).
Ademais:

— a parte inteira ' de v pode ser obtida como o quociente, q, da divisio euclidiana
de a por b, onde r = a/b é uma representacao em fra¢ao ordindria de r com
a,b>0;

— a parte fraciondria de T ér —q.

Prova:

A existéncia da decomposicdo.
Seja r = a/b, com a e b inteiros positivos. A divisdo euclidiana de a por b nos di
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a=¢gb+ R, com ¢ > 0 inteiro e 0 < R < b. Disso resulta que r = a/b = ¢+ R/b.
Afirmamos que 7' = ¢ e ¥ = R/b. Com efeito, como ¢ é inteiro, e como R/b =
a/b— q=r — g, resta mostrar que 0 < R/b < 1. Ora, esta desigualdade é imediata
da definicao de ordem entre ntimeros racionais e o fato de que 0 < R < b.

A unicidade da decomposicao.

Suponhamos que r = ' + 7" e r = R' + R", com r’ e R’ inteiros > 0, e que
0<r R < 1.

E imediato vermos que r’ = R” implica ' = R'. Resta mostrar que a possibilidade
r" # R" resulta num absurdo. Com efeito, supondo que r”’ > R", como 0 < R" <
r" <1, segue que " — R” é um ntimero racional verificando 0 < r” — R” < 1. Por
outro lado, a igualdade ' + R' = r = " + R" nos d4 " — R” = R’ — ' = ndmero
inteiro, o que é um absurdo frente a 0 < 7’ — R” < 1. Um raciocinio absolutamente
andlogo nos mostra que também r” < R” nos leva a absurdo.

CQD.

Como consequéncia, resulta a reducao que segue.

Segunda redugdo: dec (r) = dec (r'), dec (r").

Definimos dec de modo que a expansao decimal de todo racional posi-
tivo seja vista como a justaposicdo da expansdao decimal de sua parte
inteira com a expansao decimal de sua parte fraciondria.

Adiante, veremos que podemos entender a justaposicao acima como
uma soma:

dec (r) = dec (r') + dec (r").

A expansdo decimal da parte fraciondria, r”, de um racional positivo r, como deveria
ser esperado, tem a forma de uma decomposi¢ao em um miltiplo do décimo, somado
com um miultiplo do centésimo, mais um multiplo do milésimo, e assim por diante,
onde estes multiplos sao nimeros do conjunto de digitos: {0,1,2,---,9}. De modo
que buscamos uma decomposi¢ao da forma:

w_ b1 b bs

" =70 "100 T1000 T

b1 bo b3
- 4 24 P , 1.2.... .
10—1— 102 +103 +---, Vb €{0,1,2,---,9}

Como a expansao decimal do niimero racional positivo r é a soma da expansao de
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sua parte inteira mais a da sua parte fracionaria, temos:

r=r"+r"=a, x10" +-- +a; xlO—i—ag—i—f—(l)—i—%—i—%—{—---,
0 que serd abreviado como
Y= Qy...a100,b106203. ..
(Adiante, gradativamente, elucidaremos o significado do segundo ... acima. Por

enquanto, o leitor deve interpreti-lo como uma reticéncia).

Como consequéncia da primeira reducdo, dado um racional r < 0, uma vez achada
a expansao decimal do racional positivo —r, digamos —r = a,, ... a1ag, b1babs . . .,
a expansao de r fica:

—T:am...a1a07b1b2b3... = r:—am...alao,blebg....

Acima, ndo mencionamos o caso r = 0, o qual tem expansio trivial: 0 = 0,0 =
0,00 =0,000 = --- .

4.3 Conversio: de fracio ordindria para expansdo decimal

— O caso especial das fracoes decimais

Dizemos que este é um caso especial pois, conforme ja sabemos, nem todo nimero
racional pode ser representado por uma fracdo decimal; infelizmente, pois este tipo
de fracao é facilmente expandido. No que segue, veremos a ideia bdasica e depois
formalizaremos.

Exemplo 4.8 -

Seja determinar a expansao decimal do niumero racional v, dado por r = 217040908.

Iniciamos fazendo a expansao do numerador da fracdo e depois obtemos uma soma
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de fragoes decimais que serdo simplificadas:

27498 20000 + 7000 + 400 + 90 + 8
1000 1000

_20000+7000+ 400 n 90 n 8
~ 1000 1000 1000 1000 1000

4 9 8
-9 S0 2 L%
0+7+10+100+1000

4 9 8
=2 — 4+ — + —— =27,498.
7_’_10+100+1000 7,498

Na prdtica se procede mais rapidamente:

27498 _ 27000 , 400 . 90 8
1000 1000 ' 1000 ' 1000 ' 1000
oty 2 D 8 o7 a0,

10~ 100 1000

Formalizando e generalizando:

Teorema 4.9 -

A parte fraciondria de cada fragao decimal (positiva) pode ser decomposta como uma
soma de fragoes decimais especiais, e cada uma delas tem como numerador um dos
digitos que expressa o numerador da fra¢ao original.

Exemplo 4.10 -
Para a fracdo decimal acima, 217040908, temos que sua parte fraciondria, %, pode ser
assim ser decomposta:

198 4 9 8

— = —+ —+ —— =0,498.

1000 10 100 = 1000

Por outro lado, observe:

37 037 0 3 7
1000 — 1000 _ 10 T 100 " 1000 =0,037.
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Corolario 4.11 -

Todo numero racional dado por uma fracdo decimal, positiva ou negativa, tem uma
quantidade finita de digitos na parte fraciondria de sua expansdo decimal. Conse-
quentemente, esta expansao tem de ter a forma:

:i:an...alag, b1b2b3...bm.

— O caso das fracoes ordindrias equivalentes a uma fracao decimal

Antes de mais nada, observemos que, da definicdo de fracoes equivalentes e do item
anterior, é imediata a validade do seguinte resultado:

Teorema 4.12 -

Todo nimero racional dado por uma fra¢ao ordindria equivalente a
uma fracao decimal, positiva ou negativa, tem uma quantidade finita
de digitos na parte fraciondria de sua expansdo decimal. Consequente-
mente, esta expansdo tem de ter a forma:

:i:an...alag, b1b2b3...bm.

Reciprocamente, toda expansao decimal finita representa um nimero
racional que € dado por uma fragao decimal.

Passando & obtencao de tal expansao, lembremos que é o Teorema 4.5 que vai nos
permitir afirmar que a fracao ordindria é, ou nao, equivalente a alguma fracao de-
cimal. Caso isto ocorra, a expansao decimal de tal fracdo ordindria fica reduzida a
expansao da fracao decimal equivalente. Podemos obter esta expansao ou transfor-
mando a fracdo dada em uma fracdo decimal, ou trabalhando diretamente com a
fragao ordinaria dada. Vejamos.

Método da transformacdo

usando o Teorema 4.5, decidimos se é o caso da fra¢ao dada ser equiva-
lente a uma fragao decimal. Se assim for, multiplicando o numerador
e denominador da fra¢do dada por um fator adequado, a transforma-
mos numa fra¢do decimal e, entdo, escrevemos sua expansao decimal
usando o teorema anterior.
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Exemplo 4.13 -
Determinar a expansao decimal do nimero racional dado pela fragdo 17/5.

Pelo Teorema 4.5, € imediato que a mesma é equivalente a uma fragao decimal. Com
efeito, 17/5 = 34/10. Decompondo esta tltima em parte inteira e parte fraciondria,
fica imediato usarmos o teorema anterior:

Exemplo 4.14 -
Determinar a expansao decimal da fragao 3837/250.

Seu denominador tem como fatoracio em primos: 250 = 25x10 = 52 x2x5 = 2x5°.
Como esta fatoracao contém apenas poténcias de 2 e 5, pelo Teorema 4.5, seque
que tal fragdo é equivalente a uma fragdo decimal. Para obter tal fracdo decimal,
transformamos 2 x 53 num produto de fatores elevados a poténcias iguais. Ou seja:
transformamos 2 x 5% em 23 x 5% = 4 x 2 x 53. Com isso, vemos que temos a
equivaléncia:

3837 4 x 3837 15348 348

250  4x250 1000 +1000'

Podemos, enfim, aplicar o Teorema 4.9, para concluir:

3837 348
S0 — 154+ =2 =15,348.
250 ~ 2t Tgp0 = 10

Método das divisdes

usando o Teorema 4.5, decidimos se é o caso da fra¢ao dada ser equiva-
lente a uma fracdo decimal. Se assim for, fazemos sucessivas divisoes
euclidianas para determinar, pela ordem, a parte inteira da expansao,
a parte dos décimos, a dos centésimos, a dos milésimos, etc. da parte
fraciondria.

(Paramos quando encontrarmos o primeiro resto nulo. Como a parte
fraciondria consiste em uma lista finita de digitos, esta parada obrigato-
riamente terd de ocorrer. Ou seja: este processo é terminante! Confira
nos teoremas a seguir.)
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Observacao 4.15 -

Como o leitor deverd observar nos exemplos que se sequem, este método € mais
complicado do que o método da transformacdo. Contudo, ele tem a vantagem de
poder ser aplicado nos casos em que a fracdo dada nao seja equivalente a uma fra¢do
decimal, casos que veremos adiante.

Exemplo 4.16 -

Determinar, pelo método das divisoes, a expansao decimal do numero racional dado
pela fragdo 3837/250.

Jd vimos acima que esta fracdo € equivalente a uma decimal. Concentremo-nos,
entdo, na exemplificacdo do método propriamente dito.

- Parte inteira:
como 3837 = 15 x 250 + 87, temos:

3837 87

250 250
— Parte dos décimos, ou casa dos décimos:
observemos que

87 1 870 I 3x250+120 3 120

— = — X—=—X—— = — 4 ——
250 10 250 10 250 10~ 2500

e, portanto, que cabem apenas 3 décimos em 87/250, pois 0 < 120 < 250 permite

escrever 0 < 120/2500 < 1/10; assim que a expansao até a casa dos décimos fica:

3837 87 3 120 120
— =1b+—=154+—+ —=15,34+ —.
250 + 250 + 10 + 2500 o 2500
— Parte dos centésimos, ou casa dos centésimos:

prossequindo de modo semelhante, como

120 1 1200 1 1200 1 4 x250+200 4 200

—— == X— =—— X —— =— X ———— = —— { ———
2500 10 2500 100 250 100 250 100~ 25000

e, como cabem apenas 4 centésimos em 12/250 (pois 0 < 200 < 250 nos permite
escrever 200/25000 < 1/100), entdo a expansdo até a casa dos centésimos fica:

3837 120 4 200
e 15,34 ——— =153+ — + ———
250 2 2500 > 100 T 25000
200 200
=1 044 ———— =15,34 + ——.
53+ 0,04+ 55500 = 123 F 25000
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— Casa dos milésimos:

200 1 2000 1 8x250+0 8

25000 _ 10 25000 _ 1000 ~ 250 1000’
de modo que podemos concluir, escrevendo:
3837 200 8
550 5,34 + 55000 5,34 + 1000 5,34 + 0,008 5,348,
0 que significa:
3837 —15+i+i+—8
250 10 100 1000
Exemplo 4.17 -

Determinar, pelo método das divisées, a expansdo decimal da fragao 7/20.

Como 20 = 4 x 5 = 22 x 5, é imediato que esta fracdo seja equivalente a uma
decimal. Passemos a achar, gradativamente e sem procurar fazer improvisacoes,
a sua parte inteira, e os valores das casas dos décimos, centésimos, etc. de sua
expansao decimal.

— Parte inteira:
como 0 < 7/20 < 1, seque que a parte inteira é nula: 7/20 = 0+ 7/20.

— Casa dos décimos:

7—1><70—1 3x20+10 3 10 +10
20 10 20 10 20 10 0 200 200
— Casa dos centésimos:
como
10 1 100 1 5x20+0 5
—=— X —=—X———=—+0,
200 100 20 100 20 100
concluimos que:
7 10 5
20 —0,3+% —0,3+m =0,340,06=0,35,

0 que € uma abreviagao para:
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Exemplo 4.18 -

Determinar, pelo método das divisoes, a expansao decimal do nimero racional dado
pela fragcao —1/40.

Como 40 = 8x 5 = 23 x5, ¢ imediato que esta fracdo seja equivalente a uma decimal.
Passemos a determinar sua erpansao decimal.

- Parte inteira:
como 0 < 1/40 < 1, seque que a parte inteira é nula: 1/40 = 0 + 1/40.

— Casa dos décimos:

% < %, de modo que a casa dos décimos também € nula:

1 1 10 I 0x40+10 O 10

— = — X —=—=X —— = — 4 —,
40 10 T 40 10 40 10 400
ou seja:
10 10 +10
40 10 400 7 400

- Casa dos centésimos:
¢ ndo nula, pois 40 < 100 dd 1/100 < 1/40; para determinar seu valor:

10 1 100 1 _2x40+20 2 20 20

o0 _t 10 1 2x40+20 2 20 o, 20
400 100 X740 100 X7 40 100 T 2000 ~ Y% T J000

— Casa dos milésimos:

20 1 200 1 5x4040 5
—_— = — X — = X — + 0 )
4000 1000 40 1000 40 1000
de modo que:
1 20 )
40 0,02+ 4000 0,02+ 1000 0,025
Podemos concluir, afirmando que:
1 0 2 5
——=-0,026=——— — — — ——..
40 0,025 10 100 1000

Observacao 4.19 ( importante ) -

O método das divisdes € apenas um detalhamento do método que todos aprendemos
no Ensino Fundamental. Comprovemos isto comparando os restos obtidos nas di-
visoes euclidianas dos exemplos anteriores, com os cdlculos feitos a moda tradicional
do Ensino Fundamental.
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Para o exemplo 3837/250, os restos obtidos foram, pela ordem: 87,120, 200, 0.
Compare com o cdlculo tradicional:

3837 | 250
250 15,348
1337
1250
resto———-> 87
870
750
resto——-> 120
1200
1000
resto-—--> 200
2000
2000
resto———> 0

Note que, de antemdao, € impossivel saber onde a divisao vai parar, a menos que
usemos que o numero dado pode ser escrito como 3837/250 = 15 + 87/250 = 15 +
348/1000. Com efeito, como o método da divisao vai determinando sucessivamente
o valor da casa dos décimos, dos centésimos, etc., ele terd de parar na casa dos
milésimos, no caso deste nimero.

Como exercicio, deizamos para o leitor fazer a mesma compara¢do nos demais exem-
plos.

Exercicio 98 -

i). Seja a/b uma fracao irredutivel positiva e equivalente a uma fragdo decimal
a' Jb'. Sabemos que isto implica a existéncia de um k inteiro positivo tal que
a = ka el = kb. Assim, pede-se provar que a aplicacio do método das
divisoes em a' /b produz os mesmos quocientes que a aplicagio em a/b, mas
0s restos sao k vezes maiores.

ii). Comprove isto no caso de a/b = 87/250 e o' /b = 348/1000.
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Exercicio 99 -

Prove que ambos os métodos acima, quando aplicados a um nimero racional equiva-
lente a uma fracao decimal, produzem uma mesma expansdo decimal, e esta sempre
¢ terminante, ou seja: os dois resultados sao uma mesma lista finita de digitos.

Formalizacao do método das divisOes:

Vamos nos concentrar no caso que no momento nos interessa, que é o dos racionais
dados por uma fracio a/b equivalente a uma fracido decimal, e onde 0 < a < b.

— Casa dos décimos:
fazendo uma primeira divisao euclidiana:

a 10xa 1gxb+tr  q 1

b 10xb 10 b _10+10><b’

onde 0 < ry < b.
Como 0 < 10 x a < 10 x b pode ser escrito como 0 < g1 X b+ 171 < 10 X b, e como
r1 > 0, segue que 0 < ¢; < 9. Por outro lado, 0 <7 <bdd 0 < /(10 x b) < 1/10,
e entdo segue que em a/b cabem apenas ¢; décimos.
Resumindo: .
a q1 71 1
a_ 4 . 0< < —.

b 10+10><b’ 10xb 10
Logo, se r1 = 0, temos a expansao a/b = ¢;/10. Se r; # 0, precisamos ir para a

préxima casa.

— Casa dos centésimos:
supondo, entao, 0 < r; < b, fazemos uma segunda divisao euclidiana:

re 10xry 1q2><b+7‘2_QQ+ T2
10xb 100xb 100 b 100 100 x b’

onde 0 < ry9 < b.

Como 0 < 10 x 71 < 10 x b pode ser escrito como 0 < gg X b+ 19 < 10 X b, e como
ro > 0, segue que 0 < g2 < 9. Por outro lado, 0 < 7y < bdda 0 < r9/(100xb) < 1/100,
e entdo segue que em a/b cabem apenas go centésimos.

Resumindo: .

a_a, @ rn g r 1

b 10 100 100 x b 100 x b~ 100
Logo, se r9 = 0, temos a expansao a/b = q1/10 + g2/100. Se ry # 0, precisamos ir
para a proxima casa.
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— Casa dos milésimos:
supondo, entao, 0 < ry < b, fazemos uma, terceira divisao euclidiana:

79 i 1 10><T2_ 1 q3Xb+T3_ q3 73

100xb 1000 b 1000 b ~ 1000 1000 x b

onde 0 < r3 < b.
Como 0 < 10 x7r9 < 10b pode ser escrito como 0 < g3 xb+r3 < 10xb, e como rg > 0,
segue que 0 < g3 < 9. Por outro lado, 0 < 73 < b dd 0 < r3/(1000 x b) < 1/1000, e
entao, segue que em a/b cabem apenas g3 milésimos.
Resumindo:

a q1 q2 q3 T3 T3 1
1 A= < .
b 10 + 100 + 1000 + 1000 x b’ 0< 1000 x b < 1000

Logo, se 3 = 0, temos a expansao a/b = q1/10 + ¢2/100. Se ry # 0, precisamos ir
para a préxima casa.

Enquanto encontrarmos restos nao nulos, continuaremos semelhante-
mente este processo. Ou seja, tendo sido determinado o digito da k-
ésima casa depois da virgula, se tivermos 0 < 7/(10% x b) < 1/10F,
passamos a determinar o digito da (k + 1)-ésima casa; para isso, faze-
mos uma nova divisao euclidiana, para ver qual o maior multiplo de
1/10*+1 que cabe em 7 /(10% x b).

Resumo: para gerar uma expansio decimal a/b = 0, ¢1g2q3 ... de um
racional 0 < a/b < 1, o método das divisoes consiste em fazer sucessivas
divisoes euclidianas:

100xa=q xb+7r, com0<r;<b
10x7r =qXxb+1ry, comO0<Lry<b
10x7r9g=qg3xb+r3, com0<Lrz<b

até chegar ao primeiro resto nulo.

— O caso das fracdes ordinarias nao equivalentes a uma fracao decimal

Para este caso, temos dois fatos fundamentais. O primeiro é imediata consequéncia
do que ja vimos e o segundo constituird o teorema a seguir.
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e Fato 1:
a expansao decimal dos nimeros racionais nao equivalentes a uma fracao de-
cimal é nao terminante: contém infinitos digitos

e Fato 2:
apesar disso, podemos obter a expansao decimal de tais racionais pelo método
das divisoes. Com efeito, ha uma clara regularidade nesta infinitude de digitos:
a partir de uma certa casa, aparece um primeiro e menor bloco de digitos (que
chamaremos periodo da expansao) tal que, a partir dele, a lista dos digitos
consiste exclusivamente na repeticdo sucessiva de tal bloco.
Dizemos que trata-se de uma expansdo decimal periddica.

Teorema 4.20 -

Todo racional nao equivalente a uma fragao decimal tem uma expansdo decimal
infinita periddica.

Prova:

Como a informagao mencionada refere-se tdo somente & parte depois da virgula,
vamos nos concentrar no caso de um racional 0 < r =a/b < 1.

Como a expansao decimal deste a/b nao pode ser terminante, teremos, na notagao
usada na formalizacdo do método das divisoes:

0<ry,ro,rs,...<b, ousea: 0<ry,ro,rg...<b—1.

Assim — no maximo, apés as primeiras b—1 divisoes — veremos um resto r; repetindo
o valor de um resto r; ja obtido (1 < ¢ < j). Isso implica que a expansio de a/b terd
de ter a forma:

a
g:0:Q1Q2---QiQi+1---QjQiQH—l---Qj--- :

Vale a pena exemplificar. Se r3 = ry, teremos:

a=r0 --> ql

rl --> g2

r2 --> g3

r3 --> g2

rd --> g3

r5 --> g2
etc.
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de modo que a expansao fica:

a q q2 q3 q2 43
20 =4 =
p BRI = 15" 750 1000 T 10000 T 100000 T

onde a reticéncia indica repeticao do padrao. CQD.

O método das divisoes se aplica tanto no caso de niimeros racionais
equivalentes a fracdo decimal, como no de nao equivalentes:

e no caso de fragao equivalente a decimal, paramos quando acharmos
o primeiro resto nulo;

e no caso de fracao nao equivalente a decimal, paramos quando hou-
ver a primeira repeticao de resto.

Exemplo 4.21 -
Determinar a representacdo decimal de 17/37.

Antes de mais nada, observemos que esta fra¢do € irredutivel, mas ndo € equivalente
a nenhuma fracao decimal, uma vez que a fatoragao em primos de 37 nao € do tipo
2™m x 5. Consequentemente, sua erpansdo decimal serd infinita periddica. Para
achar tal expansao, pelo que vimos anteriormente, tudo o que temos de fazer €
aplicar o método das divisoes até encontrarmos uma primeira repeticao de resto.

- Casa dos décimos:
quantos décimos existem no racional 17/377 Observemos que

17 1 ><170_ 1 ><4><37+22_ 4 . 22
37107 37 10 37 - 10 370
e que cabem apenas 4 décimos em 17/37, pois 0 < 22 < 37 da 0 < 22/370 < 1/10.
Portanto, a expansao até a casa dos décimos é
17 4 n 22 n 22
37 10 370 7 3707
sendo que, por enquanto, temos um unico resto: r4 = 22.

- Casa dos centésimos:
determinamos quantos centésimos cabem em 22/370, observando que

22 1 220 1 5x37+35 5 35

370 100 S 37 100 X 37 100 T 3700°

155



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

e que cabem apenas 5 centésimos em 22/370, pois 0 < 35 < 37 dd 0 < 35/3700 <
1/100. Portanto, a expansdo até a casa dos centésimos é

17 4 N 5 N 35
37 10 100 = 3700

ou ainda:

17 35

— =0,45+ ——.

37 3700
- Casa dos milésimos:
por enquanto, a lista dos restos €: ri = 22 e r9 = 35; como ela nao tem repeticao,
precisamos continuar, determinando quantos milésimos cabem em 35/3700. Obser-

vemos que

35 1 350 1 9x37+17 9 17

3700 1000 * 37 1000 X 37 1000 ' 37000°

e que cabem apenas 9 milésimos em 35/3700, pois 0 < 17 < 37 nos permite escrever
0 < 17/3700 < 1/1000. Portanto, a expansdo até a casa dos milésimos ¢é

17 35 9 17 17
— =045+ —=0,454+ —+ —— =0,459 + ——.
37 @0+ 3700 2o+ 1000 + 37000 + 37000
- Casa dos décimos de milésimos:
por enquanto, a lista dos restos é: ri = 22, ro = 35 e r3 = 17; como ela nao tem
repeticdo, precisamos continuar, determinando quantos décimos de milésimos cabem

em 17/37000. Observando que

171 ><170_ 1 ><4><37+22
37000 10000 ~ 37 10000 37 ’

vemos que podemos parar’, pois temos uma repeticdo de restos: T4 = 22 = 7.
Consequentemente, a expansao € periddica e se escreve:

1
I 0, 450450459 ...

37
SN SR U S SR S . S
~ 10 1 100 T 1000 ' 10000 ' 100000 ' 1000000

4 5 9
* 10000000 T 100000000 T T000000000 T

20 leitor atento deve ter observado que nem era necessario fazer essa tltima divisao, pois ela ja
havia sido feita na casa dos décimos.
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Exercicio 100 -

Ver como ocorre o processo de repeticao de restos, e entdo de digitos, no procedi-
mento de divisio abreviada que se aprende no Ensino Fundamental. (Para tal, faca
uma andlise semelhante a que fizemos na Observagdo 4.19).

Sugestoes: estude os casos r =1/9 =0,111111111..., r =2/27 =0,074074... e
r=7/12=0,5833333... . Em cada um deles, inicie provando que a expansdo tem
de ser nao terminante.

Exercicio 101 -

Comprove a validade da expansdo decimal 1/7 = 0,184457 184457 ... .
Podemos usar este exemplo para concluir que:

e numa fragdo irredutivel a/b, realmente pode ocorrer que o tamanho do bloco
repetitivo seja o maior possivel, ou seja: igual a b—1;

e quem determina o inicio da repeticao periodica dos digitos de uma expansao
decimal é a primeira coincidéncia de restos das divisoes, € nao a primeira
repeticao de digitos na erpansao.

Observacao 4.22 -

Ja sabemos que, se um racional a/b (com a e b relativamente primos) tiver uma
expansao decimal periddica, o bloco de repeticio pode ter tamanho de até b — 1
digitos. Em particular, pode ser grande, desde que b também seja. Assim, pede-se
achar o bloco repetitivo na expansao sequinte:

1
7= 0,05882352941176470588235294117647058823529411764705. .. .

Uma consequéncia prdtica deste fato é o cuidado que devemos ter quando tenta-
mos descobrir o bloco repetitivo usando calculadoras eletronicas.  Assim, usando
calculadora, obtemos 1/81 = 0,012345679 o que poderia nos levar a conjecturar que
temos um bloco repetitivo 0123456789, o qual foi arredondado pela calculadora como
012345679. Contudo, um cdlculo a mao produz

8i1 =0,012345679012345679012345679012345679 ... .

Exercicio 102 -

E possivel aplicar o método das divisées no caso 301/3007
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4.4 Elucidando as dizimas geradas por niimeros racionais

Terminologia:

J4 sabemos que todo nimero racional tem uma expansao decimal da forma:

T = :I:am ... a1ap, b1b2b3 e

3

onde cada ay e cada by sao um digito. Tradicionalmente, emprega-se a denominacao
dizima para denotar listas de digitos desta forma.

Para tornar mais leve a leitura do que se segue, diremos que um bloco finito de
digitos dids ... dy é 9-repetido, se tivermos d; =dy = --- =d = 9.

E importante lembrarmos que ji sabemos que:

e 0s numeros racionais equivalentes a uma fracao decimal sao preci-
samente os que tém uma expansdo decimal finita, ou dizima finita:

r = ﬂ:am...alao,blbgbg...bn'

i

e 0s demais numeros racionais tém uma expansdo decimal infinita,
mas periddica, ou seja:
— ou uma dizima periddica simples:

our ==4apy...ajay,b1b1by ...

our ==+ A - - - alag,bleblbg .

our ==+ Am ... 0A100, blbgb3blbgbg e
etc.,

— ou uma dizima periddica composta:

our ==xday,...a1a9,b1by...byc1c101 ...

our ==ay...a1ap,b1bs...bycicacico. ..

our ==xay,...a1a9,b1by...byc1c003¢1C003 . ..
etc.

Notacao:

Estd se fazendo necessdria uma notacdo que torne mais precisa e mais abreviada
a escritura das expansoes decimais periddicas. Para isto, foram inventadas varias
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notagoes. Aqui no Brasil, costuma-se empregar um vinculum para fazer tal abre-
viacao. Isto consiste em usarmos uma barra sobre todo bloco que se repete sucessi-
vamente:

Exemplo 4.23 -
Para indicarmos que em 0,444 ... o 4 se repete indefinidamente, escrevemos 0, 4.
Note que 0,238 = 0,2388 = 0,23888 = (),238888 = ... = (0,238 888 888... .

A expansao —0,235747474 ..., onde o bloco T4 se repete “sem parar”, pode ser
escrita como —0, 23574, como —0,2357474 e também como —0,235747.

Outra notagdo — usada principalmente em paises europeus e alguns asiaticos — con-
siste em envolver o bloco repetitivo com paréntesis, assim tendo-se, por exemplo:

0,235747474 ... = 0,23574 = 0,235(74).
Com esta notacdo, podemos caracterizar mais precisamente:

e as expansoes decimais periddicas simples, ou dizimas peridédicas simples, como:
:l:am .. .alao,ble ce bn 5

tendo-se que todos os a; € b; sao digitos;
e as expansoes decimais periédicas compostas, ou dizimas periédicas compostas,
como:
+a,,...a1a9,01b9... bnm7
tendo-se que todos os a;, b;j e ci sao digitos, e que os b; sao tais que a expansao
nao pode ser vista como simples.

Exemplo 4.24 -

Uma dizima periddica simples é 5,12, enquanto que 0,23574 é um ezemplo de dizima
composta.

Definicao 4.25 -

Chamamos de periodo de uma dizima periddica o primeiro® e menor bloco de digitos

que, repetindo-se sucessivamente, gera o restante da dizima.

3Lendo do primeiro digito depois da virgula para a direita.
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Exemplo 4.26 -

Em 5,121212... , o bloco 1212 se repete sucessivamente, mas o periodo é 12; en-
quanto que em 0,23574, o periodo € 74.

No caso das dizimas simples, o bloco bibs...b, é o periodo, desde que nao possa
ser “encurtado”. No caso das dizimas compostas, £a,,...a1ag,bibs ... b,Ci¢2 ... ¢y,
além de nos preocuparmos com o tamanho do bloco, temos de verificar se nao existe
um bloco repetitivo iniciando em algum b;. Ou seja, temos de verificar se o “can-
didato” a periodo é realmente o primeiro e menor bloco repetitivo. Com efeito,
observe que 0,1424242-.. = 0,142 = 0, 1424, mas o periodo é 42.

Exercicio 103 -

Mostre que numa dizima composta La,...aiag,biby...byc1¢2... ¢y, se tivermos
b, = ¢p, entao cica...cy nao € o periodo.

Observando que

ﬁ+b_2+ _|_b_”_b_1+b_2_|_ _|_b_"+ 0 +L+
10 102 10m 10 102 10m 107t o10nt2 ’
escreveremaos:

:i:am...alao, blbg...bn::tam...alag, blbgbnOO 5

de modo que podemos dizer que

toda expansdo decimal finita pode ser vista como uma expansao decimal
infinita de periodo 0 (zero). Exemplos:

1/2=10,5=0,5000...=0,50 e

—234/100 = —2,34 = —2,34000... = —2,340.

m rvaca mos resumir de uma maneir m sim ir u
Com essa observacao, podemos res de uma maneira bem simples e direta o que
ja conhecemos sobre a expansao decimal dos niimeros racionais:

Teorema 4.27 -

Todo racional tem como expansdo decimal uma dizima periddica (talvez de periodo
zero).
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Uma consequéncia deste teorema € que dizimas nao periodicas, como
¢ o caso de 0,10100100010000... , simplesmente nao tém sentido no
contexto dos nimeros racionais. Assim, o estudo dos nimeros racionais
limita-se ao estudo das expansdes periodicas.

Nesse sentido, uma préxima questao que se impoe é a seguinte:

serd verdade que, para qualquer periodo que imaginemos, sempre existird
algum nimero racional cuja expansao decimal (pelo método das divisées)
tem tal periodo?

O teorema seguinte diz que a resposta é negativa.

Teorema 4.28 -

O método das divisées nunca gera uma expansdo decimal cujo periodo € formado
somente por 9’s.

Prova:

A prova é por absurdo e basta considerar os casos 0 < a/b < 1. Ademais, a fim
de que o leitor nao se distraia com a pesada notacdo, vamos considerar um caso
particular significativo, deixando a prova do caso geral como um exercicio posterior.
Assim, suponhamos que o método das divisoes tenha produzido, por exemplo:

a/b=0,q1g2999... =0, q1459,

e mostremos que isso produz um absurdo.
Iniciemos observando que as trés etapas iniciais do método das divisoes produzem
os seguintes resultados:

00xa=q xb+mr;, com0<Lr;<b
10x7r =g xb+1ry, comO<Lry<b
100x7r9=9%xb+r3, comOQ<Krg<bh.

A partir deste ponto, as divisoes seguintes tém a forma 10 X r,, = 9 X b+ 1,41, sendo
que todos os restos verificam 0 < 7,41 < b. Consequentemente, cedo ou tarde,
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teremos uma repeticao, digamos, r4 = r7. Isso significa que teremos:

10 x 19 =9 x b+ r3, com 0 < ry3<b,
100xr3=9%xb+ry, comO<Lry<b,
10x7r4 =9 %xb+rs, com 0 < r5 <b,
100xr5 =9%xb+1rg, comO<Lrg<b,
10 X 1 =9 X b+ 14, com 0 <ry <b.

Ora, somando as igualdades envolvendo 10 x r4, 10 X 75 € 10 X 7g, obtemos:
10X (rg+mr54+716) =3x9Xb+ (15 + 16 + 74),
de modo que, simplificando:
9% (rgy+r5+rg) =3x9xDb,

de onde tiramos 74 + 15 + 17¢ = 3 X b; o que é uma impossibilidade frente a
0< rq,r5,16 < b.

CQD.

Exemplo 4.29 -

Pelo teorema, o método das divisées nao pode produzir expansoes como:
0,999...=0,9
0,4999... = 0,49.

Exercicio 104 -

Onde o raciocinio acima falha quando tentamos adaptd-lo para provar a impossibi-
lidade de uma expansdo tipo 0, q1qo8 ?

Exercicio 105 -

Escrever a demonstracio do teorema acima no caso 0,q1qs . .. q,9.
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A elucidacdo das dizimas de nimeros racionais iniciou por cerca de 1 700. Apds o surgimento
de algumas regras empiricas, varios grandes matemdticos daquele século, tais como J. H.
Lambert, L. Euler e L. Lagrange, iniciaram a construcao de uma teoria sistemdatica para as
dizimas periédicas.

Mas o maior expoente que se dedicou ao assunto foi K. F. Gauss. Em 1801, Gauss publicou
um dos livros mais importantes ja escritos sobre Matemadtica, o Disquisitiones Arithmeti-
cae (Investigagoes de Aritmética). No sexto capitulo deste livro, Gauss estuda as dizimas
periédicas. Para tal, introduziu nocoes hoje fundamentais para muitos campos matemaéticos:
a ideia de congruéncias modulares de numeros inteiros e sua aritmética.

Seu ponto de partida foi a observacao que toda fracio ordinéria pode ser decomposta como
uma soma de fracoes simples, ou seja, de fragdes cujo denominador é primo, ou poténcia de

ndimero primo. Por exemplo:
251 11 4

351 3 13
A partir dai, ele usa a aritmética modular para calcular o periodo de cada uma dessas
parcelas, e entdo a expansao decimal de cada uma delas. Somando-as, ele obtém a dizima
da fracao original. No caso de nosso exemplo:

11 — 4 S 251
7 = 0,407, = 0,307692 = 3 = 0,407407 + 0, 307692 = 0, 715099.

Os resultados de Gauss e muitos outros sobre propriedades das dizimas periddicas sao tra-
tados em cursos de Aritmética, e tém intmeras aplicagdes (fatoracdo de inteiros, provas de
irracionalidade de nimeros reais, calculo rdpido com fragoes, etc.).

Exercicio 106 -

Dentre os racionais da forma 1/n, o primeiro que tem um periodo maior do que
a capacidade do visor das calculadoras eletronicas € 1/17. Contudo, podemos usar
artificios para calculd-lo. Nesse sentido, observe as sequintes divisoes euclidianas:

107 = 17 x 588235 + 5
5x 107 = 17 x 2941176 + 8
8 x 102 =17 x 47 + 1.

Observando que o dltimo resto obtido foi 1, pede-se explicar por que esses cdlculos
nos permitem afirmar que:

1i7 — 0, 058823520 411 7647
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Resumo:

Para gerar uma expansao decimal a/b = 0,¢1g2g3 ... de um racional
0 < a/b< 1, 0 método das divisdes faz sucessivas divisdes euclidianas:

100xa=qy xb+r;, comO0<r <b,
10xX7ry =gy xb+r9, com0<Lry<bh,
10xrg=¢q3xb+rz, comO0<Lry<b,

tendo-se que:

e se a/b for equivalente a uma fracdo decimal, obteremos uma ex-
pansao da forma:

a/sz,qlqg...qn :0./ blbg...bnzo, blbgbn000 5
onde n é o primeiro valor de £ dando r; = 0;

e se a/b nao for equivalente a uma fracdo decimal, o processo de di-
visoes sucessivas nunca terminara (todos os restos ry # 0), mas os
digitos, cedo ou tarde, passarao a se repetir em bloco, resultando

— ou uma expansao periddica simples:

a/b=0,qG2 - Gn =0, biby...by;

— ou uma expansao periddica composta:

a/b=0,q192 .. @nGni1Gnt2 - Gnip = 0, biba...byC1c3. .. ¢
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4.5 Recuperacio de dizimas

Terminologia:

Por geratriz de uma dizima entendemos o ntimero racional, se houver, cuja expansao
decimal produz tal dizima.

O problema a resolver:

Dada uma lista de digitos da forma +ay, ...ajaq, bibobs... (ou seja: dada uma
dizima), queremos saber se ela é a expansao decimal (pelo método das divisoes)
de algum numero racional e, caso seja, desejamos encontrar uma representacdo em
fracao ordinaria para tal racional.

Pelo que ja sabemos sobre a expansao decimal de niimeros racionais:

e devemos nos restringir as dizimas finitas e as periddicas;

e devemos descartar as periddicas de periodo 9-repetido.

— Conversao de dizima finita em fracao ordinaria

Ja sabemos que uma dizima desse tipo é a expansdo de um nimero racional equi-
valente a uma fracao decimal, fracao esta que é obtida somando-se as parcelas en-
volvidas na expansao:

by by by x 10" by x 1072 4. 4 b,

— Conversao de dizima periddica simples em fracao ordinaria

Proposicao 4.30 -

Se biby ... by é um bloco de digitos ndo 9-repetido, o método das divisoes produz a
expansao decimal:

bibs...by, .
A2 0. Byby. . by
999~ Obiba.. b
—
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Ou seja, explicitando para n =1,2,3,...:

o 0 By = 0. bybyby ...
9
b1 by —
—— = 0,b1bp = 0,b1bob1bs ...
99 yb1ba = 0,b1b2b1 b2
b1bobs _
—= =2 —0.b1bobs = 0.b1bob2b1bobs . . .
999 0,b1b6203 = 0, b1b2b3b1b2b3

Prova:

Para que o leitor nao tenha sua atencao distraida pela notacdo, tomemos um caso
particular significativo: o do bloco bibobs # 999. ¢ Passando as sucessivas divisoes
euclidianas de a = b1bobs por b = 999, e atentando aos respectivos restos:

— escrevendo 10 x a = 10 X b1bybs = 999 x by + 71, entao:

r = 10 x blbgb3 — 999 x bl
= 10(100 x by + 10 x by + b3) — 999 X by
= by + 100 X by + 10 X bz = babzby < 999, logo, r; é resto;

— escrevendo 10 X 1 = 999 X by + 79, entao:

T2:10X’F1—999Xb2:10><b2b3b1—999><b2
= 10(100 x by + 10 x bg + by) — 999 x by
= by + 100 X b3 + 10 x by = b3b1bs < 999, logo, ro é resto;

— escrevendo 10 x ro = 999 x b3 + r3, entao:

T3:10X’F2—999Xb3:10><b3b1b2—999><b3
= 10(100 X bg + 10 X b1 + bg) — 999 x b3
= b3 4+ 100 x by + 10 X by = b1babs < 999, logo, r3 é resto.

Observemos agora que encontramos uma repeticao de restos: r3 = rg = a = b1babs.
Isto significa que temos uma repeticao ciclica dos restos produzidos pelo método,
neste caso:

ro =a = blbgb3 —ry = bgblbg — o = b2b3b1 — 3 = blbgbg — ..

4Note que essa hipétese implica que também valem b1babs < 999, basb1ba < 999 e babsb; < 999,
as quais serdo usadas a seguir.
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0 que provoca o seguinte sequencionamento dos digitos:
b1—>b2—>b3—>bl—>bg—>b3—>bl...

ou seja, temos a expansao decimal:

b1babs
999

= 0,b102b3 = 0,b1b2b3b1b2b3 . .. .

CQD.

Exercicio 107 -

i). Refazer o raciocinio da prova da proposicdo anterior no caso concreto 234/999,
observando a permutac¢ao ciclica dos digitos dos restos e, assim, a repeti¢do
periddica dos digitos da expansao.

i1). Escrever a prova da proposi¢ao anterior no caso biby/99.
i11). Escrever a prova da proposi¢ao anterior no caso geral bibs ...b,/99...9.

Tratemos agora da reciproca: serd que toda lista de digitos, infinita e periddica de
periodo nao formado sé por 9’s, é a expansao decimal de algum niimero racional?

Teorema 4.31 -

Toda dizima periodica simples 0, bibsy ... by, onde o bloco biby ... b, nao é 9-repetido,
€ a expansdo decimal, obtida pelo método das divisoes, de exatamente um nimero
racional 0 < r < 1. Ademais, este racional € dado pela fracdo ordindria:

bibs ... by,
r=——

99...9

_—

n
ou seja,

_ biby... by
Co10m -1

O que podemos resumir como:

Cbiby...b,  biby...b,

biby ... by
0, b1bo 99...9 10" —1
= —
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Exemplo 4.32 -

Antes de passarmos a prova desse teorema, exemplifiguemos o seu significado e a
notagao empregada.

Esse teorema nos garante que a dizima 0,121212... € proveniente de um niumero
racional e que este racional é dado por

12

99 33

Confiramos diretamente. Como:

40=1x33+7
70 =2 x 33 + 4,

seque que r1 = 7, ro = 4, r3 = 7, e a expansdo decimal de 4/33 ¢, com efeito,
0,121212....

Prova do teorema:

Pela Proposicao 4.30, ja temos um ntimero racional cuja expansao decimal é a dizima
dada. Nos resta provar que somente ele serve, ou seja, que todo racional — cuja
expansao decimal (pelo método das divisoes) é a dizima dada — tem de ser equivalente
a fragao ordindria biby...b,/99...9.

Novamente, para que o leitor nao tenha sua atencao distraida pela notacao, tomemos
um caso particular significativo: r = a/b = 0, bybobs. Ficard como exercicio posterior
provar o caso geral.

Suponhamos entao que a dizima dada seja a expansao de um racional 0 < a/b < 1.
Isto significa que temos a seguinte sequéncia de igualdades:

I00xa=b; xb+r, com0<ry <b
10 xr1 =by Xxb4+1r9, com 0L rg <b
10 Xrg=bg3 xb+r3, com0<Lr3<b
10xr3=b Xxb+ry, com0<Lry <b
10 xrg=by xb+1r5, com0<Lrs<b
10 X r5 =bg X b+ 16, com 0 < rg <b
10xrg=5b xb+r7, com0<Lr;<b

Pela periodicidade, e o fato de que os restos tém de estar compreendidos entre 0 e b,
segue que, cedo ou tarde, numa dessas igualdades voltara aparecer by x b + r;. Por
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exemplo, suponhamos que isso ocorra quando by X b+ r7 = by X b+ r1. Ora, isto
implica que r¢ = a e, entao:

100 x a=10xb;y xb+10x7r; =10 X by + by X b+ 179
:bleXb+T2
1000 x a =100 x by X b4+ 10X by x b+ 10 x 179 =100 X by x b+ 10 X by x b+ by x b+ 13
:blbgbg Xb+7"3
10000 x @ = 1000 x by X b+ 100 x by x b+ 10 x bg x b+ 10 x r3
=1000 x by x b+ 100 x by x b+ 10 x by x b+ by X b+ 14
:blbgbgbl X b+7"4

1000000 X a = blbgbgblebg X b+ Te = blebgblebg, X b+ a,

de modo que 999999 X a = b1bob3b1bobs X b e, entao:

a blb2b3b1b2b3 exerc. b1b2b3

- = D.
b 999999 999 €Q

Exercicio 108 -

i). Determine racional que tenha representagdo decimal igual a 0,123456, expressando-
o0 através de uma fragdo irredutivel.

i1). Determine racional que tenha representacao decimal igual a 5,123456, expressando-
o através de uma fracao irredutivel.

Exercicio 109 -
i). Sendo by,bs digitos, prove que:

biby  bibobiby  bibobibobiby

99 9999 999999
Dica: inicie provando que (10000 — 1) X byby = (100 — 1) X bbb by.

it). Enuncie e prove a versdo geral do resultado de (i): biby...b,/99...9= etc.

Exercicio 110 -

i). Escrever a prova do teorema anterior no caso n = 2.
i1). Idem para o caso n = 1.

i11). Escrever a prova do teorema anterior no caso geraln > 1.
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— Conversao de dizimas periédicas compostas em fracoes ordindrias

Exercicio 111 -

Sejam digitos by, bo, ..., bn, c1,¢2,...,¢cp. Pede-se provar:

i). paran=2ep=3:

b1b2 C1C2C3 . blb2016203 — b1b2 .
100~ 99900 99900 ’

ii). para quaisquern >1ep > 1:

blbg...bn 6162...Cp _bl...bnclcg...cp—bl...bn
10” 99...90...0 99...90...0
N—— AN N—— AN
p n p n

Teorema 4.33 -
Toda dizima periodica composta
0./ blbg e bnclcg - Cp,

onde o bloco cicy ... ¢, nao € 9-repetido, € a expansio decimal (obtida pelo método
das divisoes) de exatamente um nimero racional 0 < r < 1. Ademais, este racional
€ dado pela fracdo ordindria:

_biba . by c1c2... Cp
1o 99...90...0°
N—— N

P n

Ou equivalentemente,

Podemos resumir 1sso como:

bl...bnclcg...cp—bl...bn
99...90...0
N——A—
p n

0,b1b2...bycica .. ¢y =

170



Cap.4 Ndmeros racionais: sua expansdo decimal

O que também podemos resumir, repetindo a regra que aparece nos livros do Ensino
Fundamental.

Para recuperarmos a fracdo ordindria a partir da qual o método das
divisoes gera uma dizima da forma

0, blbz e bnclcQ e Cp

(onde o bloco periédico nio é 9-repetido), toma-se:

e como numerador a diferenca de dois inteiros, o primeiro formado
pela parte nao-peridédica da expansao seguida do periodo, e o se-
gundo formado pela parte nao-periédica;

e como denominador o inteiro formado de tantos 9’s quantos sao os
digitos do periodo, seguidos de tantos 0’s quantos sao os digitos
da parte nao-periédica.

Prova:

A fim de que o leitor nao seja distraido com a complicada notagao, raciocinaremos
com um caso particular significativo, 0, b1bociéac3 , deixando o caso geral como um
exercicio posterior.

Novamente, o raciocinio terd duas partes: na parte inicial, mostraremos que, se a
dizima dada for a expansao decimal (produzida pelo método das divisdes) de um
racional, entao necessariamente este racional s6 pode ser dado pela fragdo ordinaria
do enunciado do teorema; na parte final do raciocinio, mostraremos que efetivamente
essa fracao ordindria tem a expansao decimal dada.

Primeira parte.
Supondo que a dizima dada tenha sido produzida fazendo a expansao de um racional
0 < a/b < 1, teremos a seguinte sequéncia de igualdades:

10xa=b; xb+r;,com0<r <b
10 X1y =by Xxb+19, com 0 <L ro<b
10xrg=cy xb+rz, com0Lry3<b
10 xXrg=cyxb+14, com0<Lry<b
100xry=c3xb+r5, com0<Lr;s<b

Para acharmos a/b, iniciamos multiplicando a primeira igualdade por 10, o que nos
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da: 100 x a =10 x by x b+ 10 x 71 = (10 x by + by) x b+ r9, ou seja:

a_biby 1

b 100 100 x b’

Para determinar o valor da ultima parcela, basta observarmos que, a partir da
terceira igualdade acima, temos uma situagao analoga a que encontramos na prova
do Teorema 4.31, de modo que seguramente podemos escrever:

T2 C1C2C3

b 999

e assim, finalmente:

b~ 100 T100xb 100 T 99900 °

Resta aplicarmos o Exercicio 111, para concluirmos que:

a b1 bg T9 b1 bg C1C9C3

_ bibacicocy — bibo
N 99900

Sequnda parte.
Verificaremos agora que, efetivamente, o candidato

b 100 + 99900 100 + 100 999

acima tem como expansao decimal a dizima dada, 0, b1bscicacs .

Para isso, iniciamos observando que, como o bloco ¢jcoc3 é suposto ser nao 9-repe-
tido, teremos

a b1 bg C1C2C3 bl bg 1 C1C9C3
= = X —

1 C1C9C3 1
O< 100 * 999 100"
Isso implica que a parcela cjcac3 /999 s6 pode influenciar a expansdo decimal de a/b a
partir da casa dos milésimos. Esse fato e mais a igualdade b1by/100 = by /10+b2/100
determinam que, com certeza, a expansao decimal da fracdo a/b dada, até a casa
dos centésimos, é a/b = b1/10 + by /100 + ... , sendo que os digitos a partir da casa

dos milésimos serdo determinados apenas pela parcela ¢jcac3/99900.

Ora, da Proposicao 4.30, sabemos que o método da divisdo aplicado a ¢1cac3/999 gera
uma sequéncia de digitos que tem cjcac3 como periodo, e inicia na casa dos décimos.
Consequentemente, esse método aplicado a c¢1c0c3/99900 gera uma sequéncia de
digitos que tem cjcaocy como periodo, e inicia na casa dos milésimos. Podemos
concluir afirmando que o método das divisdes produz a expansao:

a b1 bg C1C9C3

b 100 99900

= 0, 6162010203 .

CQD.
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Exemplo 4.34 -

Pelo teorema, temos que 0,583 = 0,583333... ¢ gerada pelo nimero racional

L D858 525 105 21 T
900 900 180 36 12°

Confiramos diretamente. Como:

70=5x 12+ 10
100 =8 x 12 +4
40=3x12+4,

seque que . = 10,79 = 13 = -+ = 4, e a expansao decimal de v é, com efeito,
0,583333... .
Exercicio 112 -

i). Determine fra¢ao ordindria representando o racional cuja expansao decimal é
igual a 0,12123456. A sequir, expresse-o também por meio de fragao irredutivel.

i1). Idem para 5,12123456.

Exercicio 113 -

i). Aplique a regra anterior nos sequintes casos particulares: 0,00555, 0,0004848
e 0,00012.

it). Formule uma regra especial para os casos 0,00...0¢1¢z ... ¢p.

Exercicio 114 -

i). Escrever a prova do Teorema 4.33 no caso n = 2.
i1). Idem para o cason = 1.

i11). Idem para o caso geral n > 1.

Exercicio 115 -

Para encontrar a geratriz de 0,3454545... , vamos observar que esta dizima pode
ser escrita como 0,345, e como 0,3454. Pede-se aplicar a regra acima nos dois
casos e verificar que determinam o mesmo racional. Essa conclusdo vale em geral?
Justifique.
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Exercicio 116 -

Mostre que mesmo que forcemos a ver uma dizima simples como composta (exemplo:
0,4 = 0,44) e apliquemos o Teorema 4.33 para achar sua geratriz, a fracdo que se
obtém ¢ a correta. O que V. conclui disto?

Exercicio 117 -

Pesquise nos livros-texto de Ensino Fundamental e Médio como € feita a dedugao da
regra que converte uma dizima periédica em um numero racional. A sequir, faca uma
discussdo, comparando a maneira vista aqui com a maneira exposta em tais livros.
Em particular, deseja-se que o leitor atine que a maioria desses livros, visando a
simplicidade, relega a um sequndo plano o rigor matemdtico. Mais especificamente,
deseja-se que o leitor aponte o ponto exato dessa falta de rigor matemdtico e, assim,
entenda o porqué de nossas demonstracoes mais complicadas.

4.6 Apreciacio do que fizemos até aqui

— Pontos positivos

Vimos que todo niimero racional tem uma expansao decimal, e vimos também como
determind-la. Reciprocamente, vimos que toda dizima nao 9-repetida é a expansao
decimal de exatamente um numero racional, e também vimos como calcula-la.

— Deficiéncias de nosso tratamento dos nimeros racionais

e Tratamos muito brevemente o significado das expansoes decimais com infinitos
digitos.
Expansoes como 1/3 = 0,333333. .. foram introduzidas como meras expansoes,
nas quais o método das divisoes fica produzindo digitos sem cessar: nao péra!
Nao exploramos que, por tras disso, esta a possibilidade de produzirmos apro-
ximacgoes com quantidade finita de digitos, mas de exatidao crescente. O uso
pratico dos numeros racionais por meio de suas expansoes decimais — nas
ciéncias, tecnologia e cotidiano — torna imperioso que estudemos a fundo a
ideia de aproximacao.

e Nao demos um cardter plenamente numérico as dizimas.
Embora tenhamos visto que elas sejam capazes de expressar quantidades (os
numeros racionais que as geram), nao lhe demos um cardcter aritmético: nao

3

vimos como soma-las e multiplica-las.
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Problema de S. Stevin®:
substituir integralmente a aritmética das fragées ordindrias pela aritmética
das dizimas.

Este problema apresenta dificuldades técnicas e conceituais, nao podendo se
resumir na operagao direta com as dizimas. Exemplifiquemos. A ideia intuitiva
de considerar 0,1 + 0,2 = 0,3 como a versao “soma de dizimas” de 1/10 +
2/10 = 3/10, funciona perfeitamente. Poderiamos ficar encorajados de dizer
que 0,111...40,222... =0,333... e nos entusiasmar ao verificar que 1/9 +
2/9 =3/9 =1/3 = 0,333.... Porém, nao temos, ao menos ainda, como
interpretar e compatibilizar:

1
0,111...+0,888...=0,999..., versus —+§:2:1
9 9 9
Como associar naturalmente a dizima 0,999..., e as demais

dizimas 9-repetidas, a nimeros racionais?

A definicao de multiplicacao de dizimas é ainda mais dificil. Se ela é facil
para o caso de duas dizimas finitas, ela ndo é ébvia no caso das infinitas. Por
exemplo, como definir e calcular: 0,555... x 0,888... 7

— Deficiéncias do campo dos nimeros racionais

Os ntumeros racionais estao muito longe de constituirem um campo numérico ma-
tematicamente satisfatério: existem muitos problemas que ficariam sem solucdo, se
nos contentassemos com eles. Por enquanto, nos limitaremos a observar uma insu-
ficiéncia aritmética do campo dos racionais, qual seja: sua incapacidade de atribuir
um resultado a simples operacao de extracao de raizes quadradas. Vejamos.

Para qualquer tipo de ntimero y que possamos multiplicar, entendemos por raiz
quadrada de tal y um ntmero z de mesmo tipo e que seja tal que z?
Abreviamos isto escrevendo z = /.

= XzT=1.

No caso dos niimeros racionais, temos que z € Q = 22 > 0, dai somente podemos
esperar poder calcular a raiz quadrada de racionais positivos e do zero. Ainda mais
importante é constatar a seguinte situagao, no minimo, deselegante:

®Foi Stevin que — por meio de seu livro La Disme, escrito cerca de 1 600 — divulgou no Mundo
Cristao a aritmética das dizimas, ja conhecida ha séculos no Mundo Islamico, India e China.
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Alguns racionais positivos tém raiz quadrada e outros nao!
Esta inconveniéncia ja ocorre na lista dos inteiros positivos:

1,2,3,4,5,6,--- = V1=1,v2=?,V3=?,V4i=2,V5=2,...

Provemos, por enquanto, apenas a primeira “insolubilidade” da lista acima. Ou seja, pro-
vemos que nao existe nenhum nimero racional a/b cujo quadrado seja 2. Ou seja, que nao
existem inteiros positivos e relativamente primos, a e b, tais que:

a® = 2.

Ora, do Teorema Fundamental da Aritmética é imediato que as fatora¢ées em primos dos
quadrados a® e b? sé podem conter poténcias pares de primos. Assim, o fato de termos
a® = 2b%, nos levaria ao absurdo de termos que na fatoracdo de a® o primo 2 entra com
poténcia impar.

Na verdade, o fato acima é muito mais do que deselegante, uma vez que o célculo
de raizes quadradas é uma operagao extremamente comum em Matematica (uso do
Teorema de Pythagoras, da férmula de Bhaskara, etc.). Nos capitulos adiante, traba-
lharemos mais profunda e detalhadamente a questao das “insuficiéncias” aritméticas,
bem como as insuficiéncias algébricas e geométricas do campo dos racionais.

— A saida: generalizar o conceito de nimero, indo aos nimeros reais

A importancia pratica e tedrica das fracoes e das expansoes decimais mostram que
seria um total absurdo pensarmos em abrir mao dos nimeros racionais. Logo, para
resolvermos as deficiéncias acima, s6 nos resta uma saida: adotar um ponto de vista
mais geral, criar um campo numérico que inclua os racionais e seja mais satisfatério.
Este campo serd o dos nimeros reais, assunto dos préximos capitulos.

Exercicio 118 -

i). Generalize o raciocinio acima para provar que \/P nunca pode ser racional, se
p for primo.

ii). Mostre que o raciocinio acima ndo aborda todas as impossibilidades de resul-
tado racional para \/y, com y inteiro positivo. Ou seja, prove que, apesar de
6 ndo ser primo, /6 ndo pode ser racional.

Exercicio 119 -

Como um exemplo da utilidade de podermos considerar 0,999 ... como uma repre-
sentacdo decimal legitima de 1, calcule 1 —r, onde r = 0,5212121 ... = 0,521. Para
tal, escreva 1 —r =0,99999... —0,52121... = etc.
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4.7 Leitura complementar: elucidando as geratrizes

Veremos aqui alguns resultados que, a partir de informagoes sobre uma dizima,
nos permitem concluir propriedades da fracdo ordindria irredutivel que tem como
expansao decimal tal dizima. Nos limitaremos aos resultados mais simples e, desde
ja, salientamos que os mesmos nao serao utilizados nos capitulos posteriores.

Proposicao 4.35 -
Uma fragao irredutivel que gera uma dizima (verdadeiramente) composta nao pode
ter numerador terminando com o digito 0.

Prova:

Do Teorema 4.33, sabemos que

bl...bnclcg...cp—bl...bn
99...90...0
—A
p n

0,b1b2...byc1c2 .. .¢p) =

Logo, para que o numerador da fragdo ordindria geratriz termine com o digito 0,
temos de ter ¢, = by, o que contradiz estarmos tratando com uma dizima composta.

CQD.

Proposicao 4.36 -

Para uma fragao irredutivel, se sua dizima € periodica simples, entdo seu denomi-
nador nao pode ter nem 2 e nem 5 como fator.

Prova:

Do Teorema 4.31 temos que

— biby...b,
0, blbzbnzlggig

n

Como este denominador s6 contém digitos 9, segue que é impossivel o mesmo ter
fator 2 ou 5, e isso mesmo depois de eventuais simplificacoes com o numerador
visando chegar a uma fracao irredutivel.

CQD.
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Proposicao 4.37 -

Se uma fragao irredutivel tiver dizima periodica composta, entdo o denominador
desta fracao terd como fator ao menos um dentre 2 e 5, e este fator terd um expoente
igual ao numero de digitos da parte nao-periddica da dizima (entendendo-se que esta
esteja escrita em sua forma mais “econdmica”).

Prova:

Como temos feito, para nao distrair o leitor com a complicada notacao, mostremos
o raciocinio num caso significativo, o da dizima 0, b;bacicacs. Ficard para o leitor,
como exercicio posterior, redigir a prova do caso geral.

Sabemos, do Teorema 4.33, que

b1 bgCl CoC3 — b1 bg
99900

0./ b1b2616263 =
e queremos mostrar que o denominador da correspondente fracdo irredutivel admite
ao menos um dentre 22 e 52 como fator.

Iniciemos observando que o denominador acima se escreve como
99900 = 999 x 100 = 999 x 22 x 52,

Consequentemente, ao simplificarmos a geratriz, tendo em vista que a Proposi¢ao 4.35
proibe de obtermos numerador com fator 10, podemos eliminar um fator 2 ou um
5, mas nunca os dois ao mesmo tempo. Consequentemente, apds a simplificagao,
sobrara 22 ou 5%, ou ambos.

CQD.

Teorema 4.38 -

Uma fragao irredutivel gera uma dizima finita <= seu denominador é da forma
2% x 5P, onde os inteiros a, 3 > 0.

Prova:

Este resultado é mero resumo do que dizem o Teorema 4.5 e o Exercicio 93.

CQD.
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Teorema 4.39 -

Uma fragao irredutivel gera uma dizima periddica simples <= seu denominador
nao tem nem 2 e nem 5 como fator.

Prova:

A proposicdo 4.36 nos mostra que a condicdo é necessiria. Resta mostrar que é
suficiente, ou seja, que se o denominador nao tem nem 2 e nem 5 como fator, entao
a dizima é periddica simples. Ora, isto é verdadeiro, pois é a contrapositiva do
Teorema 4.37.

CQD.

Teorema 4.40 -

Uma fragao irredutivel gera uma dizima periddica composta <= seu denominador
tem, com outros fatores, ao menos um dentre 2 e 5 como fator.

Prova:
O enunciado desse teorema é a versao —p <= —¢q do teorema anterior.

CQD.

Exercicio 120 -

Escrever a prova para o caso geral da Proposi¢ao 4.37.

Exercicio 121 -

FEscrever a prova do Teorema 4.39, sem apelar diretamente para o Teorema 4.37.

Exercicio 122 -

FEscrever a prova do Teorema 4.40, sem apelar diretamente para o Teorema 4.39.
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CAPITULO B

NOCOES BASICAS SOBRE A
RETA EUCLIDIANA

5.1 Segmentos de reta: comparacio

5.2 Segmentos de reta: operagoes

5.3 Propriedade arquimediana da reta

5.4 Postulado do continuo

5.5 Algumas palavras sobre Construcdes com Régua e Compasso

Neste capitulo apresentaremos e discutiremos alguns resultados basicos da Geome-
tria Euclidiana, relativos a noc¢ao de reta. A razao dessa breve incursao em Geome-
tria Euclidiana é que, no capitulo seguinte, iremos considerar o problema da medigao
de segmentos de reta e, para que possamos fazer isto de maneira matematicamente
consistente, precisaremos ter uma descricao matematica rigorosa da reta.

Uma das principais propriedades da reta euclidiana é a sua continuidade topoldgica .
Com efeito: a reta euclidiana é o mais importante e conhecido exemplo de continuo
topolégico. ! O propésito maior deste capitulo é explicar o significado disso.

!Também se diz que a reta é um continuum
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Em cursos de Geometria Superior, o leitor estudard outras propriedades da reta eu-
clidiana e serd apresentado a diversos tipos de reta, como a reta projetiva. Também
ficard para outras matérias o estudo dos demais exemplos de continuos.

5.1 Segmentos de reta: comparacio

— Notacao e terminologia inicial

Trabalhando na reta euclidiana, denotaremos seus pontos por letras latinas maitisculas
e usaremos a notagao AB para denotar o segmento de reta que tem os pontos A e
B como extremidades.

— Comparacao de segmentos de reta

Queremos definir o que entenderemos ao dizer que um segmento de reta AB é con-
gruente, menor ou maior do que um outro segmento C'D. Esta comparacao pode
ser feita por meio de um compasso, conforme passaremos a explicar.

Definicao 5.1 -

Na reta euclidiana, diremos que dois segmentos de reta sao congruentes se for possivel
superpo-los exatamente.

Essa operacgao de “superposicao” deve ser vista como a idealizacao da seguinte cons-
trucao geométrica, realizada com um compasso: fazendo as pontas do compasso
coincidirem com as extremidades do primeiro segmento e, mantendo esta abertura
fixa, verificamos se é possivel fazer o mesmo com as extremidades do segundo seg-
mento.

Que basta preocupar-nos com as extremidades é consequéncia do axioma da Geometria
Euclidiana que diz que por dois pontos passa exatamente uma reta. Com efeito, segundo tal
axioma, todo segmento de reta fica univocamente determinado por suas extremidades.

Notacdo

Dados dois segmentos de reta quaisquer, AB e C'D, se ocorrer de eles serem con-
gruentes, escreveremos AB = CD; caso contrario, escreveremos AB # CD.

(Nos livros de Geometria, podem ser usadas outras notagoes, tais como AB = C'D
e AB =2 CD. O importante é o leitor ter bem claro que congruéncia ndo é o mesmo
que igualdade de conjunto de pontos.)
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Definicao 5.2 -
Na reta euclidiana, dado um segmento de reta AB, diremos que:

e AB serd menor do que um segmento CD, se for possivel deslocar/transladar
AB com o compasso de modo a ficar estritamente contido em CD ;

e AB serd maior do que um segmento CD, se CD for menor do que AB.

Notacdo:

AB = CD significard que os segmentos AB e C'D sao congruentes
AB < CD significard que AB é menor do que CD

AB > CD significard que AB é maior do que C'D

AB < CD significard que ou AB = CD ou AB < CD

AB > CD significard que ou AB =CD ou AB > CD.

Confira na figura a seguir:

AB = CD

o
(n1)

AB < CD

5.2 Segmentos de reta: operacdes

— Adicao de segmentos de reta

Dados dois segmentos AB e C'D sobre uma mesma reta, sua soma é o segmento AE
que se constrdi prolongando AB, a partir de B, até um ponto F, tal que BFE seja
congruente a C'D.
Notacdo:

AB+CD = AFE.
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Confira na figura a seguir:

A B A B E
| |
¢ D G D
AB +CD = AE

— Muiltiplo de um segmento de reta

Notacdo.
Para cada m ntmero natural positivo e cada segmento de reta AB, por n - AB
denotaremos o segmento C'D obtido somando n cépias de AB:

n
n-AB=AB+AB+ --- + AB.

— Divisao de um segmento dado em partes iguais (ou aliquotas)

Definicao 5.3 -
Se dividirmos um dado segmento de reta em partes iguais, chamaremos cada uma

delas de parte aliquota do segmento.

Passemos a mostrar que, usando apenas compasso e régua, podemos dividir qualquer
segmento de reta em 2, 3, ou quantas aliquotas desejarmos. Este processo de divisao
baseia-se no Teorema de Thales, que recordamos a seguir.
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Teorema 5.4 (Teorema de Thales) (versio simplificada) -

Suponhamos que trés retas paralelas r,s,t cortam as retas m,n nos pontos A, B,C
e A',B',C’, respectivamente. Se AB e BC sdo congruentes, entio também serdo
congruentes os segmentos A'B’ e B'C’ (veja Figura).

Teorema 5.5 -

Cada segmento de reta pode ser dividido em quantas aliquotas quisermos.

Prova:

Para que o raciocinio fique bem claro, iniciemos com um caso particular: mostremos
como dividir um segmento qualquer AB dado em trés partes iguais, ou trés aliquotas.

Iniciemos com o tracado de uma semi-reta de origem A (acompanhe na figura que
segue), cuja diregao nao coincida com a dire¢cao de AB. A seguir, marcamos sobre
tal reta, a partir do ponto A e com o compasso, trés segmentos congruentes quais-
quer: AR, RS e ST.
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A B

Tracando paralelas, obtemos o ponto D (que é a interseccio entre AB e a paralela a
BT, passando por S) e o ponto C' (que é a interseccao entre AB e a paralela a BT,
passando por R), conforme mostra a seguinte figura:

3

A /C 4D B

Pelo Teorema de Thales, é imediato vermos que: AC, CD e DB sdo congruentes.
Assim, acabamos de dividir AB em trés partes iguais.

Um outro caso particular: divisao de AB em cinco partes iguais. Fazemos raciocinio
andlogo: sobre uma semi-reta de origem A e direcio diferente de AB, marcamos com
0 compasso cinco segmentos congruentes e tracamos paralelas de modo semelhante
ao ja feito. A figura a seguir e o Teorema de Thales nos mostram que dividimos o
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segmento AB em cinco partes iguais.

Ay s /s S B

Certamente, o leitor nao terd a menor dificuldade em ver que os procedimentos que
foram descritos sao ficeis de modificar para o caso de querermos dividir AB em
qualquer outro ntimero de partes iguais, tais como dez, cem etc.

CQD.

Notac3o.

Por % - AB denotaremos qualquer um dos segmentos obtidos dividindo-se o segmento
de reta AB em m partes iguais (onde m é um inteiro > 1).
Podemos combinar as notacoes anteriores, escrevendo:

m m

isto é, ™ - AB indica n copias do segmento % - AB.

5.3 Propriedade arquimediana da reta

A propriedade da reta euclidiana que a seguir enunciaremos é fundamental para que
possamos medir qualquer segmento de reta, conforme veremos no préximo capitulo.
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’

E importante salientarmos que a mesma ndo € um teorema e sim um axioma ou
postulado. Embora nao fosse explicitamente formulada como axioma nos Elementos
de Euclides (300 AC), seu uso intuitivo era bem aparente quando da aplicacdo do
método da exaustao ao calculo de areas e volumes, o que ja tinha sido notado por
Eudoxos (375 AC). A atribuigdo deste postulado a Archimedes (200 AC) deve-se ao
fato de ter sido ele o primeiro a reconhecer sua “indemonstratibilidade”.

Também é importante enfatizarmos que ja encontramos essa “propriedade arqui-
mediana” no contexto dos niimeros inteiros e racionais. Com efeito, ela se aplica
a muitos tipos de grandezas, embora existam o que se chama de “grandezas nao-
arquimedianas”.

— Postulado de Archimedes/propriedade arquimediana

Na reta euclidiana, dado um segmento de reta AB (nao reduzido a um dnico ponto),
para cada segmento CD que escolhermos, sempre se acha um nimero natural n tal
que o segmento formado pela soma de n cdpias de AB é maior do que CD:

CD <n-AB.

AB
2AB

3AB_
4 AB

CD

AB e' menor do que CD, mas
4AB &' MAIOR do que CD
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5.4 Postulado do Continuo

A continuidade da reta é uma ideia que tem fascinado e intrigado a Humanidade
por muitos séculos. Em esséncia, deseja-se dizer que a reta niao tem “furos” ou
interrupcoes. Fuclides, em seu Elementos, considerou esta ideia como intuitiva, nao
explicitando-a como axioma ou postulado. Isso somente acabou ocorrendo mais de
dois mil anos depois, apds os trabalhos de Dedekind e George Cantor.

Para caracterizar matematicamente a continuidade da reta euclidiana, serd impor-
tante considerarmos dois tipos muito especiais de sequéncias de segmentos de reta:

Definicao 5.6 -

Uma sequéncia de segmentos de reta P1Qy, P»Qq, ... é dita encaixante se estes
segmentos, vistos como conjuntos de pontos, verificarem as inclusoes:

PiQiODPQ2 D P3Q32 - DPQn 2D Prii1Qpi1 2 - .

Definicao 5.7 -

Uma sequéncia (infinita) de segmentos reta P1Q1, PoQo, ... € dita evanescente se:
e for encaizante;
e ¢, ademais, para cada segmento de reta AB (nao reduzido a um unico ponto)

que escolhermos, sempre pudermos encontrar um n tal que o n-ésimo segmento
da sequéncia satisfaca:

FP,Q, < AB.

As figuras a seguir ilustram exemplos de duas sequéncias de segmentos encaixantes,
uma evanescente e a outra nao.
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NAQO evanescente evane.l-sc:ente
P1 : ! Q1 P1= i Q1
P2— . 2 ' Q2
P3 — 5 Q%z P3 ——a3
: —_—
I | —_
T ¥ P ]
: i +
T T S
—_— t
I ! |
L |
P
Podemos, finalmente, caracterizar a continuidade da reta euclidiana:
— Postulado do Continuo/Principio dos Segmentos Evanescentes
Sempre que P1Q1, PoQo, P3Q3, ... for uma sequéncia evanescente de segmentos de

reta, podemos afirmar que existe exatamente um ponto comum a todos os segmentos
da sequéncia.

Intuitivamente, esse postulado ou axioma diz que a reta euclidiana é “continua”, isto
é, nao tem “buracos”. Isso pode ser interpretado mais concretamente dos seguintes
modos:

1) Se numa posi¢ao qualquer da reta FEuclidiana colocdssemos as pontas de uma
pinga e, depois, comecdssemos a fecha-la, fazendo-a ficar com abertura sucessiva-
mente 1/10, 1/100 etc. da abertura inicial, e se continudssemos com este processo
eternamente, entao teriamos um tdnico ponto que ficou “prensado” pela pinga em
todas as etapas.

2) Se focdssemos um microscépio sobre a reta e sucessivamente aumentarmos a
resolucao do microscépio em 10 vezes, 100 vezes etc., entdo, “no infinito” veriamos
exatamente um ponto, qualquer que tenha sido a posicao inicial do microscépio. Em
outras palavras, existird apenas um ponto que permanecerd no campo de visao do
microscépio em todas as etapas.
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Resumindo

Nao podemos deixar de enfatizar que as propriedades arquimediana e
de continuidade da reta euclidiana nao sao demonstrdveis: a Geometria
Fuclidiana exige, ou postula, que elas sejam verdadeiras.

Embora seja bastante seguro afirmar que — em seus estudos de Geo-
metria nos Ensino Fundamental e Médio — o leitor nunca encontrou
nenhuma mencao dessas duas propriedades, é importante se observar
que um exame minucioso das demonstragoes geométricas que 14 estu-
dou mostra que elas, intuitiva e inconscientemente, foram usadas muito
frequentemente.

Uma das razoes pelas quais, hoje em dia, usamos a denominacao “reta
euclidiana” é o desejo de enfatizar que estamos tratando de uma reta
que é arquimediana e continua. Em cursos avancados, o aluno podera
ter a oportunidade de estudar geometrias que nao verificam alguma
dessas duas propriedades. O exemplo mais simples é o das geometrias
finitas, cujo espaco é formado de um nimero finito de pontos.

5.5 Algumas palavras sobre Construcdes com Régua e Compasso

Praticamente a totalidade dos textos atuais d& como evidente que podemos dividir qualquer
segmento de reta dado em tantas partes iguais quantas desejarmos. Tradicionalmente fa-
lando, isto seria considerado como heresia. O objetivo desta secao é explicarmos o que ha
por tras disto e justificar nosso ponto de vista.

O estudo dos objetos geométricos planos envolve a construgao de linhas retas e curvas. Para
isso, se usam instrumentos de varios tipos. Estes instrumentos variaram bastante ao longo
dos tempos e das civilizacoes. Por exemplo, os gedmetras e agrimensores da civilizacao
egipcia tinham como instrumento de trabalho uma corda na qual tinham sido feitos nds
uniformemente espacados.

Quando, por volta de 500 AC, os gregos iniciaram o estudo cientifico da Geometria, como
sua cultura tinha em alta estima a simplicidade, elegeram como instrumentos geométricos
preferidos a régua e o compasso, pois estes s@o os instrumentos que nos permitem construir
as linhas mais simples possiveis: retas e circulos. Alguns gregos, entre os quais Archimedes,
aceitavam usar outros instrumentos.
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Euclides — em seu livro Elementos, escrito por volta de 300 AC, e que por quase 2000 anos foi
o mais importante livro de Matemadtica em boa parte do Mundo Cristao — adotou o costume
ja tradicional de permitir apenas o uso de régua e compasso. Dada a sua significativa
autoridade, esses instrumentos (na verdade, suas “tradu¢des matematicas”) passaram a ter
um carater oficial, e as correspondentes construcoes passaram a ser chamadas de “construcoes
euclidianas”, hoje mais conhecidas como “construcoes com régua e compasso”.

Assim, de um modo inicial e grosseiro, as construcdes euclidianas sdo as construcoes
geométricas que podemos fazer com uma régua e um compasso. A funcdo maior da régua é
estabelecer colinearidade, e a do compasso é estabelecer equidistancia.

O compasso nao serve apenas para desenhar circulos. Por exemplo, podemos usar suas pontas
para transportar distdncias e, com um pouco de criatividade, pode-se inventar intimeros
outros usos geométricos para o mesmo. Isto levou os préprios gregos a delimitarem esses usos.
Por exemplo, quanto ao compasso, os gregos nao permitiam que o mesmo fosse levantado do
plano onde estava sendo feita a construcao.

A régua euclidiana também tem restrigdes: ela ndo pode ser graduada, ou seja, a régua
euclidiana nao pode ter marcas, como as réguas graduadas em centimetros e milimetros que
estamos acostumados a usar. Semelhante ao que foi feito com o compasso, o uso dessa régua
ndo graduada também deve obedecer restri¢des. Por exemplo, ndo podemos “arrasta-la”.

E perfeitamente possivel darmos uma caracterizacao formal e rigorosa do que sdo as “cons-
trucdes euclidianas”, mas o esforgo e grau de abstracdo para tal é excessivamente grande
para os propésitos deste texto. Além disso, as construgdes que aqui consideraremos serdo
bastante simples e intuitivas, nao deixando margem para que se duvide da possibilidade de
serem matematicamente validadas. No entanto, ndo podemos deixar de ressaltar que exis-
tem muitas questoes delicadas e sutis, algumas das quais constituiram desafios mateméticos
por mais de 2.000 anos, cujo enfrentamento exige uma formulacao matematicamente precisa
dessas construgoes, acompanhada de uma rigorosa teoria.

Um desses famosos desafios foi posto ja pelos gregos da Antiguidade e pedia a trisse¢ao de um
angulo, ou seja, a divisdo de um angulo qualquer em trés partes iguais. Os préprios gregos
resolveram esse problema fazendo uso de outros instrumentos além da régua e do compasso.
Contudo, a resolugao euclidiana — no sentido tradicional: somente régua nao graduada e
compasso — resistiu por muitos séculos, até que, em torno de 1840, Pierre L. Wantzel (depois
de muitas noites passadas a base de café e 6pio!) mostrou que existem angulos que ndo
podem ser trisseccionados euclidianamente.

Que fique bem claro ao leitor que o costume de se considerar um problema geométrico como
resolvido somente quando sua solucao for passivel de ser obtida através de uma construcao
euclidiana, é apenas uma tradigdo, e que esta tradigdo estd obsoleta. A nossa posi¢io neste
texto serd a de adotar solugoes euclidianas quando as mesmas existirem e forem simples
(j& encontramos um exemplo destas situacoes quando tratamos da divisao de um segmento
qualquer de reta em um nimero dado qualquer de partes iguais), caso contrario, néo hesita-
remos em partir para construgdes ndo-euclidianas (como, por exemplo, ocorrerd ao termos
de dividir um angulo qualquer em um nimero dado qualquer de partes iguais).
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CAPITULO O

NUMEROS REAIS ABSOLUTOS

6.1 Medida dos segmentos da reta euclidiana: generalidades
6.2 A insuficiéncia geométrica dos racionais

6.3 Construcao da régua infinita sobre a reta euclidiana

6.4 Usando a régua infinita para medicoes diretas

6.5 Usando a régua infinita para medicées aproximadas

6.6 Usando a régua infinita para medicGes iterativas

6.7 Os numeros reais absolutos

Neste capitulo introduziremos a nocao de niimero real absoluto, associando-a a ideia
de medida (comprimento) de segmentos da reta euclidiana. Isto serd feito apds
mostrarmos que os numeros racionais, embora capazes de medir aprozimadamente
qualquer segmento de reta, sao insuficientes para fazer o mesmo ezatamente.

Com o propésito de resolver esse impasse, apresentaremos uma maneira de medir
(exatamente) qualquer segmento de reta através de um processo que denominaremos
de “medicao iterativa”. O conceito de nimero real absoluto surgird naturalmente
cOmo O recurso necessario para expressar o resultado dessa medicao.
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6.1 Medida dos segmentos da reta euclidiana: generalidades

Todo processo de medicao envolve, antes de mais nada, convencionar uma unidade
de medida: uma unidade de peso, uma unidade de tempo, uma unidade de volume,
etc. No caso especial que nos interessa, o da medida do comprimento dos segmentos
da reta, convencionar uma unidade de comprimento significa escolher e fixar um
segmento da reta euclidiana ndo reduzido a um tnico ponto.

Chamaremos tal segmento de segmento unitdrio e o denotaremos por OU.

Feita essa escolha, o processo de medicao propriamente dito, de qualquer segmento
de reta, consiste em determinar o nimero de vezes que o segmento unitario cabe no
segmento dado.

Passaremos a discutir matematicamente o que esta envolvido em tal “determinacao”,
e o que deveremos entender por tal “nimero de vezes”. Com tal objetivo em mente,
a primeira coisa que temos de ressaltar é que, nas medi¢oes do dia-a-dia, usamos
algumas propriedades basicas que, embora intuitivas, nao podem ser matematica-
mente demonstradas e, assim, tém de ser vistas como postulados (ou axiomas) do
processo de medicao:

— Postulados que regem a medicdo de segmentos da reta euclidiana:

e Cada segmento de reta, AB, tem exatamente uma medida (com-
primento), e ela serd denotada por |AB].

e Segmentos de reta congruentes tém a mesma medida.
Simbolicamente: AB congruente a CD <= |AB| = |CD|.

e A medida do todo é maior do que a da parte.
Simbolicamente: AB > CD = |AB| > |CD)|.

e A medida é aditiva, ou seja: a medida de um todo é a soma da
medida das suas partes. Mais precisamente:
se C' é um ponto entre A e B, entao

|AB| =|AC + CB| = |AC| + |CB].

e Os segmentos triviais (ou seja, reduzidos a um tnico ponto), e sé
eles, tém medida nula.

— Convencdo:
a medida do segmento unitario é |OU| = 1.
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Da aditividade da medida, segue:

Proposicao 6.1 -
A medida do maltiplo é o maltiplo da medida. Mais precisamente, para cada n

inteiro positivo, temos que [nAB| = n|AB].

Prova:

A prova é por inducdo em n > 2.
— Para n =2, temos 2AB = AB+ AB = AB + BC, desde que AB = B(C'. Assim,
a aditividade nos permite escrever:

I2AB| = |AB + BC| = |AB| + |BC| = |AB| + |AB| = 2|AB|.

— Valendo para n > 2, vale para n + 1.
Com efeito, como (n + 1)AB = nAB + AB, escrevendo nAB = AC e tomando
CD = AB, vemos que

|(n+1)AB| = |nAB + CD| = [nAB| + |CD| = n|AB| + |AB| = (n + 1)|AB].
CQD.
Com esses postulados e resultado, podemos calcular o comprimento de varios tipos
de segmentos de reta:
Proposicao 6.2 -

i). Se AB =nOU, entio |AB| = n.
ii). Se AB = 10U, entio |[AB| =1/n.
iii). Se AB =m- 10U, entdo |AB| = m/n.

Prova:

— Para (i):
de AB = nOU sai, pela proposi¢ao anterior, |AB| = [nOU| =n|OU|=n-1=n.

— Para (ii):
escrever AB = 20U é escrever OU = nAB, logo 1 = |OU| = |nAB| = n|AB].

— Para (iii):

usando a proposi¢ao anterior e o item (ii), temos que, se AB = m - %OU, entao
|AB| = |miOU|=m|tOU|=m L =" CQD.
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6.2 A insuficiéncia geométrica dos racionais

— Questdao Fundamental: quais nimeros expressam as medidas (exatas)
de segmentos de reta?

Inicialmente, observemos que esses nimeros tém de ser > 0. Com efeito, para
qualquer segmento de reta AB, temos que AB > AA, logo |AB| > |AA| = 0.

A seguir, observemos que todas as medidas envolvidas na proposicao anterior tém
como resultado um ndmero racional absoluto (ou seja: um racional > 0). Recipro-
camente, todo nimero racional absoluto é a medida de algum segmento de reta.
Com efeito, deixando de lado o caso trivial do ntimero zero, dado um racional posi-
tivo, m/n, inicialmente construimos o segmento de reta %OU e, a seguir, fazemos m
copias do mesmo. E imediato vermos que a medida deste ultimo segmento é m/n.

Essas observagoes nos levam a reformular a questao fundamental acima:

— Questao Esperancosa: os racionais absolutos bastam para medir (exa-
tamente) qualquer segmento de reta?

Infelizmente, a resposta é nao! Para comprovarmos isso, é conveniente, ou a0 menos
tradicional, introduzirmos a seguinte terminologia:

Definicao 6.3 -

Dois segmentos da reta euclidiana, AB e CD, sdo ditos comensurdveis se, e s se,
existirem numeros naturais m e n tais que vale a igualdade: mAB = nCD.

Assim, podemos dividir os segmentos de reta em dois tipos;

e Segmentos comensuraveis com o segmento unitario.
Sao os segmentos AB, tais que um multiplo de AB é congruente
a um multiplo do segmento unitario:

mAB = nOU .

e Segmentos incomensurdveis com o segmento unitario.
Nenhum multiplo de um tal segmento é congruente a um multiplo
do segmento unitario.
(Vide abaixo a prova da existéncia deste tipo de segmento.)
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Teorema 6.4 -

Todo segmento de reta comensurdvel com a unidade tem como medida um niumero
racional absoluto. Reciprocamente, se a medida de um segmento de reta for um
numero racional absoluto, este segmento é comensurdvel com o segmento unitdrio.

Prova:

Imediata, a partir da relacao mAB = nOU e dos resultados anteriores. CQD.

Teorema 6.5 -

Ezistem segmentos de reta incomensuraveis com a unidade. Nenhum
deles tem como medida um niumero racional.

Prova:

Evidentemente, basta exibirmos um exemplo de segmento incomensuravel com o
segmento unitario OU. Para tal, iniciamos construindo um quadrado de lado OU.
Feito isso, com um compasso, construimos um segmento de reta, S, congruente a
diagonal deste quadrado, conforme a figura a seguir.

E impossivel S ser comensuravel com o segmento unitario (lado do quadrado), pois,
se assim fosse, sua medida |.S| seria um nimero racional cujo quadrado, vale 2:

|S|2 — |()U|2 + |OU|2 =1+4+1=2 (por Pythagoras),
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0 que ja sabemos ser impossivel. (Essa impossibilidade ja foi provada como uma
aplicagdo do Teorema Fundamental da Aritmética — vide Capitulo 2 —, mas confira
a seguir uma prova que usa apenas argumentos de paridade.) CQD.

Prova: (alternativa)

Vamos raciocinar por absurdo, supondo que exista um racional # = m/n, tal que x> = 2.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a fragdo m/n ji estd na forma irredutivel.
Teremos:

2
=— =’ =m’

2=z
n2

Assim, o inteiro m? é par, e portanto m também serd par. Ou seja, m é um inteiro da forma
m = 2k, com k inteiro. De modo que:

on® =m® = (2k)° = 4k” =

n’ = 2k2,

de onde concluimos que n? é par. Mas entdo n também serd par, o que é um absurdo! Com

efeito, sdo contraditérias as conclusdes que m e n sdo pares com a hipdtese de que a fragao
m/n seja irredutivel. CQD.

Veredito —

A resposta da Questao Esperancosa é negativa! Os niimeros racionais
sao insuficientes para expressarem a medida (exata) de todos os tipos
de segmentos da reta euclidiana.

Com esse veredito, ficamos com duas alternativas:

— continuar com os nimeros racionais e “remediar” o caso dos segmentos inco-
mensuraveis com a unidade, mostrando que podemos obter para eles medidas
racionais tdo aproximadas quanto desejarmos, ou

— construir um tipo de ntimero mais geral do que os racionais, e mostrar que
com eles podemos medir exatamente qualquer segmento de reta.

No que segue, adotaremos a segunda opgao, pois ¢ mais elegante e mais poderosa:
além de poder expressar a medida exata de qualquer segmento reta, também per-
mitird obtermos aproximagoes tao boas quanto desejarmos. Esta opcao envolverd a
construcao do que chamaremos de Régua Infinita, com a qual poderemos introduzir
os nimeros reais absolutos e, assim, resolver definitivamente o problema da medigao.
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— Breves consideracoes histdricas

A descoberta das grandezas incomensurdveis ocorreu entre os matemdticos gregos, muito
provavelmente por cerca de 450 AC. Ela produziu a primeira grande crise na Matematica, a
chamada Crise dos Incomensurdveis. Em verdade, essa crise consistiu de dois impactos no
ja sofisticado pensamento grego.

e Crise matemética:
os gregos reduziam a medida de todas as grandezas continuas — geométricas (seg-
mentos de reta, superficies e sélidos) e fisicas (peso, tempo etc.) — & medida dos
segmentos de reta; ora, como achavam que todos os segmentos eram comensuraveis
com a unidade, deduziam que toda medida poderia ser expressa por meio de razao
entre nimeros naturais (dirfamos nés: em termos de nimeros racionais absolutos).

o Crise filoséfica:
veio por terra a doutrina filoséfica da muito importante Escola Pitdgorica, a qual
pregava que a harmonia do universo era regida por leis matemdticas expressas em
termos de razbes entre nimeros naturais.

Quem descobriu o primeiro par de grandezas incomensurdveis ?

Apenas fragmentos dos documentos matematicos anteriores a Euclides (300 AC) chega-
ram aos tempos modernos, isso torna impossivel termos certeza do autor e data exata da
descoberta. Contudo, pode-se afirmar que foi por algum membro da Escola Pitagérica,
provavelmente Hippassos de Metapontion.

Qual o primeiro par de grandezas incomensuraveis descoberto ?

Essa pergunta é igualmente dificil de ser respondida. A leitura atenta dos famosos Didlogos
de Platon (c. 350 AC), e textos posteriores, nos faz pensar em varios candidatos: a diagonal
e lado do quadrado, a diagonal e lado de pentagono, os dois segmentos obtidos pela divisao de
um segmento dado em razdo média e extrema (segio durea) etc. Também é de se acrescentar
que, por cerca de 400 AC, j4 eram conhecidos resultados sobre incomensurabilidade que em
muito ultrapassam o que veremos neste livro. Exemplos desses resultados sdao um livro,
ha séculos perdido, de Demokritos e os estudos de Theaitetos, boa parte dos quais foram
incorporados por Euclides nos livros X e XIII de seu Elementos.

Como se chegou até tal descoberta ?

O importante é atinarmos que a descoberta dos incomensuraveis sé pode ter sido feita por via
estritamente dedutiva: nao poderia ter sido feita por experimentacao! Ademais, certamente
nao foi por meio de provas como as dadas acima, embora a segunda delas ja fosse conhecida
de Aristételes. A argumentacao grega original, muito provavelmente, era baseada na nocao
de anthyphairesis e é melhor revista em livros de Histéria da Matematica.

Solucdes para a crise.

Os préprios gregos, por cerca de 400 AC, com Theaitetos e Eudoxos, escreveram uma teoria
das grandezas continuas, e que envolvia os incomensuraveis. No século XIX, outras solugoes
surgiram, variando em naturalidade e grau de rigor, as principais sendo as de Ch. Meéray,
G. Cantor, K. Weierstrass e R. Dedekind. Como veremos, o trabalho que desenvolvemos até
agora nos permitird apresentar uma outra solucao para o problema da medida das grandezas
continuas, solugdo esta natural e simples, mas também rigorosa. E o que serd feito em
detalhes nas préximas segoes.
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Exercicio 123 -

Mostre que, para cada segmento de reta, AB, vale:

1 1
AB| > |5AB| > |SAB| > -

Exercicio 124 -

Mostre que os segmentos da reta euclidiana podem ser divididos em trés categorias:
- segmentos que sao multiplos do segmento unitdrio

- segmentos que sao multiplos de uma aliquota do segmento unitdrio

- segmentos que ndo sao iguais a nenhum multiplo de aliquota do segmento unitdrio.

Exercicio 125 -

Construamos recursivamente uma sequéncia de quadrados, Q, do sequinte modo:
- Q1 € o quadrado de lado unitdrio;

- Q2 € o quadrado cujo lado € a diagonal de Q1 ;

- paran > 2, o quadrado Qn11 € o quadrado cujo lado é a diagonal de Q. .
Assim, indicando por 6, a medida da diagonal do quadrado Q,, pede-se:

i). fazer desenho ilustrando geometricamente a constru¢do dos Qy, ;
ii). pensando em dreas, mostrar que 6721“ =202 ;

ii1). mostrar que &, € comensurdvel com o segmento unitdrio <= n € par.

Exercicio 126 -

Se um segmento de reta AB for incomensurdvel com um segmento CD, serd que
AB € incomensurdvel com o segmento unitdrio? Justifique sua resposta.

6.3 Construcio da régua infinita sobre a reta euclidiana

Nosso proposito maior, qual seja, o de medir exatamente qualquer segmento de reta,
necessita dispor de uma régua que permita realizar medidas arbitrariamente peque-
nas, diferentemente das réguas escolares, que permitem medidas com no maximo
milimetros de precisao. Isto implica em precisarmos de uma régua idealizada, uma
régua matemdtica, a qual terd infinitas subdivisoes: unidades, décimos, centésimos,
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milésimos, décimos de milésimos da unidade, e assim por diante, ad infinitum. Por
isso, ela serd chamada de régua infinita.

Ressaltamos que a diferenca fundamental entre a régua comum e a régua infinita
é que, num pedago qualquer de régua, a primeira tem apenas um numero finito de
marcagoes (normalmente, até os milimetros ou milésimos do metro) enquanto que a
segunda tem um numero infinito de marcacoes.

Obviamente, o que faremos a seguir é uma idealizacao matemadtica; no mundo ma-
terial, jamais conseguiremos construir uma régua com infinitas marcacoes. Isto sé
é possivel em uma “reta abstrata”, como a reta euclidiana, apresentada no capitulo
anterior.

Nesta secao trataremos da construgao de nossa régua matemadtica, e nas proximas
veremos como utilizd-la para medir de maneira exata qualquer segmento de reta.

Para facilitar o entendimento da nossa construcao, faremos duas con-
vengoes:

e nossa régua serd construida sobre uma reta euclidiana, r, que vi-
sualizaremos na posicao horizontal;

e sobre r, escolheremos uma origem O e para unidade de medida
um segmento OU, cujo extremo esquerdo coincidird com O.

A construcao de nossa régua matemadtica serd feita por meio de uma sequéncia
infinita de etapas, em cada uma das quais “marcaremos” em r uma rede de pontos
com “graduacdo” (espacamento) constante.

— Primeira etapa: rede de graduacao unitéria.

O primeiro ponto dessa rede é simplesmente o ponto U de OU. Denotamos esse
ponto por P(1). Para marcarmos o segundo ponto, tomamos um compasso com
a abertura do segmento OU (ou seja, tal que suas duas pontas coincidam com os
pontos extremos de OU). A seguir, colocamos a ponta seca do compasso em P(1)
e marcamos com a outra ponta um ponto de r & direita de P(1).Denotamos esse
novo ponto por P(2). Continuamos, colocando a ponta seca do compasso em P(2)
e marcamos com a outra ponta um novo ponto de r, que denotaremos por P(3), a
direita de P(2). Repetindo esse processo indefinidamente, obtemos um conjunto de
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infinitos pontos sobre a semi-reta de r com origem em O:

os quais constituem a rede de graduacao unitaria da régua infinita.

— Segunda etapa: rede de graduagdo decimal.

Iniciamos dividindo o segmento unitario em dez aliquotas, ou dez partes iguais (para
isso, podemos usar o Teorema de Thales, conforme explicado detalhadamente no
capitulo anterior). A seguir, prosseguimos de modo semelhante ao da primeira etapa,
s6 que tomando como abertura do compasso a abertura da aliquota que obtivemos
com a divisao feita. Ou seja: usamos como abertura o décimo da abertura de OU.
Deste modo, iremos marcar, sucessivamente e & direita de O, os pontos:

0.0 (L).p(2)p (1)< p
P(1), P (2),p (2) - ren
P(2). p(Z)...r(

S| 8

)=o)

o conjunto dos quais chamaremos de rede de graduac¢ao decimal da régua infinita.

Note que a rede de graduacao decimal também pode ser representada usando ex-
pansao decimal dos racionais associados:

0, P(0,1), P(0,2), P(0,3), P(0,4),...,P(1,0) = P(1),
P(1,1), P(1,2), P(1,3), P(1,4),... ,P(2,0) = P(2),
P(2,1), P(2,2), P(2,3), P(2,4),... ,P(3,0) = P(3),
P(3,1), P(3,2), P(3,3), P(3,4),... ,P(4,0) = P(4),

— Terceira etapa: rede de graduagao centesimal.
Prosseguimos de modo semelhante, s6 que tomando como abertura do compasso
um centésimo da abertura de OU. Deste modo, iremos marcar, sucessivamente e a
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direita de O, os pontos:

o conjunto dos quais chamaremos de rede de graduacdo centesimal da régua infinita.

Novamente, notemos que a rede de graduagao centesimal também pode ser repre-
sentada usando expansao decimal dos racionais associados:

0, P(0,01), P(0,02), P(0,03), P(0,04),...,P(1,00) = P(1),
P(1,01), P(1,02), P(1,03), P(1,04),...,P(2,00) = P(2),
P(2,01), P(2,02), P(2,03), P(2,04),...,P(3,00) = P(3),
P(3,01), P(3,02), P(3,03), P(3,04),...,P(4,00) = P(4),

— n-ésima etapa: rede de graduagao 1/10™.

Prosseguimos de modo semelhante, s6 que tomando como abertura do compasso
1/10™ da abertura de OU. Deste modo, iremos marcar, sucessivamente e a direita
de O, os pontos:

1 2 1"
Pl — Pl — ... Pl— ) =P(1
0, (mn), (10n), , (mn) W

14107 2+ 10" 10" + 10™
P + , P + youny, P LR = P(2)
10m 107 10m
142 x 10" 242 x 10" 10" + 2 x 10"
P 1+2x 107 , P 2t x 107 ;. P W7+ 2 x - = P(3)
107 107 107

o conjunto dos quais chamaremos de rede de graduagdo 1/10™ da régua infinita.
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O conjunto de todos os pontos de todas essas redes é o que chamaremos
de régua infinita de unidade de medida OU..

Note que esse conjunto consta de todos os pontos (& direita de O) da forma P(m/10™).
Eles serao denominados simplesmente de pontos graduados da reta quando nao for
necessario fazer referéncia a rede que os originou. O ponto O poderd, eventualmente,
ser indicado por P(0).

PlO) P(1) P2 PE) P@A) PE PE P

P2,0) P21} P3.0)

P(2.40) P(2,41)
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Resumindo —

Uma régua infinita é determinada escolhendo, sobre uma reta eucli-
diana, um ponto “origem”, O, e um segmento unitirio, OU. Essa
régua é construida com a marcacdo de infinitas redes de pontos a
direita de O e com graduacdo (espacamento) sucessivamente menor:
1, 1/10, 1/10%, 1/10%,... .

Com a notacdo que introduzimos no texto, podemos dizer que essa
régua pode ser vista tendo como pontos graduados o seguinte conjunto
infinito da reta euclidiana:

{P (%) | m,n inteiros > 0},

desde que convencionemos que O = P(0).

Exercicio 127 -

Usando representacao em expansdao decimal, escreva os pontos da rede de graduacgao
milesimal.

Exercicio 128 -

i). Um ponto da rede de graduac¢do unitdria também € um ponto da rede de gra-
duagao decimal? Justifique.
i1). Um ponto da rede de graduacdo decimal também é um ponto da rede de gra-
duagao centesimal? Justifique.
i1i). Em geral: todo ponto da rede de graduacio 1/10™ da régua infinita também é
um ponto da rede de graduacdo 1/10"1 2 Justifique.

iv). Dados dois pontos consecutivos da rede de graduagao 1/10", digamos, P (m/10™)
e P((m+1)/10"), entre eles existem quantos pontos da rede de graduagdo
1/10"+1? Justifique.

Exercicio 129 -

V ou F? Justifique.
Cada rede de graduagdo dada é um subconjunto de todas as redes de graduagao “mais
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fina” que a dada. Mais precisamente: a rede de graduacao 1/10™ é um subconjunto
da rede de graduacao 1/10”*’“, para qualquer k inteiro positivo.

Exercicio 130 -

Trabalhando na rede de graduacdo 1/10"1, encontre o segmento cujos extremos sao
pontos consecutivos desta rede e, ademais, estd contido no segmento P(:%)P(ZtL),

07 g
e possui o ponto P("fg;l). Determine os extremos de tal segmento.

Exercicio 131 -

Trabalhando na rede de graduacdo 1/10"1, encontre o segmento cujos extremos sao
pontos consecutivos desta rede e, ademais, estd contido no segmento P({2% )P (™t

10m 10m
e possui o ponto P({gz). Determine os extremos de tal segmento.

Exercicio 132 -

Mostre que a régua infinita é um conjunto denso, ou seja, que entre cada par de
pontos graduados, digamos P(13r) e P(57), ewistem infinitas marcagées, isto ¢,
infinitos pontos graduados.

6.4 Usando a régua infinita para medicdes diretas.

Como sempre, indiquemos por O a origem da régua infinita construida sobre uma
reta euclidiana r. Temos, entao, que medir um segmento de reta AB qualquer
equivale a medir o segmento de reta OP, o qual é a translacio de AB que leva a
extremidade A para cima de O e a extremidade B para um ponto P de r, a direita
de O. Pela congruéncia desses segmentos:

IAB| = |OP].

Confira na figura a seguir.
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(lual a medida de AB 7

9 A i

fransilacao

O P
g’ a medida de OP

Método da medicdo direta.

Dado qualquer segmento de reta AB, para determinarmos sua medida
exata por meio da régua infinita, iniciamos achando o correspondente
segmento congruente OP (conforme mostrado acima). Entao, ocor-
rendo de P ser um ponto graduado da reta, digamos P = P(m/10"),
teremos:

m m
|AB| = |OP| = |OP <W> =105

Podemos dar utilidade muito maior a esse método se o combinarmos com a proprie-
dade aditiva da medida, como mostram os seguintes exemplos.

Exemplo 6.6 -

Como AB = P(4)P(6) implica que OP(6) = OP(4) + AB, seque que |OP(6)| =
|OP(4)| + |AB]|, e assim:

|AB| = |OP(6)| — |OP(4)| = 6 — 4 = 2.

Exemplo 6.7 -

Como temos:
o (3 ) p(2) p ()P (2,
100 10 100 100
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seque que:

20 3 20 3 17

Vale a pena generalizarmos.

Teorema 6.8 -

Se um segmento de reta AB for congruente a um segmento da forma P'P", onde
tanto P’ como P" sdo pontos graduados da régua infinita, e onde o primeiro deles
estd a esquerda do sequndo, entdo:

AB| = PP = |OP"|— 0P| = - _ T
AB| = [P'P"| = |OP"|~|OP'| = {0~ T,

' m "_ T)
sendo P —P(lon),P P(lOS .

Prova:
Temos OP" = OP' + AB, de modo que |OP"| = |OP'| + |AB| e, assim:
|AB| = |OP"| — |OP'|.

CQD.

Teorema 6.9 (insuficiéncia do método direto de medicdo) -

Os numeros que expressam medidas exatas obtidas por medi¢ao direta com a régua
infinita sempre sao numeros racionais expressos por fracao decimal. Como con-
sequéncia, ezistem segmentos de reta cuja medida exata nao pode ser obtida pelo
método direto por meio da régua infinita. Com efeito, estes segmentos sao:

e todos os segmentos comensurdveis com a unidade, mas cuja medida é um
numero racional ndo representdvel por fracao decimal;

e todos os segmentos de reta incomensurdveis com o segmento unitdrio.

Prova:

E imediato percebermos que os resultados das medigoes, via método direto com a
régua infinita, sempre serdo racionais dados por fracoes decimais. Tendo-se isso em
mente, fica imediato ver a validade do que é afirmado no teorema.

CQD.
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Exemplo 6.10 -

O mais simples exemplo de segmento que nao pode ser medido exatamente com a
régua infinita € a ter¢a parte do segmento unitario. Com efeito, esse € um segmento
OP tal que 30P = OU, de modo que |[30OP| = 3|OP| = |OU| = 1, e entdo sua
medida vale |OP| = 1/3. Contudo, esse valor ndo pode ser obtido com a régua, pois
na fracao 1/3, o denominador nao € fatordvel apenas com poténcias de 2 e/ou 5, o
que implica que 1/3 ndo tem representacdo por fracdo decimal.

Exercicio 133 -

Determine as medidas |OP(m/10)|, |OP(m/100)|,... ,|OP(m/10™)|, justificando
sua resposta.

Exercicio 134 -

V ou F? Justifique.

Para qualquer m € N, |[P(m)P(m+1)|=1.
Exercicio 135 -

V ou F? Justifique.

Para qualquer m € N, |P(1"—0)P(%1)| =1.

Exercicio 136 -

Determine, justificando cuidadosamente, o valor da medida:

|12 )

m T

W)P(los

onde m,n,r,s € N.

Exercicio 137 -

i). Usando régua e compasso, como V. construiria um segmento OP, tal que

3OP =20U*

i1). Mostre que tal segmento nao pode ser medido exatamente pelo método direto.
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Exercicio 138 -

i). Construa um segmento da forma OP, tal que |OP| = 11/35.
ii). Mostre que o ponto P construido em (i) nao é um ponto graduado e que, con-

sequentemente, o segmento OP nao pode ser medido exatamente pelo método
direto.

6.5 Usando a régua infinita para medicdes aproximadas.

Dado um segmento de reta, AB, diremos que

e todo segmento C'D verificando CD C AB é uma aproximacdo por falta de AB,
e também que a medida |CD| de CD é uma aproximagcao por falta da medida
|AB| de AB, pois teremos |CD| < |AB;

e todo segmento C'D verificando AB C CD é uma aproximagcdo por excesso de

AB, e também que a medida |CD| de CD é uma aproximacio por excesso da
medida |[AB| de AB, pois |[AB| < |CD|.

Sendo C'D uma aproximagao, por falta ou excesso, do segmento de reta AB,
escreveremos:

|AB| ~ |CD].

A nogao de aproximagdo é indissocidvel da de erro. Assim, na notacao acima,
diremos que o erro de uma aproximacao por falta (resp. por excesso) CD de AB é
o segmento que precisamos acrescentar a C'D (resp. retirar de C'D) para obtermos
AB. Também se costuma dizer que o erro de uma tal aproximacao é a medida do
respectivo segmento de falta ou excesso.

Na pratica, o usual é ser impossivel calcularmos o erro, e assim temos de nos con-
tentar com uma cota ou estimativa da medida do erro.
Exemplo 6.11 -

Dizer “achar uma aprozimacdo do segmento de reta AB com erro de cota 0,017
significa que queremos determinar uma aprorimagao (por falta ou por excesso) C'D
de AB, cujo erro tem medida < 0,01.

Note que ai estd incluida a possibilidade de acharmos um CD = AB, pois toda
medida exata sempre é uma aprorimada para qualquer cota que se escolha. Contudo,
o usual € consequirmos ou um CD < AB, ou um CD > AB.
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Método da medicdo aproximada.

Dado qualquer segmento de reta AB, para encontrarmos sua medida
com erro de cota 1/10™, inicialmente determinaremos o correspondente
segmento congruente OPF (conforme mostrado acima), de modo que
|AB| = |OP|. A seguir, encontraremos os dois pontos graduados con-
secutivos — na rede de graduacdo 1/10" — envolvendo o ponto P, de
modo a termos:

m m+1
OPG&)QOPQOP<HW>.

Feito isso, como vale:

m m—+ 1 m 1
T < P < = T A
10m 0P| 10m 107 + 107

teremos que

e uma aprorimac¢ao por falta da medida de AB seré:

1

|AB| ~ —;
10n

m
1o’ com erro <

e uma aprorimacdao por excesso da medida de AB seré:
m+1 1

com erro < —.

|AB| ~ ———,
10" 10"

Exemplo 6.12 -

Sendo AB a terca parte do segmento unitdrio, determinemos sua medida aproxi-
mada, com erro < 0,001.

Usando que 3|AB| = 1, podemos escrever 0,999 < 3|AB| < 1,002, de modo que
0,333 < |AB| £ 0,334, e entdo veremos que

|AB| ~ 0,333, com erro < 0,001.

Uma vez fixada uma rede de graduacao, deixando de lado as situacoes ezcepcionais
em que P ¢é um ponto graduado de tal rede, o usual é termos uma tnica medida por
falta, e também uma tinica por excesso. No caso excepcional dos pontos graduados,
teremos duas por falta e duas por excesso. Exemplifiquemos.
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Na rede de graduacio 1/102, seja o segmento OP, onde P = P(5/100). A relagio
OP(4/100) C OP(5/100) C OP(5/100)

é interpretada como dizendo que |OP| ~ 0,04 é uma aproximacao por falta, com
erro de cota 0,01, e que |OP| ~ 0,05 é uma aproximagao por excesso, com erro de
cota 0, 01.

Por outro lado, a relagao:
OP(5/100) € OP(5/100) C OP(6/100)

diz que |OP| ~ 0,05 é uma aproximagcao por falta, com erro de cota 0,01, e que
|OP| ~ 0,06 é uma aproximagcao por excesso, com erro de cota 0, 01.

A nao ser nos casos excepcionais em que o ponto P é um ponto graduado
da rede de graduacao 1/10", a relagao

op () gOPgOP(m+1> ,

10m 10m

fica escrita como:

m m+ 1
OP(W)COPCOP( = >

o que implicara:

or (1) <10r1<[or (%)

Observacao 6.13 -

O fato de o método direto aprozimado envolver o enquadramento

oP (%) COPCOP (”1“)

071

e, assim

or (i5:) | < or <[or (") |
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deiza em aberto a possibilidade de uma dessas < tornar-se uma =. Isso significa
que o método direto aprorimado generaliza o método direto exato.

Contudo, embora o método direto exato sé possa produzir um resultado para cada
segmento de reta medido, essa unicidade nao ocorre com o método aprorimado.
Com efeito, sempre que P nao for ponto graduado, teremos infinitos resultados para
|OP|. Expliquemo-nos por meio de um exemplo, o do segmento AB que é um ter¢o
do segmento unitario, dando as segquintes aprorimagoes (por falta):

|AB| ~ 0,333, com erro < 0,001

|AB| ~ 0,3333, com erro < 0,0001; logo, também com erro < 0,001

|AB| ~ 0,33333, com erro < 0,00001; logo, também com erro < 0,001
etc., etc.

Teorema 6.14 -

O método da medi¢ao aproximada com a régua infinita € capaz de medir qualquer
segmento de reta, qualquer que seja a cota de erro exigida.

Prova:

Dado AB, seja seu congruente da forma OP. Sendo a cota de erro dada correspon-
dente & graduacao 1/10™, basta observarmos que, pela propriedade arquimediana,
terd de existir um ntimero natural m, tal que:

OP(%) COPcCOP ("’iajf) ,

pois OP(m/10") = m - OP(1/10™). CQD.

Exercicio 139 -

i). Qual a menor cota de erro que podemos exigir na régua escolar? (Dizendo de
outra maneira: como formular o teorema anterior para a régua escolar?)

i1). No Mundo Moderno usamos muitos mecanismos com pecas que envolvem me-
didas que precisam ser obtidas com cota de erro bem menor do que 1 mm.
Uma maneira de se consequir isso envolve o uso de escalas auxiliares, como
0 nonio utilizado em paquimetros e outros instrumentos de medida. Pesquise
sobre isso.
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Exercicio 140 -

Mostre que 0,3331 e 0,3332 também sdo aprozimacdoes por falta da medida do seg-
mento AB = 1/30U, e que tém erro < 0,001.

Exercicio 141 -

Consideremos o segmento OP, tal que 30P = 20U . Pede-se determinar sua medida
aproximada, com erro < 0,01.

Exercicio 142 -

Ja foi pedido mostrar que é impossivel que o método direto seja capaz de medir
exatamente um segmento da forma OP e tal que |OP| = 11/35. Contudo, mos-
tre que podemos usar esse método para determinar sua medida aprozimada, com
erro < 0,001.

Exercicio 143 -
Denotemos por AB a diagonal do quadrado de lado unitdrio.

i). Ezplique detalhadamente por que esse segmento ndo pode ser medido ezata-
mente pelo método direto via régua infinita.

ii). Determine uma medida aprozimada dessa diagonal, com erro

<0,1
ii1). Determine uma medida aprozimada dessa diagonal, com erro < 0,01.

6.6 Usando a régua infinita para medicdes iterativas.

O método direto é exato, mas tem o inconveniente de ser nao ser capaz de produzir
um resultado para a maioria dos segmentos de reta. Por outro lado, o método
aproximado é capaz de medir qualquer segmento de reta, mas seu resultado nao é,
em geral, exato.

O método que passaremos a estudar, o método iterativo, é ezxato e capaz de medir
qualquer segmento de reta. Ela baseia-se no fato que, com a aplicacao repetida ou
iterada do método direto aproximado, escolhendo redes de graduacao cada vez mais
finas, somos capazes de produzir medidas tao aproximadas quanto desejarmos de
qualquer segmento dado. Com efeito, a esséncia do método iterativo é levar ao
extremo, ao infinito, a repeticao dessas medidas aproximadas. De uma maneira
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intuitiva e metaférica, o método iterativo pode ser visto como associando a cada
medida um resultado “infinitamente aproximado”.

Método da medicdo iterativa.
Dado qualquer segmento de reta AB:

«). Inicialmente, escolhendo uma régua infinita de origem O, encon-
tramos sobre ela o segmento OP congruente a AB, de modo que
|AB| = |OP].

B). Em cada uma das redes de graduacao da régua, determinamos
dois pontos consecutivos, P' e P", envolvendo P, obtendo assim:

OP' COP C OP".

Desse modo, obtemos uma sequéncia de infinitos pares cons-
tituidos por medidas aproximadas de OP, uma por falta e a
outra por excesso, de cotas de erro sucessivamente < 1, 1/10,
1/10%2,1/103,... , e que podem ser escritos como:

m < |OP|<m+1
m,a; < |OP| < m,a; +1/10
m,ai1as < |OP| < m,ajas + 1/102
m,ajasa3 < |OP| < m,ajasas + 1/10°

7). Diremos, finalmente, que a medida iterativa do segmento AB é
expressa ou representada por

|AB| = m,ajaza3. .. .

Observe que, conforme é ébvio geometricamente, o item [ faz com que as apro-
ximacoes por falta sejam, sucessivamente, do tipo:

m — m,a; — M,a1a2 — M,a10263 — --+; Ou seja, nunca poderemos ter uma
passagem do tipo, por exemplo: m,ajas — m,aibsaz, com as # bo.

Exemplo 6.15 -

Tomemos o caso de um segmento de reta AB, tal que OP seja um ter¢o do segmento
unitdrio da régua infinita. Ezplorando que 3|OP| =1, obtemos entdo:
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0=|0P(0)| < |OP| <|OP(1)] =
0,3 =|0OP(0,3)| < |OP| < |OP(0,4)| = 0,4
0,33 = |OP(0,33)| < |OP| < |OP(0,34)| = 0,34
0,333 = |OP(0,333)| < |OP| < |OP(0,334)] = 0,334
0,3333 = |OP(0, 3333)| < |OP| < |OP(0,3334)| = 0, 3334

de modo que temos: |AB| = |OP|=0,333333 ... .

Observacao 6.16 -

Podemos ver o método da medicao iterativa como uma generalizacdo do da medida
aprorimada, na medida que basta “abortarmos” a iteracao — quando se chega na rede
de graduacdo 1/10™ — para obtermos tanto uma aprozimagao por falta como uma
por excesso, com erro < 1/10". Adiante, também investigaremos sua relagdo com o
método direto.

Teorema 6.17 -

Todo segmento de reta admite uma medida iterativa.

Prova:

Escolhendo uma régua infinita de origem O, dado um segmento de reta qualquer,
AB. obviamente podemos determinar sobre ela um tunico segmento OF congruente
a AB, de modo que |AB| = |OP|; ademais, obviamente, em cada uma das redes de
graduacao da régua, podemos determinar um par de pontos consecutivos, P’ e P”,
envolvendo P, obtendo assim:

oP' CoOpP cCopP".

Desse modo, é imediato que sempre sao executaveis as etapas da definicao da medida
iterativa, qualquer que seja o segmento dado AB.

CQD.

Crucial, sob o ponto de vista de medidas, é garantirmos que somente segmentos
de reta congruentes podem ter a mesma medida. Isso é confirmado pelo teorema
seguinte.
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Teorema 6.18 -

A medida iterativa somente repete resultado para segmentos congruentes. Ou seja, se
dois segmentos de reta tém a mesma medida iterativa, entao eles serdo congruentes.

Prova:

Basta mostrarmos que se OF e O@) tém a mesma medida iterativa, entdo P = Q).
Ora, sendo m, ajasas ... uma medida iterativa desses segmentos, teremos:

OP(m) COP, 0Q C OP(m + 1)
1
OP(m + () C OP, 0Q C OP(m + J{OU“)

1
0P(m+ﬂ+2)g0P,OQg0P(m+%+ ;532

)

de onde é facil percebermos que teremos uma sequéncia de segmentos de reta

1 1
P(m)P(m+1) D P(m,ay)P(m,a; + E) D P(m,aias)P(m,aias + W) D

encaixante, evanescente e tal que os pontos P e () estdo em todos esses segmentos.
Logo, pelo Postulado da Continuidade da Reta Euclidiana, segue que P = Q.

CQD.

Exercicio 144 -

Prove detalhadamente as duas iltimas frases da prova anterior.

Prosseguimos com mais exemplos de medidas iterativas, agora insistindo no caso dos
segmentos OF, onde P é um ponto graduado da régua infinita.

Exemplo 6.19 -

Consideremos agora o caso em que o segmento OPF tem como P o ponto graduado
P = P(0,75) = P(75/102). E fdcil notarmos que podemos construir duas sequéncias
de segmentos envolventes.
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— Primeira sequéncia:

OP(0) C OP C OP(1)
OP(0,7) C OP C OP(0,8)
OP(0,74) C OP C OP(0,75)
OP(0,749) C OP C OP(0,750)
OP(0,7499) C OP C OP(0,7500)
OP(0,74999) C OP C OP(0,75000)

do que resulta a medida iterativa: |OP(0,75)] =0,749999 ... .

- Segunda sequéncia:

OP(0) COP C OP(1)
OP(0,7) C OP C OP(0,8)
OP(0,75) C OP C OP(0,76)
OP(0,750) C OP C OP(0,751)
OP(0,7500) C OP C OP(0,7501)
OP(0,75000) C OP C OP(0,75001)

do que resulta a medida iterativa: |OP(0,75)| = 0,750000 ... .

Note que os segmentos envolventes eram os mesmos nos dois casos, até a primeira
rede em que uma das extremidades, P' ou P", coincidiu com P.

Exemplo 6.20 -

Consideremos agora o caso em que o segmento AB € o préprio segmento unitdrio
da régua infinita, de modo que OP tem como P o ponto graduado P = P(1). Neste
caso, também podemos construir duas sequéncias de segmentos envolventes.

— Primeira sequéncia:

OP(0) COP C OP(1)
OP(0,9) C OP C OP(1,0)
OP(0,99) C OP C OP(1,00)
0P(0,999) C OP C OP(1,000)
OP(0,9999) C OP C OP(1,0000)
OP(0,99999) C OP C OP(1,00000)
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do que resulta a medida iterativa: |OP(1)] = 0,999999 ... .

— Segunda sequéncia:

OP(1) COP C OP(2)
OP(1,0) C OP C OP(1,1)
OP(1,00) C OP C OP(1,01)
OP(1,000) C OP C OP(1,001)
OP(1,0000) C OP C OP(1,0001)
OP(1,00000) C OP C OP(1,00001)

do que resulta a medida iterativa: |OP(1)| = 1,000000 ... .

Exemplo 6.21 -

Consideremos agora o caso excepcionalissimo onde o segmento AB se reduz a um
unico ponto, de modo que OP tem P = O. Nesse caso, podemos construir somente
uma sequéncia de segmentos envolventes:

OP(0) COP C OP(1)
OP(0,0) C OP C OP(0,1)
OP(0,00) C OP C OP(0,01)
OP(0,000) C OP C OP(0,001)

do que resulta a medida iterativa: |OO| = 0,000000 ... .

Exercicio 145 -

Determine todas as medidas iterativas possiveis para o caso do segmento de reta:

OP = OP(5,43).

Exercicio 146 -

FEscreva todas as possiveis sequéncias de intervalos envolventes, e deduza a respectiva
medida iterativa, para o caso dos segmentos de reta:

i). OP = OP(3,95) ;
ii). OP = OP(3,59).
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Observacao 6.22 -

O resultado de toda medigcao direta ou aprozimada € um niumero racional, enquanto
que o de uma medida iterativa é uma lista da forma

m,ajazaz ... ,
onde m é um inteiro > 0, e 08 a, sdo digitos.

Passaremos a chamar toda lista deste tipo de lista de digitos, embora m nao seja
necessariamente um digito. Faremos este abuso de linguagem para tornar a lei-
tura mais leve e porque toda lista desse tipo pode ser transformada numa legitima
lista de digitos, by ...b1bg,aras ..., onde m = byr...b1bg é a expansdo decimal do
nteiro m.

Uma das tarefas que teremos pela frente € elucidar a natureza de tais listas de digitos,
mostrar que elas tém um cardcter numérico legitimo e que englobam as erpansdes
decimais dos numeros racionais.

Definicao 6.23 -

Chamaremos de lista 9-terminante a toda lista de digitos da forma m,999999... ou
da forma m,ajasas...ap,999 ..., onde a, # 9. Por sua vez, lista 0-terminante é
toda lista da forma m,000000... ou da forma m,aiasas...a,000..., onde a, # 0.

Uma medida iterativa serd dita 9-terminante (resp. O-terminante) se a lista que
expressa essa medida for 9-terminante (resp. 0-terminante).

Exemplo 6.24 -

Para a adequada compreensao do que se seque, ¢ essencial sempre termos em vista
0 caso do segmento unitdrio, o qual tem medida iterativa 9-terminante dada por
OU| =0,999999... e medida 0-terminante de valor |OU| = 1,000000. ..

Por sua vez, um prototipo de segmento de reta que so tem medida nao 9-terminante
¢ um ter¢o do segmento unitario, cuja medida iterativa € 0,333333... .

Temos como tarefas imediatas: caracterizar os segmentos que tém mais
de uma medida iterativa, e descrever/relacionar os respectivos resultados.

O teorema a seguir mostra que os exemplos acima sao representativos de todas as
possibilidades de medidas iterativas:
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Teorema 6.25 -

Todo segmento de reta OP, onde P é um ponto a direita da origem da régua infinita,
tem medida iterativa. Mais detalhadamente, temos as sequintes alternativas para
essa medida:

a). se P nao for ponto graduado da régua, sé haverd um resultado para a medida
iterativa de OP e ele € uma lista que nao é O-terminante e nem 9-terminante;

b). se P for ponto graduado da régua, teremos exatamente dois resultados para
a medida iterativa de OP: um € uma medida 0-terminante, e o outro uma
medida 9-terminante.

Prova:
Para (a):

basta observarmos que o fato de P nao ser ponto graduado implica termos, para
cada uma das redes de graduagao, que s6 existem dois pontos consecutivos, P’ e P”,
envolvendo P, e que valem as desigualdades estritas:

|OP'| < |OP| < |OP"|.
Para (b):

agora, existe um menor k e um menor m tal que P = P(m/10%). A partir desse
ponto (ou seja, para n > k), e de modo totalmente semelhante ao que ocorreu
no Exemplo 6.19, podemos escolher continuarmos ou com intervalos envolventes da
forma

OP' <OP=0P",
que dardo uma medida iterativa da forma 9-terminante, ou com intervalos da forma
OP'=0P < OP",

que dardao uma medida iterativa da forma O-terminante. Observado isso, fica ime-
diato concluirmos. CQD.

Ao leitor que estranhou o fato de eventualmente ocorrer que um mesmo segmento
“tenha” (seja representado por) duas medidas iterativas, adiantamos que este fato
deve ser visto como andlogo ao de um mesmo nimero racional poder ser representado
por mais de uma — na verdade, infinitas — fragoes ordinarias. Coloquemos isso numa
defini¢ao:
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Definicao 6.26 -

Dizemos que duas medidas iterativas sdo equivalentes se elas expressarem (represen-
tarem) a medida de um mesmo segmento de reta.

Exemplo 6.27 -

Pelo que vimos acima, as medidas 0,999999... e 1,000000... sao equivalentes.
Isto também € o caso de 0,749999... ¢ 0,750000... .

Passemos a elucidar a relacao entre as medidas iterativas que constituem um par
equivalente.

Teorema 6.28 -

Quando a medida iterativa de um segmento de reta AB resultar em duas listas, estas
terao ou a forma:

|AB| = m,000000. ..
|AB| = M, 999999 ...
(onde o inteiro M =m — 1)

ou a forma:

\AB| = m,aiazas . ..a,000...
\AB| = m,ajasas...a,999...
(onde os digitos a, # 0, al, = a, —1 < 8).

Prova:

Pelo Teorema 6.25, ja sabemos que a ocorréncia de par de listas como resultado de
uma medicao iterativa ocorre quando, e somente quando, o segmento de reta for
congruente a um OP com P ponto graduado da régua infinita e distinto da origem.
Assim, tudo o que resta fazer é mostrar que, em tais casos, o par de listas tem a
forma explicitada no enunciado do presente teorema. Dividiremos a prova em dois
casos: P é ponto da rede unitaria, e P nao é ponto da rede unitaria.

— Caso em que P é ponto da rede unitdria.

Temos que P = P(m), onde m é um inteiro > 1. Assim sendo, de modo absolu-
tamente andlogo ao que ocorreu no caso da medida iterativa do segmento unitario
(vide Exemplo 6.20), temos duas familias de segmentos envolventes.
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— Primeira sequéncia:

OP(m) C OP C OP(m +1)
OP(m,0) C OP C OP(m,1)
OP(m,00) C OP C OP(m. 01)
OP(m,000) C OP C OP(m,001)

do que resulta a medida iterativa: |OP(m)| = m, 000000 ... .

— Segunda sequéncia:

OP(m —1) COP C OP(m)
OP(m —1,9) C OP C OP(m ,0)
OP(m — 1,99) C OP C OP(m,00)
OP(m — 1,999) C OP C OP(m. 000)

do que resulta a medida iterativa: |OP(m)| =m —1,999999 ... .
— Caso em que P ¢é ponto graduado, mas n3o da rede unitaria.

Agora, estamos num caso analogo ao do Exemplo 6.19. Nosso ponto P é graduado e
estd estritamente entre dois pontos da rede unitdria da régua infinita, digamos P(m)
e P(m + 1) . Isto significa que podemos escrevé-lo como: P = P(m,aaza3...ay),
onde os a sdo digitos e o a, # 0. Assim sendo, e tendo em vista o que foi feito
naquele exemplo, bem como no Exercicio 146, notamos que temos duas possibilidades
para o par de sequéncias envolventes, dependendo de termos a, # 9 ou a, = 9.

Inicialmente, vejamos o caso mais ficil, aquele em que a, # 9.

— Primeira sequéncia:

OP(m,aiasy...a,) COP C OP(m,aias...ap)
OP(m,aias...a,9) COP C OP(m,aias...a,0)
OP(m,aias...a,99) C OP C OP(m,aias...a,00)

onde a}, = a,—1, do que resulta a medida iterativa: |OP(m)| = m,aias...a,999... .
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— Segunda sequéncia:

OP(m,ajas...a,) COP C OP(m,ajas...a))
OP(m,aias...a,0) COP C OP(m,aqay...apl)
OP(m,aias...a,00) COP C OP(m,aias ...a,01)
OP(m,aias ...a,000) COP C OP(m,aas...a,001)

onde a!] = 1+ay,, do que resulta a medida iterativa: |OP(m)| =m,ajaz...a, 000... .
Finalmente, vejamos o caso em que a, = 9.
— Primeira sequéncia:

é igual aos casos a, # 9, e como tal, obtemos a medida iterativa: |OP(m)| =
m,ajaz...a,999... .

— Segunda sequéncia:

OP(m,aias...ap
OP(m,ajas...ay0
OP(m,aias...a,00
OP(m,ayas...a,000

g (m,ble...bn)

C (m,ajay...apl)
C OP C OP(m,aqas...a,01)
C (m,ajay...ay001)

onde biby...b, =1+ ajas...a, (note que ajas...ay, # 99...9), do que resulta a
medida iterativa: |OP(m)| = m,ajas...a,000... .

CQD.

Exercicio 147 -

Determine a medida iterativa do segmento de reta OP = OP(3,599), e use seus
resultados numéricos para conferir a notacdo usada na prova do teorema anterior.
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Resumo.

e Existem trés categorias disjuntas de segmentos de reta:
ordindrios, excepcionais e excepcionalissimos.

e Os segmentos ordindrios sdo os AB congruentes a um segmento
OP, com P ponto ndo graduado da régua infinita.

O método iterativo expressa sua medida como uma tnica lista, e
ela nao é nem 9-terminante e nem O-terminante.

e Os segmentos excepcionais sdo 0s AB nao reduzidos a um 1nico
ponto e congruentes a um segmento OF, com P ponto graduado.
O método iterativo expressa a medida desses segmentos por um
par de listas: uma 9-terminante e a outra O-terminante.

e Os segmentos excepcionalissimos sao 0s AB reduzidos a um 1nico
ponto, ou seja, congruentes a Q0. Sua medida iterativa é a lista
0-terminante: 0,000000... .

Em particular:

e todo segmento de reta tem uma medida iterativa nao 9-terminante.

Exercicio 148 -

Suponhamos que a lista 13, 01 001000100001 ... seja o resultado da medida iterativa
de um certo segmento de reta. Pede-se obter niumeros racionais que aprorimem essa
medida com erro:

i). <1, 1/10, 1/100, 1/1000 ii). <1, 1/10, 1/100, 1/1000
iii). <1/25 iv). <1/25

Exercicio 149 -
Sejam AB e CD segmentos tais que |AB| =2,43... e |CD|=2,44... . Prove que

|AB| = |CD| < |AB| =2,439999... ¢|CD|=2,440000... .
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Resumo desta secdo.

Apresentamos um terceiro método de medida de segmentos de reta,
AB, que denominamos método iterativo.

e O mesmo pode ser visto como uma aplicacao repetida ad infini-
tum do método aproximado. Dessa forma, ele é capaz de medir
exatamente qualquer segmento de reta.

e A unicidade da representacao da medida ocorre quando, e somente
quando, ou o segmento de reta AB é congruente a um OP cuja
extremidade P nao seja ponto graduado da régua decimal, ou AB
se reduz a um 1nico ponto.

e A medida obtida pelo método iterativo é expressa por:

© ou uma Unica lista de digitos, a qual sempre é nao 9- termi-
nante
(isso é o resultado usual, e ocorre nos casos em que o segmento
a medir nao é congruente a um segmento OP, com P ponto
graduado e a direita da origem da régua infinita);

o ou um par de listas de digitos, uma das quais é 9-terminante
e a outra é O-terminante
(isso ocorre s6 excepcionalmente).
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6.7 Os nameros reais absolutos

Teorema 6.29 -

Toda medida de segmento de reta é uma lista de digitos e, reciprocamente, toda lista
de digitos € a medida de algum segmento de reta.

Prova:

Pelo fato que todo segmento de reta tem medida iterativa, segue-se a primeira parte
do enunciado. Resta provar a reciproca. Para tal, dada qualquer lista de digitos,
m,aiasas . .., iniciamos observando que a mesma define a seguinte sequéncia de
segmentos sobre a régua infinita:

1 1
P(m)P(m+1) D P(m,ay)P(m,a; + E) D P(m,ajay)P(m,aras + W) D,

a qual é imediato se constatar que é encaixante e evanescente. Logo, pelo Postulado
da Continuidade da Reta Euclidiana, segue que existe exatamente um ponto P da
reta comum a todos eles. E igualmente imediato constatarmos que a medida iterativa
do segmento de reta OP, assim determinado, é precisamente a lista dada.

CQD.

Com esse teorema, chegamos a um ponto critico da caminhada que viemos percor-
rendo neste texto. Estamos para introduzir uma das nocdes mais importantes e
basicas da Matematica: a de nimero real absoluto.

Definicao 6.30 . -

O conjunto dos nimeros reais absolutos é o conjunto de todas
as listas de digitos, ou equivalentemente:
€ o conjunto de todas as medidas de segmentos de reta.

Isso desde que seja convencionado que essas listas estao submetidas ao
sequinte critério de igualdade numérica: duas listas serdo consideradas
como iguais quando, e somente quando, elas forem a medida iterativa
de um mesmo segmento de reta.

Essa defini¢ao deve ser entendida como dizendo que os niimeros reais absolutos sao
representados por listas de digitos, e também dizendo quando duas dessas repre-

227



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

sentagoes serao consideradas como iguais (ou equivalentes). Nao deixe de notar,
ademais, que é o Teorema 6.29 que nos permite verificar a igualdade ou nao, pas-
sando de listas para medidas.

Exemplo 6.31 -

O segmento de reta que é um ter¢o do segmento unitdrio tem como medida iterativa
o numero real absoluto de representa¢do dnica: 0,333333....

Por sua vez, a medida iterativa do segmento unitario é o numero real absoluto que
tem as representacoes 0,999999... e 1,000000..., o que nos permite escrever:

1,000000...=0,999999... = |OU|.

Observacao 6.32 -

Tendo em vista os Teoremas 6.25 e 6.28, podemos dividir os nimeros reais absolutos
em trés tipos:
e o numero representado por 0, 000... ;

e 0s numeros reais absolutos representados por exatamente uma dentre as in-
finitas possiveis listas de digitos que nao sao nem 9-terminantes e nem 0-
terminantes;

e 0s numeros reais absolutos que tém exatamente duas representacoes, as quais
constituem qualquer um dos possiveis pares de listas que tem a forma

m,000000... = M,999999... (onde M =m — 1)

ou a forma

m,aia2as . ..ap000... = m,ajazas...a,999... (onde a, #0, a,, = a, — 1 <8).

Teorema 6.33 (solucdo do problema da medida) -
Fizada uma régua infinita:

i). a todo segmento da reta euclidiana, o método de medida iterativa associa exa-
tamente um numero real absoluto como medida exata de seu comprimento;

ii). reciprocamente, para cada nimero real absoluto, pode-se determinar um seg-
mento de reta cujo comprimento é esse numero; além disso, todos os segmentos
de reta que admitem esse nimero como medida sdo congruentes.
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Prova:
Para (i):

a afirmagcao (i) é uma mera transcri¢ao da defini¢ao de real absoluto e de seu critério
de igualdade.

Para (ii):

todo numero real absoluto, pela definicao, é a medida iterativa — ou seja, uma
representacao — do comprimento de um segmento de reta. Por outro lado, se dois
segmentos de reta tiverem a mesma medida, eles tém de ser congruentes, como
decorre do Postulado do Continuo, por meio do do Teorema 6.18. CQD.

E possivel atribuirmos um significado numérico aos reais absolutos?
Sim, pois:

i). estdo associados diretamente a quantidades: as medidas iterativas
de segmentos de reta;

ii). podem ser somados e multiplicados, bem como estdo submetidos
a uma relagdo de ordem, conforme veremos no préximo capitulo.

Para reforcar a atribuicdo de cardcter numérico aos reais absolutos, mostremos que
eles incluem ou generalizam os niimeros racionais absolutos.

Teorema 6.34 -

Todo numero racional absoluto pode ser identificado naturalmente com exatamente
um numero real absoluto. Essa associacao deve ser entendida do sequinte modo:

fizada uma régua infinita, dado um mimero racional representado pela
fragdo a/b, a ele associamos o segmento de reta OP = § OU e determi-
nemos sua medida iterativa, nao 9-terminante; entao, a, € 0 n—Esimo
digito dessa medida iterativa de OP, se e s6 se ap é 0 n—ésimo digito
da expansao decimal do nimero racional a/b.

Portanto, podemos escrever, sem ambiguidade de interpretagdo:
a

g:|OP|:m, a1a2a3 ...y ... .
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Prova:

( Para o rapido entendimento do raciocinio envolvido nesta demonstragao, recomen-
damos que o leitor revise os Exemplos 6.19 e 6.15 ).

Se a expansao decimal de a/b é 0,ajasas ... , isto significa que a mesma foi produ-
zida pela seguinte sequéncia de divisoes euclidianas:

10a =ba; + 711, com 0<r <b
1071 =bas + 19, com 0 < r9 < b
1079 =basz +r3, com 0 < r3 <b

de onde saem:

a _a1 1
b 10  10b
&1 a T2

106 100 100b

7“2_663+ T3
1006 1000 ~ 1000b

Ora, usando que 0 < r1,79,... < b, podemos reescrever isso como:
0<%<1
T+ 105 <5 <15 105 * o0
ai a2 as a a2 as 1

10 100 1000 “b 10 100 ~ 1000 © 1000

Em termos de segmentos envolventes de OP = § OU, estas desigualdades sao ex-
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pressas como:
OP(0) C OP C OP(1)

aq 1

aj
OP(15) COP COP(35+ 15)
a a a a 1
OP(3g+ 1g2) € OF < OP (55 + 12 + 1)

Assim, vemos que a expansao decimal de a/b determina uma sequéncia de intervalos
envolventes de OP = § OU, do tipo

OP' <OoP < OP"

e tais que — em cada rede de graduacao — os pontos P’ e P” sao consecutivos e &
distancia, respectivamente, 1, 1/10, 1/102, ... . Disso, e do enunciado e demons-
tracao do Teorema 6.25, segue que a medida iterativa nao 9-terminante do segmento
OP(a/b) é precisamente tal expansdo decimal.

CQD.

Exemplo 6.35 -
No caso do segmento de reta OP que € a ter¢a parte do segmento unitdrio, OP = %OU,
temos:

1
5 =|0P|=0.333333....

sendo que a primeira igualdade expressa a medida de OP, obtida pela Proposicdo
6.2, enquanto que podemos ver a seqgunda como expressando a medida iterativa de
OP. O teorema acima estd dizendo que 0, 333333 ... também tem de ser a expansao
decimal de 1/3, o que jd sabemos ser realmente verdadeiro do capitulo anterior.

Exemplo 6.36 -

No caso do segmento de reta OP, onde P € o ponto graduado P(0,75), podemos
confirmar diretamente o teorema, pois valem as igualdades:

0,75 =0,750 = 0,7500 = ... = |OP(0,75)| =0, 750000... ,

sendo que a ultima igualdade é dada pela medida iterativa.
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Exemplo 6.37 -
No caso do segmento unitdrio, temos:
1=1]0U| =1,000000...=0,999999...,

onde as duas primeiras igualdades referem-se a igualdade da medida direta e da
medida iterativa 0-terminante do segmento OU, enquanto que a terceira refere-se a
equivaléncia dos resultados da medi¢ao iterativa.

Exercicio 150 -
Seja OP o segmento de reta cuja medida iterativa é a lista
3,2245245245245... . (6.1)

Prove que

9990 OP = 32213 OU .

Exercicio 151 -
Considere o segmento OQ obtido pela divisao de 7TOP(23/10) em oito partes iguais,
ou seja: 8 0Q = 7TOP(2,3). Determine a medida iterativa de OQ.

Exercicio 152 -

A rigor, a prova do teorema anterior tratou apenas dos racionais absolutos de ex-
pansao decimal do tipo a/b =0, ajasas ... . Pede-se fazer a prova para o caso geral
a/b=m, ayasas ..., onde m é um inteiro positivo.

Exercicio 153 -

Fizada uma régua infinita de origem O e segmento unitdrio OU, podemos dizer que
-se a medida iterativa de um segmento de reta OP for uma lista nao 9-terminante-
teremos OP = § OU, onde a/b ¢ o mimero racional que tem como expansio decimal
a lista dada.

Observacao 6.38 -

Podemos ver o ezercicio anterior e o Teorema 6.3 como dizendo que podemos ver
0 método iterativo como uma generalizacao do método direto, e o sentido exato com
que isto deve ser visto.
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E conveniente resumirmos os pontos chaves do que foi feito:

e O conjunto dos numeros reais absolutos é o conjunto das listas
do tipo m, ajas..., onde m é um inteiro ndo negativo e os a, sao
digitos, paran =1,2, ....

E essencial que sempre tenhamos em mente que:
— esses numeros estao associados ao processo de medicao itera-

tiva dos segmentos da reta euclidiana
— dois ntimeros reais absolutos sao considerados iguais se esti-

verem medindo segmentos de reta congruentes (representam
medidas iterativas de segmentos congruentes). E devido a isso
que escrevemos coisas como: 1,0000...=0,9999... .
e Todo numero racional absoluto pode ser visto como um ntmero
real absoluto (vide Teorema 6.34).

Como existem listas de digitos que nao sao periddicas, pelo Teorema 6.29 elas re-
presentam nimeros reais absolutos e estes ndo podem ser nimeros racionais. A
defini¢ao a seguir d4 uma denominac¢ao para os mesmos:

Definicao 6.39 -

Ndmero irracional absoluto é todo mimero real absoluto que pode ser
representado por uma lista de digitos nao periodica.

Exemplo 6.40 -

Ezplicitando listas de digitos que garantidamente nao sao periddicas, mostremos que
efetivamente existem numeros irracionais:

0, 10100 1000 10000 100000 . .
0,012012120121212 ...
0, 101001000000100000000000010 ...  ( note que envolve fatorial ).

Teorema 6.41 -

Todo niumero irracional absoluto € representado por apenas uma lista de digitos
(e a mesma ndo é periddica).
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Prova:

Pela Observacgao 6.28, das trés possibilidades para o resultado de medida de segmen-
tos de reta, a tinica compativel com lista ndo periddica é a de lista tinica.

CQD.

Corolério 6.42 -

Todo nimero real absoluto ou € irracional, ou € racional.

Prova:

J& sabemos que existem tanto niimeros racionais, como irracionais absolutos. Logo,
tudo o que resta fazer é provar que é impossivel um niimero real absoluto ser tanto
racional, como irracional.

Ora, pelo teorema, todo irracional é representado por apenas uma lista e ela nio
é periddica; como tal, ndo havendo nenhuma possibilidade de esse niimero ter uma
representacao por lista periddica, ele nao pode ser racional.

CQD.

Mdmeros reais absolutos

fracionarns absalufos

racrenais absofufos
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Exemplo 6.43 -

Fizada uma régua infinita,

um segmento de reta é incomensurdvel com a unidade se, e so se, ele
tiver como medida iterativa um nidmero real absoluto irracional.

Tendo em wvista o teorema anterior, isso equivale a afirmar que um segmento de
reta é comensurdvel com a unidade se, e so, se ele tiwer como medida um nimero
racional absoluto.

Com efeito, denotando o segmento unitdario da régua por OU :

— sendo AB um segmento comensurdvel com a unidade, temos que existem inteiros
m en, tais que m AB = nOU; disso seque que

|AB| = |T oU| = ™ = racional absoluto;
n n
— sendo |AB| = m/n, como |m/nOU| = m/n, seque que AB € congruente a

m/nOU, ou seja, m AB =nOU.

Exemplo 6.44 -

Dado um quadrado de lado qualquer, tomemos uma régua infinita que tem como
segmento unitario o lado deste quadrado. Da prova do Teorema 6.5, sabemos que a
respectiva diagonal € incomensurdvel com o lado; de modo que, medindo tal diagonal
com essa régua, obteremos como resultado um nidmero irracional absoluto.

Exercicio 154 -

Como fica a medida da diagonal do quadrado do exemplo anterior se tomarmos uma
régua qualquer?

Observacao 6.45 -

Quando tivermos definido operagies aritméticas e algébricas (extracao de raizes qua-
dradas, cibicas, etc.) de nmimeros reais absolutos, poderemos dar muitos exemplos
de irracionais expressos por formula, em vez de diretamente por sua lista de digitos.

Nesse sentido, recorde que jd provamos que ndao existe nenhum niumero racional x
tal que 2 = 2. Contudo, isso ndo é suficiente para nos permitir dizer que \/2 €
irracional, pois ainda nao definimos multiplicacao para reais absolutos.
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Note que para todo nimero irracional (em verdade, a todo niimero real absoluto),
dado por sua representacao em lista de digitos, x = m, ajasas ..., estd associado
um esquema de aproximacgoes sucessivas:

m<z<m+1
m,a; <z <m,a; +1/10
m,aias < T <M, a1ao —i—1/102
m,ayasa3 < T < m,ajazaz + 1/10°

Por isso, muitas pessoas, sem negar que os ntimeros reais sao imprescindiveis em as-
suntos tedricos, costumam afirmar que os ntimeros racionais bastam para as aplicacoes
praticas. Com efeito, nas desigualdades acima, tanto as aproximacoes por falta (as
do tipo m, ajagas . . . a,) como as aproximacoes por excesso (as do tipo m, ajasas ... ap+
1/10™) sao numeros racionais, e podemos tornar o erro 1/10" tao pequeno quanto
desejarmos.

Essa posicdo é um tanto polémica, pois que a possibilidade de chegarmos a um
racional aproximante m, ajasas . .. a,, com n suficientemente grande, pode ser muito
trabalhosa de ser efetivada —ou, até mesmo, apenas potencial. Vejamos um exemplo.

Exemplo 6.46 (Estimando a diagonal do quadrado de lado unitdrio) -

Retomemos a discussao de medida da diagonal OB de um quadrado de lado unitdrio
(confira na figura sequinte). Como essa diagonal é um segmento de reta, sabemos
que eziste um real absoluto, digamos d, que mede seu comprimento: d = |OB|. Ora,
sendo d um real absoluto, ele é uma lista infinita de digitos, digamos:

d =m, ayasaz . ..

i

e, pelo Teorema 6.5, sabemos que tal lista ndo é periddica. O problema que surge
agora é: como determinar explicitamente os valores de m,ay, a9, a3, etc.?

Iniciamos observando que o natural m mede um segmento menor do que OB, en-
quanto m + 1 mede um segmento maior do que OB. Construindo quadrados de
diagonais medindo m e m+ 1, obtemos, respectivamente, um quadrado menor e um
quadrado maior do que o quadrado de diagonal OB.
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| diagonal OB | =m,

Dai, por Pythagoras', obtemos

m? <2< (m+1)>2% (6.2)

Ora, sendo m um nimero natural, a tunica possibilidade para ele satisfazer (6.2) €
com m = 1.

Da mesma forma, a1 deve ser um digito tal que

(L) <2< (Lo + 50" (6.3)

1 Aqui estamos utilizando a versao geométrica original desse teorema. Essa diz que se, a partir

de um dado quadrado, construirmos um segundo quadrado cujo lado é a diagonal do primeiro,

a area desse segundo quadrado serd o dobro da do primeiro. Consequentemente, tomando como

unidade de drea a area de um quadrado de lado unitério, segue que o quadrado que tem como lado
a diagonal do quadrado unitario terd como area o dobro da unidade de area.
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Como ezistem no mdzimo 10 possibilidades para o valor de a; € {0,..,9}, depois
de mo mdzimo dez tentativas testando (6.3), iremos descobrir que a1 = 4 (pois
(1,4)2 = 1, 96, enquanto (1,5)2 = 2,25). Concluimos assim que

d=1.4....

Para determinarmos as, notemos que

1
1,4a9)?> <2< (1,4 —)?
( ) a2) ( 3 (IQ + 100) Y

de modo que, apds no mdzimo 10 tentativas, encontraremos as = 1. Assim,
d=1,41... .

Continuando dessa forma, podemos obter aproximacies racionais de d = |OB| tdo
acuradas quanto quisermos; dito de forma precisa, podemos determinar o digito
an, seja qual for o n dado. De fato, convidamos o leitor a provar, usando indu¢do
matemdtica, que o processo descrito neste exemplo pode ser generalizado para provar
que, dado n > 2, o digito a, fica bem determinado a partir do conhecimento de
Alsy..v yAp—1 -

Exercicio 155 -

Usando o raciocinio do exemplo anterior, determine os trés primeiros elementos da
lista que representa o numero real absoluto que mede a diagonal de um retangulo
cujos lados medem 1 e 2.

Exercicio 156 -

Dado um numero real absoluto x, suponhamos que vamos obtendo, sucessivamente,
as sequintes desigualdades, onde m € inteiro m > 0 e 0s ay sao digitos:

m<zrz<m+1
m,a; <z <m,a; +1/10
m,aias < T < MmM,a1as —i—l/lO2
m,ajasa3 < T < m,ajazaz + 1/10°

Pede-se mostrar que a seguinte afirmacio € falsa:

se alguma das < for, em verdade, uma igualdade, entdo x serd racional;
caso contrario, ele serd irracional.
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Dependendo de como um nimero real absoluto — racional ou irracional — for dado,
ou caracterizado, pode ser bastante dificil conseguirmos informagao sobre os digitos
constituindo sua expansao decimal. Ainda hoje, existem vérias dreas de pesquisa
envolvidas com esta questao. No Capitulo 8 discutiremos, com algum detalhe, esse
assunto.

Algumas simplificacdes de terminologia e notacdo.

Para que a leitura dos préximos capitulos fique mais leve e envolva
terminologias e notagoes mais proximas da usada na HEscola:

e Passaremos a usar a expressao expansdo decimal de um numero
real absoluto para qualquer uma das medidas iterativas que o re-
presentam. Faremos isso, mesmo no caso das medidas iterativas
9-terminantes de segmentos de reta tipo OP, com P ponto gra-
duado da régua infinita.

Ou seja, por exemplo, chamaremos a medida iterativa 0, 999...
(do segmento unitario) de expansao decimal, embora 0, 999...
nao seja uma expansao decimal obtenivel pelo método da divisao
euclidiana.

e No caso de nimeros racionais que tém expansao decimal 0- termi-
nante, como ocorre com, por exemplo,

0,8=0,80=0,800="---,
também escreveremos:
0,8=0,80=0,800="---=0,800000000...=0,80=0,79.
O mesmo faremos com qualquer outra expansao O-terminante.

e Consideraremos a medida direta como caso particular da medida
iterativa, e procuraremos usar apenas a palavra “medida”, no lu-
gar de “medida iterativa”.

e Note que é comum se dizer “seja o nuimero dado por 1,234...7,
mas isso é ambiguo, pois poderiamos (a menos que seja dada mais
informacao) estar falando de 1,2345, 1,2346, 1,23444 ... e infini-
tas outras possibilidades, tanto racionais como irracionais.
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No capitulo anterior, resolvemos a insuficiéncia geométrica dos nimeros racionais
(qual seja: sua incapacidade de atribuir uma medida a todos os segmentos da reta
euclidiana) introduzindo o conjunto A dos nimeros reais absolutos.

O primeiro grande objetivo do presente capitulo é fazer a capacitacdo numérica dos
reais. Com isso, queremos dizer que precisamos poder somar, multiplicar e ordenar
os numeros reais absolutos. Mais do que isso: a partir de A, queremos construir um
campo numérico que devera ter uma adicao e uma multiplicacdo, bem como uma
relacdo de ordem, que sejam uma extensdo das do campo dos numeros racionais
—obedecendo-se assim ao chamado Principio da Permanéncia de Hankel. Em par-
ticular, na medida do possivel, essa extensao devera imitar a passagem do campo
[Z, +,-,<] para o campo [Q, +,-,<].

Com vistas a esse objetivo, a primeira coisa a observar é que, como a todo nimero
racional estd associado um outro que lhe é simétrico na adicdo, o conjunto A é
insuficiente para a extensao pretendida. Serad preciso construir um conjunto ainda
maior do que A, formado justamente pelos niimeros reais absolutos e seus “negati-
vos”; conjunto esse que passaremos a chamar de conjunto dos niimeros reais' e que
serd denotado por R. Essa tarefa serd bastante semelhante, embora muito mais
complexa, da que encontramos quando passamos do conjunto dos niimeros naturais

para o campo dos inteiros:
N—[Z, +,,<] versus A—[R, +,-,<].

A seguir, qualificaremos essa capacitacdo numérica, demonstrando que os niimeros
reais resolvem parcialmente a insuficiéncia aritmética dos racionais. Ou seja: com
os numeros reais seremos, finalmente, capazes de atribuir um resultado exato para
a raiz quadrada de 2, bem como para a raiz quadrada de qualquer inteiro positivo
que nao seja um quadrado.

Concretizada a capacitacao numérica dos reais, bem como a sua qualificacao, passa-
remos a segunda grande tarefa deste capitulo, qual seja: a elucidacdo da estrutura do
campo [R, +,-, <] dos nimeros reais. Isso resultard na demonstracido de que esse
campo tem duas propriedades importantes:

e é um corpo ordenado;

(o campo dos racionais também tem essa propriedade estrutural)
e tem a Propriedade do Continuo

(o campo dos racionais nao tem essa propriedade).

!Esta denominacéo é devida a George Cantor, c. 1875, e a escolha da palavra “real” foi feita para
diferencia-los de um campo numérico ainda mais geral, o dos nimeros imagindrios (ou complexos),
que estudaremos num capitulo mais adiante.
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N

Como [R, +, -, <] é um corpo ordenado, temos & nossa disposicio um poderoso,
mas simples, algebrismo. Este, aliado & Propriedade do Continuo, nos permite muito
comoda e mecanicamente abordar os problemas envolvendo grandezas continuas,
sejam eles problemas matemadticos (como os problemas geométricos) ou problemas
fisicos (como a mecanica dos sélidos e fluidos, as transformagoes de energia e assim
por diante). Com efeito, a dltima grande tarefa deste capitulo serd exemplificar o
poder da algebrizacdo dos problemas de grandezas continuas por meio de uma rapida
abordagem das ideias centrais da Geometria Analitica.

Historicamente falando, essa mistura de um algebrismo simples com um campo que tem a
Propriedade do Continuo ocorreu basicamente entre 1600 e 1700, e resultou das contribuigoes
de muitos matemadticos, entre os quais: Viete (calculo literal ou cdlculo algébrico com letras),
Fermat e Descartes (traducao algébrica dos problemas geométricos). Essa foi, em verdade,
uma “mistura explosiva” que propiciou o desenvolvimento da ciéncia e tecnologia modernas,
a partir de Newton e Euler.

Passando ao desenvolvimento deste capitulo, iniciaremos com a construcao de R a
partir de A. Para tal, usaremos um procedimento bastante concreto que chamaremos
de “etiquetagem dos pontos da reta euclidiana”, o qual nos permitird localizar sem
ambiguidade os pontos da reta euclidiana, e dar um significado bem concreto para
o que chamaremos de “nimeros reais negativos”.

7.1 Localizacao geométrica dos pontos da reta

Suponha o leitor que alguém lhe pare para perguntar onde fica uma determinada
loja que ele apenas sabe que esta na rua em que ambos se encontram. Duas maneiras
de responder seriam dizer “O Sr. encontrard tal loja andando 100 metros adiante”,
ou “O Sr. passou tal loja 50 metros atras”.

Se examinarmos cuidadosamente essas respostas, veremos que ela tém trés ingre-
dientes basicos:

— um ponto de referéncia
(no caso, o ponto de encontro das duas pessoas);

— uma unidade de medida de distancias
(no caso, 0 metro);

— um sentido de percurso da rua
(o sentido em que vinha andando o cidadao que nos parou, e o sentido inverso
deste; por exemplo, um sentido podia ser o de subida da rua e o outro o de
descida da rua).
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No caso abstrato da localizagao dos pontos de uma reta qualquer, podemos proceder
de modo andlogo. Assim, comegamos selecionando um ponto da reta — que servird
como ponto de referéncia, ou origem —, o qual denotaremos por O.

Dado agora um ponto P da reta, é natural considerarmos como “localizador” de P
a distancia de P a O, ou seja, o comprimento ou medida do segmento OP. Sabemos
do capitulo sobre medicdo de segmentos que, desde que tenhamos escolhido uma
unidade de medida de comprimentos, essa distancia estd bem definida, e é dada por
um nuimero real absoluto, digamos z; ou seja, z = |OP].

Entretanto, é claro que esse nimero z ainda nao determina o ponto P de maneira
univoca, uma vez que sabemos que seu simétrico P’ em rela¢ao & origem também
satisfaz |OP'| = z. Contudo, o impasse é imediato de ser resolvido: de modo
semelhante ao que fizemos na localizacao da loja, basta escolhermos um sentido de
percurso dos pontos da reta. Equivalentemente, basta acrescentarmos a informacao
acerca do “lado” da origem em que estd o ponto P.

Uma reta onde uma tal distincao estd bem determinada é denominada de eizo car-
tesiano, conceito que a seguir definiremos com precisao.

Definicao 7.1 -

Um eixo cartesiano ¢ uma reta euclidiana na qual foram escolhidos uma orientac¢do
e uma unidade de medida. Mais precisamente:

um eixo cartesiano € formado por uma reta euclidiana r, e pela escolha de dois pontos
distintos sobre a mesma, denotados por O e U. O ponto O é chamado de origem do
eizo. O ponto U é chamado de ponto unitdrio do eizo, e tem dupla serventia: deter-
mina umae unidade de medida, OU, para os segmentos de reta do eizo, e determina
um sentido de percurso, ou orientacao, para o mesmo.

O sentido de percurso do eizo que vai de O para U é chamado de sentido positivo,
enquanto que o sentido de percurso oposto (que vai de U para O) é chamado de
sentido negativo.

Notacdo: denotaremos por (r,0,U) o eixo determinado pela reta r,
pela origem O e pelo ponto unitario U, ficando subentendido que isto
determina OU como unidade de medida.

Observacao 7.2 -

Alguns autores preferem ver a orienta¢ao do eizo como consistindo em dividir os

244



Cap.7 Nimeros reais

pontos da reta v (distintos da origem) em duas classes exclusivas: os pontos positivos
e 0s pontos negativos. Os pontos positivos sao os pontos distintos da origem e que
estao na semi-reta que inicia em O, e passa por U; os pontos negativos sdo os pontos
distintos da origem e que estao sobre a oulra semi-reta que inicia em O.

Também se costuma chamar essas duas semi-retas de, respectivamente, semi-eixo
positivo e semi-eixo negativo.

Observacao 7.3 -

Quando pudermos supor o eizo (r,O,U) (a rigor, a reta r do eizo) colocado na
posicao horizontal, costuma-se usar a sequinte terminologia mais intuitiva:

sendo P ponto do eixo, dizemos que “P estd a direita da origem” se o segmento de
reta que inicia em O, e termina em P, for percorrido no sentido positivo do eizo.
Semelhantemente, dizemos que “P estd a esquerda da origem” se o segmento de reta
que inicia em O, e termina em P, for percorrido no sentido negativo do eizo.

Exemplo 7.4 -

O ponto U estd a direita e a distancia um da origem, enquanto que seu Simétrico
em relagao a esta origem estd a esquerda dela e a distancia também um.

Exemplo 7.5 -

Mais geralmente, dado um eizo (r,O,U), “caminhando” no sentido positivo, mar-
quemos sucessivamente os pontos Uy,Us,Us,... tais que |OU,| = n. Note que
Uy =U. A sequir, denotemos por U], o simétrico de U, em relagio a origem.

Os pontos da “rede” ... U5, U{,0,U,Us,..., assim construida, podem ser locali-
zados do seguinte modo:

\

— cada Uy, estd a direita da origem e a distancia de n unidades da mesma;
— cada U}, estd a esquerda da origem e a distancia de n unidades da mesma.
Exemplo 7.6 -

A partir de todo eizo, (r,O,U), podemos construir uma régua infinita sobre o mesmo.
Basta tomar como suporte da régua o semi-eizo positivo, e como unidade de medida
da régua, a mesma unidade do eizo, OU.

Feito isso, podemos localizar cada ponto graduado da régua, P(m/10™), como sendo
o ponto a direita da origem que estd a distancia m/10™ da mesma.
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Resumindo:

combinando nidmeros absolutos com a ideia de orientacdo (sentido de
percurso), podemos “etiquetar” todos os pontos da reta euclidiana (a ri-
gor, de um eixo cartesiano):

reta euclidiana <— A + sentido.

7.2 Localizacao algébrica dos pontos da reta: niimeros reais

A ideia que estamos para introduzir é fundamental na Matematica. E uma ideia
bastante simples, mas nao é trivial apresentid-la de uma maneira sistematica. Para
uma visao preliminar da mesma, retomemos o caso da rede de pontos construida no
Exemplo 7.5.

Podemos localizar os pontos daquela rede de uma maneira mais rapida, substituindo
a expressao “a direita” por um sinal 4+ e a expressao “a esquerda” por um sinal -.
Ou seja, podemos usar o seguinte sistema alternativo de etiquetagem:

e 0 ponto U, estd a distancia +n da origem

(por exemplo: Uj estd a distancia +2 da origem);
e o ponto U), estd a distancia —n da origem

(por exemplo: U} estd & distancia —2 da origem).

Além de estarmos economizando palavras, também poderemos usar uma notacao
ainda mais simples para tal rede:

ooy U9, U1, O, Uy, Ugg,

e agora fica natural a denominarmos “rede dos nimeros inteiros”.

vz U4 . U 2 U3
u-2 U-1 O U+ U+2  U+3
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Nossa intenc¢ao é fazermos algo semelhante para todos os pontos da reta euclidiana.
Contudo, temos uma dificuldade imediata a enfrentar:

enquanto que, no caso da rede dos inteiros, para fazer a etiquetagem
dos pontos a esquerda da origem, ja dispunhamos dos inteiros negati-
vos (—1,—2,...), no caso da etiquetagem de pontos quaisquer da reta,
precisaremos dar significado a “—ntmero real absoluto”.

Assim, precisaremos criar um conjunto numérico que consista do conjunto dos reais
absolutos e seus “negativos”. No que segue, passaremos a definir tal conjunto; o
mesmo serd denominado conjunto dos nimeros reais 2, e o denotaremos por R.

Note que nossa tarefa nao é total novidade, pois podemos dizer:

N — Z — etiquetagem da rede dos inteiros
A — R — etiquetagem da reta euclidiana.

Definicdo 7.7 -

A cada numero real absoluto nao nulo, x, associaremos dois novos ob-
jetos matemdticos: +x e —x ; sendo que denominaremos

e +x de numero real positivo;
e —x de ndmero real negativo.

(Note que o zero dos reais absolutos ndo é nem real positivo, e nem real
negativo.)

O nimero real absoluto x envolvido passard a ser denominado valor ab-
soluto de +x e de —x, e costuma-se escrever: |+ x| =| — x| = z.

2Conforme j4 dito, esta denominacio é recente, e devida a George Cantor, c. 1875. Outras de-
nominagdes, mas que sairam de uso, sdo: nimeros reais relativos, ou meramente niumeros relativos.
Alguns autores antigos também usavam a terminologia nimeros algébricos, a qual hoje é empregada
com outro sentido.
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Notacdo:

R, = conjunto dos nimeros reais positivos

conjunto dos reais absolutos, nao nulos, precedidos do sinal + ;

R_ = conjunto dos nimeros reais negativos
conjunto dos reais absolutos, nao nulos, precedidos do sinal — .

Definicao 7.8 -

O conjunto dos nidmeros reais relativos, ou meramente conjunto dos
nimeros reais , ¢ denotado por R e consiste no conjunto de todos os
numeros reais positivos, bem como todos os negativos e o zero:

R=R_U{0} URy .

Ademais, a igualdade em R € assim convencionada:
sendo a e b numeros reais, diremos que eles sao 1guais, € esCreveremos
a =0, se, e somente se:

- ou ambos forem o zero;
— ou tiverem o mesmo sinal e o mesmo valor absoluto.

Exemplo 7.9 -

Cada inteiro negativo estd naturalmente associado a um real negativo. Por exemplo,
—1=-1,000..., =2 = —2,000..., etc. Por isso, diremos que todo inteiro negativo
¢ (identificdvel a) um niumero real negativo.

Semelhantemente, todo racional negativo, por meio de sua expansdo decimal, estd
naturalmente associado a um real negativo. Por exemplo, —1/2 = —0,5000...,
—2/3 = —0,666..., etc. Por isso, também diremos que todo mimero racional nega-
tivo € (identificdvel a) um nimero real negativo.
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Observacao 7.10 -

Do exemplo anterior, surge a ideia de identificarmos os inteiros positivos e 0s ra-
ctonais positivos com numeros reais. Para termos tal identificacao, basta tratarmos
o sinal + como “invisivel”. Com efeito, por que nao tratarmos 2 =2,000... como
2 = +2,000...7 Analogamente, para racionais positivos, por que nao tratarmos,
por exemplo, 1/4 =0,25000... como 1/4 = +0,25000... ¢

Assim, em termos mais gerais, na prdtica, costumamos identificar todo nimero real
absoluto ndao nulo r com o real positivo +r. Essa convencdo, e o que ja foi observado
no exemplo anterior, nos permitem a sequinte sequéncia de inclusies:

NCZCQCR,

as quais estao dizendo que o conjunto dos nimeros reais inclui todos os conjuntos
de numeros que ja encontramos.

Com essas cruciais preliminares, estamos com recursos andlogos aos que tinhamos
quando usamos Z para etiquetar os pontos da rede dos inteiros. Com efeito, vamos
mostrar como, agora, podemos facilmente etiquetar todos os pontos da reta.

Em verdade, faremos um pouco mais do que isso. Em vez de usarmos longas ex-

pressoes como, por exemplo, “P estd & distancia 2,333... da origem e & esquerda

mesm. rem usar uma expressa uivalente, m m mais curta:
da mesma”, passaremos a usa a expressao e alente, mas be ais curta: “a
coordenada de P é —2,333... 7. Vejamos como.

Definicao 7.11 -

Denominamos sistema de coordenadas cartesianas de um eizo (r,O,U) a seguinte
associacao de pontos do eizo a numeros reais:

a cada ponto Q) do eizo associamos um nimero real ©(Q) (frequentemente
denotado menos precisamente por x), dito coordenada cartesiana de @ e
o qual € definido da seguinte forma:

~se Q=0 entao z(Q) =0;

- se @ € um ponto positivo do eizo entao x(Q) = +|0Q) ;

~ se Q € um ponto negativo do eizo entio x(Q) = —|0Q|
(onde Q' denota o simétrico de Q em relagdo a origem O) .

249



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

Exemplo 7.12 -

Temos x(U) =1 = +1,000..., ou seja, o ponto unitdrio U tem coordenada um.
Semelhantemente, £(0O) = 0, ou seja, a origem do eizo tem coordenada zero.

Do mesmo modo, os pontos da rede dos inteiros, vide Exemplo 7.5, podem ser muito
rapidamente localizados: x(Uy,) = 4n e z(U}) = —n.

Teorema 7.13 -

O sistema de coordenadas cartesianas definido por cada eixo € uma associagdo que
exaure todos os miumeros reais, e faz isto sem repetir valores.

Prova:

As coordenadas exaurem R.

Como 0 = z(0), resta mostrar que todo nimero real positvo ou negativo é a coor-
denada de algum ponto sobre a reta.

— Seja x real positivo, de modo que x = +r, com r real absoluto nao nulo. Por
definicao de ntimero absoluto, é imediato que tal r é a medida de um segmento de
reta OP, com P ponto positivo: |OP| =r. Logo, z(P) = +|OP| = +r = z.

- Seja z real negativo, de modo que £ = —r, com r real absoluto. Pela definicdo de
nimero real absoluto, existe P tal que |OP| = r, e sendo P’ o simétrico de P em
relagao a origem, temos |OP'| = |OP| = r e entao, como P positivo dd P’ negativo,

segue que z(P') = —|OP'| = —r = z.

As coordenadas ndo repetem valores.

Se tivermos z(P;) = z(Py) = +r, isto significa que |OP)| = |OPy| = r e que
Py, P, sdo pontos positivos. Dali, pelo Teorema 6.33, segue que OP; e OF;, sao
congruentes e, portanto, P, = F,. Um raciocinio analogo trata da possibilidade
z(Py) = z(P;) = —r, com r real absoluto.?

CQD.
E mais comum enunciarmos o resultado anterior usando a nocao de associacdo

biunivoca, ou correspondéncia biunivoca, definicao essa que passaremos a recordar
da Teoria dos Conjuntos:

3E importante que o leitor recorde que o Teorema 6.33 é consequéncia do Postulado do Continuo.
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Definicao 7.14 -

Sejam dois conjuntos nao vazios, A e B. Dizemos que temos uma correspondéncia
biunivoca® entre A e B se existir uma associacdo tal que:

— cada elemento de A estd associado a um inico elemento de B ;

— inversamente, cada elemento de B estd associado a um tnico elemento de A.

Teorema 7.15 ( Teorema Fundamental da Geometria Analitica )
A correspondéncia que associa a cada ponto de um eizo cartesiano
(r,O,U) a coordenada cartesiana deste ponto é uma correspondéncia
biunivoca entre a reta r e o conjunto R dos numeros reais.

2 2 T 3 3
N = o] 2o r =
D B
0 U [
OP(1) = OU
[0 P =) 2 s N w
[ = = q
S § g 838 3
o = = [=J X (=] (=]

Prova:

Com efeito, pelo teorema anterior, cada ponto () da reta tem uma tnica coordenada,
z(Q). E, reciprocamente, para cada ntimero real z, existe um tinico ponto @) da reta,
tal que a coordenada de @ seja .

CQD.

Eventualmente, pode-se abreviar o enunciado desse resultado dizendo que ha uma

1Outras denominacdes em uso: correspondéncia um a um e bijecio
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correpondéncia biunivoca entre os pontos de cada reta euclidiana e os nimeros reais.’

Por essa razao, também se costuma chamar uma reta euclidiana de reta real.

A denominacio desse teorema resulta do fato de que o mesmo é o ponto de par-
tida para o tratamento estritamente algébrico dos problemas geométricos, assunto
que compete a disciplina Geometria Analitica. Numa leitura complementar a este
capitulo, faremos uma breve exposicao dessa muito importante ideia matematica.

Notacdo.

Podemos dizer que o teorema anterior garante que, para cada nimero real z, existe
sobre a reta euclidiana exatamente um ponto @, tal que z(Q) = z. De modo que o
teorema anterior garante que estd bem feita a notagao P(z) para denotar o ponto
(@ do eixo que tenha como coordenada o numero real .

Por exemplo: P(0) = O, pois z(0) =0; P(1) = U, pois z(U) = 1. Em termos mais
gerais, se x é positivo, temos que P(z) é o inico ponto positivo @ do eixo, tal que
|0OQ| = z. Analogamente, se x é negativo, ele é da forma z = —r; dai, tomando um
z' = r, temos que P(z) é o tinico ponto negativo @ do eixo, tal que |OQ| = r.

Com essa notacao, podemos escrever:

Q — z(Q) = P(z(Q) = Q.

Exercicio 157 -

Mostre que essa ultima notagao generaliza a notacdo jd utilizada no Capitulo 5: se
x =m/10", com m > 0, entdo o ponto P(z) a direita de O, que tem coordenada x
¢ precisamente o ponto graduado P(m/10™).

7.3 Nidmeros reais como expansoes decimais

— Expansdo decimal de nimeros reais quaisquer.

Podemos resumir o que foi feito anteriormente, observando que:

intuitivamente, um ntmero real é o resultado que se obtém “colando”
um sinal ( 4+, ou — ) a um numero real absoluto. Ora, como todo niimero

°E importante que o leitor tenha bem claro que trata-se de uma abreviacdo: em cada reta,
podemos escolher infinitas unidades de medida e duas orientacoes; mas cada escolha determina um
dnico eixo cartesiano.
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real absoluto pode ser representado por expansao decimal, segue que os
reais ficam naturalmente dotados de uma representacao deste tipo.

— Significado da expansao decimal dos nimeros reais.

Nas secoes que se seguirao, muito exploraremos o significado da expansao decimal
de um numero real. Ele é semelhante ao da expansao de um ntmero absoluto,
diferenciando-se apenas pela necessidade de levar em conta o sinal. Exemplifiquemos.

Escolhido um eixo cartesiano, podemos interpretar o real positivo 40,250 000...
como sendo a coordenada de um ponto P sobre o eixo, que é localizado da seguinte
maneira: para ir da origem do eixo até P, tenho de “caminhar” para a direita dois
décimos da unidade, e mais cinco centésimos da unidade.

Semelhantemente, —0,250000... é a coordenada de um ponto P’, que é localizado
do seguinte modo: para ir da origem do eixo até P’, tenho de “caminhar” para a
esquerda dois décimos da unidade, e mais cinco centésimos da unidade. Os pontos
P e P’ sdo simétricos em relacao & origem.

Em particular, devido a essa interpretacao, vemos que pode-se fazer as seguintes
identificacoes:
0=0,000...=+0,000...=-0,000... .

Consequentemente, diremos que o valor absoluto do zero é zero, e escreveremos:

0=10,000...]=]+0,000...| =|—0,000...].

— A questdo da eventual duplicidade da expans3o.

Como certos nimeros reais absolutos tém uma dupla representa¢ao decimal (uma ex-
pansio O-terminante e outra expansiao 9-terminante), segue que é 1til explicitarmos
a relacao de igualdade entre ntimeros reais em termos de suas expansoes. Vejamos.

Teorema 7.16 -

Sendo a e b nimeros reais, temos que eles serdo iguais (e escreveremos a = b) se, e
somente se

s oua=0eb=0;

e ou a e b sdo reais positivos e, assim, da forma

a=—+m,aiasas3... e b=4+Mbibsbs...
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ou, entdo, ambos sao reais negativos e, assim, da forma
a=—-m,aiasa3... e b= —M,bibsbs...

(onde m, M > 0 sdo inteiros; os aj e os by sdo digitos; ao menos um dentre
m e 0s ay € ndo nulo, e ao menos um dentre M e os by € nao nulo) ,

sendo que, ademais — em qualquer uma dessas duas alternativas —, wvale a
sequinte igualdade entre numeros reais absolutos:

m,aiag. .. :M,blbg... .
Prova:
Imediata, pelos resultados e definicoes anteriores. CQD.
Exemplo 7.17 -
Temos: 40,25000... = 40,24999..., bem como —1 = —1,000...=—0,999... .

— A questdo da periodicidade da expans3do decimal.

Definicao 7.18 -

Ndmero irracional é todo nimero real que ndo é nimero racional. De-
notaremos o conjunto dos irracionais por I.

Com essa terminologia, dividimos o conjunto dos nimeros reais em
duas classes disjuntas, tendo-se:

R=QUI.

Exemplo 7.19 -

O Exemplo 6.40 nos mostra alguns irracionais positivos e, “colando” um sinal ne-
gativo no valor absoluto dos mesmos, a partir deles obtemos os sequintes exemplos
de numeros irracionais neqativos:

—0, 101001000 10000 100000. ..
—0,012012120121212 ...
—0,101001000000100000000000010 ...  ( note que envolve fatorial ).
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Teorema 7.20 -

Os nimeros reais podem ser caracterizados em termos de suas expansoes decimais,
do sequinte modo:

e 0s nimeros racionais sao 0s numeros reais que tém uma (ao menos) erpansao
decimal periddica (talvez 0-terminante);

® 0s numeros irracionais tém exatamente uma expansao decimal e ela é nao
periodica.

Prova:

O resultado decorre do que ja sabemos sobre expanstes de ntimeros racionais e do

Teorema 6.41, o qual garante que todo niimero irracional absoluto é representado
por apenas uma lista de digitos, e que a mesma nao é periédica.

CQD.

Exercicio 158 -

A partir de uma conferéncia do famoso fisico Richard Feymann (Prémio Nobel 1965,
Eletrodinamica Quantica), definiremos como casa de Feymann de um nimero irra-
ctonal a primeira casa — depois da virgula, em sua expansao decimal — que é sequida
pelo bloco cabalistico 666. Assim sendo, pede-se:

i). mostrar que, para cada n = 1,2,3..., existe um nimero irracional cuja casa
de Feymann € a n-ésima casa decimal;

i1). mostrar que existem numeros irracionais sem casa de Feymann.

Exercicio 159 -

Chamaremos de “casa generalizada de Feymann” de um nidmero irracional a pri-
meira casa — depois da virgula, em sua expansao decimal — que € sequida por um
bloco de trés digitos repetidos. Assim sendo, perqunta-se: todo mimero irracional
tem uma casa generalizada de Feymann? Justifique.
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7.4  Ordenacao dos nimeros reais

Nas secoes anteriores, introduzimos os niimeros reais, vimos que os mesmos tém uma
util interpretacio geométrica (sdo as coordenadas dos pontos da reta euclidiana) e
incluem os nuimeros reais absolutos (os quais resolvem completamente o problema
da medida de segmentos de reta). Eles tém um inegdvel cardcter numérico: incluem
as quantidades (os resultados das medidas) e incluem os demais conjuntos numéricos
que ja introduzimos: N, Z e Q.

No que segue, reforcaremos esse cardcter numérico construindo um campo numérico
com oS numeros reais: mostraremos como ordena-los, como soma-los e multiplica-
los. Mais do que isso, faremos uma extensao, seguindo o Principio da Permanéncia
de H. Hankel ©:

definiremos uma ordem (<), uma adicdo (+) e uma multiplicacao (-)
em R, de modo a estender as correspondentes ordenacao e operacoes
aritméticas em Z e Q, preservando ao maximo suas propriedades.

Podemos abreviar isso, dizendo que queremos construir um campo [R, <,+,-] tal
que:
[Z:<a+:'] C [Qa<:+a'} C [R:<a+:']'

Na presente secao, faremos a extensao da ordem, deixando para a seguinte a extensao
das operacoes aritméticas.

A expansao decimal de um numero real absoluto nos diz até quantas unidades, até
quantos décimos, até quantos centésimos, etc. cabem no mesmo. Em particular,
dado um real absoluto x = m,ajasaz ..., podemos escrever:

m,a1azds ... an <$<m,a1a2a3...an+ﬁ.

Assim, podemos dizer que a definicdo de expansao decimal j4 traz embutida uma
relagao de ordem entre o real absoluto x e os niimeros racionais que se obtém trun-
cando sua expansao decimal.

Isso nos permite estabelecer uma relacdo de ordem entre dois reais absolutos quais-
quer, a partir da comparacao entre as respectivas expansoes decimais. Dados dois

SHermann Hankel, matemdtico alemdo que por cerca de 1860 introduziu a ideia de ndmero
formal.
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ntimeros reais absolutos distintos, x e vy, escrevamos suas expansoes decimais:

r =m,a1a2as3 ...
y:M,blebg,... .

Com o intuito de dizermos “quem € o maior” entre x e y, o caminho natural é
iniciarmos comparando m com M.

— Se m < M, entao dizemos que x € menor do que y e escrevemos x < Y.

— Se M < m, entao invertemos a conclusao: dizemos que y € menor do que z e
escrevemos y < .

— Se m = M, entao comparamos a; com by. Se tivermos a; < by, entdo x < y, e
se by < ay, entdao y < z. Resta a possibilidade a1 = b1, ou seja: m =1 e a1 = by.
Nesse caso, comparamos ag com bs, aplicando o mesmo critério. Se as = bo, entao
comparamos az com b3, e assim por diante. Pode acontecer de termos muitos digitos
da representacao decimal de x iguais aos correspondentes digitos da representacao
de y, mas como x # ¥y, certamente ocorrerd um primeiro valor de n para o qual
ayn 7 by,. Nesse caso, teremos a; = b;, parai =0,1,... ,n— 1. Escreveremos, entao:
T <Y, sea, <b,,ouy<z,seb, <ay,.

Examinemos mais cuidadosamente essa ideia, supondo, sem perda de generalidade,
que m < M. Teremos exatamente dois casos a examinar.

1° caso: m < M

Observemos inicialmente que a hipdtese m < M nos permite escrever:
m<r<m+1<MSy<M+1.

Ademais, se supormos que estamos usando apenas expansoes nao 9-terminantes,
podemos até garantir que:

m<r<m+1<MLy<M+1,

0 que torna natural estendermos a relacao de ordem, escrevendo que x < y.

‘20 caso: m:M‘

Continuando a trabalhar apenas com expansoes decimais que nao sejam 9-terminan-
tes, suponhamos que a primeira diferenca entre os digitos de z e y ocorra na terceira
casa decimal, de modo que a; = by, as = by e a3 # bs.

Sem perda de generalidade, suponhamos que a3 < bs. Temos duas possibilidades
para examinar: 1+ a3z < b e 1 + ag = bs.
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e Sendo 1 + a3 < bs:

1 14 a3
m,aja203 < T < M, 010203 + 103 =m,aias + 08
b
< m,aias + ﬁ =m, ayazbs = M, b1babs < v,

de modo que = < y.

e Sendo 1 + a3 = b3,
usando a hipétese de expansdes ndo 9-terminantes, tomemos, digamos, as # 9,
de modo que a5 < 9. Assim, temos T = m, ayasazaqsas ... = M, bibsbsasas . ..
ey = M, blb26364b5 ... . Entao:

< + + aq n as 1
T < M, 010203046 — = m,a1a9a — =+ —
142030405 + 105 10203+ 701 ¥ 105 T 108
- n 9 9 n 1 N 9 N 1 N
m,ajasa — — — =m.a1aoa — — = m.a1a5a N
1018283 + 707 T 75 T 18 1010203 + 7607 1 12 1016203 + 753
de modo que:
1 1 b
T < m,aiasasz + 08 = m,aias + I):i% =m,aias + % = M, bibobs <y,

0 que mostra que = < y.

Assim, somos levados a formalizar essas ideias na seguinte

Definicao 7.21 (Ordem entre reais absolutos) -

Dados © e y numeros reais absolutos, escrevemos x <y, ouy > x, e dizemos que
“r € menor do que y”, ou que “y é maior do que x”, quando, e s6 quando, valerem:

«aty;
e ¢, ademais, sendo eles representados por

r=m,a1a...
y:M,ble... s

tivermos: ou (m < M), ou (m = M, mas a, < by, onde n € o primeiro indice
i tal que a; # b;) .
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Exemplo 7.22 -

Vale 2,444 444 ... < 2,5 = 2,500000..., pois m = M = 2, mas a1 = 4 < 5 = by.
Note que a conclusao continua a mesma se escrevermos 2,5 como 2,499999...,
s6 que agora temos m = M, a1 = by e ag = 4 < 9 = by. A proposicao sequinte
garante que a conclusao nunca muda com a troca por eventuais erpansoes decimais
equivalentes.

Exemplo 7.23 -

Sendo x um nidmero real absoluto nao nulo, entao 0 < .
Com efeito, sendo x = M, bibabs ... uma expansdao decimal de tal nimero, como ele
nao ¢ nulo, temos:

- se M =0, existe um primeiro b, # 0, ou seja, 0 = a,, < b, # 0; logo, 0 < x;
- se M #0, temos diretamente: 0 = m < M; logo, 0 < z.

Exemplificada a aplicacdo da definicdo, passemos a mostrar que a mesma esta bem
feita, examinando duas sutilezas envolvidas na mesma. A primeira trata da neces-
sidade de garantirmos que os dois nimeros a comparar sao, antes de mais nada,
distintos. O exercicio a seguir faz o leitor pensar sobre isso.

Exercicio 160 -

Por que a Defini¢ao 7.21

i). nao permite afirmar que 0,999... < 1,000... 7
i1). mao permite afirmar que 1,2999... < 1,3000... ¢

A segunda sutileza na defini¢do de ordem entre niimeros reais estd no fato de que a
comparagao entre dois reais (distintos) independe da escolha da expansao decimal
usada. Em termos mais precisos, isso é o que garante a seguinte proposicao.

Proposicao 7.24 -

A definicio de ordem entre os reais absolutos estd bem feita, na medida em que
a conclusio da ordem relativa entre dois niumeros absolutos dados independe das
expansoes decimais usadas para representd-los.
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Prova:

Usando um exemplo significativo, vejamos a ideia. Sendo z = 1/4, achemos quais y
verificam z < y, observando que x tem duas representacoes: 0,250 ... e 0,24999....
Aplicando a defini¢cao com a segunda expansao temos que é impossivel termos algo
do tipo 0,24999... <y = 0,24abc... . Como 0,24999... = 0,25000... , a proxima
possibilidade a examinar é 0,24999... <y = 0,25abc. .. , com ao menos um digito
nao nulo entre a, b, c. .., possibilidade esta que é evidentemente sempre verdadeira.

Resumindo: de acordo com a segunda expansao de z, os y > x sao os da forma
y = 0,25abc. ... onde algum digito, entre a,b,c,... , é ndo nulo. E mais ficil ainda
ver que esta é a conclusao que chegariamos usando a primeira expansao de .

Fica para o leitor formalizar a prova para quaisquer z e y. Também fica para o leitor
examinar o caso em que x tem apenas uma representacao, mas y tem duas.

CQD.

Exercicio 161 -
Decida qual entre os dois nimeros reais absolutos dados € o maior:

i). 3,1415161711111... e 3,141516171021221222122221222222 . .. ;
ii). 1,33333 e 1,333....

Nossa préoxima etapa é estender a ordem dos reais absolutos para os nimeros reais
quaisquer.

Observacao 7.25 -

Para o correto entendimento da definicdo que se seque, recordemos que convencio-
namos escrever

0=10,000...=+0,000...=—0,000...

e, entao, zero € o unico numero real que tem tanto o sinal 4+, como o sinal — .
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Definicao 7.26 (ordem entre reais quaisquer) -

Sendo x ey dois nimeros reais distintos, escreveremos x <y e diremos
que “x € menor do que y” quando, e somente quando:

~ ou ambos tem o sinal + e verificam |z| < |y|;
— ou ambos tem o sinal — e verificam |y| < |z|;
— ou = € negativo e y positivo.

Exemplo 7.27 -

i). 0 < x para todo x mimero real positivo
(Com efeito, como 0 = +0, ambos tém o sinal + e, como |z| é um mimero
absoluto ndao nulo, sabemos que 0 < |z|.);

i1). © < 0 para todo x numero real negativo;
i11). —2 < —1, ou seja —2,000... < —1,000..., pois que 1,000... < 2,000... ;
). —5000,000... < 4+0,0005000... .

Convencodes e Notacdes.

e Como foi costume fazer nos campos numéricos ja estudados, po-
demos usar x > y para dizer y < x. Também usaremos = < y para
dizer que vale x = y, ou z < y. Semelhantemente para x > vy .

e Se z > 0, diremos que = é ndo-negativo.

e Se z < 0, diremos que z é n3o-positivo.

Exemplo 7.28 -

Com x < 1 indicamos qualquer = real que, ou verifica x < 1, ou verifica © =1.

Observacao 7.29 -

Sendo x e y numeros reais absolutos, entao € imediato verificarmos que
x <y (na ordem de reais absolutos) <= +z < +y (na ordem de nimeros reais).
Como, na pratica, identificamos +r com r, podemos dizer que

x <y como reais absolutos <= x <y como numeros reais,
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ou seja: a ordem dos numeros reais estende a dos numeros reais absolutos!
Em particular, podemos dizer que os niumeros absolutos sao o0s niumeros reais x
verificando x > 0.

Exercicio 162 -

Ache os menores a e b, tais que 0,5 < 0, ab.

Exercicio 163 -

Coloque em ordem < :

2,55, 2,54 2, g
9
Exercicio 164 -
Verifique qual entre os dois nimeros reais —10 e —10,999... ¢ o maior.

Proposicao 7.30 -
A ordem < entre numeros reais tem as sequintes propriedades:

i). x <z, VreR;

i) t<yey<zcr = zx=y Vr,y e R;
i) t<yey<z =<z Vr,yzeR.
Prova:

Essas afirmagoes sdo obviedades geométricas. A prova algébrica, apesar de ter de
considerar os sinais dos nimeros envolvidos, é direta e fica como exercicio para o

leitor. CQD.

Proposicao 7.31 -

A ordem entre nimeros reais verifica a chamada Lei da Tricotomia: para cada dois
reais quaisquer, T ey, vale uma, e somente uma, das sequintes possibilidades:

ou r=19y, ou rx <y, ou y<=zmw.

262



Cap.7 Ndmeros reais

Prova:

Basta verificar que a Definicao anterior cobre todas as possibilidades de sinal para
z e y. Deixamos os detalhes para o leitor.

CQD.

Exercicio 165 -

Convenca-se que a definicdo de ordem podia ter sido enunciada da sequinte forma:
dados dois reais distintos quaisquer x ey, entao:

i). se ambos forem ndo-negativos, entao ou x <y, ouy < x, de acordo com a
definicao de ordem entre reais absolutos;

i1). se um deles for ndao-negativo e o outro for megativo, entdo o negativo serd
menor do que o ndo-negativo;

i11). se ambos forem negativos, entao decide-se se x <y, ou y < x, comparando
—xe—y.

Nossa proxima tarefa é mostrar que a definicio de ordem entre reais absolutos, ou
entre reais quaisquer, foi feita conforme o Principio da Permanéncia de Hankel, ou
seja: efetivamente, fizemos uma extensao da relacdo de ordem que existia entre os
nlimeros racionais.

Bem entendido, temos de mostrar que comparar dois niimeros racionais por meio
das respectivas representacoes fraciondrias, a/b e ¢/d, d4 no mesmo que comparar as
respectivas expansoes decimais. A primeira dessas comparacoes envolve trabalhar
com as fragoes equivalentes ad/bd e bc/bd, enquanto que a segunda envolve aplicacao
da definicao de ordem de reais, conforme vimos neste capitulo.

O teorema seguinte confirma que realmente, no caso basico de nimeros racionais
positivos, a extensao foi feita de acordo com o Principio da Permanéncia de Hankel.
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Teorema 7.32 -

Consideremos dois racionais positivos, r # s, representados, respectivamente, pelas
fragdes a/b e c/d, onde a,b,c,d sio nimeros inteiros positivos. Sejam, ademais,
r = m,aiasasz... ¢ 8 = M,bibobs... as erpansioes decimais (nao 9-terminantes)
desses racionais. Assim, teremos que:

a/b < c¢/d na ordem dos numeros racionais <=

m,aiasas ... < M,bibsbs ... na ordem dos numeros reais.

Prova:

Fazendo divisao euclidiana, obtemos:
a R1 C R2 R1 R2
-t T M om sy b

de modo que, na ordem dos racionais: a/b < ¢/d = m < M (Por qué?), e teremos
duas possibilidades a examinar:

em < M
Neste caso, diretamente da definicdo de ordem entre reais, temos que
r=m,aiasaz... < M,bibybs... = s.

em =M

Neste caso, como os dois racionais sao distintos, terd de existir uma primeira casa
onde as expansoes terao digitos diferentes, digamos: a1 = by, as = by e ag # bs.
Bastara, entao, mostrar que a hipdtese a/b < ¢/d implica ag < bs.

Ora, isso tem de ser verdade, pois a suposicao a3 > b3 nos leva a uma impossibilidade.
Com efeito, como a divisao euclidiana produz
a a

1 az c a1 a9
G B2 Ly Sy 2 p
;Y000 T g t10 10T

teremos que, na ordem dos racionais, a/b < ¢/d implica A < B, e dai a suposicao
a3 > bs, nos levaria (sempre na ordem dos racionais!) ao seguinte resultado absurdo:

as 1 + b3
A> > B .. A>B.
1000 ~ 1000 g
Agora, o objetivo é mostrar que m,ajasag -+ < M,bibobs ... (na ordem dos reais)

= a/b < c¢/d (na ordem dos racionais) <= ad < bc.
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em < M
Temos M = m + k, com k > 1. Logo, a divisao euclidiana de a/b e ¢/d produz:
a=bn+ R ec=dM + Ry = dm + dk + Ry, de modo que: ad = bdm + dR; e
bc = bdm + bdk + bRy . Consequentemente, vemos que

ad < bc <= dRy < bdk + bR> .
Assim, basta observar que 0 < Ry < b implica
0<dRy < bd < bdk <bdk+bRy .. dR; <bdk+bRs.

em=M
Neste caso, m,ajasas ... < m,bibabs ... . logo, terd de existir uma primeira casa
decimal, digamos a terceira, tal que: a; = b1, as = by e a3 < by. Bastara, entao,
mostrar que isso implica a/b < ¢/d (na ordem dos racionais). Ora, como temos
1+ a3 < b3, segue que (na ordem dos racionais):

I B UL B W M+dp 2 Bl
—<mt—+— —— < mt+—+—F—— = — et —— < =
b 10100 71000 " 1000 10100 "1000 10100 " 1000 S d

CQD.

7.5 O campo dos niimeros reais tem a Propriedade do Continuo

Nesta pequena, mas decisiva, secido combinaremos o Teorema Fundamental da Geo-
metria Analitica com a ordem dos nimeros reais, com o objetivo de produzir uma
muito util versdo numérica do Postulado do Continuo. Como a maioria dos resulta-
dos sdao basicamente “traducoes” de resultados geométricos, deixaremos a prova dos
mesmos como um ficil exercicio para o leitor.

Iniciamos com a interpretacado geométrica para a ordem dos reais:

Exercicio 166 -

Prove a sequinte afirmacdo: dados nimeros reais distintos x e y, tem-se x < y Sse, e
somente se, no eixo cartesiano, x for a coordenada de um ponto que estd a esquerda
do ponto que tenha y para coordenada. Ou seja,

sendox = z(P) ey =xz(Q),entdo: x <y <= P a esquerda de Q.
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A ordenagio do conjunto R nos permite introduzir o conceito de intervalo, o qual é
a versao numérica de segmento de reta do eixo euclidiano:

Definicao 7.33 -

Por intervalo fechado de extremos x e y (onde z ey sio numeros reais, verificando
z < y), entendemos o conjunto

[z,y] ={z e Rlz <z <y}

Exercicio 167 -

Conforme notacao introduzida anteriormente, P(x) denota o ponto da reta eucli-
diana que tem x € R como coordenada. Assim, explique por que o intervalo [x,y]
pode ser interpretado como sendo o conjunto dos niumeros reais z, tais que P(z)
seja um ponto do segmento de reta P(z)P(y).

Definicao 7.34 -
Uma sequéncia de intervalos fechados [z, yn] € dita encaixante se, e sé se, verificar
que:

- C [@n,yn] €+ C 21, 91] C [20, 0]

Exercicio 168 -

Prove que uma sequéncia de intervalos fechados [x,,y,] € encaizante se, e somente
se, verificar que Tpy1 = Tp € Yntl < Yn, para todos os n € N.

Exercicio 169 -

Mostre que uma sequéncia de intervalos [Ty, yn] € encaizante se, e somente se, a
sequéncia de segmentos de reta P(xy,)P(y,) for encaizante.

Definicao 7.35 -

Uma sequéncia encaizante de intervalos fechados [xn,yn] € dita ser evanescente se,
e s6 se, a correspondente sequéncia encaizante de segmentos de reta P(xy)P(yy) for
evanescente.

Com essa defini¢ao, podemos agora traduzir numericamente o Postulado do Continuo
(veja Capitulo 5) ou Principio dos Segmentos Evanescentes.
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Teorema 7.36 (Teorema dos Intervalos Evanescentes/Propriedade do Continuo)

Para cada sequéncia evanescente de intervalos, [x,,yn], eziste exatamente um
numero real T pertencente a cada um dos intervalos da sequéncia. Isso €, existe
exatamente um x € R, tal que = € [Ty, yy], para todo n € N.

Exercicio 170 -

Prove o teorema anterior.

E muito importante o leitor se convencer que a Propriedade do Continuo é uma
propriedade “muito forte”: corresponde a uma exigéncia muito grande que s6 pode
ser satisfeita por um campo suficiente rico de niimeros, como ¢ o caso de R. Vejamos.

Antes de mais nada, iniciemos observando que a nocao de intervalo fechado se aplica
a qualquer campo ordenado [X, <, |. Com efeito, sao os conjuntos da forma:

[z,ylx ={z € X|z <z < y},com x,y € X.
Exemplifiquemos. Sendo X =7,z =1 e y = 5, entao
[z,y]z =[1,5]z = {1,2,3,4,5}.
E imediato o leitor verificar que, sendo X C R, entao
[z, ylx = [z, y] N X.

Essa observagao nos permite denotar o Q-intervalo fechado [1, 5]g, que consiste em
todos os nimeros racionais r verificando 1 < r < 5, por:

[1,5]p =[1,5]NQ.

Exercicio 171 -

Caracterizar as sequéncias encaizantes de Z-intervalos fechados. No caso de uma
tal sequéncia ser, ademais, evanescente, mostre que cedo ou tarde seus intervalos se
reduzem a um unico numero e que, como tal, verificam trivialmente a Propriedade
do Continuo.

Exercicio 172 -

Passemos a mostrar que o campo dos numeros racionais nao tem a Propriedade do
Continuo. Para tal, consideremos o sequinte exemplo de sequéncia encaizante de
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Q-intervalos fechados, construida em torno do numero real 0,505005000500005. .. :

L =100,5;0,6NQ

I, =10,50; 0,51] N Q

I; = [0,505; 0,506] N Q

Iy = [0,50500; 0,50501] N Q
I = [0,505005 ; 0,505006] N Q

Pede-se provar que a sequéncia dos Q-intervalos I, € evanescente, mas ndao tem
ponto comum.

7.6 Adicao de nimeros reais

Nossa préxima tarefa é tratar das quatro operagoes aritméticas bdsicas entre niimeros
reais, a saber: adicao, subtracao, multiplicacao e divisao. Como viemos fazendo,

queremos fazer isso estendendo as correspondentes operacoes sobre os nimeros ra-

cionais. ©

Queremos estender a adi¢ao dos nimeros racionais para os reais, e para isto, teremos
de partir das expansoes decimais correspondentes. Um exame superficial poderia nos
levar a crer que nossa tarefa é simples. Por exemplo, é natural esperarmos que a
soma dos reais

1,01001000100001 . ..
3,02002000200002. .. ,

seja o real
4,030030003000003. . . .

Contudo, um exame mais demorado mostra que a tentativa de definicao direta da
adicao entre niimeros reais quaisquer nos levaria a um emaranhado sem fim de casos
particulares. Com efeito, procure o leitor descrever o resultado da adicao de

1,01001000100001 ... ,
com o real

3,09009000900009... .

"Para nao nos alongarmos, discutiremos em detalhe apenas os dois casos principais: a adicdo
(nesta se¢do) e multiplicacdo (préxima se¢io).
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Nesse caso, a tarefa ja ndo é tao simples, e menos ainda é o caso da adi¢ao de
1,01001000100001 . ..
com
3,09009900099900009999. .. .

Assim, para evitar uma tamanha complicacdo, vamos proceder de uma maneira
indireta, usando as aproximagcoes racionais dos reais a serem somados, e fazendo uso
da facil e familiar adicdo de racionais.

Feitos estes preliminares, passemos a definir a soma z + y de dois nimeros reais
quaisquer, z e y. De saida, descartamos as possibilidades triviais em que ao menos
uma dessas parcelas é nula, pois é 6bvio que devemos ter 0 +y =y e z + 0 = =z.
Assim, vamos nos concentrar nas possibilidades em que ambas as parcelas sao nao
nulas, as quais dividiremos em trés casos: x e y positivos, x e y negativos, e x e y
de sinal contrario.

— Adicao de dois reais positivos
Dados x e y reais positivos, com expansoes decimais

r=m,a1day...
y:M,ble... s

sejam, para cada nm > 1, os numeros racionais
Tp =M,010A2...0y € Yp = M, biby...by. (7.1)

Da definicao de expansao decimal, sabemos que valem:

Tpn KT < Tp+

10n

Yn SY S Yn + 77
10

Ora, os x, € Yy, sao numeros racionais e assim, no caso particular em que x e
y também sdio racionais, das desigualdades acima tiramos®, agora na ordem dos
numeros racionais:

Ty +yn <T+Yy < Ty +yn + (7.2)

107

8Lembre que, para a, b, ¢, d racionais, a < b e ¢ < d implicam a + ¢ < b+d.
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Assim, se x e y forem racionais, a soma x +y estard em cada elemento da sequéncia
de intervalos [z, + yn, T, + yn + 2/10"], a qual é encaixante e evanescente, e, por
isso — segundo a Propriedade do Continuo —, sé pode ter z 4+ y como elemento
comum. Com efeito, o encaixante sai imediatamente das desigualdades a seguir, e a
evanescéncia ¢ imediata:

+

$n<$n+1<$<$n+1+wé$n Ton

1
yngyn+1<y<yn+1+10n—+1<yn+ﬁ‘

Consequentemente, como estamos procurando estender a adicdo de nimeros racio-
nais para numeros reais, fica natural definirmos a soma x + y, no caso de = e y
reais positivos, como sendo o Unico nimero real comum a sequéncia de intervalos
encaixante e evanescente que encontramos acima. (Nao deixe o leitor de observar
que o fato de essa sequéncia ser encaixante e evanescente independe de x e y serem
racionais ou irracionais.)

Definicao 7.37 (adigdo de reais positivos) -
Dados x e y numeros reais positivos, com expansoes decimais

r=m,a10ay...

y:M,ble... s
sejam, para cada n > 1, 0s niumeros racionais
Tp =M,0109...0, € Yp = M,biby...by,.

Assim sendo, a adicdo dos numeros reais positivos x e y produz um resultado cha-
mado soma, o qual € denotado por z+y, e € definido como sendo o inico nimero real
comum a todos os elementos da sequéncia de intervalos encaizantes e evanescentes:

].

[$n+ynaxn+yn+ﬁ

Observe que a defini¢cdo anterior envolve um procedimento, mas que ele nao nos da
explicitamente a expansao decimal de x4y em termos das expansoes decimais de z e
de y. Apesar disso, ela nos fornece aproximagoes racionais de z + y tao boas quanto
se queira. De fato, basta notar que z, + y, € =, + y, + 2/10" sdo aproximacdes
racionais, por falta e por excesso, para o nimero real z + y, e que o “erro” 2/10"
pode ser tornado tdo pequeno quanto desejarmos.”

“Mas atengdo! com erro menor ou igual a 2/10™, e ndo 1/10™.
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A possibilidade de termos aproximagoes racionais tao boas quanto queiramos para
a soma nos diz que, do ponto de vista das aplicacoes praticas, por exemplo, esse
procedimento é satisfatorio.

Exemplo 7.38 -

Seja somar 0,58000... e 0,333000.... Aplicando o procedimento da definicdo,
obtemos a sequéncia de intervalos evanescentes:

[0,8;1,0] D[0,91;0,93] D [0,913;0,915] D [0,9130;0,9132] D [0,91300;0,91302] O ---
da qual fica facil vermos que 0,58000... + 0,333000... =0,913000... =0,913 .

Exercicio 173 -

Verifique que somando 0,58 e 0,333 como nimeros racionais (ou seja: por meio de
suas representacoes fraciondrias) obteremos o mesmo resultado do exemplo anterior.

Exemplo 7.39 -

Vendo 1/3 + 2/3 como uma soma de nimeros reais, obter o valor dessa soma com
erro de no mdzimo uma unidade da terceira casa decimal.

Aplicando a definicdo e ao mesmo tempo escrevendo as respectivas aproximagaoes,
teremos:

1 +y1=0,34+0,6=0,9 — [0,9;1,1] - 1/3+2/3~1,0+0,1

z9+y2 = 0,334 0,66 =0,99 — [0,99; 1,01] — 1/3+2/3 ~1,00+0,01
z3+1ys =0,33340,666 = 0,999 — [0,999; 1,001] — 1/3+2/3 ~1,000=£0,001.

Exemplo 7.40 -

Usemos nossa defini¢ao de adi¢ao para somar os nimeros de um dos nossos exemplos
niciais:
1,01001000100001 ... 4+ 3,02002000200002... =?
Agora, a sequéncia de intervalos evanescentes fica:
[4,0;4,2] D [4,03;4,05] D [4,030;4,032] D [4,0300;4,0302 D [4,03003;4,03005] D ---
de modo que fica fdcil concluirmos que
1,01001000100001 . .. 4+ 3,02002000200002. .. = 4,030030003000003 ... .

(Exercicio: redija o argumento da conclusao.)
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Exercicio 174 -

V oou F? Justifique.

i)0,T+0,3=0,1 i) 0,

|
+
=
=
I
[
ol

Exercicio 175 -

Determine uma aprozimacdo racional, e com erro menor do que 1/105, para a soma
dos reais positivos: © = 2,79323189... ey = 13,83452153... .
Exercicio 176 -

Some 0,3215 e 2,134120 como nimeros reais e conclua que o resultado é, de fato,
o esperado: a expansao decimal do racional

3215 — 32 134120 — 134
e B R Sty
9900 999000
Exercicio 177 -

Seja M um inteiro positivo, e © = m,ajas ... um real positivo. Usando soma de
reais positivos, prove que x + M = N,ajas ..., onde N =m + M .

Exercicio 178 -

Amplie a Definicio 7.37, de modo a incluir os casos x > 0 ey > 0. Com isso,
teremos as sequintes mnovas possibilidades: x > 0,y =0; x =0,y >0 ex =9y =0,
para as quais pede-se provar que teremos, respectivamente: x +0=xz; 04+y =1y e
04+ 0 = 0. Em particular, note que — se x > 0 for racional — o resultado z + 0 = x
independe de a adicdo ser feita no sentido dos niumeros racionais ou no dos reais.
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— Adicao de dois reais negativos

A adicao de dois reais negativos segue um caminho ébvio:

Definicao 7.41 (adicdao de reais negativos) -

A adicdo de dois numeros reais negativos, T ey, produz uma soma T +1y que € obtida
por meio da adi¢cdo dos reais positivos |z| e |y|:

z+y=—(lz| +1y]).

Exemplo 7.42 -

Diretamente da defini¢do:

(—1,25000...) 4 (—2,52000...) = —(1,25000... + 2,52000...) = —3,77000... .

Exercicio 179 -

Determine uma aprozimacao racional, por excesso e com erro menor do que 1/10%,
para a soma dos reais negativos: r = —2,79323189... ey = —13,83452153... .

Exercicio 180 -

Dados = e y dois reais negativos, x = —m,aias... e y = —M,biba..., sejam
Tp =M, a103...0n € Yy = M, b1by ... by (note a auséncia do sinal menos).
Verifique que:

1 1

—$n—ﬁg$<—$m _yn_ﬁgyg_yn-

A partir disso e da defini¢do acima, conclua que:

2

W<x+y<_mn_yn-

—Tp — Yn —

Exercicio 181 -

Ampliando a Defini¢ao 7.41, acrescentando os casos (x < 0,y =0) e (z =0,y < 0),
verifique que teremos: 4+ 0 =x e 0+ y =y, respectivamente.
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— Adicao de dois reais de sinais opostos

Nos casos em que os nimeros reais £ e y tém o mesmo sinal, é imediato da defini¢ao
que a adicao é uma operacao comutativa: = +y = y + z. Tendo isso em vista,
bem como o fato de que ela é comutativa no caso de niimeros racionais quaisquer, é
natural que, nos casos onde z e y tenham sinais opostos, também exijamos que essa
propriedade continue valendo. Eo que faremos e, por isso, na definicao a seguir,
tratamos apenas do caso em que z é positivo e y negativo.

Definicao 7.43 -

Dados x numero real positivo e y real negativo, com expansoes decimais

r=m,a1a2 ...
y:—M,ble... s

sejam — pelas expansdes de x e |y|, e para cada n > 1 — os nimeros racionais:
Ty =Mya102...a, € |Yyln=M,biby...by,.

Assim, a adicdo do nimero real positivo x e o real negativo y produz um resultado
chamado soma, o qual é denotado por x + y, e é definido como sendo o unico
numero real comum a todos os elementos da sequéncia de intervalos encaizante e
evanescente:

Ty = Yln — Ty — |yln +

1 1
10’ 10m
Precisamos mostrar que esta definicdo estd bem feita. Isso envolve mostrar que
a sequéncia de intervalos envolvida realmente é encaixante e evanescente e que,
ademais, no caso particular em que x e y sao racionais, ela coincide com a soma
z + y de racionais, de modo que estamos efetivamente estendendo a adigao dos

racionais para os reais.

Provaremos isso de modo bastante semelhante ao do caso de z e y positivos. Inicia-
mos observando que, das expansoes decimais de z e |y|, valem as seguintes desigual-
dades na ordem dos reais:

"1
1
Yln <yl < 1yln + 757 -
No caso particular em que z e y sao numeros racionais, a segunda desigualdade
acima pode ser reescrita como:
1

107 < _‘y| < _‘y|n ;

_|y‘n -
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de modo que, pelas propriedades da ordem entre racionais, obteremos:

(o0~ 9la) = 707 <~ Il < (&0 lola) + 7o
T, Yin 10“\«'15 Y X \Tn Yln o
Mas, y = —|y|, de modo que:
(a0 = o) = g <249 < (@ —lola) + 15
T Yln 10”\33 Yy < Ty Yln Ton
e assim vemos que, se z e y fossem racionais, teriamos
1 1 N
x+y6[xn—|y|n—ﬁ,xn—|y|n+ﬁ], Vn > 1.

Ora, a Propriedade do Continuo —como essa sequéncia é encaixante e evanescente—,
garante que somente x + y pode ser elemento comum a todos os intervalos. Com
efeito, o encaixante sai imediatamente das propriedades da ordem dos racionais e
da soma das desigualdades (note que, agora, ndo aparecem nem z e nem |y, elas
envolvem apenas nimeros racionais):

N

1
In 107
1

1
—lyln — 1on < —[Ylnt1 — Tontt < —ylns1 < =1Yln,

ZTp41 S Tp1 + Ton+t < zp+

o que resulta em:

1 1 1 1
Tp — |y|n - W < Tpg1 — |y|n+1 - W < Tpg1 — |y|n+1 + W < Ty — |y|n + W s

e a evanescéncia € imediata.

Exemplo 7.44 -
Seja somar 1,222 ...+ (—2,111). Procedendo como indicado, obteremos:

Ty — |y|1 = 172_271 = _079 — [_1707 _078]

x9 — |yl = 1,22 - 2,11 = —0,89 — [-0,90; —0, 88]

z3 — |yls =1,222 — 2,111 = —0,889 — [—0,890; —0, 888]

T4 — |yls = 1,2222 — 2,1110 = —0,8888 — [—0,8889; —0, 8887]

e prossequindo semelhantemente, percebe-se que temos a sequéncia encaizante e eva-
nescente:

[—1,0;—0,8] D [—0,90;—0,88] D [~0,890; —0, 888] O [0, 8889 ; —0,8887] O
S [~0,88879; —0,88877] O [0, 888778 ; —0,888779] O -- - ,
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de onde pode-se ver facilmente que 1,222...+ (—2,111) = —0,888777... .

Como uma confirmagdo, verifique o leitor que

—1,222222. . .4+(—0,888777...) = —(1,222222...+0,888777...) = —2,111000... .

Exemplo 7.45 -

Seja calcular o valor da soma 1,222... 4+ (—=2,111), com um erro garantido de no
mdzimo uma unidade da quinta casa decimal.

Observemos que o intervalo [—0,8889; —0,8887] nos diz que a soma € aproximada-
mente —0,888, e que o digito da quarta casa é um dentre 9,8,7. Por sua vez, o
prozimo intervalo, [—0,88879; —0,88877], nos diz que a soma € aprozimadamente
—0,8887, e que o digito da quinta casa é um dentre 9,8,7. Assim, podemos dizer
que a soma vale —0,88878 , com um erro no mdximo +0,00001 .

Exemplo 7.46 -

Usando que (—0,333...) + 0,58000... = 0,58000... 4 (—0,333...), vamos deter-
minar esta soma usando que ela € o unico niumero real comum a todos os elementos
da sequéncia de intervalos:

0,1:0,3] ©[0,24;0,26] O [0,246; 0, 248]
> [0, 2466 ; 0,2468] O [0, 24666 ; 0,24668] O ... |

de onde se vé facilmente (Ezercicio!) que (—0,333...)4+0,58000... = 0,24666... .

Como uma confirmacgdo, verifique o leitor que 0,24666 ... +0,333... =0,58.

Exercicio 182 -

i). Calcule a soma 1,3 + (—2,512) como nimeros reais.
ii). Calcule a soma 1,3 + (—2,512) como mimeros racionais.

iii). Vocé obteve respostas iguais em (i) e (i1)?
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— Compatibilidade da adicao com a ordem de reais
O teorema a seguir generaliza, para os niimeros reais, a imprescindivel e ja abordada

compatibilidade da adi¢do com a ordem no campo dos nimeros racionais.

Teorema 7.47 -

A adigao de numeros reais ¢ compativel com a rela¢do de ordem, ou seja, sendo
a,b,c € R:
a<b<= a+c<b+c VceR.

Prova:

Esse resultado é geometricamente ébvio. Contudo, sua prova algébrica requer um
argumento elaborado e a deixaremos para a Leitura Complementar 7.11.

CQD.

7.7 Multiplicacdo de niimeros reais

Queremos estender a multiplicacao x - y de nimeros racionais para o caso de z e
y reais. De saida, descartamos as possibilidades triviais em que ao menos um dos
fatores é nulo, pois é 6bvio que continuamos querendo ter 0-x =z -0 = 0. Assim,
vamos nos concentrar nas possibilidades em que ambos os fatores sao nao nulos, as
quais dividiremos em dois casos: = e y positivos, € o caso em que ao menos um dos
fatores é negativo.

— Multiplicacao de reais positivos

Iniciemos com o seguinte resultado sobre nimeros racionais positivos:

Lema 7.48 -

Sendo x e y dois numeros racionais positivos, na notagcao habitual temos:

1 1

TpYn < 2TY < (l’n + W) (?/n + W)’ (7.3)

de modo que o produto xy sempre estd em cada elemento da sequéncia de intervalos
[ZnYn » (T +1/10")(yn + 1/10™)], a qual € encaizante e evanescente.
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Prova:

Da definicao de expansao decimal, sabemos que valem:

1

Como todos os numeros acima sao racionais, multiplicando essas desigualdades,

obtemos'?, na ordem dos nimeros racionais:

1 1
< < — —), .

de modo que zy € [Tpyn, (v, + 1/10")(yn + 1/10")], Vn. Resta provar que essa
sequéncia é encaixante e evanescente.

O encaixante sai imediatamente pela multiplicacao das desigualdades ja nossas co-
nhecidas:

1 o 1
101 S T 1n
1
107

Tp € Tpgl < T +

1
yngyn+1<yn+l+10n—+1<yn+

Por sua vez, a evanescéncia sai de:

(zn + W)(yn + W) — TpYn = (T4 +yn)ﬁ + 102n S (m+M+2)W + 10%n B

1.1 1
= M+2+—)— < M+3)—.
(m+ M + +10n)10n (m + +3)10n

CQD.

Consequentemente, como estamos procurando estender a multiplicacao de niimeros
racionais para numeros reais, o Lema 7.48 nos mostra que fica natural definirmos
o produto x - ¢, no caso de x e y reais positivos, como sendo o Unico niimero real
comum a sequéncia de intervalos encaixante e evanescente que encontramos nesse
lema. (Nao deixe o leitor de observar que o fato de essa sequéncia ser encaixante e
evanescente independe de z e y serem racionais ou irracionais.)

Definicao 7.49 (multiplica¢io de reais positivos) -

Dados x e y numeros reais positivos, com expansoes decimais

r=m,a1ay...
y:M,ble... s

OTembre que, para a, b, ¢, d racionais positivos, a < b e ¢ < d implicam ac < bd.
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sejam, para cada n > 1, 0s numeros racionais
Tp =M,0109...0, € Yp =M, b1by...b,.

Assim, a multiplicacdo dos numeros reais positivos x e y produz um resultado cha-
mado produto, o qual é denotado por x -y, ou meramente xy, e é definido como
sendo o unico numero real comum a todos os elementos da sequéncia de intervalos
encaizante e evanescente:

1

07

1
InYn, (-Tn + W)(yn +

Exemplo 7.50 -

Como um exemplo inicial, verifiquemos que multiplicando 3 por 2/3, como nimeros
reais, obtemos o esperado produto 2. Com efeito:

191 =3,0x0,6 =1,8 3,1 x0,7=2,17 — [1,8;2,17]
Zoys = 3,00 x 0,66 = 1,98 ¢ 3,01 x 0,67 = 2,0167 — [1,98; 2,0167]
z3ys = 3,000 x 0,666 = 1,998 e 3,001 x 0,667 = 2,00167 — [1,998; 2,00167]
zaya = 3,0000%0, 6666 = 1,9998 ¢ 3,0001x0, 6667 = 2,000167 — [1, 9998; 2, 000167].
Agora, fica facil o leitor concluir (Ezercicio!).

Exemplo 7.51 -

Como um sequndo exemplo, verifigquemos que o quadrado de 1/3, interpretado como
um produto de nimeros reais, € o esperado 1/9. Com efeito:

22=0,32=10,09 ¢ 0,42 = 0,16 — [0,09; 0, 16]
73 =0,33%2 =0,1089 € 0,342 = 0,1156 — [0,1089; 0,1156]
73 =10,333%2 =0,11089 e 0,334% = 0,11156 — [0,11089; 0,11156]
73 =0,3333%2 = 0,111089 ¢ 0,3334% = 0,111156 — [0,111089; 0,111156]
e continua num padrao muito reqular, o que nos permite afirmar que (Ezercicio!):
1.2 1
(3) =0,111... = .

Exemplo 7.52 -

Sempre usando a Defini¢cao 7.49, tratemos de determinar o produto do nimero racio-
nal 1,414 pelo irracional 3,010010001... , com erro de, no mdzimo, uma unidade
da terceira casa decimal.

279



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

Aplicando a defini¢ao:
n=1=214x3,0=4,2¢1,5x3,1=4,60 — [4,2; 4,65]
n=2-—1,41x3,01 =4,2441 ¢ 1,42 x 3,02 = 4,2884 — [4,2441; 4,2884]
n=3-—1414x3,010 = 4,25614 e 1,415x 3,011 = 4,26057 — [4,25614; 4,26057]
n=4—1,4141 x 3,0100 = 4,25644 ... e 1,4142 x 3,0101 = 4,25688... —
[4,25644 ... ; 4,25688...].
Consequentemente, o produto desejado € xy = 4,256..., com um erro certamente
menor do que 0,001.

Exercicio 183 -

Admitindo conhecida a Regra da Multiplicacdo de Racional r por Poténcias de 10,
estenda-a para o caso de multiplicacdo por r nimero real positivo de expansdo deci-
mal v = ay,...a1ag, b1bobs ... :

IOXr:am...alagbl, bgb3b4...
102 XTr=am... alagblbg, b3b4b5 A

10" xr = Am - - - a1a0b1b2 A bn, bn+1bn+2bn+3 ey, Vn >1.

Exercicio 184 -

Ampliando a Defini¢io 7.49 — acrescentando os casos (x >0,y =0), (z =0,y > 0)
e (x =y = 0) -, verifique que teremos, para os mesmos: -0 =0,0-y =0 e
0-0=0, respectivamente. Resumindo: = -0=0-x =0, para todos os x > 0 reais.

— Multiplicacao por real negativo

Definicao 7.53 (multiplicacao por real negativo) -

Sejam x e y dois numeros reais, tais que, ao menos um deles é negativo. O produto
z -y é obtido usando a Definicao 7.49 e o Exercicio 184, seqgundo as sequintes pos-
stbilidades logicas:

~-sex>20ey<0, temos: z-y=—(z-|y|).

—sex<0ey>0, temos: z-y=—(|z|-y).

-sex <0ey<O0, temos: z-y = |z|- |yl

Exercicio 185 -

Valendo-se do Ezemplo 7.52, calcule 1,414 - (—3,010010001...).
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— Compatibilidade da multiplicacao com a ordem de reais

O teorema a seguir generaliza, para os niimeros reais, a imprescindivel e ja abordada
compatibilidade da multiplicacdo com a ordem no campo dos niimeros racionais.

Teorema 7.54 -

A multiplicacdo de nimeros reais é compativel com a relacdo de ordem, ou seja,
sendo a,b € R:

a<b<= a-c<b-c, VY real positivo.

Prova:

Nos casos em que ¢ é inteiro ou racional positivo, esse resultado é geometricamente
Obvio. Infelizmente, uma prova que inclua o caso de c irracional positivo envolve um
argumento mais técnico do que o usual, e assim preferimos deixé-la para a Leitura
Complementar 7.11.

CQD.

Exercicio 186 -

Verifique que a hipdtese ¢ > 0 do teorema é essencial; isto é, se nao soubermos que
c >0, entao nao poderemos garantir que ac < bc.

— Aplicacao: raiz quadrada de um real positivo

Definicao 7.55 -

2:

Por raiz quadrada de um nimero r , entendemos qualquer nimero'' z tal que .

Exemplo 7.56 -

O numero real r = 4 admite duas raizes quadradas: 2 e —2, conforme se verifica
imediatamente. Pelo Teorema Fundamental da Algebra (vide, adiante, capitulo sobre
niumeros complezxos) seque que ele nao tem outras raizes quadradas.

UPropositalmente, nao explicitamos o campo numérico onde estdo r e z. Normalmente esse
campo é R, ou o campo C dos numeros complexos, o qual serd estudado num capitulo adiante.
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Exemplo 7.57 -

O quadrado de zero (como nimero real) é zero, de modo que zero é uma raiz quadrada
de zero. Por outro lado, como todo numero real nao nulo tem quadrado positivo
(Ezxercicio!), seque que o zero tem somente uma raiz quadrada no campo dos nimeros
reais.

Semelhantemente, se percebe que nenhum niumero real negativo pode ter raiz qua-
drada real (ou seja: no campo dos nimeros reais).

Definicao 7.58 -

Por raiz quadrada aritmética (ou principal) de um nimero real v, entenderemos qual-

quer real z > 0, se existir, tal que 2 = r.

Notagao: |x = +\/r | sempre indica a raiz quadrada aritmética de r.

Exemplo 7.59 -

Pelo que vimos acima, zero tem uma tnica raiz quadrada aritmética: V0 = 0.
Ademais, nenhum real negativo tem raiz quadrada aritmética; ou seja, \/x ndo estd
definida para © < 0. Ao contrdrio, o teorema sequinte diz que \/x sempre estd
definida para x > 0.

Teorema 7.60 -

Todo nimero real positivo ou nulo tem uma, e somente uma, raiz quadrada aritmética.

Prova:

A prova formal do caso geral é bastante penosa, assim nos limitaremos a mostrar a
ideia envolvida tratando do caso concreto e modelo da v/2.

— Célculo de um candidato a v/2.

denotaremos por § este candidato e, como ele tem de verificar 62 = 2, o determina-
remos como o unico nimero real comum a uma sequéncia de intervalos encaixantes
e evanescentes

[ao, bo] D [al, bl} D) ...[an, bn} D...

3

a qual sera obtida exigindo-se que os a,, e b, sejam ntimeros racionais e que tenhamos
a? <2< b2
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e Tomamos ag = 1 e by = 2, de modo que 12 < 2 < 22,

e Determinaremos a; e by procurando enquadrar 2 entre dois valores consecutivos
do tipo (1,d)?, com d =0,1,2,... ,9:

1,0 =1

1,12 =1,21
1,22 =1,44
1,32=1,69
1,42 =1,96
1,52 = 2,25,

de modo que a; = 1,4 e by = 1,5.

e Determinaremos as e by procurando enquadrar 2 entre dois valores consecutivos
do tipo (1,4d)?, com d = 0,1,2,... ,9:

1,402 = 1,96
1,412 = 1,9881
1,422 = 2,0164,

de modo que ao = 1,41 e by = 1,42.

e Determinaremos ag e by procurando enquadrar 2 entre dois valores consecutivos
do tipo (1,41d)?, com d = 0,1,2,... ,9:

1,4102 = 1,96
1,411%2 = 1,9909
1,412 =1,993...
1,413% =1,99. ..
1,414%2 =1,9993. ..
1,415%2 = 2,002... ,

de modo que a3 = 1,414 e b3 = 1,415.

e Prosseguindo de modo semelhante, ficard bem claro que determinaremos um
nimero real § que é comum a sequéncia dos intervalos [a, , by] € 0 qual é tal que
sua expansao decimal, até a n-ésima casa decimal, é 6 = 1,a1a%a3...a,.... Por
exemplo, até a 40-ésima casa decimal, nosso candidato é:

0 =1,41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 856967 . . . .

— Verifiquemos que 6> = 2.
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pela definicdo de multiplicacdo, o quadrado 6% é o ponto comum da sequéncia encai-

xante e evanescente dos intervalos [z2 , (z,,+1/10")?], onde x,, é a expansio decimal

de § truncada na n-ésima casa decimal. Ora, pela contrucao feita na etapa inicial,
temos que x, = 1,ajasa3...a, e que, por isso, 12 < 2 < (z, + 1/10")2. Assim,
podemos afirmar que, realmente, 6% = 2. Ou seja: § = /2.

— Unicidade da raiz quadrada aritmética.

temos de mostrar que nio existem z # y reais positivos, tais que z> = y? = 2. Com
efeito, se existissem, teriamos, sem perda de generalidade, que 0 < z < y. Entao,
das propriedades da ordem de nitimeros reais positivos, seguiria: 2 = 22 = z -z <
z-y<y-y=uy?=2, um absurdo.

CQD.

Corolario 7.61 -

i). Todo nimero real r > 0 tem exatamente duas raizes quadradas, e elas sempre
podem ser escritas em termos de sua raiz quadrada aritmética: +/r e —\/r.

ii). O zero tem somente uma raiz quadrada: V0 =0.

iii). Nenhum nimero real r < 0 tem raiz quadrada em R.

Exemplo 7.62 ( importante ) -

2 de wm nimero real T tem uma, e somente wma, raiz quadrada

V2 = |r|.

Por outro lado, |r| e —|r| sdo suas raizes quadradas.
(Obviamente, elas também podem ser escritas como T e —r, e sempre sio duas, a
menos que r =0.)

O quadrado r
aritmética:

Exemplo 7.63 -

Jd encontramos a versao geométrica do Teorema de Pythagoras, a qual diz que —
num triangulo retangulo de lados a e b, e hipotenusa ¢ — a drea do quadrado de lado
¢ € a soma das dreas dos quadrados de lado a e lado b. Agora, com a defini¢ao de
multiplicacdo de reais, podemos escrever esse teorema como:

c? =a’+b*.
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Usando raiz quadrada, também podemos escrever:

c=vVa2+10b2.

Em particular, resulta disso que a diagonal d de um quadrado unitdrio vale:

d=+V12+12 = V2.

Mais geralmente, a diagonal de um quadrado de lado £ vale:
d=02+2=V2-2=1/2.

Fica para o exercicio sequinte a prova da ultima igualdade.

Exercicio 187 -

Usando que a raiz quadrada de todo nimero real positivo é dnica, mostre que, para

todo numero real a > 0:
V242 = aV?2.

Mais geralmente, mostre que, para todos os reais a,b > 0, vale:

Vab = a-Vb.

Exercicio 188 -

De modo semelhante ao que foi feito com /2, mostre que \/3 estd definida no campo
dos numeros reais.

Exercicio 189 -

Generalizando as construcées e argumentos usados no estudo de /2 e \/3, prove o
caso geral do teorema anterior.

Sugestdo:

sendo r um numero real positivo, na sequéncia de quadrados inteiros consecutivos:

02<12<22<3?<...,

temos m? < r < (m + 1)2, para ezatamente wm m inteiro, o que jd diz que, se
1 existir, ela é obrigatoriamente da forma \/r = m,... . Para determinar o pri-
meiro digito da parte fraciondria, enquadramos r entre dois valores sucessivos dos
quadrados:
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de modo que, para exatamente um dy € {0,1,2,...,9}, tenhamos
di\2 14+dy,2
— )" <
(m—i—lo) \r<(m+ 10 ) )

o que jd diz que, se \/r existir, ela € obrigatoriamente da forma:

\/F:m,dl...;

e assim por diante.

Fique o leitor alertado de que, na pratica, poucas pessoas e poucos livros
usam a denominacao “raiz quadrada aritmética”; em particular, ndo a
diferenciam de “raiz quadrada”. Essa falta de cuidado, frequentemente,
resulta em erros e confusoes. Assim, vale a pena ressaltar alguns pontos:

e As raizes quadradas de 4 sdo +Vi=2e —\4=-2.
Podemos resumir isso escrevendo (cuidado!) que as raizes quadra-
das de 4 sido 14 = £2.

e E errado escrever V4 = £21

e I correto escrever Vi =2.

e Para qualquer z ntimero real, temos: V22 = |z|.
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7.8 O corpo ordenado dos nimeros reais

Uma vez definidas as operacoes aritméticas e a relacdo de ordem sobre os ntimeros
reais, precisamos estudar suas propriedades, inclusive sua compatibilidade. Esse
estudo é o objetivo desta secao.

O fato de termos definido uma adi¢ao, uma multiplicacao e uma ordem sobre os
ndmeros reais, como extensao das correspondentes sobre os nimeros racionais, faz
com que o campo [R, +, -, <] tenha tudo para “herdar” as propriedades de [Q, +, -, <
]. Com efeito, conforme veremos a seguir, ambos tém a estrutura de corpo ordenado.
Mas nem tudo fica igual, hd uma grande diferenca estrutural entre eles: o campos
dos reais tem a Propriedade do Continuo, o campo dos racionais nao!

— Estrutura de corpo de [R, +, -]

Teorema 7.64 -

O campo dos nimeros reais, [R, +, -], tem o seguinte conjunto de propriedades
basicas que lhe dao uma estrutura de corpo. Para todos os a, b, ¢ € R:

i). as operagoes + (adi¢ao) e - (multiplicacdo) sdo fechadas em todo o R:

a+beR [ a operagio + € fechada ]

a-beR [ a operagdo - € fechada |
i1). associatividade das operagoes:

a+(b+c)=(a+b)+c [ associatividade da + |

a-(b-¢c)=(a-b)-c [ associatividade da - |
i11). existéncia de elemento neutro:

a+0=a [ 0 ¢ elemento neutro da + |

a-1=a [ 1 é elemento neutro da - |
). existéncia de inverso:

Jda’ € R tal que a +a' = 0. Com efeito: o' = —a. [ —a € o simétrico de a |

sendo a #0, Ja=' € R tal que a-a~' = 1. [ a~! ¢ o reciproco de a |
v). comutatividade das operagies:

a+b=a+b [ comutatividade da + ]

a-b=b-a [ comutatividade da - |

vi). distributividade da multiplicagao:
a-(b+c)=a-b+a-c [ distributividade da - ]
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Observacao 7.65 -

Pela existéncia do simétrico, podemos definir a subtracdo de dois reais quaisquer, T
e y, por meio de

z—y=z+(-y).

Pela existéncia do reciproco, podemos definir o quociente de um real qualquer, z, por
um real ndao nulo y # 0, por meio de

<R

Devido a isso, podemos escrever ' = 1/.

Uma prova direta do Teorema 7.64 seria muito longa; na Leitura Complementar 7.11,
daremos uma prova alternativa, mas mais curta. Por enquanto, nos limitaremos a
provar a existéncia do reciproco de cada real positivo:

Proposicao 7.66 -

Cada nimero real © > 0 tem um reciproco y, ou seja: xy = 1.

Prova:

Como z é positivo, sua expansao decimal nos d4 um menor valor ng, para n com o
qual vale z,, > 0, de modo que

1
0¢ [mn,wn—{—ﬁ}, Vn > ng.
Essa propriedade nos da direito de formar a seguinte sequéncia de intervalos:
1\t
[(wn—i-—) . T, }, Vn > ng, (7.5)

a qual afirmamos que é encaixante e evanescente.
- A sequéncia (7.5) é encaixante.

Da expansao decimal de z, temos que:

1
4+ — . desde que ng < n.

Tn S Tpg1 < Tpg1 + Ton+1 < Tn Ton
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Ora, essas desigualdades envolvem apenas nimeros racionais e, pelo que ja sabemos
de sua ordenacao, é imediato se ver que no caso de racionais positivos:

1 1 1 1
I<a<b<e<d= -<-<=-<—,
d c b a

de modo que

1 N1 1 -1 -~ _
(mn + W) < (mn+1 + W) < wml-l < xnl , desde que ng < n.
Isso prova que (7.5) realmente é encaixante.

— A sequéncia (7.5) também ¢é evanescente.

De fato, o comprimento de cada intervalo dessa sequéncia é dado por

. L1 -t 107 10"z, +1 — 10"z,
Tz, — |z — = — - =
" "o z, 10"z, +1 z,(10"z, 4+ 1)
1 1
= < — 0.

T, (10"2, +1) 2y (10725, + 1)

Como a sequéncia (7.5) é encaixante e evanescente, a Propriedade do Continuo nos
garante que existe exatamente um ntimero real, que denotaremos por y, pertencente
a todos seus intervalos, isso é:

1\ ! .
<xn+ﬁ> <y< z,, VYn=ng. (7.6)

Nosso objetivo passa a ser mostrar que y é o reciproco de x. Para atingi-lo, a ideia é
construir uma nova sequéncia de intervalos encaixantes e evanescentes, tal que tanto
zy como 1 estdo em todos seus intervalos. A unicidade do ponto de evanescéncia
nos dara, entao, que zy = 1.

Ora, como 0 < z, < = < T, + 10%, de (7.6) e da compatibilidade da multiplicacao

com a ordem de numeros reais (vide Teorema 7.54) segue que:

( +1>_1< <*1< +1) Vn >
I\ Tp 107 I TY Ty | Tn 1om)’ nzno,

ou seja:
-1

S T I R o
xy In|Tn 10m s LTy Iy 10m ) nzng.

Mas, também vale:
1\ 1
1e [wn<mn+ﬁ> s Ty, <$n+w>:|, VYn > ng.
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Com efeito, todos esses intervalos tém a forma [ , g], ondea =1z, eb=xz,+1/10"

sao ntimeros racionais positivos, com 0 < a < b, de modo que § <1 < g .

Apbs demonstrado que

1\ 1 _ 1
wy,le[xn<xn+ﬁ) ,xn1<wn+ﬁ)], Vn > ng,

para podermos concluir que zy = 1, basta mostrarmos que tais intervalos sao eva-
nescentes.

Ora, na notagao acima, temos:

afl(x +i)—az (x —i—i)_l—
ST Mo/

1 . 1 ) 1
Tpy  Tpy +1/10m07 107

CQD.

1

Dado z > 0, real, encontrado ng, tal que 0 & [z, 2z, + 5w

1/z é o ponto de evanescéncia da sequéncia

|, Vn > ng, vimos que

[(xn-i-W) y Ty ], V’)’LZH()

Como as extremidades dessa sequéncia sao nimeros racionais, temos que o conheci-
mento da expansao decimal de x é suficiente para calcular esses intervalos, e assim
determinar aproximacoes para 1/z. Vejamos um exemplo:

Exemplo 7.67 -

Sabendo que V2 = 1,41421356 237309504 ..., pede-se calcular uma aprozimacdo
de 1/\/5, com erro na quarta casa decimal.
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Temos sucessivamente:

1 1\
[mn;wn—i—m] — [(mn—i—m) 3 Ty }
[1,4;1,5] — [0,6666...;0,7142...]
[1,41; 1,42] — [0,7042... ; 0,7092...]
[1,414; 1,415] — [0,7067... ; 0, 7072...]
[1,4142; 1,4143] — [0,70706... ; 0,70711...]
[1,41421; 1,41422] — [0,707103... ; 0, 707108...]

de modo que 1/v/2 ~ 0,7071.

Levando o processo acima mais adiante, ou usando que 1/\/5 = \/5/2, podemos
obter uma aprorimacao mais exata:

1. 0,70710678 1186 5475 ... .
V2

De um modo totalmente semelhante ao que ji ocorreu com o corpo dos ntmeros
racionais, das propriedades do corpo dos reais saem uma grande quantidade de
consequéncias, algumas das quais estao listadas a seguir.

Corolario 7.68 -

Sendo a,b,c nimeros reais:

i). 0a =0
i1). (—a)b = —(ab)
i11). (—a)(—b) = ab
w). a+b=aVa = b=0 [unicidade do zero]
v). ab=aVa = b=1 [unicidade da unidade]
vi). a+b=0=b=—a [unicidade do simétrico]
vii). ab=1 = b=a ! [unicidade do reciproco]
viti). a+c=b+c = a=>b [lei do cancelamento da +]
ir). c#0,ac=bc = a=1»> [lei do cancelamento da -]
). a#0,b#0 = ab#0 [integridade da -]
Prova:
Fica como um exercicio para o leitor. CQD.
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— Estrutura de corpo ordenado de [R, +, -, < ]

O teorema seguinte resume, sob um ponto de vista mais tedrico, os resultados dos
Teoremas 7.47 e 7.54.

Teorema 7.69 -

O campo [R,+,-,< | tem a estrutura de corpo ordenado, ou seja, é um corpo no
qual existe uma relagdo de ordem, <, que verifica as duas sequintes propriedades.
Sendo a,b,c € R:

i) a<b<= a+c<b+c, VeeR | compatibilidade da ordem com a adi¢io |;
ii). a < b <= ac < bc, Ye > 0 [ compatibilidade da ordem com a multiplicagdo |.

Corolario 7.70 -
Sendo a,b,c € R:

i). a relacao de ordem € preservada na adigao:
a<b<+ a+c<b+c YVceER,
a<b<<= a+c<b+c VceR;

ii). a relagdo de ordem é preservada na multiplicagao por reais positivos:
a<b<= ac<bc, YVc>0,
a<b<+= ac<bc, Vc>0;

iii). a relagdo de ordem € invertida na multiplica¢do por reais negativos:
a<b<= ac>bc, Vc<0,
a<b<= ac>bc, Vc<O.

Exercicio 190 -

Mostre que as propriedades do teorema anterior mos permitem afirmar que, sendo
a,b,a’, b € R:

i) a<bed <b =a+d <b+V;
ii). 0<a<bel<d <l =ad <bV.

Exercicio 191 -

Sendo a,b numeros reais, mostre que:
i) 0<a<b = 1/b<1/a; ). a<b #1/b<1/a.
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— Densidade no campo dos nimeros reais

Parafraseando o que j4 foi feito no campo dos ntimeros racionais, teremos as seguintes
definicoes:

Definicao 7.71 -

Chamamos de intermedidario de dois nimeros reais x < y a qualquer nimero real z
verificando x < z < y.

Definicao 7.72 -

Dizemos que um conjunto A de nimeros reais € denso em R se, e sd se, entre cada
par de elementos (distintos) de nimeros reais, exista ao menos um intermedidrio
que esteja em A.

No capitulo onde estudamos os ntimeros racionais foi introduzida a nogao de conjunto
“denso em Q”. Neste sentido, usando média aritmética, vimos que Q@ é denso no
préprio Q. O teorema a seguir mostra que, embora agora nao baste usar o recurso
da média aritmética, QQ é denso em R.

Teorema 7.73 -

Entre cada par de numeros reais existe ao menos um intermedidrio que € miumero
racional. Ou seja: Q é denso em R.

Prova:

Dados reais z < y, escrevamos suas expansoes decimais nao 9-terminantes do se-
guinte modo:
T = ag,a1a9a3 ... < y = by,b1babs... .

Pela definicao de ordem, segue que existe n > 0, tal que a9 = bg, a1 = by, ...
ap_1 = by_1 € a, < b,. Ademais, como estamos trabalhando com expansoes nao
9-terminantes, existe um menor indice £ > n, tal que a; # 9.

Isso posto, construimos o nimero racional dado por
Z =C),C1C2€3...Cp ...Cp = Qp,0102a3...0p ...0_1Ck ,

onde ¢ = 1 + a < 9. Afirmamos que z < z < y. Com efeito:

293



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

e r < z, pois as expansoes decimais de x e z coincidem até a (k-1)-casa e, na
casa seguinte, vale ay < ¢ ;

e 2 <y, pois as expansoes decimais de z e y coincidem até a (n-1)-casa decimal
e, na casa seguinte, vale ¢, = a, < by, . CQD.

Teorema 7.74 -
Entre cada par de nimeros reais existe ao menos um intermedidrio que € niumero

irracional. Ou seja: o conjunto I dos nimeros irracionais € denso em R.

Prova:

Usando a notacao da prova do teorema anterior, construimos o niimero real
2 =cy,creacs . ..¢,01001000100001 . .. .

Afirmamos que 2’ é irracional (imediato!) e que ele é intermedidrio entre z e y. Com
efeito:

e 7 < 72/, uma vez que, obviamente, z < 2’ ;

e 2/ <y,uma vez que ¢, =a; =b;,parai =0,1,... ,n—1,ec, =a, <by,.

CQD.

Exercicio 192 -

Mostre que entre dois numeros reais distintos existem infinitos intermedidrios ra-
citonais, e infinitos intermedidrios irracionais.

— Propriedade arquimediana de [R, +, -, < ]

Teorema 7.75 -

O campo dos nimeros reais possui a propriedade arquimediana: dado um nimero real
0 > 0, para cada escolha de x € R, sempre serd possivel encontrar n € Z, tal que
x < nd.

(O leitor deve ver § como sendo um médulo, ou valor de referéncia, com o qual
procuramos fazer uma estimativa da magnitude de x).
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Prova:

O resultado é obviamente verdadeiro para os casos x < 0; resta tratar dos casos
xz > 0, cuja expansdo decimal é x = m,ajasas..., de modo que z < m+1 =
inteiro. Temos de considerar dois casos, de acordo com a racionalidade de ¢:

e ) = numero racional positivo.
Neste caso, como o campo dos racionais é arquimediano, escolhendo n € Z tal
que m + 1 < nd, podemos afirmar que = < nd.

e ) = numero irracional positivo.
Abortando convenientemente a expansao decimal de §, é facil percebermos
que conseguimos um r racional, tal que 0 < r < d. Pelo raciocinio do caso
anterior, encontramos n € Z, tal que m+ 1 < nr < nd; de modo que z < nd.

CQD.

Exemplo 7.76 -

Observe que a verificacio da propriedade x < nd é imediata nos casos em que o
modulo § > x. Com efeito, n = 1 jd serve nos casos © < d, e no caso r =9, 0
menor n que serve é n = 2.

Exemplo 7.77 -

Outra situagao trivial ocorre quando © < 0, caso em que qualquer n > 0 serve. Con-
tudo, € possivel tomarmos n negativo. Por exemplo, sendo o maodulo de comparagao
6 =1/10, para x = —V/2 = —1,414... podemos tomar n = —14, o que equivale a
dizer:

V3 < (—14)6 = (—14) x %

Exemplo 7.78 -

Na prdtica usual, determinaremos n da maneira usada na demonstracdao do teorema
anterior, ou seja: escolhemos n procurando fazer com que nd fique maior do que
m+12>m,a1a9a3... .

Por exemplo,
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mas, como V2 < 2, encontramos nd > = buscando n tal que nd > 2. E imediato
percebermos que o menor n que serve é n = 20, de modo que temos: V2 < 200.

Exercicio 193 -

Jd mostramos diretamente que os racionais sdo densos nos reais. O objetivo deste
exercicio € mostrar que, em verdade, esta propriedade é uma consequéncia do fato
que o campo dos numeros reais € arquimediano. Para tal, sendo dados dois numeros
reais, a < b:

i). denotando por d o nimero real positivo d = b— a, mostre que existe um inteiro
positivo n, tal que 1/d < n;

ii). mostre que o conjunto dos inteiros positivos m , tais que m/n < a, tem um
maior elemento mg, o qual verifica:

m m 1
P ca< 4= <.
n n n

Ou seja, encontramos um numero racional entre a e b.

Exercicio 194 -

Mostre que o fato de os irracionais formarem um conjunto denso nos reais € uma
consequéncia da propriedade arquimediana de R.

Sugestao:

dados dois nimeros reais, a < b, aplique o resultado do exercicio anterior aos reais

a =a/V2eb =b/\v2.

— Propriedade do Continuo de [R, +, -, <]

O leitor, neste capitulo, ja passou por uma secao dedicada a mostrar que o campo
dos nimeros reais tem a Propriedade do Continuo. No item que se segue, faremos
um resumo e acrescentaremos algumas observagoes de cunho mais tedrico.

7.9 Leitura complementar: o Problema de Hankel

Por cerca de 1870, Hermann Hankel formulou a seguinte questao fundamental:

existem outros campos numéricos que tém essencialmente as mesmas
propriedades que o campo dos nuimeros reais?
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Procuraremos responder, limitando-nos aos campos numéricos mais conhecidos e
mais usados:

NCZCcQcCcRcC,

todos 0s quais ja estudamos com algum detalhe, exceto o campo dos ntimeros com-
plexos, C, que serd tratado num capitulo logo adiante.

e Estrutura algébrica.

Entre os campos acima, apenas Q, R e C tém estrutura de corpo; Z
€ um mero anel, e N nao tem estrutura algébrica interessante.

e Estrutura de corpo ordenado.
Um corpo ordenado pode ser dividido em trés partes disjuntas: o conjunto dos
nimeros positivos, o conjunto dos negativos e o conjunto formado pelo nimero
zero; ademais, decorre da compatibilidade da multiplicacao e a ordem que o
conjunto dos positivos inclui o conjunto de todos os quadrados de ntimeros nao
nulos. Isso implica que é impossivel colocarmos uma ordem em C de modo
a transformé-lo num corpo ordenado. Com efeito, a unidade imagindria i se
caracteriza por ter quadrado negativo: 2 = —1. (No capitulo sobre niimeros

complexos, daremos uma prova detalhada dessa impossibilidade).

Consequentemente, Q e R sdo corpos ordenados, mas C nao!

e Estrutura de corpo arquimediano.
Pelo item anterior, C estd longe de ser arquimediano, uma vez que nem pode ser
ordenado. Contudo, cabe perguntar: seria possivel existir um campo numérico,
obrigatoriamente nao classico, com a propriedade arquimediana e “maior” do
que R? Por cerca de 1900, o grande matematico David Hilbert mostrou que
essa pergunta tem resposta negativa:

R ¢ um corpo arquimediano saturado (ou mazimal): todo corpo ar-
quimediano pode ser imerso em R ; ou seja: a menos de notacgao,
todo corpo arquimediano é um subconjunto de R.

e Propriedade do Continuo.
Hilbert também mostrou que

o campo dos numeros reais € o unico corpo ordenado que tem a
Propriedade do Continuo.
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7.10  Leitura complementar: séries de niimeros reais

Esta Leitura tem como objetivo maior interpretar como uma “soma limite” as ex-
pansoes decimais de ntimeros reais:

al a9 as
r=m,a1a2a3... =M+ — + 4+

0 102 T 10
A maneira tradicional de se fazer isto consiste em apelar para o conceito de série
convergente. O mesmo é desenvolvido extensamente em cursos de Célculo Infinitesi-
mal e Andlise Matematica, sendo que aqui nos limitaremos ao essencial para atingir
o objetivo acima.

No contexto dos nimeros reais, dizemos que o erro de uma aproximacao a de um
valor exato a é a diferenca entre a e a. Como esta diferenca pode ser entendida
como « — a, ou a — «, introduziremos a mais precisa denominacao erro absoluto de
a, como aproximagao de «, como sendo |a — «.

Toda sequéncia de niimeros reais, ai, as, as, ... , pode ser vista como uma sequéncia
de aproximacoes de qualquer nimero real «. Contudo, o grande interesse estd
nas sequéncias de aproximagoes cujos erros absolutos, relativamente a um certo «,
tornam-se arbitrariamente pequenos:

|ap, — a| arbitrariamente pequeno, & medida que n — 4o00.

Coloquemos isso numa definicdo mais cuidadosa:

Definicao 7.79 -

Dizemos que uma sequéncia, ay,as, . .., de nimeros reais converge a um numero real
« — ou tem por limite um numero real a — se seus termos a, ficam tao prorimos de «
quanto quizermos, e assim permanecerem, a partir de um n suficientemente grande.

Equivalentemente, uma sequéncia, a1, aq, ..., de nimeros reais converge a um nimero
real o« — ou tem por limite um numero real o — se o erro absoluto de a, , como apro-
zimagao de «, fica tao proximo de zero quanto quizermos, € assim permanecer, a
partir de um n suficientemente grande.

Ou ainda, de modo mais preciso, dizemos que uma Sequéncia ai,as, ... CONVErge a
a se, para cada cota de erro € = numero real > 0, pudermos encontrar um ng
suficientemente grande de modo que, para ¥n > ng, o erro absoluto de ay, fique
menor do que a cota:

lap, —al <e, Vn>=mng.
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Exemplo 7.80 -

A sequéncia 1,1/2,1/3,1/4,... converge a o = 0.

Com efeito, para qualquer cota € > 0, acha-se um ny inteiro tal que 1/ng < € (isto é
intuitivamente obuvio, e prova-se formalmente, de modo imediato, apelando-se para
a Propriedade Arquimediana do campo dos reais). Dai, para todo n > ng:

1 1 1
|an—a|:‘g—0‘zaén—0<e.

Exemplo 7.81 -

A sequéncia 1,0,1,0,1,0,... ndo converge a nenhum real c.

Com efeito, seus termos ficam pulando alternadamente de 1 para O e de 0 para 1, o
que torna impossivel que eles se aprorimem, e permanecam, arbitrariamente perto
de algum nimero real. (Por exemplo, use a cota ¢ =0,5.)

Exemplo 7.82 -

A sequéncial, 1/2,1,1/3, 1, 1/4, ... ndo converge a a = 0, embora possamos achar
termos dela (mais precisamente, os termos da forma 1/n) que chegam tdo prézimos
quanto quisermos de « = 0. O problema é que os demais termos nao permanecem
proximos de o = 0.

Mais um pouco de pensar nos mostra que ela nao converge a nenhum «. (Ezercicio!)

Exemplo 7.83 -

A sequéncia 1/10, 1/10%, 1/103, etc., ou seja, a sequéncia'® 0,1; 0,01; 0,001 ; ete.
converge a zero.

Olhando as expansies decimais dessa sequéncia, é imediato que, para cada cota de
erro € > 0 que estipularmos, determina-se um inteiro ng tal que

1
10m0

< €

(por exemplo: se € = 0,03467 entdo ng = 2 serve). Dai, com maior razdio:

1 1 1
1070 * 10no+1 7 1ono+2” "

<e€,

12Quando os termos de uma sequéncia forem dados por meio de expansio decimal, para que a
leitura fique mais clara, usaremos um ; para separar seus termos.
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0 que significa dizer que:

Observacao 7.84 -

Note que, pelo ractocinio inicial do Exemplo 7.83, para provarmos que uma sequéncia,
ai,as, ..., de numeros reais converge a um real o, basta testarmos cotas de erro do
tipo ¢ = 1/10Y, com N =1,2,3,....

3

Exemplo 7.85 -

Generalizemos o exemplo anterior, provando que, sendo r € R:

L r?, 3, e, ... converge a zero <= |r| < 1.

Prova:

Sendo z um nimero real, é imediato das propriedades da ordem que:
—nos casos > 1, temos: z < z? <23 < ... ;
~nos casos 0 < z < 1, temos: = > 22 > 23 > ... .

Como |r™ — 0| = |r|", disto resulta que, nos casos |r| > 1, o erro absoluto de r",
relativamente a o = 0, cresce incessantemente e, entdao, ndo temos convergéncia. (O
leitor é convidado a, por exemplo, escrever os termos da sequéncia nos casos r = 2
e r = —2). Nos casos 7 = £1 também ndo hé convergéncia a zero; com efeito, para
r = 1, todos os termos da sequéncia valem 1 e, para r = —1, eles ficam oscilando
entre 1 e —1.

Assim, resta examinarmos os casos |r| < 1, casos em que o erro absoluto decresce
incessantemente. Mas, serd que decresce a ponto de ficar menor do que qualquer
cota dada? Mostremos que sim.

Sendo 0 < r < 1, como r < r? < 73 < ..., para termos r" < €,V n > ng, basta
acharmos N, tal que r" < ¢, e tomarmos ng = N.

Ora, como R = 1/r > 1, segue que R < R*> < R® < ... e cada termo é R > 1
vezes maior do que o anterior, de modo que para cada cota ¢ > 0, existird N
suficientemente grande para que RY > 1/e, ou seja, 1/rY > 1/e, e dai ¥ < e.

Os casos —1 < r < 0 reduzem-se ao anterior, tomando-se valor absoluto.

CQD.
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Exercicio 195 -

A sequéncia 2; 2,1; 2,015 2,001; 2,0001; ... converge a 2.

Exercicio 196 -

Sendo ay,as, ..., uma sequéncia de nimeros reais e sendo ¢ # 0 (nimero real ndo
nulo):

a1,02,a3, ... CONVETJe 4 Zer0 <= Ca1,Ca9,Cas, ... CONVETJE & ZET0.
Dica:

dada uma cota de erro ¢ > 0, tome ng tal que |a, — 0] < €¢/c, Vn = ny.

Com a nocao de sequéncia convergente, estamos com todos os ingredientes para,
finalmente, interpretar as expansoes decimais de nimeros reais como uma “soma
limite”. Para isso, iniciamos observando que podemos ver a soma de qualquer quan-
tidade finita de parcelas como o limite de uma sequéncia. Por exemplo, podemos
ver a + b+ ¢ como sendo o limite da sequéncia:

a,a+b,a+b+c,a+b+c+0,a+b+c+0+0,....
Generalizando, definiremos uma “soma” (note as aspas!) de infinitos niimeros reais:
ar+ax+az+---+ap+---
como sendo o limite (se houver convergéncia) da sequéncia de somas parciais:
S1=a1,8 =a+as, ... ,8, =a1+ay+az3+---+ap,y....

Coloquemos essas ideias numa, defini¢ao, usando terminologia tradicional:
Definicao 7.86 -
Uma série de nimeros reais ¢ toda expressao da forma

ai+ay+-+an+--,

ou, abreviadamente,
o
E ag ,
k=1
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onde todos os ap € R.

Dizemos que uma tal série converge a um o € R, ou que tem o € R como soma
limite, se suas somas parciais

Ss1=ai1,8 =a;+asg,83=a,+ax+az,... S, =a1+as+---+ap, ...

formarem uma sequéncia que converge a .
Neste caso, também se costuma dizer que o € a soma da série, e escrevemos

[e.e]
a=a +ay+---, ou azg ag .
k=1

Exemplo 7.87 -

E imediato percebermos que, para qualquer escolha de uma quantidade finita de
numeros reais, a,b,c, ... ,w, a sériea+b+c+---+w+0+04+04+--- con-
verge, e tem por soma limite o numero real que é a soma a +b+c+ -+ w; de
modo que podemos escrever:

at+btc+---+w=a+btc+ - +w+0+0+0+---.

Consequentemente, a no¢do de série convergente engloba a de soma de nidmeros
reais. Equivalentemente: a nogao de soma limite generaliza a de soma de numeros
reais.

Exemplo 7.88 -
Nem toda série é convergente, um exemplo simples é:
1—1+1-141—---.

Com efeito, as somas parciais desta série formam uma sequéncia oscilante; formam
a sequéncia nao convergente do Exemplo 7.81:

s1=1,50=0,83=1,5,=0,....

Exercicio 197 -

Qutro tipo importante de séries nao convergentes, € o das séries cujas somas parciais
crescem infinitamente. O exemplo mais simples delas ¢ o da série 1 +14+ 14 ---.
Pede-se confirmar o que foi dito.
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Exemplo 7.89 -

Um dos mais importantes exemplos de séries convergentes é o da “soma” dos infi-
nitos termos de uma progressio geométrica de razdo r, verificando |r| < 1.
Com efeito, mostremos que

1
1+r+r2+r3+...:m = |r| < 1.

Prova:

Da teoria das séries geométricas, temos que, qualquer que seja r # 1:

3 n—1 1—r"
Sp=14+r+r°+...+r = ;
1—r
de modo que o erro absoluto da soma parcial s,,, em relacao a o = 1/(1 — r), seré:
‘ 1 ‘ ‘1—7"" 1 ‘ ||
Sp — = — = .
"l l—r 1—r |1 — 7|

Ora, pelo Exemplo 7.85 e o Exercicio 196, segue que esse erro absoluto converge a
zero <= |r| < 1.

CQD.
Exercicio 198 -
Sendo b # 0, mostre que a série a; +ag + a3 +---+a, +--- converge < a série
bai + bas + bag + - -+ + bay,, + - - - converge, caso em que teremos:
bay + bag + -+ + bay, + - - :b(a1+a2+...+an+...)_

Como um caso particular muito importante, se a # 0:
a

atar+ar*+ard 4. = T

— |r| < 1.
,

Exercicio 199 -

A rigor, a prova do Ezxemplo 7.89 usou que uma série de numeros reais converge
a a € R <= a sequéncia dos erros absolutos das suas somas parciais, |s, — «, €
uma sequéncia convergente a zero. Convenga-se da veracidade disto.

Exercicio 200 -

Na prova do Exemplo 7.89, de saida, foi descartado o caso r = 1. Por qué?
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e A nocao de série numérica pode ser vista como uma generalizagao
da nocao de adicdo de numeros reais.

e Uma grande utilidade das séries convergentes é o fato que suas
somas parciais nos dao aproximacoes arbitrariamente boas de sua
soma, limite.

e O Exemplo 7.88 nos mostra que nem toda série tem uma soma
limite, ou seja: existem séries que nao sdo convergentes. Outro
exemplo importante desta possibilidade é o da série dos termos de
uma progressao geométrica de razao |r| > 1.

Passemos, finalmente, a discutir diretamente o significado das expansoes decimais de
numeros reais como uma “soma limite”. Iniciamos com um dos tipos mais simples
de expansoes decimais:

Exemplo 7.90 -

Pelo Exemplo 7.89, temos que:
1
r+ri+ri4.= —1=" , Vr| <1,
1—r 1—r

de modo que, pelo trivial Exercicio 198, seque que:

ar
1—
Disso, podemos escrever as sequintes igualdades, que devem ser vistas no contexrto
de séries convergentes:

ar+ar’+ard 4+ = Vir| <1.

o1, = Ly L Lo Yo
’ 100 102 108 S 1-1/10 9
2 2 2 2/10 2
(222222 = o = = 2
0 TSR T 1-1/10 9
3 3 3 3/10 3
0,333333...= — 4 — o f = ="
‘ TSR T 1-1/10 9
9 9 9 9/10 9
0,999999... = — 4+ — 4 —— 4...=—"— " —1,
‘ TSR 1-1/10 9
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Vale a pena insistir que o exemplo anterior nos mostra que a Teoria das Séries nos
permite interpretar

0,999... =1,

como uma igualdade dando o valor limite de uma série, resultado que ja haviamos
obtido usando intervalos encaixantes.

Exercicio 201 -

Sem apelar para o Exemplo 7.89, conclua que 0,111... = 1/9 depois de verificar que
as somas parciais da série 1/10 + 1/10% +1/10% + -+ tém erro absoluto:

LI Loy b
10 ' 102 107 9] 91071 S 107

O exemplo anterior nos leva a indagar se valeria um resultado semelhante para o
caso de expansoes decimais quaisquer. De modo mais preciso e completo:

[Quesio ()]

A todo nimero real r, dado por sua expansao decimal, r = m,aqas..., estd
naturalmente associada uma série numérica: m + {4 + 1% + -+ . O exemplo
anterior nos faz perguntar se tal série seria convergente e se sua soma limite
valeria . Em outras palavras, seria verdade que sempre vale a igualdade:

al a9
= T R
m,ai1as ... m—|—10+102—|—
Questdo (2) | -
Reciprocamente, para toda escolha de a, € {0,1,...,9}, podemos formar

s it 1 T+ qge + 00, e é também
natural perguntarmos se essa série seria convergente e se sua soma limite seria
o nimero real dado pela expansao decimal associada: 0,ajas... .

naturalmente uma série numérica

Essas duas questoes tém resposta afirmativa, conforme se poderd perceber imedia-
tamente a partir do resultado fundamental que segue.
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Teorema 7.91 -
Sendo a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},Vn > 1, formemos a série numérica:

a a e a
1 2 - Yn
10 + 102 to= —10n '

Entdo, qualquer que tenha sido a escolha de valores feita para os an, teremos que
a série acima converge, e sua soma limite é o numero real associado a erpansao
decimal 0,a1a9 ... . Ou seja:

oC
ay, ai a
0,a1G2...= Y — = — 4 —= 4...
' 10m 10 102
n=
Prova:
Vendo os tais a, como digitos, formemos a expansao decimal 0,a1as ... , e indique-
mos por r o numero real por ela representado. Sabemos que vale:
ay n as n n an < 1
_ —_— e —_— T‘ _— .
10 102 107 - o1on
Ora, isso significa dizer que a série numérica
Gnp,
107
n=1
tem somas parciais s, verificando:
1
|sn — 1] < 10n Vo 21,

o que, conforme ji vimos algumas vezes, significa que tal série numérica converge, e
tem r como soma limite:

[o.@]
a a a
0,a1a2...:r:Z—”:_l+é+...
CQD.

Exercicio 202 -

Usando o ultimo teorema, responda as duas questoes colocadas anteriormente.
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Com o teorema e o exercicio anteriores, estamos concluindo que igual-
dades do tipo

m,a1a49...0p... =M+ —+—5+ -+ —+ -+,
onde cada a, é um digito, podem ser interpretadas equivalentemente

tanto pela Teoria das Séries Numéricas, como pela construcao dos
nimeros reais — conforme vista neste livro.

Observacao 7.92 -

O leitor que ja estudou a Teoria das Séries, principalmente no contexto da Andlise
Matemdtica, deve estar lembrado de que ld o teorema recém enunciado é provado
com o uso da bastante sofisticada no¢do de supremo. Ademais, ld também se precisa
usar um teorema que garante que, se ay + ag + --- € uma série cujos termos sao
todos positivos, entao podemos afirmar que a mesma € obrigatoriamente convergente,
sempre que cada a, < by, onde os b, sao os termos de uma série que jd se sabe ser
convergente.13

A prova aqui dada evitou o uso dessas sofisticagées, pois nossa constru¢do dos
numeros reais estd solidamente alicercada na estimativa do erro da aprozimacdo
0,aias...a, de 0,a1as... .

13Veja, por exemplo, Andlise Matemdtica Para a Licenciatura, de Geraldo Avila, Ed. Edgard
Bliicher.
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7.11 Leitura complementar: prova de que os reais formam corpo
ordenado

E possivel se provar, usando argumentos exclusivamente baseados em intervalos en-
caixantes, como até aqui fizemos, que o campo dos niimeros reais tem uma estrutura
de corpo ordenado. Contudo, essa demonstracao ficaria excessivamente cansativa e
detalhista. Assim, visando uma argumentacio alternativa, mais curta e de leitura
menos desestimulante, optamos por combinar a ideia de limite (ou convergéncia) de
sequéncias de numeros reais com a de intervalos encaixantes. Isso serd feito sem
elevar o nivel de leitura para o de um curso de Andlise Matematica.

Também ¢é de se observar que, embora ja tenhamos tratado da nocao de convergéncia
de sequéncias — na Leitura Complementar anterior, sobre séries —, a presente Leitura
¢é independente daquela. Num exercicio adiante, Exercicio 77, compara-se a ideia de
convergéncia introduzida nessas duas Leituras.

Notacao:
Iniciemos introduzindo algumas notacoes convenientes aos nossos propésitos:

e dado um nimero real z, passaremos a denotar por £ = M, ajasa3 ... uma sua
expansao decimal (onde M é um inteiro positivo, negativo ou nulo);

e indicaremos por x, o numero racional que é o truncamento da expansao deci-
mal de z na n-ésima casa decimal, ou seja: xz, = M,a1as3...a,;

e por “sequéncia de nimeros reais z(n)”, deve-se entender que estamos nos
referindo a uma sequéncia z(1),z(2),... onde cada um dos termos é um real;

e indicaremos por [z], o nimero racional dado por:

M,aas...ay, (se z > 0)

7l = (se z < 0),

1
M, ayay...an — 15w

ou, equivalentemente:

T, (se z > 0)

7.7
—|zn| — 5= (se z <0). (7.7)

], =

Uma especial vantagem da nova notagao [z], é que, qualquer que seja o sinal de z:

<
3
Y%

1). (7.8)



Cap.7 Ndmeros reais

Também é importante observar que a sequéncia dos intervalos

[ERZRE

é encaixante e evanescente, e contém x.

Exercicio 203 -

Prove que para todo real x # 0, independentemente de seu sinal:

1

[_‘T]n == [x]n - W :

Exercicio 204 -
Prove que para quaisquer reais T e y, independentemente de seus sinais:
x <y = eziste ng, tal que [z], < [y]n (para todo n > ng).

Dica: considere os trés casos 0 < z <y, <0<yez<y<0.

Proposicao 7.93 -

Sendo x e y niumeros reais, independentemente de seus sinais, sua soma T + Yy € 0
unico numero real pertencente a todos os intervalos

2

o (7.9)

[l + Wl (2], + [yl +

Prova:
Sao trés possibilidades a considerar.

—Casox>0ey>0:

a afirmacdo é 6bvia (veja definicdo de soma de niimeros reais).

-Casozr <0ey<O0:

neste caso: z+y = —(|z| + |y|), de modo que z + y é o tinico nimero real comum a
todos os intervalos

2

o —|z|n — |yln

—lzln = lyln —
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Assim, de (7.7)

2

el = o] = b + s ol + e+ o]

~leln =l - 2

-Casoz>20ey<0:
da defini¢ao de soma, = 4+ y é o tnico nimero real comum a todos os intervalos

0= ol g 20 = o+ 305 = [i, 4 0 e+ b+ ]

CQD.
Proposicao 7.94 -

Sendo x ey numeros reais:

e caso z > 0 ey > 0, entdo seu produto x -y é o unico real pertencente aos

intervalos
ol (11 + 157 ) (e + 137 (7.10)

e caso z < 0 ey < 0, entdo seu produto x -y é o unico real pertencente aos

intervalos
(1 157 ) (e + ) ol ) (7.11)

e caso z > 0 ey < 0, entdo seu produto x -y é o unico real pertencente aos

intervalos
(1 + 135 ) B el (B + 355 )| - (7.12)

Prova:

-Casoz>20ey>0:
este caso é Obvio da defini¢ao de produto.

-Casox<0ey<O0:
neste caso, pela defini¢do de produto de negativos: z -y = |z|- |y|, de modo que z -y
¢ 0 unico numero real comum a todos os intervalos

[wlnlyn, (wln + %) (Iyn + %ﬂ : (7.13)
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Usando (7.7), obtemos:

2lulyle = (~lala) (~lyla) = <[m]n . %) ([an . %)

(1eh + 157 ) (I + 185 ) = (~lelo = 535 ) (b = 19 ) = B e

o que prova que podemos trocar (7.13) por (7.11), conforme afirmado.

—Casox>0ey<0:
neste caso, pela definicio de produto: =z -y = —(z-|y|). Como z - |y| é o tnico
numero real comum a todos os intervalos

1 1
Ty |Yl,, 5 Tn+ {gn |y|n+ﬁ ;

temos que z -y = — (z - |y|) é o inico nimero real comum a todos os intervalos
1 1 (7.7) 1 1
[— <$n + W) <|y|n + W) s —n |y|n:| = [([l’]n + W) Y], [=],, <[?/]n + W)] ‘
CQD.

Definicao 7.95 -

Dizemos que um intervalo I = [a,b] é um intervalo em torno de x se a <z <b.

Note que é possivel termos [z], = z, tanto no caso > 0, como no caso = < 0. Por
exemplo,

xz = 3,53 = = = [z],, para todo n > 2;
z = —3,539 = z = [z],, para todon >3,

de modo que a sequéncia dos intervalos

el lel, + 135

sempre é uma sequéncia encaixante e evanescente, mas nem sempre serd formada
por intervalos em torno de x .

311



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

Observacao 7.96 -

No que seque, precisaremos falar tanto de sequéncias de numeros reais, como de
sequéncias de intervalos. Serd crucial o leitor observar os indices que usaremos
para denotar os elementos dessas sequéncias.

Na medida do possivel, denotaremos por x(n) os elementos de sequéncias de nimeros
reais, e por I, os elementos de sequéncias de intervalos.

Definicdo 7.97 -

Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais x(n) converge a um real a se pudermos
determinar uma sequéncia encaizante e evanescente de intervalos I,, em torno de
a, tal que, para cada escolha de m € N, exista ng, tal que z(n) € I, (¥Yn > ng).

Sendo z(n) convergente a o também dizemos que o € o limite dos z(n) , e escrevemos

a=lim z(n).

Exemplo 7.98 -

A sequéncia 1,1/2,1/3,... (ou seja: a sequéncia dos z(n) = 1/n) converge a o = 0.
Por outro lado, a sequéncia 1,—1,1,—1,... (ou seja: a sequéncia dos x(n) = (—1)")
ndao converge a nenhum numero real.

Exercicio 205 -

Prove que a definicdo acima estd bem feita, no sentido de ndao depender da sequéncia
dos intervalos I,,. Ou seja: sempre que outros Jy, formarem uma sequéncia encai-
zante e evanescente de intervalos em torno de a, entao, para cada m, existird ny
tal que x(n) € I, (Yn > ny) se, e somente se, para cada m, exista ny, tal que
z(n) € J;m  (Yn >ng).

Exercicio 206 -

Prove a unicidade do limite, ou seja: se a e (B sdo limites de uma mesma sequéncia
de nimeros reais, entdo o = 3.

Dica: note que se uma sequéncia de numeros reais x(n) convergir a um real c, e
se 0s I, formarem uma sequéncia encaizante e evanescente de intervalos em torno
de a, pelo Teorema dos Intervalos Encaizantes e Evanescentes, esse o serd o unico
numero real com a propriedade de pertencer a todos esses intervalos.
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Também vale uma espécie de reciproca:

Proposicao 7.99 -

Ocorrendo que os intervalos I, formem uma sequéncia de intervalos encaizantes
e evanescentes contendo « (mas nao necessariamente em torno de «), sempre que
0s numeros reais x(n) formarem uma sequéncia verificando z(n) € I, (Vn > 1),
poderemos afirmar que x(n) converge para o .

Prova:
Denotando I,;, = [ay,, by,] , construamos:
1 1
Im = |am — —, by + —
m m

E imediato se ver que os .J,;, também formam uma sequéncia de intervalos encaixantes
e evanescentes, agora todos em torno de «, e que, qualquer que seja m, tem-se
z(n) € Jp, (Vn>m).

CQD.

Na proposi¢ao que segue, mostra-se como a notagao || nos permite fornecer um
exemplo de sequéncia que converge a qualquer real pré-fixado z:
Proposicao 7.100 -

Seja qual for o nimero real x, a sequéncia dos x(n) = [z], sempre converge a x .
Simbolicamente:

z = lim [z], .

Prova:

E uma decorréncia da proposicio anterior, do fato que os I, = [[z]n, [2]n + 10%]
formam uma sequéncia de intervalos encaixantes e evanescentes contendo x, e que
[z]n, € I, , para todo n.

CQD.
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Exemplo 7.101 -

Quando x = 12,333. .., temos que = € o limite da sequéncia:
[z]1 = 12,3, [z]s = 12,33, [z]3 = 12,333, [z]4 = 12,3333, elc

Exercicio 207 -

Prove que a definicao de limite dada acima € equivalente a nocao de convergéncia
dada na Leitura Complementar anterior, sobre séries.

Exercicio 208 -

Dado um niumero real x, como € usual, denotamos por x = M, ajaqas ... uma sua
expansdo decimal. Na Leitura Complementar anterior, mostramos que a no¢ao de
série nos permite interpretar essa expansdao decimal como uma “soma infinita”:

a a a an
x:M,a1a2a3...:M+—1+—2+—3+..+__|_ _1_210”_

Mostre que o significado disso pode ser mais precisamente erpresso como:

e E e R

z=M,a1a%a;3 ... —hm(M+ + 108 1o

10 ' 102

Proposicao 7.102 -

Sendo x e y numeros reais, temos:

i).
z+y=limz + y], = lim ([z], + [y]n) = lim [z],, + lim [y],

i)

z -y =lim[z - y], = lim ([z], - [y],) = lim[z], - lim[y],
).
—z = lim [—z], = lim (—[z],) .
Prova:

Para (i):
a unica afirmacao que nao decorre imediatamente da Proposigao 7.100 é a igualdade
z+y = lim ([z], + [y]); mas, esta decorre facilmente da Proposi¢ao 7.93.
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Para (ii):

a Unica afirmacao que nao decorre imediatamente da Proposigao 7.100 é a igualdade
z -y = lim ([m]n . [y]n), mas, exceto nos casos em que z > 0 e y < 0, esta decorre
facilmente da Proposicao 7.94. Ora, para tais casos basta notar que:

(17 + 57 ) W = ol + 5% < el < [el Bl + g2 = [od, (81 + 757)-

ja que [z], > 0ely], <O0.

n

Para (iii):
como a afirmacgao é 6bvia se x = 0, basta tratarmos dos casos em que z # 0. Em tais

casos, o Exercicio 203 mostra que — [z],, = [~z], + 1g0= . Entéo, usando o fato ébvio

que a sequéncia dos 1/10™ converge a 0 e que, pela Proposicdo 7.100, a sequéncia
dos [—z],, converge a —z , segue que a sequéncia dos — [z],, converge a —z .

CQD.

Lema 7.103 -

Sejam r(n), s(n) e t(n) nimeros racionais formando trés sequéncias convergentes;
suponhamos, ademais, que vale a sequinte igualdade de limites:

lims(n) = limt(n).
Entao:

a). a sequéncia das somas r(n) + t(n) e a das r(n) + s(n) serao convergentes, e
teremos limr(n) + t(n) = limr(n) + s(n) ;

b). a sequéncia dos produtos r(n) - t(n) e a dos r(n) - s(n) serdo convergentes, e
teremos limr(n) - t(n) = limr(n) - s(n) .

Prova:

Para (a):
precisamos provar que a+b = lim (r(n) 4+ s(n)),sea = limr(n) e b = lims(n) = limt(n).

Iniciamos observando que, como a € [[a]m, [a]m + 10%] (Vm >1),ecomoa = limr(n),
podemos determinar, qualquer que seja m dado, um ny tal que:

r(n) € |lalm, [a]m + Tom (Vn > mnq),
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ou, equivalentemente, para todo n > nq:

< 500) < [l + 15

Dessas desigualdades segue que, se ng = max{ni,ns}, pela compatibilidade da
ordem em relacdo & adicdo de nidmeros racionais, teremos:

[l + [ < () +5(1) < [alm + [ + 1o

ou seja, a sequéncia dos y(n) = r(n) + s(n) € I, para todo n > ng. Ora, os
intervalos

2

Ly = |la]m + [b]m, [a]m + [b]m + 1om

sao encaixantes e evanescentes e contém a+b, para todom > 1, pela Proposicao 7.93.
Logo podemos afirmar nao sé que os y(n) convergem, mas que a + b = limy(n).
Ademais, como para esta conclusao usou-se apenas o fato de que a = limr(n) e
b = lims(n), decorre de maneira andloga que a+b = limz(n), onde z(n) = r(n)+
t(n).

Para (b):

a prova é similar a feita em (a), mas aqui temos que considerar trés casos: z,y > 0;
z,y < 0; ex <0,y > 0. Ora, pela Proposicdo 7.94, os intervalos I, dados
por (7.10), (7.11) e (7.12) sdo encaixantes e evanescentes, e tem-se que zy € Ip,
para todo m > 1; logo, da compatibilidade da ordem com relacao a multiplicacao
de numeros racionais, decorre que, para cada m > 1, existird um ng tais que as
desigualdades seguintes sao satisfeitas, para todos os n > ng:

e no caso z,y = O:

el ol < 0050 < (Tel+ 137 ) (W0 + )

e nocasoz <0, y <O0:

(1ol + 13 ) (W + g ) < r0s(0) < el
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eemnocasoz =0,y <O

(1 + 7 ) o < 700500 < sl ([0 + 7050 )

CQD.

Lema 7.104 -

Sejam duas sequéncias convergentes de niumeros reais, x(n) e y(n), verificando
z(n) < y(n), para todo n maior ou igual a um certo ng > 1. Entdo, ou limz(n) =
limy(n) oulimz(n) < limy(n).

Prova:

Escrevendo a = limz(n) e y = limy(n), temos de mostrar que a < b. Suponhamos,
por absurdo, que a > b. Sejam I, = [rm,Sm] € Jm = [¢m,dy] intervalos em
torno de a e b, respectivamente, e formando sequéncias de intervalos encaixantes e
evanescentes. Se I, N J,,, # & (Vm > 1), entdo, para cada m, poderemos tomar
um numero real z(m), tal que z(m) € I, e z(m) € J, . Segue-se que a e b sdo
limites da sequéncia dos z(n). Da unicidade do limite (Exercicio 206), concluimos
a = b, absurdo. Logo tem de existir m;, tal que I,,, N Jp,, = @. Como a > b,
segue facilmente da propriedade transitiva da relagao de ordem que d,,, < 7y,,. De
a =limz(n) e b = limy(n) encontramos ny , tal que z(ny) € Ly, e y(n1) € Jp,, 0
que implica que

y(n1) < dmy < rmy < z(ny).
Logo: y(n1) < x(n1), absurdo!
CQD.

Teorema 7.105 -

O campo dos nimeros reais, [R, 4+, -, <], forma um corpo ordenado.

Prova:

A demonstracao desse teorema equivale a provar que, para quaisquer nuimeros reais
x, y e z, valem as propriedades enumeradas de a) até k), a seguir.

Na demonstracao, usaremos repetidamente que [z],, serd um nimero racional, para
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qualquer nimero real z, e que, pela Proposicao 7.100, a sequéncia dos [z],, sempre
converge a .

a). Comutatividade da adi¢do:
pela comutatividade da adicao de ntimeros racionais, teremos:

Prop.7.102 Prop.7.102

lim ([z],, + [y],,) = lim ([y],, + [2],,) .

b). Existéncia de elemento neutro na adi¢io:
pelo fato de 0 ser elemento neutro da adi¢ao de racionais teremos:

r+y

Prop.7.102 Prop.7.102
= = X

z+0 lim ([z],, + [0],)) = lim [z],,

c). Elemento simétrico aditivo:
pela Proposigao 7.102 (iii) e pelo Lema 7.103 (a), teremos:

z 4+ (—z) = lim ([z], + [-z],,)) = lim ([z],, — [z],)) =1im0 = 0.

d). Associatividade da adic3o:
fazendo uso da associatividade da adi¢ao de racionais, teremos:

ot (y+2) " b (ol ) Y 2t (4 (ol + [2)
I i ([a], + [],) + [2]) 2 tim ([ + g, + [2],)
Prop. 7.102
=" (z+y) +2.

e). Comutatividade da multiplicacdo:
fazendo uso da comutatividade da multiplicacdo de racionais, teremos:

lim ([z], [y],)) = lim ([y],, [7],)

f). Existéncia de elemento neutro na multiplicacdo (unidade):
pelo fato de 1 ser elemento neutro da multiplicacao de racionais, teremos:

Prop. 7.102 Prop. 7.102

Prop.7.102 Prop.7.100
= = T

r1 lim ([a],, [11,) = lim ([a],, 1) = lim (2],

g). Existéncia de inverso multiplicativo (reciproco):
dado z # 0, precisamos provar que existe y, tal que zy = 1. Faremos isso apenas
no caso em que x > 0, deixando o caso x < 0 como exercicio.

Dado um numero real z > 0, existe um correspondente ng, tal que [z], > 0, para
todos os n > ng (basta, para tal, considerar a sequéncia de intervalos encaixantes e
evanescentes [0, z + 10%])
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Dai os intervalos

1

1
I = ,
B [T

],m>n0,

contém apenas nimeros positivos, e sdo encaixantes e evanescentes, contendo, por-
tanto, um tnico real y. Ora, a média aritmética, z(m), entre os extremos de cada
intervalo I,,,, com m > ng, verifica:

1 1 1
z(m):i-([x]m+w%+[$]m)efm, (Ym > ng) ;

de modo que, conforme acima observado, limz(m) = y. Além disso, tem-se, pela
compatibilidade da multiplicacao de racionais com a ordem:

2],y [a%]z 2],y ,1]‘

[m]m Zm €

2] + 107 [2]m (2] + 1o

Como todos esses intervalos contém 1 e formam, além disso, uma sequéncia encai-
xante e evanescente, segue que:

lim ([z],, 2(m)) = 1.
Assim, como y = lim[y],,, = lim z(m), do Lema 7.103 (b) segue:

wy = lim ([z],, [yl,,) = lim ([2],,, 2(m)) = 1.

h). Associatividade da multiplicagdo:
pela associatividade da multiplicacdo de racionais, teremos:

Prop.7.102 ) Lema 7.103(b)

lim ([, ([ya[2]n) )

Prop. 7.102
=" (zy)z.

z(yz) lim ([m]n [y2]n

= tim (({lalylh) [1a) """ E

i). Distributividade da multiplicag3o:
pela distributividade da multiplicacao em relacao a adicao de racionais, teremos:

lim ([zy]n [2]n)

Prop. 7.102

r(y+ 2
(y Lema 7.103(a)

= lim ([m]n [y]n + [m]n 2] ) Prop.7.102

1i — .
n) Lo o g I ([zy + 22],) = vy + y=z
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j)- Compatibilidade da ordem com a adi¢do: x <y = x+z<y+z:
pelo Exercicio 204, como z < y, segue que existe ng , tal que [z],, < [y], , para todos
os n > ng. Logo, pela compatibilidade da ordem com a adi¢ao de racionais, teremos:

(2], + [2], < [y, +[2],, (¥ >ng).
Ora, ja sabemos pela Proposicao 7.102 que

r+z=Ilimz], + (2], e y+z=I1lmly], + [2]

n n’

portanto, pelo Lema 7.104, podemos concluir que
r+z<y+z.

Resta provarmos que a igualdade nao ocorre. Por absurdo: se z+2z = y+ 2, somando
—z a ambos os membros, teriamos: (z + z) + (—z) = (y + z) + (—2); mas, dai, pela
associatividade da adigao:

g+ (z+(-2)=y+(24+(-2) = 2+0=y+0 = z=y.
Absurdo!

k). Compatibilidade da ordem com a multiplicagdo: (x <y) e (z>0) = xz < yz:
pelo Exercicio 204, como z < y e z > 0, segue que existe ng tal que [z], < [y]n
e [z], > 0, para todos os n > ng. Logo, pela compatibilidade da ordem com a
multiplicagao de racionais, teremos:

al, [, < Wl [, . (V> o).
Ora, ja sabemos pela Proposi¢ao 7.102 que
2z =lim[a], [2], e yz =limly), 2],
de modo que, pelo Lema 7.104, podemos concluir que
Tz L Yz .

Resta provarmos que a igualdade nao ocorre. Por absurdo: se zz = yz, multiplicando

ambos os membros pelo reciproco z ! de z > 0, teriamos (zz)z ! = (yz)z~!; mas,

dai, pela associatividade da multiplicacao:
2(zz N =ylzz ) =2 z-1=y-1 =2 z=y.

Absurdo! CQD.
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Consideracoes finais:

O leitor, se ja familiarizado com a Teoria dos Limites, poderd observar que nesta Lei-
tura Complementar nao se fez nenhum uso daquela; foram usadas apenas proprieda-
des de sequéncias numéricas especiais (como na Proposicao 7.102 e no Lema 7.103).

Exercicio 209 -

Prove a existéncia de inverso multiplicativo para x < 0.

Encerrando esta Leitura Complementar, deixamos para o leitor o seguinte exercicio,
que ressalta uma parte das duas demonstracoes acima:

Exercicio 210 -

Prove as Leis do Cancelamento:

i). da adigao:
r+y=xz+z=y=2 (sex,y ez forem reais);
i1). da multiplicagao:
(zy=zz) e (x #0) = y=2 (sex, y ez forem reais).

7.12 Leitura complementar: Teorema Fundamental da Geometria

Analitica

No que segue, por plano entenderemos o plano euclidiano e, por lugar geométrico,
entenderemos o conjunto dos pontos do plano que satisfazem uma ou mais proprie-
dades dadas, definitérias. Por exemplo, o circulo de raio r e centro no ponto O
é o lugar geométrico dos pontos do plano que estao a distancia r de O. Um tipo
importante de lugares geométricos é o das curvas.

Um problema central da Geometria é a andlise dos lugares geométricos, sendo que
por tal andlise entende-se o estudo e descricao das propriedades desses, e seu resumo
por meio de um gréafico.

A disciplina Geometria Analitica é a parte da Geometria que estuda e descreve os
lugares geométricos, usando na andlise os métodos algébricos.
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O objetivo desta Leitura é enfatizar que a Geometria Analitica resulta da mistura
de trés ingredientes:

e a correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta euclidiana e o conjunto dos
ntimeros reais; ou seja, depende crucialmente do que ja chamamos de Teorema
Fundamental da Geometria Analitica (TFGA);

e a Algebra literal;

e 0 uso de sistemas de coordenadas.

E importante destacar que os gregos classicos, principalmente Menaichmos (c. 350 AC) e Apollonios
(c. 200 AC), desenvolveram uma geometria analitica rudimentar. Embora tivessem bastante sucesso
em sua aplicag@o no estudo das conicas, era uma geometria analitica muito dificil, pois a dlgebra que
utilizava era uma dlgebra geométrica e seus sistemas de coordenadas que usava dependiam muito
do lugar geométrico em estudo (um exemplo: didmetros das conicas). Ou seja: além de dificil,
dependia de engenhosas improvisacoes.

Essa situacao perdurou até cerca de 1620, quando Fermat estabeleceu uma correspondéncia entre
lugares geométricos planos e equagoes do tipo f(z,y) = 0, onde z e y sao as coordenadas dos
pontos do lugar, relativamente a um sistema de eixos ortogonais. Mas a maior contribuicao de
Fermat consistiu em mostrar como analisar o lugar geométrico, processando a equagao f(x,y) =0
com o uso da algebra literal criada por Viete, c. 1600. Com efeito, com essa élgebra, ficou facil e
mecanico extrair da equagdo as propriedades geométricas do lugar.

Estava assim criada a Geometria Analitica atual. Esta e o Calculo Infinitesimal foram os ingredientes
que propiciaram o desenvolvimento explosivo das ciéncias e tecnologias a partir de c. 1700.

Exemplo 7.106 -

Fizados os pontos de coordenadas cartesianas A = (—2,1) e B = (0,2), considere-
mos o sequinte lugar geométrico:

v = conjunto dos pontos do plano que sdo equidistantes de A e B.

Indicando por P = (z,y) um ponto genérico de v, da igualdade de comprimentos
AP = BP, seque:

AP'=BP" .. (2+22+@y-1>=(z—0)+(y—2)>.
Desenvolvendo algebricamente os quadrados envolvidos:
2?4z 4492 -2+ 1=a49° —dy+4,
o que, uma vez simplificado, nos dd a equacdo f(z,y) =0 sequinte:

dr +2y+1=0.
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Sendo (z1,y1) e (z2,y2) dois pontos quaisquer desse lugar geométrico, da equagdo
obtemos: 41 +2y1 +1 =0 e dxs + 2yo + 1 =0, de modo que:

Y2 — U1
ro — I

1
=—5= constante , Vx| # x5,

de onde concluimos que o lugar geométrico é uma reta.

Podemos melhorar a descrigao dessa reta observando que © =0 da 0+ 2y +1 =0,
ou seja: a reta passa pelo ponto (0,—1/2). Ademais, a ultima relagdo pode ser in-
trepretada como dizendo que a inclinag¢do, ou declividade, de tal reta é de +1 por
—2. Com isso, podemos facilmente desenhar o lugar geométrico ~y:
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CAPITULO 8

APROFUNDANDO O ESTUDO DOS
NUMEROS REAIS

8.1 Por que aprofundar o estudo dos irracionais?

8.2 Representacao aritmética e algébrica dos nimeros reais
8.3 Complexidade da expansao decimal dos irracionais

8.4 Trracionalidades quadraticas

8.5 Irracionalidades cubicas

8.6 Nimeros algébricos

8.7 Transcendéncia: todos os irracionais sao algébricos?

8.1 Por que aprofundar o estudo dos irracionais?

A partir do que ja vimos sobre ntimeros irracionais, podemos apresentar trés carac-
terizagoes equivalentes deles:

i). sdo os nimeros reais que Nao sao racionais;

ii). sdo os niimeros reais cuja expansao decimal é infinita nao-periodica;
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iii). sdo os nimeros reais que expressam a medida de segmentos da reta euclidiana
incomensurdaveis com um segmento de reta unitario, e mais os simétricos destes
ndmeros.

Enquanto no Ensino Médio os niimeros naturais, inteiros e racionais sao bastante
estudados, os irracionais sao tratados de forma muito superficial e, muitas vezes, de
forma até erromea. Esse precdrio tratamento consiste, tipicamente, na apresentacao
das caracterizagoes i) e ii) mencionadas anteriormente, talvez seguidas de algumas
informacodes adicionais, tais como a de que a diagonal de um quadrado de lado
unitario nao tem medida racional; a seguir, sao citados exemplos bem conhecidos
tais como o nimero 7 e as raizes quadraticas v/2, v/3. E o “estudo” dos irracionais
fica essencialmente por ai.

Isso passa ao aluno varias ideias falsas, tais como as de que os irracionais sao “ano-
malias numéricas” sem nenhuma importancia teérica e pratica. A prética escolar
convence o aluno de que os numeros irracionais sao inuteis e que tudo se resume a
mais uma definicado a ser memorizada.

Na verdade, poucas conclusdes poderiam ser mais falsas e lamentaveis do que essas.
Vejamos.

— Os irracionais sao desimportantes?

— Diferentemente do que acontece com o estudo dos niimeros racionais — que sob
o ponto de vista da pesquisa matematica — esta essencialmente terminado, ha
uma intensa atividade dos matematicos da atualidade buscando descrever e
elucidar as propriedades dos varios tipos de niimeros irracionais.

— O conhecimento aprofundado dos irracionais é imprescindivel em varias disci-
plinas matematicas e tem se revelado de grande utilidade em diversos campos
aplicados; assim, o estudo dos irracionais é essencial e, sob alguns aspectos,
até muito mais importante do que o estudo dos racionais.

— Os irracionais sao anomalias numéricas?

A primeira critica que se pode fazer desse ponto de vista é que, assim como existem
infinitos niimeros racionais, também podemos facilmente listar infinitos irracionais,
por exemplo: /2, 2v/2, 3v/2, .... Mas, hd muito mais do que isso: George Cantor,
c. 1870, provocou um imenso choque na comunidade matemética ao mostrar que a
infinitude dos irracionais é muito superior a dos racionais. Mais precisamente, ele
mostrou que Q forma um conjunto enumeravel' enquanto que I tem uma variedade

!Ou seja: hd uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros racionais e os nimeros inteiros.
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tao grande de nimeros que nao pode ser enumerado.

O significado desse “superior” , bem como o conceito de enumerabilidade, sao expli-
cados de maneira detalhada e rigorosa em cursos de Teoria dos Conjuntos. Contudo,
podemos ter uma ideia intuitiva da diferenca “populacional” entre Q e I com a se-
guinte reflexdo alternativa, a qual procura comparar o “tamanho” de Q e I, ndo por
contagem, mas por medida (ou probabilidade).

A partir de um decaedro regular (poliedro regular de dez faces), faca um dado de 10
faces e enumere-as de 0 a 9. A seguir, comece a jogar o dado sobre uma mesa plana
e, a cada lance, anote o digito que aparece na face superior do mesmo, formando
assim uma lista de digitos. Continuando esse procedimento indefinidamente, con-
seguiremos uma lista infinita da forma 0,ajas... que representa um nimero real
nao negativo do intervalo [0,1]. Observe entao que, para que essa lista represente
um nimero racional, é necessario que, a partir de um certo lance, todos os seguintes
passem a repetir um certo padrao, de modo a caracterizar uma periodicidade. E
bastante intuitivo que essa possibilidade seja extremamente remota, desde que o
dado nao seja viciado. Com efeito, a Teoria das Probabilidades nos permite mos-
trar rigorosamente que é nula (ou seja, de 0%), a chance de que venhamos a obter
um racional dessa forma, enquanto que temos 100% de probabilidade de, da mesma
forma, achar um irracional.

Uma outra maneira de mostrarmos a “pequenez”’ do conjunto do dos ntimeros ra-
cionais frente ao tamanho dos irracionais — afirmacao esta, na verdade, equivalente
a afirmagao do pardgrafo anterior — consiste em dizer que a chance de sortearmos
ao acaso, na reta euclidiana, um ponto racional é de 0, enquanto que a chance de
sortearmos um ponto irracional é de 100!

Vemos, portanto que, “se tamanho fosse documento”, teriamos muito mais razoes
para estudarmos os irracionais do que os racionais.

Observacao.

B provavel que o leitor queira contestar as afirmacoes anteriores dizendo que, em-
bora a chance de obter um ponto racional seja muito pequena, ela nao pode ser
zero pois, afinal, eles existem. No entanto, quando trata-se de conjuntos infinitos,
possibilidade ou probabilidade zero ndo é o mesmo que impossibilidade. Assim, de
fato, de acordo com a Teoria das Probabilidades, a chance de sortearmos ao acaso,
na reta euclidiana, um ponto racional € zero; contudo, é perfeitamente possivel que
isto ocorra, !
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Exercicio 211 -

Embora a equivaléncia “impossivel = probabilidade zero” seja verdadeira em con-
textos envolvendo conjuntos finitos de possibilidades, acabamos de observar que a
mesma € falsa em contextos envolvendo conjuntos infinitos.

Pergunta-se: “possivel” é sinénimo de “probabilidade um (ou 100%)” ¢ Justifique.

As ideias mencionadas anteriormente, principalmente aquela sobre o tamanho dos
racionais comparado com o dos irracionais, foram discutidas de maneira bastante
intuitiva. Neste momento, o objetivo principal é procurar ampliar um pouco o foco
do leitor relativo a sua visao de nimeros, em especial & de numeros irracionais,
motivando-o assim para o estudo que faremos sobre estes nimeros nas préximas
secoes.

Existem vérios enfoques nos permitindo esclarecer as muitas facetas da nocao de
irracionalidade. Um aspecto interessante dessas investigacoes é que a maioria delas
consegue rapidamente revelar a complexidade do comportamento dos ntimeros irra-
cionais, mostrando tanto seu lado desafiador, como sua fertilidade matematica. Eo
que tentaremos mostrar nas secoes que se seguem.

Antes de realmente iniciarmos este capitulo, propomos os exercicios seguintes, 0s
quais fardo com que o leitor trabalhe com a definicdo e propriedades bésicas dos
numeros irracionais. Isso tem tanto o propdsito de uma revisao, como o de achar
aritmeticamente numeros irracionais. Com efeito, o primeiro exercicio trata da
primeira familia de irracionais descoberta pelos gregos cldssicos, mais precisamente

por Theodoros, ¢. 400 AC.

Exercicio 212 (O Caramujo de Theodoros) -

Considere a sequéncia de triangulos retangulos da figura a seguir, iniciada pelo
triangulo retangulo isésceles de lado unitdrio. Pede-se:
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iii).

1). Provar que a medida hy, da hipotenusa do n-ésimo triangulo satisfaz

h2 =n+1.

. Mostrar que, dependendo do valor de n, ocorrem tanto valores racionais como

rracionais para a medida da hipotenusa hy, .

De acordo com sua intui¢cao, completar a sentenca que seque, de modo a tornd-
la verdadeira. A seguir, demonstre-a.

hy € racional <= n+1....

. A partir de sua intui¢cao em (iii) responda, justificando:

a). Quantas hipotenusas tém medida racional inteira?
b). Quantas hipotenusas tém medida racional ndo inteira?

¢). Quantas hipotenusas tém medida irracional?
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Exercicio 213 -

Usando € Q ou € 1, complete a tabela a sequir:

T 1Y rT+y|xXy
eQ e
eQ el
el | €eQ
el | el

Fazer o mesmo com:

x y#Fx|x—y|r+y
eQ e
eQ el
el | €Q
el | el

Exercicio 214 -

Apresente um par de irracionais x ey, tais que z/y € Q.

Exercicio 215 -

Apresente um par de irracionais x ey, tais que z/y ¢ Q.

Exercicio 216 -
Se a,b,c € R, provar que

i). sea+b=cec€Q, entao nao poderemos concluir que a,b € Q;

ii). sea+b=cea,c€Q, entdo, necessariamente, b € Q.

Exercicio 217 -

i). Mostre que se duas grandezas = ey sdo incomensurdveis, entio cada vez que
x assumir um valor racional, o correspondente valor de y serd irracional.

ii). Vou F? Justifique. Um circulo tem raio racional se, e s6 se, sua circunferéncia
for um numero irracional.
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Exercicio 218 -

Seja d a medida da diagonal do quadrado de lado 1. Sem usar calculadora, determine
um racional que aprozime d + 3,12, com um erro menor do que 1/10? .

Exercicio 219 -

Para cada valor de x indicado a sequir, determine (sem usar calculadora) um racio-
nal prézimo de z, com um erro menor do que 1/10%. A seguir, responda a sequinte
questdo, justificando sua resposta: € x um nimero irracional?

i) r=2+2. i) zx=v2+3.

8.2 Representacido aritmética e algébrica dos niimeros reais

Nos concentraremos em dois tipos de representacoes para os nimeros reais:

— A aritmética, a qual consiste na expansao decimal do nimero ou, eventual-
mente, em sua expansao em base dois ou outra base mais conveniente.

— A algébrica, a qual consiste numa “férmula” expressando o nimero real por
meio de uma quantidade finita de operacoes aritméticas e de radiciacoes envol-
vendo apenas nimero inteiros; aqui, por operacoes aritméticas estamos enten-
dendo as quatro operagoes bésicas: adicao, subtracao, multiplicacao e divisao.
Exemplos de férmulas algébricas para niimeros sio v/1+v2 e 1/(1 — v/2).

Vale a pena precisarmos melhor o que entendemos por “férmula algébrica”, ou re-
presentacao algébrica de um ntmero real. Esse conceito terd de ser enunciado re-
cursivamente:

e Nivel aq:
todos os numeros inteiros e as radiciagoes (raiz quadrada, raiz cibica, raiz
quéartica, etc.) de inteiros que facam sentido (isto é, de inteiros positivos
quando a raiz for de ordem par).

e Nivel fy:
todas as expressoes envolvendo um nimero finito de operacgoes aritméticas com
os numeros de «q; por exemplo:

3v2 -5 V2
3V2, 3vV2- 5, VP Te e
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e Nivel as:
todos os nimeros dados pelas expressoes de (31, bem como suas radiciagoes
que facam sentido (em R).

e Nivel (s:
todas as expressoes envolvendo um numero finito de operacoes aritméticas com
os numeros de ag; por exemplo:

3W2—V5 L V2
\/3V2 -5, 3V2+ W + YL

e Nivel asg:
todos os nimeros dados pelas expressoes de (3o, bem como suas radiciagoes
que facam sentido.

e Nivel fGs:
todas as expressoes envolvendo um numero finito de operacoes aritméticas com
os numeros de asg .

e Etc.,
0 processo continua indefinidamente com niveis ay, B4, as, 05, - . .

Exemplo 8.1 -

Os numeros racionais sdo representados algebricamente por formulas do nivel Bi.

Exemplo 8.2 -

Com formulas de nivel ay podemos obter todos os irracionais do Caramujo de Theo-
doros, uma vez que todos eles podem ser escritos na forma /n, onde n é um inteiro
positivo que nao € um quadrado. Mas, também obtemos irracionais ainda mais
complicados, desde que tomemos raizes ciubicas, qudrticas, etc., de numeros naturais
adequados: \/n, /n, ¥n, J/n, etc.

Contudo, tenha em wvista possibilidades tais como /8 = 2 (uma raiz cibica que
se reduz a um inteiro) e V25 = /5 (uma raiz qudrtica que se reduz a uma Taiz
quadrada).

As possibilidades levantadas pelo exemplo anterior nos levam a introduzir uma, ter-
minologia classica:

332



Cap.8 Aprofundando o estudo dos nimeros reais

Definicao 8.3 -
Sendo v um nidmero racional e k =2,3,..., dizemos que
r

€ um ndmero surdo se esta expressao definir um numero real irracional.

Exemplo 8.4 -

Evidentemente, ndo basta verificarmos se um numero real dado estd no formato
¥r para podermos enquadrd-lo entre os surdos. Ezemplos sio V4 = 2 e v/625 =

V625 = /25 = 5.
Exemplo 8.5 -

Todos os irracionais do Caramujo de Theodoros sao surdos.
Mas, cuidado, o quociente desses numeros, embora sempre possa ser escrito no for-

mato da definicao:
VP _ \/E
va V'

nem sempre resulta num irracional. Por exemplo:

V8 /8 '
ﬁ:\/;:ﬂ:2’

V2 V2V3 V6 6
f:—:T:\[@

— quociente nao surdo:

— quociente surdo:

3 3

Exercicio 220 -

Mostrar que sao exemplos de surdos:

a). V25
b). \/6/9 .
c). V12 + 75 .
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Exercicio 221 -

Provar que todos os quocientes \/p/\/q sao surdos, desde que p e q sejam inteiros
positivos, e pq nao seja um quadrado perfeito.

Cabem aqui duas observagoes:

— Primeira:

a denominacao nimeros surdos é de uso frequente em vdrios paises, principalmente nos de lingua
inglesa. Contudo, ndo hé consenso sobre o significado exato da mesma. Por exemplo, é comum se
chamar de surdo apenas o que chamariamos de surdos quadréticos, qual seja, os surdos da forma
V/N, onde N é um inteiro positivo que nio seja um quadrado.

— Segunda:

é bastante comum se ver pessoas indagando o porqué do nome surdo. Nesse sentido, é certo que
a denominagao foi originada pela Aritmética de al-Khwarizmi, escrita c. 800 dC. Este, seguindo a
tradi¢do indiana e grega, denominava os nimeros racionais de muntaq (palavra drabe que significa:
audivel, capaz de ser ouvido) e os irracionais de jathr asamm (significado: raiz surda). Quando
a sua Aritmética foi traduzida para o Latim e popularizada no Mundo Cristdo por Cremona e
Fibonacci, por cerca de 1 200 dC, eles traduziram assam por surdus, denominagdo esta que ficou
consagrada.

Mas, por que al-Khwarizmi usou a expressao “raiz surda”? Porque seguia a tradi¢do pitagérica que
descobriu que se, numa corda de lira, produzirmos vibracoes com um comprimento de onda comen-
surdvel com o comprimento da corda, o som resultante é musical, enquanto que serd nao musical se
houver incomensurabilidade. Ou seja: a lira é musicalmente audivel no caso de comensurabilidade,
e inaudivel no de incomensurabilidade. Assim, podemos dizer que a visdo pitagdrica era compativel
com chamar os numeros racionais de audiveis e os irracionais de inaudiveis.

Mas, pelo que vimos, seria de se esperar que al-Khwarizmi tivesse usado a palavra mudo e nao surdo
para denotar os irracionais. Como explicar a troca de palavras? Simplesmente ndo houve troca,
pois o sentido original da palavra surdo era mudo, incapaz de produzir som, sentido este que ainda
usamos em algumas situagoes: “tambor surdo”, “escaparam na surdina”, etc.

Os dois exercicios que se seguem introduzem duas familias muito importantes de
ntimeros irracionais expressos algebricamente.

Exercicio 222 -
Indiquemos por [Q, \/5] o conjunto

[@,ﬁ} = {a+bV2 |a,be Q.
Assim, pede-se:

i). Mostrar que [Q, \/5] ¢ fechado aritmeticamente, ou seja, que a soma, dife-
renga, produto e quociente (este dltimo por mimero nao-nulo) de nimeros de
[Q, \/2] ainda é um numero deste conjunto.
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i1). Mostrar que, se combinarmos V2 com mimeros racionais, de todas as maneiras
aritmeticamente possiveis (isto €, usando somente adi¢oes, subtra¢oes, multi-
plicagdes e divisées por nimero ndo-nulo), obteremos exatamente o conjunto

@ V2],

iti). Mostrar que —

T 1+V2
que [Q \/2] € um corpo.

w). Mostrar que /3 ¢ [Q,v/2].

€ [Q,\/ﬂ . Generalizando o raciocinio empregado, conclua

Exercicio 223 -

De um modo andlogo ao feito anteriormente, definimos o conjunto
(@ vV2,V3] = {a+bvV2+¢V3 |a,b,c € Q.

Pergunta-se:

1 _
V2 va Eevavar

O que vocé pode concluir de sua resposta?

B importante colocarmos que o estudo matematico da representacao dos nimeros
reais segue, como qualquer outro estudo matematico, duas linhas gerais de ataque:
a computacional, que trata da obtencao ou calculo das representacoes, e a teorica,
que procura elucidar a natureza e as propriedades dos niimeros reais associados.

Os gregos classicos eram bastante preconceituosos, e davam aos estudos matematicos
tedricos, que denominavam Mathematiké, um status bem superior aos estudos com-
putacionais, que denominavam Logistiké. Esse preconceito ainda é comum de ser
encontrado, mas nao é mais justificivel, uma vez que ambos os enfoques sdo impor-
tantes e atingem niveis comparéveis de sofisticacdo técnica. Na verdade, nos tempos
atuais, praticamente todos os campos matematicos sao estudados tanto por meio do
enfoque computacional, como do teérico.

Outro equivoco a ser corrigido é o de que os estudos computacionais resumem-se a
cadlculos numéricos. Essa é uma visao bastante obsoleta, pois ja com Francois Viete,
por volta de 1600, a Logistica havia sido dividida em Logistica Numerosa (Célculo
Numérico) e Logistica Speciosa (Célculo Literal ou Algébrico).
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Voltando a tratar exclusivamente do que nos compete — qual seja, dos ntmeros
reais —, iniciemos esclarecendo um possivel mal entendido. Sempre que estiver-
mos trabalhando com um numero que é sabidamente real, poderemos garantir —
pela prépria definicao de nimero real — que o mesmo tem uma expansao decimal
ag,a1a3 .. .4y ... . Contudo, essa garantia ndo equivale ao conhecimento de tal ex-
pansao. Com efeito:

na grande maioria dos casos, o contato inicial com um numero real nao
se dard diretamente com sua expansao decimal, e sim por meio de alguma
propriedade que o caracterize, e a partir da qual nao € imediato obtermos
a expansdo decimal desse numero.

Exemplos tipicos sao: “seja m o numero que é a razao entre a circunferéncia e o
didmetro de cada circulo” e “seja « a raiz positiva da equacio 2% + 222 + 10z = 207,

— Dificuldades na obtencao de expansoes decimais de niimeros reais

Essas dificuldades ocorrem tanto com nimeros irracionais, como com numeros ra-
cionais. Vejamos um exemplo: sabe-se que toda equacao polinomial de coeficientes
reais e grau impar tem ao menos uma raiz real; assim, podemos afirmar, com certeza
que existe um numero real zy que é raiz da equagdo polinomial:

R B B (8.1)

No entanto, é muito dificil, e provavelmente impossivel, de se descobrir qual a ex-
pansao decimal completa de tal z.

Para nao deixarmos a impressao de que nao podemos descobrir nada sobre tal x,
propomos o exercicio que segue.

Exercicio 224 -

i). Mostre que todas as raizes (reais) da equacgdo (8.1) sdo numeros irracionais.
Dica: mostre que ela ndo tem nenhuma raiz racional.

ii). Mostre que todas as raizes (reais) da equagdo (8.1) sdo positivas.
Dica: examine os graus dos termos da equacao.

ii1). Mostre que tal equagdo tem uma raiz real, gy, entre 1 e 2, ou seja: 1 < zy < 2.
(Neste item vocé precisard supor conhecido o sequinte fato, que € uma de-
corréncia da Propriedade do Continuo:
Se uma expressao polinomial assumir valores a e b, entdo assumird também
qualquer valor entre a e b.)
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). Determine os dois primeiros algarismos da expansdo decimal de tal xo. Mais
precisamente, prove que rg = 1,0 ... .

Assim, pode ocorrer, e isso é 0 mais comum, que tenhamos de tratar com ntdmeros
reais para os quais, num momento inicial, estaremos na situacdo bastante desfa-
voravel de ainda nao conhecemos todos ou mesmo nenhum dos algarismos de sua
expansao decimal.

Mais do que isso: mesmo nos casos favordveis — aqueles para os quais ja descobrimos,
ou nos foi dada, uma regra ou procedimento que permita escrever os digitos a,, da
expansao do niimero — a nossa impoténcia poderd ser bastante grande. Com efeito,
nao é suficiente termos uma tal regra: é crucial que a mesma seja eficiente e leve em
conta as delimitagoes dos recursos computacionais disponiveis. Examinemos essas
duas qualidades brevemente.

— A necessidade de procedimentos eficientes

E bastante facil de ser aceita. Por exemplo, existem problemas matematicos teéricos
que exigem o conhecimento de muitos algarismos — milhdes e milhoes deles — da
expansao decimal de certos niimeros irracionais, como é o caso do nimero 7, a razao
entre a circunferéncia e o didmetro de circulos. Um exemplo desses problemas é o
estudo da “normalidade” de 7, assunto que abordaremos na préxima secao.

O primeiro método inventado para achar a expansao de m, o classico método de
Archimedes, é excessivamente lento para o cdlculo de uma quantidade grande de
algarismos, e o mesmo ocorre com praticamente todos os muitos outros métodos de
calculo deste nimero que foram inventados nos tltimos séculos. Assim, um dos mais
famosos recordes computacionais de todos os tempos foi estabelecido por William
Shanks, em 1874, quando — depois de penosos 15 anos de calculos — obteve os 707
primeiros digitos de 7.2

A questao da ineficiéncia dos métodos de calculo de 7 s6 comecou a ser resolvida
com um procedimento descoberto em 1984 pelos irmaos Borwein. Sé para o leitor
poder avaliar o aumento da eficiéncia: com meras 56 operacdes aritméticas, que
levaram poucos segundos para serem executadas num computador, eles puderam
obter a mesma aproximacao que tinha consumido 15 anos da vida de Shanks. O
método dos Borwein continua sendo melhorado, e hoje é um dos usados no estudo
da “normalidade” de 7.

2Para o leitor arguto que poderia estar achando que a grande causa desse gasto de tempo tenha
sido a inexisténcia de computadores eletronicos na época de Shanks, adiantamos que esse recorde
s6 foi quebrado em 1947, quando D. Ferguson conseguiu atingir 808 digitos.
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Ainda insistindo na importancia da eficiéncia computacional, vale observar que é
comum que tenhamos uma regra que teoricamente é capaz de nos dar a expansao
decimal de um numero desejado, mas que na hora de ser efetivamente calculada se
revele extremamente ineficiente, porque gera os sucessivos algarismos da expansao
cada vez mais lentamente. Vejamos um exemplo concreto, usando uma classica
expressao de 7 (a rigor, de seu quadrado dividido por 6) como soma limite de uma
série numérica de termos bem simples:

1 1 1 1 2
+ o= (8.2)

zte ety 6

(Em Leitura Complementar, no capitulo anterior, ji desenvolvemos brevemente a
nocao de série numeérica e sua soma limite, em um texto suficientemente detalhado
para se entender o que faremos a seguir.)

Usando-se técnicas do Célculo Infinitesimal prova-se que, procedendo-se ao calculo
gradativo das somas parciais dessa série, a cada decuplicacao da quantidade de par-
celas somadas ganha-se mais uma casa decimal exata na aproximacao de 7. Como é
facil de se ver, o esforco computacional envolvido na obtencdo da correspondente
soma limite dessa série torna-se proibitivo, se quisermos um resultado com um
minimo de exatidao. Com efeito, a soma das 10 primeiras parcelas de (8.2) vale:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
Eretgptetatgrtatagtetg = Lo

e como se sabe — por exemplo, usando o método dos Borwein — que
72 /6 = 1, 644934066848226436472415166646025189218949901206 . . . ,

conclui-se que a soma das 10 primeiras parcelas estd sendo capaz de nos fornecer
uma aproximagio de 72/6, com apenas um algarismo exato. Sabendo-se isso, e
usando a informacao sobre decuplicacdo dada anteriormente, concluimos que pre-
cisamos somar as 100, 1.000, 10.000,. .., 10.000.000.000 primeiras parcelas de (8.2)
para calcularmos uma aproximacio de 72/6 com, respectivamente, 2, 3, 4,..., 10
algarismos exatos.

— As delimitacoes dos recursos computacionais existentes

Muito frequentemente nao podemos nos limitar ao uso de “lapis e papel” para achar
a expansao de um numero real; exigéncias de tempo nos obrigam a usar algum tipo
de calculadora ou computador. Esses, sendo objetos concretos, s6 podem tratar
de expansdes decimais finitas, o que pode provocar enormes alteracoes conceituais
e numéricas no problema que estamos resolvendo. Exemplifiquemos. Enquanto,
teoricamente falando, a equacao 1 + z = 1 tem como solucio real apenas z = 0, a
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mesma equacao admite muitos niimeros reais como solucao sob o ponto de vista de
uma, calculadora eletronica. Com efeito, em calculadoras eletronicas vale 1 +x =1
para, tipicamente, qualquer 0 < z < 10720, Se numa equacio tio simples assim
ja ocorrem surpresas, € de se ficar imaginando o que pode ocorrer na resolucao de
equacoes, ou outros problemas, muito mais complicados!

Exercicio 225 -

Em qualquer calculadora, computador ou linguagem de programacao, é de enorme
importancia conhecermos o numero u, o qual € o maior nimero real x, represen-
tavavel pela mdquina ou linguagem, e tal que 1 + x = 1. Pede-se que V. tome uma
calculadora e determine o valor do respectivo u, ao menos, aproximadamente.

Exercicio 226 -

Considere a sequinte sequéncia:

1
a0:§7
an =4an,1—1 (n>1).

i). Prove algébricamente que a, = 1/3, para todo n > 0.
i1). Usando uma calculadora, obtenha o valor numérico de ay, ag,... ,as .

i11). Ezplique por que os valores de agg, sequndo (i) e (ii), sao diferentes.

Também é importante salientar que existem muitas questoes sobre a expansao dos
ndmeros reais que tém um caracter transcomputacional, isto é, questoes que nao
podem ser resolvidas com a ajuda de computadores e calculadoras. Aqui seguem
alguns exemplos delas:

Exercicio 227 -

Responda V ou F, justificando sua resposta.

a). Atualmente, existem calculadoras superpotentes que nos possibilitam operar
(ou seja: somar, multiplicar, etc.) com qualquer nimero real, obtendo um
resultado ezato.

b). A afirmacao anterior é falsa. No entanto, podemos assegurar que ezistem
calculadoras que nos permitem operar com qualquer numero racional, obtendo
sempre um resultado exato.
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c). A afirmacao anterior é falsa. No entanto, podemos assequrar que ezistem
calculadoras que nos permitem operar com qualquer nimero natural, obtendo
sempre um resultado exato.

d). A afirmacgdo anterior é falsa. No entanto, qualquer calculadora permite que
operemos exatamente, desde que trabalhemos apenas com um numero finito de
numeros, os quais, além disto, necessariamente tém que ser racionais.

e). Todas as afirmacdes anteriores sao falsas, ja que uma calculadora nem sempre
consegue operar exatamente, pois somente trabalha com um niumero finito de
digitos.

Exercicio 228 -

Numa classe de 8% série do Ensino Fundamental, foi perquntado se /6 era um
nimero irracional, ou ndo. As respostas dos alunos foram de trés tipos:

Resposta 1:
pela calculadora, vemos que V6 € irracional, pois ndo se percebe ocorréncia de periodo.

Resposta 2:

no visor de nossas calculadoras sempre vemos numeros racionais, jd que eles apa-
recem como um numero com virgula e com uma quantidade finita de digitos depois
da virgula. Assim, fica impossivel verificarmos — usando uma calculadora — se /6 €
irracional ou ndo.

Resposta 3:
as calculadoras que temos ndo sio “potentes” o suficiente para descobrir se \/6 €,
de fato, um numero irracional.

Posto isso, pede-se que o leitor faca uma andlise critica das trés respostas dadas.

Outra questdo simples de formular: é possivel que os digitos da expansao decimal
de /2 sejam todos diferentes de 4, a partir de uma certa casa decimal? Pergunta
semelhante trocando v/2 por v/5, ou por 7, ou mesmo trocando 4 por qualquer outro
digito. Questoes como essas nao podem ser resolvidas com méaquinas. E preciso uma
abordagem tedrica!

Por outro lado, nunca é demais enfatizar que, embora possamos ter um supreendente
desconhecimento até de propriedades simples da expansao decimal dos nimeros reais
em geral, ndo podemos de maneira alguma concluir que isso v sempre ocorrer com
qualquer nimero real, mesmo que ele seja irracional! Uma pequena amostra do que
dissemos pode ser vista no exercicio que se segue.
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Exercicio 229 -
Considerando o numero irracional
0,a1as9...ay,...=0,101001000100001000001 ... ,

pede-se uma formula dando o valor do algarismo ay para qualquer valor de n .

As observacoes feitas acima apontam para a necessidade de todo um preparo espe-
cializado, se quisermos estudar os aspectos computacionais associados as expansoes
decimais dos numeros reais. Por isso, encerramos esse estudo aqui e passaremos
para o estudo tedrico do grau de complexidade dessas expansoes.

8.3 Complexidade da expansdo decimal dos irracionais

Ja foi muito insistido que os nudmeros racionais podem ser caracterizados como os
nimeros reais cuja expansao decimal é finita, ou infinita periddica; enquanto que
os numeros irracionais tém expansao infinita nio periédica. Contudo, poderiamos
dizer que essa caracterizacao esclarece tudo sobre os racionais, e muito pouco sobre os
irracionais. Com efeito, ela nao esclarece o quao complexa pode ser a irregularidade
(ou nao periodicidade) da distribuigao dos algarismos da expansao decimal de um
nimero irracional. O propdsito desta secdo é procurar sanar essa deficiéncia.

A mais antiga tentativa de se entender a diferenca no grau de complexidade da ex-
pansao dos racionais, comparada com a dos irracionais, foi a introducao do conceito
de “normalidade”, por Emile Borel, no inicio do século XX:

7 ?

Definicao 8.6 -

Um nidmero irracional é dito normal se sua expansdo decimal apresentar todos o0s
dez algarismos, e se todos os blocos (listas ordenadas) de N algarimos ocorrreem
com probabilidade 1/10N, para N = 1,2,3,... . Ou seja: cada algarismo aparece
com probabilidade 1/10 ; cada par ordenado de algarismos aparece com probabilidade
1/100 ; cada trinca ordenada de algarismos aparece com probabilidade 1/1000 ; etc.

Enfatizamos que para que um numero seja normal é necessario que em sua expansao
decimal aparecam todos os algarismos, bem como todos os possiveis blocos (finitos)
de algarismos, e isto com uma probabilidade que depende apenas do tamanho do
bloco.
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Isso nos permite a seguinte interpretagdo intuitiva da normalidade. Suponha que
fizemos um diciondrio associando a cada letra do alfabeto um digito, e, a cada
palavra, o correspondente bloco de digitos. Entao, se o nimero 7 for normal, a
heroina do livro e filme Contato, do astronomo Carl Sagan, teria sucesso em sua
tarefa de achar um segredo césmico entre os digitos de 7; qualquer pessoa, desde
que vasculhe uma quantidade suficientemente grande dos digitos de m, seria capaz
de ler o Sermao da Montanha na expansao decimal deste nimero, bem como todos
os palavroes tupiniquins e as palavras que Santa Genoveva murmurou nos ouvidos
de Atila, o Huno, fazendo com que ele desistisse de conquistar Paris!

— Como calcular tal probabilidade de ocorréncia?

Uma vez que expansao decimal de todo irracional envolve infinitos digitos, a pro-
babilidade de ocorréncia de um dado digito é obtida por meio do comportamento
limite da frequéncia média de ocorréncia deste digito. Mostremos isso por meio de
um exemplo.

Dado um irracional m, ajas ... , suponha que queiramos saber, por exem-
plo, a probabilidade de ocorréncia do digito 4 nesta expansao. Para isso,
dado n, contamos o numero de 4's que aparecem na lista a; ...a, e de-
notamos tal nimero por Ny(n). Temos entao que a frequéncia média com
que o 4 aparece nos n primeiros digitos é de Ny(n)/n.

Resta, assim, determinar o que acontece com o quociente Ny(n)/n a me-
dida que n crescer indefinidamente. Se m,ajas ... for normal, entdo esse
quociente deve se aproximar de 1/10 & medida que n vai aumentando.

Da mesma forma, a normalidade implica que, por exemplo, N7(n)/n deva se apro-
ximar de 1/10, onde N7(n) é o nimero de 7's que aparecem em ajas...a,. Na
verdade, ser normal significa muito mais do que isso: além de testarmos todos os
possiveis blocos de um algarismo, também temos de testar todos os blocos com dois
ou mais algarismos. Por exemplo, dado n, seja Ngz4(n) o nimero de ocorréncias do
agrupamento 634 em aj...a,. Entao, Ng34(n)/n deve se aproximar de 1/1000 a
medida que n for se tornando arbitrariamente grande.

— Por que os racionais foram deixados de fora?

Primeiro, pois um nimero racional pode ter mais de uma expansao decimal. Se-
gundo, porque nos racionais com duas expansoes, na expansao 0-terminante o digito
0 ocorre com probabilidade 1 # 1/10, e 0 mesmo ocorre com o digito 9 na expansao
9-terminante. Terceiro, para os demais racionais também é impossivel atribuir nor-
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malidade, pois tomando como bloco de digitos o periodo do ntimero, temos que a
probabilidade de ocorréncia deste bloco é 1.

Em particular, o terceiro argumento acima mostra que, para declararmos que um
nimero é normal, nao basta examinarmos a uniformidade da distribuicdo de seus
digitos. Também precisamos examinar a uniformidade da distribui¢do dos blocos de
digitos.

— E possivel decidir a normalidade?

Sim, mais isso tende a ser muito dificil.

Exemplo 8.7 -

Um caso de decisao negativa facil é o dos nimeros irracionais cuja expansao decimal
nao contenha todos os algarismos: da defini¢ao, seque imediatamente que eles nunca
sao normais. Um exemplo muito importante desse tipo de irracionais nao normais é:

0, 101001000100000100000001 ... .

Exemplo 8.8 -

Nao se conhece nenhum caso de decisao positiva facil. O primeiro ezemplo de nimero
normal foir dado somente por Waclaw Sierpinski, em 1 917. Esse, como a grande
maioria dos exemplos hoje conhecidos de nimeros normais, tem uma complexa cons-
trucao artificial. Outros exemplos importantes, mas fdceis de exibir sao:

e a constante de Champernowne (1933): 0, 1234567891011121314151617... , que é
obtida concatenando todos os numeros naturais
(este foi o primeiro exemplo simples de nimero normal a ser descoberto; o feito

ocorreu quando Champernowne ainda era aluno do curso de Matemdtica da Univer-
sidade de Cambridge (veja [Ch] e [Me])); 3,

e a constante de Copeland-Erdés (1 945): 0,2357111317192329313741... , que é
obtida concatenando todos os niumeros primos.

Complementando o exemplo anterior, é de se observar que ainda nao se conseguiu de-
cidir a normalidade de nenhum ntimero irracional que tenha uma ocorréncia natural
em problemas de Matemética, como é o caso 7, v/2, log2. Temos, contudo, grande

30 leitor entusiasmado por desafios é convidado a mostrar que a frequéncia dos blocos de um
digito na Constante de Champernowne é, de fato, 1/10.
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evidéncia empirica que tais nimeros sao, de fato, normais. Por exemplo, iniimeros
estudos experimentais tém sido feitos sobre os primeiros bilhoes de algarismos de 7.
As tabelas a seguir mostram a frequéncia com que ocorre cada um dos dez algaris-
mos decimais entre os 100 000 e os 1 000 000 primeiros digitos, respectivamente, da
representacdo decimal do ntimero 7 :

ALGARISMO  OCORRENCIA entre os
100 000 primeiros digitos de =

9 999
10 137
9 908
10 025
9971
10 026
10 029
10 025
9978
9 902

© 00~ O Ui W N = O

ALGARISMO OCORRENCIA entre os
1 000 000 primeiros digitos de 7

99 959
99 758
100 026
100 229
100 230
100 359
99 549
99 800
99 985
100 106

© 00~ O Ui W N = O

Resultados andlogos também foram obtidos para a ocorréncia de pares de algaris-
mos (como 00, 01, 02,..., 11, 12, 13,...,222, 23,...), bem como para trincas,
quadras, etc.

344



Cap.8 Aprofundando o estudo dos nimeros reais

Como evidéncia experimental simples dessas possibilidades, pode-se dizer que se sabe
que, 14 pela 300 000 000? casa decimal de 7, j& terd ocorrido o bloco 6 666 666 666 ,
e que, 14 pela 500 000 000* casa decimal, terd ocorrido o bloco 123 456 789. Por
outro lado, rigorosamente falando, nao se sabe se, a partir de uma certa casa decimal
de 7, nunca mais ocorrerd o algarismo 7, ou qualquer outro algarismo dado.

Gregory Chudnovsky, um grande matemético de nosso tempo, estd hd varios anos,
junto com seu irmao, estudando a normalidade de 7, e estd convencido que ele é
normal.

Exercicio 230 -

Se for confirmada a conjectura de que m™ e /2 sdo nidmeros normais, poderemos
afirmar que, em cada um destes numeros, existe uma casa decimal a partir da qual
nunca mais aparecerd o digito 5 ? Justifique-se.

Exercicio 231 -

Dé infinitos exemplos de mimeros irracionais nao normais.

Exercicio 232 -

V ou F? Justifique. “Existe um irracional cuja expansao decimal envolve apenas 8
vezes o digito 2.7 Em caso afirmativo, responda: € esse nimero normal?

Exercicio 233 -

V ou F? Justifique. Ainda ndo sabemos se /2 =1, bibabs ... é normal, mas podemos
afirmar que o numero 1, 9b619b99b3 ... nao € normal.

Exercicio 234 -

Dizemos que um nimero real, racional ou irracional, € simplesmente normal se cada
um dos dez algarismos aparece com probabilidade 1/10 em sua expansdo decimal.
Pede-se:

i). Exibir um nidmero real, racional que seja simplesmente normal.
i1). Ezibir um nimero racional que ndo seja simplesmente normal.

i11). Obviamente, todo nimero irracional normal é simplesmente normal. Vale a
reciproca?
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Exercicio 235 -

Discuta a veracidade, ou falsidade, de cada uma das frases que sequem.

i). Ainda ndo se sabe se a expansdo decimal de 7 pode ser

3,14159...01010101 ... .

ii). Ainda ndo se sabe se a expansdo decimal de 7 pode ser

3,14159...01001000100001 ... .

— Quao comuns sao os irracionais normais?

As trés maneiras tradicionais de medirmos o “tamanho” do conjunto dos nimeros
normais, bem como o dos nao normais, sao: achando a medida desses conjuntos,
achando a probabilidade de sortearmos tais ntmeros, e determinando seu grau de
enumerabilidade.

— O conjunto dos numeros nao normais tem medida zero.

A nocdo de “medida zero” é sofisticada demais para o nivel deste texto, sendo
estudada mais adequadamente em cursos de Anélise Matematica. Nos limitaremos
a comentar que, muito intuitivamente falando, ela se aplica a conjuntos, talvez muito
complicados, que sao tao pequenos que tém “comprimento” nulo.

Os exemplos mais simples de conjuntos de medida zero sao os conjuntos finitos e
os conjuntos infinitos enumeraveis, como é o caso dos conjuntos N, Z, Q. Contudo,
existem conjuntos nao enumerdveis que, apesar disso, tém medida zero. Com efeito,
Emile Borel mostrou que isso é precisamente o que ocorre com 0s numeros nao
normais.

— O conjunto dos nimeros normais do intervalo [0,1] tem medida um.

Ou seja, retirando desse intervalo todos os niimeros nao normais (inclusive os racio-
nais), ndo ocorre mudanc¢a da medida: continuamos tendo um conjunto de medida
um, pois o que foi retirado tem medida zero.

Em termos de probabilidades, os resultados anteriores podem ser inter-
pretados como dizendo que, se sortearmos ao acaso um numero real do
intervalo [0, 1], teremos que a probabilidade deste nimero

— ser normal é um;

— nao ser normal é zero.
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— O conjunto dos niumeros normais € infinito.
Com efeito, é facil vermos que as seguinte infinitas variantes da constante de Cham-
pernowne) sao todas niimeros normais:

0, 223456789101112. .. ; 0, 3123456789101112. .. ; 0, 423456789101112. .. ,etc.

— O conjunto dos nimeros nao normais também € infinito.

A resposta trivial seria: basta pegar infinitos niimeros racionais. Mas, o realmente
significativo é mostrar que existem infinitos irracionais que nao sao normais. Para
isso, observe que é ficil vermos que existem infinitos ntimeros irracionais que nao
tém o digito 2 (exercicio!), e obviamente eles nao sao normais.

— O conjunto dos nimeros normais nao € enumerdvel.
A maneira mais simples de se provar usa a Teoria da Medida. Com efeito, se fosse
enumeravel, teria medida zero, e isto j4 vimos que nao é o caso.

— O conjunto dos niumeros ndo normais ndo ¢ enumerdvel.

Com efeito, isto decorre do fato que pode-se provar que o conjunto dos irracionais
que nao tém o digito 2 nao pode ser enumerado. Trata-se de um fato notavel, uma
vez que, apesar disso, esse conjunto tem medida zero.

— Normalidade X aleatoriedade.

Uma ideia relacionada a nocao de normalidade é a de “aleatoriedade”. Sabendo-se
que um dado numero é normal, é de se imaginar que os digitos que aparecem em
sua expansao decimal devam ocorrer de forma aleatéria, uma vez que a suposi¢ao
contraria nos levaria a entender a existéncia de um padrao na expansao decimal deste
ndmero, o que nao é, aparentemente, nem um pouco coerente com sua normalidade.

Contudo, esse raciocinio nao estd correto. Com efeito, a constante de Champernowne
0,1234567891011121314151617181920. .. ,

é obtida por meio de um processo bem determinista: concatenando-se a sequéncia
de todos os ntimeros naturais.

Consequentemente, embora nao tenhamos definido aqui o conceito de aleatoriedade
da expansao decimal de um ntimero real, é de se esperar, pelo menos intuitivamente,
que o maximo que podemos dizer é que a normalidade é uma condicao necessaria,
mas nao suficiente, para a “aleatoriedade”.

Apesar disso, é opiniao generalizada que devam existir estreitas ligacoes entre a
aleatoriedade e a normalidade. Nesse sentido, um grande avanco ocorreu em 2001,
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quando David Bailey e Richard Crandall reduziram a prova da normalidade de 7 &
prova de resultados da Teoria dos Sistemas Dinamicos Cadticos.

Outra area em que a normalidade pode desempenhar um papel fundamental é na
construcao de algoritmos geradores de numeros aleatorios, o que tem importancia
decisiva na simulagao computacional do comportamento dos sistemas dinaAmicos.

O tema da aleatoriedade dos niimeros tem fascinado geracoes de matematicos, mas
tem se mostrado pouco “cooperativo”. Além disso, Andrei Kolmogorov, uma das
maiores inteligéncias matematicas do século XX, achava que nenhuma das cons-
tantes cldssicas da Mateméatica (como 7, v/2 e log2) sejam nimeros “aleatérios”,
pois conhecemos maneiras recursivas de calcular quantos digitos quisermos de cada
uma delas.

— Normalidade em outras bases.

Uma critica ao conceito de niimero normal é que, na verdade, se definiu a norma-
lidade da expansao decimal do nimero. Em outras palavras, em principio, poderia
ocorrer de um ntmero ser normal em base 10 e ndo ser normal em base dois, ou
outra base. O proprio Borel percebeu isso e contra-atacou da seguinte maneira:

Definicao 8.9 -

Sendo B > 2 uma base de sistema de numeragao posicional, dizemos que um nimero
irracional € B-normal se em sua expansdo base B todos os blocos (listas ordenadas)
de N algarimos ocorrerem com probabilidade 1/BY, para N =1,2,3,... .

Definicao 8.10 -

Um nimero irracional € denominado ndmero absolutamente normal quando ele for
B-normal em todas as bases de representac¢ao posicional (B =2,3,4,...,10,...).

Exemplo 8.11 -

O primeiro exemplo de nimero absolutamente normal foi o construido por Waclaw
Sierpinski, em 1917.
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Exemplo 8.12 -

Se indicarmos por Champ(B) o mimero que se obtém concatenando em base B os
nudmeros primos, temos que Champ(B) é B-normal. Confira a prova em [Me].
Contudo, ainda ndo se sabe se a Constante de Champernowne —ou seja, Champ(10)-
¢ B-normal em todas as bases B.

(O grande matemdtico Alan Turing foi quem motivou Champernowne a dedicar-se
aos nimeros normais. Turing o chamava afetuosamente de Champ.)

8.4 Irracionalidades quadraticas

A mais conhecida familia de ntmeros irracionais é a dos ntimeros do Caramujo
de Theodoros, ou seja: os nuimeros reais do tipo y/n, onde n nao é um quadrado
perfeito (veja Exercicio 212). Nesta se¢io, introduziremos uma familia ainda maior
de irracionais: as chamadas irracionalidades quadrdticas.

Definicao 8.13 -

Por irracionalidade quadrdtica entende-se todo numero irracional que seja raiz de al-
guma equagdo quadrdtica (isto é, do sequndo grau) cujos coeficientes sejam nimeros
inteiros.

Exemplo 8.14 -

Sendo n um inteiro positivo que ndo é uma quadrado de inteiro, temos que © = \/n
¢ uma solugdo irracional da equacdo quadrdtica x> —n = 0. Ou seja: todos os
nimeros do Caramujo de Theodoros sdo irracionalidades quadrdticas.

O exercicio a seguir chama a aten¢ao do leitor para a importancia do campo onde
estao os coeficientes da equacao polinomial. Se tratarmos de equagoes quadraticas de
coeficientes nao racionais poderemos ter, ou nao, solugoes que sejam irracionalidades
quadréticas. Mais precisamente:

Exercicio 236 -

i). Mostre que todo nimero irracional que € raiz de alguma equagao quadrdtica
de coeficientes racionais, tem de ser uma irracionalidade quadrdtica.
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ii). Mostre que nem todo nimero irracional que € raiz de alguma equacao quadrdtica
de s coeficientes irracionais tem de ser irracionalidade quadrdtica.

Os resultados a seguir caracterizam de modo completo e simples o universo das
irracionalidades quadraticas:
Teorema 8.15 -

Seja uma equacdo do sequndo grau, az® +bx + ¢ = 0, onde todos os coeficientes sio
numeros inteiros. Entao, as raizes dessa equacgao sao irracionalidades quadrdticas
quando, e s6 quando, b> —4ac for um nidmero positivo que ndo seja quadrado perfeito.

Prova:

As raizes da equacdo dada sdao convenientemente obtidas pela féormula de Bhaskara:

—b+ Vb2 — 4ac . —b— Vb? — 4dac
= . 2 p— .
2a ’ 2a ’

T

e serdo numeros reais <= b> —4ac > 0. Ora, como estamos supondo que 0s
coeficientes sao inteiros, vé-se facilmente que:

— as raizes serdo racionais quando b* — 4ac for um quadrado perfeito;

— as raizes serdo irracionais quando b? — 4ac for positivo, mas nio for um qua-
drado perfeito.

CQD.
A partir do ultimo resultado, é imediato deduzirmos o seguinte:

Teorema 8.16 -

As irracionalidades quadrdticas sao os nimeros que tém ou a forma

m+p
n )
ou

m— /P
n 3

onde m e n sao inteiros quaisquer, com n % 0, e p um inteiro positivo que ndo € um
quadrado perfeito.
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Prova:
De fato, basta seguir a demonstracio do teorema anterior, e definir p = b? — 4ac.
Reciprocamente: dado a = (m £ /p)/n, temos que « ¢ raiz da equacao

n?z? —2mnz +m* —p=0.

CQD.

Exercicio 237 -

Prove a ultima afirmacdo da demonstra¢do anterior.

Exercicio 238 -

Prove que todas as equagoes da forma

2 —nz—1=0,

onden > 1 e € inteiro, produzem irracionalidades quadrdticas.

Exemplo 8.17 (nimeros metdlicos) -

Além dos nimeros que aparecem no Caramugjo de Theodoros (veja Ezercicio 212),
uma outra muito conhecida familia de irracionalidades quadrdticas € a dos ndmeros
metdlicos, 0s quais sdo as raizes positivas das equacgoes da forma:

2 —nzx—1=0,

onde n > 1 e é um inteiro positivo (confira sua irracionalidade no Ezercicio 238).

Dada sua importancia, vejamos os principais casos particulares.

— Para n =1, temos o nidmero de ouro .
Neste caso, a equacdo fica > —x —1 =0, a qual tem apenas uma raiz positiva,
a saber,

1+

¢ 2

A letra grega ¢ é usada internacionalmente para indicar o numero de ouro.
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— Para n = 2, temos o numero de prata.
Neste caso, a equacgdo fica: z°> —2x — 1 = 0, a qual tem apenas uma raiz
positiva, a saber:

448
LI 2.
5 +2

— Para n = 3, temos o numero de bronze.
Neste caso, a equacdio fica: x> — 3z —1 = 0, a qual tem apenas uma raiz
positiva, a saber,

3+ V13
—

Ao contrdrio do numero de ouro, ndo hd um simbolo padrdo para os nimeros de
prata e bronze.

Dos nimero metdlicos, principalmente para o nimero de ouro, se conhece uma

imensa quantidade de propriedades, algumas das quais apresentaremos como exercicio,
a seguir. Essas propriedades sao bastante utilizadas nas artes humanas —como,

por exemplo, arquitetura e pintura— e frequentemente encontradas no estudo de

fendmenos naturais.

Exercicio 239 (importante) -

Mostre que o numero de ouro é o unico numero real positivo verificando a sequinte
equacao:

1
r=14—.

8]

Exercicio 240 -

A mais cldssica ocorréncia do numero de ouro, ¢, € na chamada divisao durea de um
segmento de reta qualquer. Indicando por £ o comprimento desse segmento, fazer
sua divisao durea — ou dividi-lo em média e extrema razao — consiste em dividi-lo
em duas partes de comprimentos x ey, com y < x, tais que valha a sequinte rela¢do
de proporcionalidade:
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Ou seja: “o todo estd para a maior parte, assim como esta maior parte estd para a
menor parte”.

Pede-se mostrar que

e disto concluir que

T=—,Yy=——".

Exercicio 241 -

Mostrar que na sequéncia das poténcias de ¢:

Lg ¢, ¢,

cada termo, a partir do terceiro, é a soma dos dois anteriores.
(Sequéncias numéricas com esta propriedade sao chamadas sequéncias de Fibonacci.)

Exercicio 242 -

Acredita-se que a descoberta do nimero de ouro foi feita pelos pitagoricos, por volta
de 500 AC, quando investigavam as propriedades do pentigono. Ficaram tao mara-
vilhados pela beleza e riqueza das propriedades dessa figura que acabaram adotando
o pentagrama - figura baseada no pentigono e mostrada a sequir — como simbolo
esotérico de sua escola.

Pede-se mostrar que a razao entre a diagonal e o lado do pentigono regular é o
numero de ouro.
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Exercicio 243 -

Dada uma equacio 22> + bz +c =0, onde os coeficientes b e ¢ sdo nimeros inteiros,
mostre que suas raizes reais sGo ou nUMeros inNteiros. ou NUMEros irracionais.

Exercicio 244 -

i). A soma de duas irracionalidades quadrdticas é ainda uma irracionalidade
quadrdtica?

it). Se r for uma irracionalidade quadrdtica, € verdade que 1/r também o serd?

Exercicio 245 -

Descreva os nimeros que, simultaneamente, sejam surdos e irracionalidades quadrdticas.
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8.5 Irracionalidades cibicas

Os matemadticos gregos conheciam apenas as irracionalidades quadraticas. Somente
por volta de 1200 dC é que Fibonacci mostrou que essa visao era incompleta. Assim
sendo, nosso préximo passo serda examinar o que Fibonacci fez.

Em seu livro de dlgebra, denominado Flos, Fibonacci conta que um tal de Magister
Johannes lhe desafiou a encontrar “um cubo que, com dois quadrados e dez coisas,
valesse 20”. Ou seja, lhe desafiou a resolver a cibica, que chamaremos de clbica de
Fibonacci:

23 + 22?4+ 10z = 20. (8.3)

E facil mostrarmos que essa equacao tem apenas uma raiz real e que ela é positiva.
Ou seja, como diziam os antigos, ela tem uma tnica “raiz verdadeira”, uma raiz que
pode ser interpretada como a medida de algum segmento de reta.

Exercicio 246 -

i). Prove que a equagdo (8.3) tem uma raiz real positiva, e que ela estd no inter-
valo [1,2].
(Para isso, V. deverd supor conhecido o fato que, se uma a expressao polino-
mial, como z3 + 2z? 4+ 10z — 20, assumir os valores a e b, entdo assumird
também qualquer valor intermedidrio entre a e b.)

i1). Prove que a equagao (8.3) ndo tem mais nenhuma outra raiz real.
(A maneira mais facil de fazermos isso consiste em mostrar, usando Geometria
Analitica, que o grdfico cartesiano da cibica y = =3 intercepta em um unico
ponto o grifico da pardbola y = —2z% — 10z + 20.)

E ainda mais facil e mais elementar provarmos que a raiz real da equacao de Fibo-
nacci é irracional:

Exercicio 247 -

Mostre que a raiz verdadeira da equacao de Fibonacci nao pode ser um mimero
racional.

Resta, assim, mostrarmos como Fibonacci conseguiu provar que a raiz verdadeira de
sua equacao nao estd na familia das irracionalidades quadraticas, sendo entao um
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irracional de outra natureza, o que para sua época foi um grande feito. Ora, como
ja sabemos que essa raiz € irracional, resta provarmos que ela nao é raiz de nenhuma
equacao quadratica de coeficientes inteiros.

Essa prova requer uma certa manipulacao “bem-feita” da cubica envolvida. No
entanto, ela é uma prova inteiramente elementar, que usa apenas fatos que todo
estudante do Ensino Médio conhece. Por isso, achamos extremamente educativo
que o estudante, antes de ler a demonstracao que daremos a seguir, tente provar
esse resultado. Mesmo que, ao final, ndo consiga chegar a prova do mesmo, o ganho
matematico que terd na tentativa deve sobejamente compensar o insucesso.

Vamos, enfim, ao teorema principal de Fibonacci:

Teorema 8.18 -
A equacdo
23 + 222 + 10z = 20 (8.4)

ndo tem raizes no campo das irracionalidades quadrdticas.

Prova:
Suponhamos por absurdo que a equacao
2 + 227 + 10z = 20

admita uma irracionalidade quadratica como raiz. Pelo Teorema 8.16, podemos
escrever tal irracionalidade na forma

m+e\/p
n 3

com ¢ = =1 e p um inteiro positivo que ndao é um quadrado perfeito. Mas, entao,
substituindo tal valor na equacio dada, e multiplicando todos os termos por n>,
obteremos

(m +ey/p)? + 2n(m + ey/p)* + 10n*(m + e/p) = 20n?,
ou seja, como £ = 1,

20n° = m3 + 3m?ey/p + 3mp + ep\/p + 2m>n + dmne\/p +
+ 2np + 10mn? + 10n%e/p,
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ou ainda,
20n® — m® — 3mp — 2m3n — 2np — 10mn? = 6(3m2 +p+4dmn + 10n2)\/]3.

Afirmamos que 3m? +p+4mn+10n? # 0 (vide exercicio a seguir) e isto nos permite
concluir que /p ¢ um nimero racional. Ora, essa conclusdo ¢ absurda, uma vez que
p é um inteiro que nao é um quadrado perfeito (recorde os resultados do Exercicio
212).

CQD.

Exercicio 248 -
Sendo m,n inteiros quaisquer, e p um inteiro positivo, prove que
3m? 4+ p+ 4mn +10n? > 0.
Faga isso provando que a identidade cldssica (a — b)? = a? — 2ab+ b? (onde a,b sdo

nimeros reais) produz: a®+ b> > 2ab.

E natural pensarmos em classificar a raiz irracional da ctbica de Fibonacci como
uma irracionalidade “cubica”. Para introduzirmos formalmente o conceito geral de
irracionalidade cibica, é preciso termos o cuidado de proibir que elas sejam também
irracionalidades quadriticas. Assim, a definicdo tem de ficar como segue:

Definicao 8.19 -

Por irracionalidade algébrica de grau 3, ou irracionalidade cibica, entendemos qualquer
numero irracional que seja raiz de uma equagao polinomial de grau 3 e coeficientes
inteiros, mas que nao seja também raiz uma equagdo polinomial de grau menor e
coeficientes inteiros.

Exemplo 8.20 -

Os resultados anteriores nos permitem afirmar que a unica raiz verdadeira da equagao
de Fibonacci,

23 4 222 + 102 = 20,

é uma 1rracionalidade cubica.
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O célculo numérico de Fibonacci.

Fibonacci também calculou uma aproximagao da raiz verdadeira da cibica (8.4). Para isso, prova-
velmente, usou o que hoje chamamos de “algoritmo da falsa posicao”. No Flos, ele resumiu-se a dar
o valor dessa aproximacao, expressando-a, conforme costume da época, no sistema sexagesimal:

10 22/7//42///33iv 41;401)1'.

O leitor é convidado a mostrar que a aproximacao que Fibonacci deu para a raiz verdadeira de sua
cibica tem como expansao decimal:

1,36880811... .

Os métodos computacionais modernos nos permitem facilmente calcular o valor exato das primeiras
dezenas de algarismos decimais de tal raiz verdadeira:

1,3688081078213726352274143300... .

O leitor é convidado a estimar o erro cometido por Fibonacci.

Exercicio 249 -

3 . . . . L
Mostre que Y2 ¢ uma irracionalidade cibica.
Dica: imitando Fibonacci, use que conhecemos a férmula de todas as irracionalidades
quadrdticas.

Exercicio 250 -
V ou F? Justifique.

O real r # 0 € irracionalidade cibica <= 1/r € irracionalidade cibica.

Existem outros exemplos de irracionalidades ctiibicas? Sim, mas a prova da existéncia
sempre esbarra em uma dificuldade andloga a enfrentada por Fibonacci: além de
termos de achar uma cibica da qual o “candidato” é raiz, temos de garantir que ele
nao é raiz de nenhuma equacao quadratica de coeficientes inteiros. A experiéncia
mostra que, normalmente, nao vale a pena provar tal garantia, sendo suficiente
sabermos que o irracional em questao é raiz de alguma equacao de coeficientes in-
teiros; nao interessando o grau da mesma. Numeros com esse tipo de propriedade
sao denominados “nimeros algébricos” e serao estudados na proxima segao.
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8.6 Nuameros algébricos

Esta secao tem duas partes. Na primeira, introduziremos uma familia de ntimeros ir-
racionais de complexidade crescente, embora caracterizados de maneira estritamente
algébrica. A estratégia de construcao de tal familia serd baseada na generaliza¢ao
dos conceitos de irracionalidades quadraticas e cubicas, definindo as irracionalidades
quarticas, quinticas, etc.

Na segunda parte, trataremos de investigar se esses nimeros podem ser expressos
por meio de férmulas algébricas.

Apesar das questdes que investigaremos serem bastante naturais e formuladas em
termos bem elementares, a prova da maioria dos respectivos teoremas exige técnicas
matemadticas mais pesadas do que as que dispomos no momento. Assim, nos li-
mitaremos a comentar sobre essas provas. Com isso, esperamos ao menos estar
motivando o leitor para estudos menos elementares. Além do que, a maioria desses
teoremas propicia a oportunidade de mostrarmos exemplos de resultados recentes da
pesquisa matematica, mais especificamente da pesquisa recente em Teoria Algébrica
dos Ntimeros.

Definicao 8.21 -

Por irracionalidade algébrica de grau n (onde n é um inteiro > 2), entendemos qual-
quer numero real que € raiz de uma equag¢do polinomial de grau n e coeficientes

inteiros, mas que nao € raiz de nenhuma equacao polinomial de grau menor e coefi-
cientes inteiros.

Como o ntimero surdo z = /2 verifica a equacdo z*¥ — 2 = 0, é de se esperar
que V2, /2, v/2,... formem uma familia de irracionalidades algébricas de graus,
respectivamente, iguais a 2, 3, 4, ... . Contudo, a prova disso nao é trivial, exigindo
conhecimentos que nao foram até aqui abordados. Assim, nos limitaremos a enunciar
o seguinte teorema que garante a existéncia de irracionalidades de grau n, qualquer
que seja n > 2.

Teorema 8.22 (generalizado de Fibonacci) -

Para cada n > 2, existem irracionalidades algébricas de grau n .

A esséncia da utilidade da nocao de irracionalidade de grau n estd na possibilidade
de se usar o grau de irracionalidade como uma medida do “quao complicada” é a
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expressao do respectivo niimero irracional. Com efeito, podemos esperar uma, corres-
pondéncia entre o grau de irracionalidade e a complexidade da expressao algébrica
de um irracional pois, & medida que formos aumentando o grau das equacées po-
linomiais, vai aumentando a complexidade das férmulas que expressam suas raizes
em termos dos coeficientes. Ou seja, quanto maior for o grau da irracionalidade
de um numero algébrico, é de se esperar que mais complicada fique sua expressao
em termos de operacoes aritméticas e de radiciacao sobre os coeficientes inteiros da
equacao polinomial que o originou.

Resumindo, podemos dizer que a nocao de grau de irracionalidade algébrica nos
d4 uma “escala de complexidade” para os nimeros irracionais, e que o teorema
generalizado de Fibonacci nos garante que todos os niveis desta escala sao realizados.

Exercicio 251 -

V oou F? Justifique.

“O realr # 0 ¢ algébrico de grau n <= 1/r ¢ algébrico de grau n."

Infelizmente, conforme ja sabemos da cibica de Fibonacci, na pratica é dificil tra-
tarmos com a noc¢ao de irracionalidade de grau n. Isso nos leva a introduzir uma
ideia mais trabalhdvel, embora menos precisa:

Definicao 8.23 -

Por irracionalidade algébrica, entendemos todo nimero irracional que é raiz de uma
equacdo polinomial de coeficientes inteiros.

O resultado a seguir mostra que, em verdade, nao introduzimos nenhum novo tipo
de ntmero irracional, apenas demos uma caracterizacao menos precisa deles.

Teorema 8.24 -

Cada irracionalidade algébrica tem um grau, ou seja: podemos encontrar um n , tal
que ela seja irracionalidade de grau n.

Prova:

Seja r a irracionalidade algébrica dada. Pela definicdo, ela é raiz de uma equacao
polinomial de coeficientes inteiros e um certo grau n. Como r é irracional, temos
que n > 2. Mostremos que r ¢ irracionalidade de um grau k, com 2 < k < n.
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Para que o argumento fique bem claro, suponhamos inicialmente que n = 4, e indi-
quemos por Fj, o universo das equagoes polinomiais de coeficientes inteiros e grau k.
Se r nao é raiz de nenhuma equacido de E5 ou Es, teremos k = 4. Caso contrério,
indiquemos por E,, a iltima familia de equagoes F; (tomadas na sequéncia decres-
cente, 1 = 3,2) onde encontramos r como raiz. Entao:

7

— se m = 3, temos que r é raiz de uma equacao de E3 ., mas nao é raiz de uma

equacao de FEs; logo, r é uma irracionalidade cibica, ou seja: k£ = 3;

— se m = 2, temos que r é raiz de uma equacao de Fs, e entao, como ele é
irracional, terd de ser uma irracionalidade quadratica; ou seja: k = 2.

No caso geral, de n > 2 qualquer, como r é irracional, sempre encontraremos um
2 <m < n, tal que r é raiz de uma equacao de F,, e nao é raiz de nenhuma equacao
de E;, para i < m. O ponto basico sendo que, sempre existe um menor possivel valor
para m: este serd m = 2.

CQD.
Exemplo 8.25 -
Todo niumero surdo é uma irracionalidade algébrica.
Com, efeito, dado x = ¥/r, onde r é um mimero racional, temos que z* = r. Escre-

k

vendo r = m/n, temos que = € raiz da equagao nz” —m = 0. Ademais, um = dessa

forma € surdo se, pela definicao, ele for irracional.

Exemplo 8.26 -

Um exemplo de irracionalidade algébrica que nao € surdo é \/1+ /2.
Com efeito, denotando-o por x, temos que z> = 1+ /2, de modo que > —1 = /2
e, entio: (z? — 1)2 = 2. Ou seja, ele é uma raiz real da equagio polinomial de
coeficientes inteiros:

=222 —1=0.

Ademais, ele também € irracional.
Com efeito, se ele fosse racional, seu quadrado, x°, também seria, o que daria o
absurdo: 2 =1+ /2 = irracional.

Exercicio 252 -

Provar que /2 4+ /3 € uma irracionalidade algébrica.
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Exercicio 253 -

Provar que sao irracionalidades algébricas todos os numeros do conjunto

{Q,\/ﬂ*:{a—i—b\/i\a,be(@,comb;éO}.

Exercicio 254 -

Mostre que o grau de cada irracionalidade algébrica é unico.

Vimos que a nog¢ao de irracionalidade de grau n é dificil de ser trabalhada na pratica.
Por sua vez, as irracionalidades algébricas tém o inconveniente de nao formarem um
campo com estrutura algébrica minimamente comoda. Com efeito, mesmo uma
soma de irracionalidades algébricas pode ser racional. Confira: (1 + v/2) + (1 —
V2) = 2! Isso nos motiva introduzir uma nova nocio que nos permita incluir as
irracionalidades algébricas num campo com estrutura de corpo:

Definicao 8.27 -

Denominamos nimero real algébrico todo numero real — racional ou irracional — que
seja raiz de alguma equacgdo polinomial de coeficientes inteiros:

anx"—{—an,lx”*l—l—...—f—alx—i—ag:0,(an7§0,ak €7, Vk).

Exemplo 8.28 -

Equagoes da forma mx —n =0 (com m # 0 e n inteiros) mostram que todo nimero
racional € um real algébrico.

Ademais, também ¢é imediato que toda irracionalidade algébrica ¢ um numero real
algébrico.

Pelo exemplo anterior, temos que

o conjunto dos numeros reais algébricos pode ser dividido em duas
partes disjuntas:

— o corpo dos ntimeros racionais e
— o conjunto das irracionalidades algébricas.
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O exemplo e observagao anteriores sugerem que se existirem numeros irracionais
“fora” do universo dos niimeros algébricos, eles se originam em contextos que trans-
cendem o ambito da Algebra. Voltaremos a isso na préxima secio.

Exercicio 255 -

Provar que um nimero real € algébrico se, e somente se, ele for raiz de um polinémio
com coeficientes racionais.

Observacao 8.29 -

O exercicio anterior nos chama a atenc¢ao para o fato que, se tivessemos definido
numero real algébrico como sendo raiz de uma equacdo polinomial de coeficientes
racionais, nao obteriamos nenhum novo numero real como numero algébrico. Mais
geralmente, na Teoria dos Polinémios, mostra-se que, mesmo que passemos das
equacgoes polinomiais de coeficientes inteiros para as equagdes polinomiais de coefi-
cientes reais algébricos quaisquer — possivelmente até irracionais algébricos —, ndo
ganharemos nada de novo: as raizes reais destes polinomios mais gerais continuarao
sendo numeros reais algébricos. Deizamos a demonstra¢ao desse resultado para a
Algebm.

Exercicio 256 -

Mostre que, ser é um nimero real algébrico nao-nulo, entao 1/r também é algébrico.

Exercicio 257 -

Mostre que, se r é um numero real algébrico, entdo —r também o é.

Exercicio 258 -

Mostre que, se v é um numero real algébrico nao nulo, e positivo e k é um nimero
natural nao-nulo, entao {/r também é um nimero real algébrico.

Dica: escrevendo y = /r, substitua r = y* na equagdo de coeficientes inteiros da
qual v € Taiz.

Teorema 8.30 -

A adicao, subtracdo, multiplicacao e divisdo de nimeros reais algébricos, bem como
a radiciacao de algébricos positivos, sempre produz como resultado um numero real
ainda algébrico.

363



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

Comentdrios sobre a prova desse teorema.

Obviamente, os exercicios 256, 257 e 258 sao casos particulares desse teorema. Para
qualquer um desses trés casos, a “fabricacao” de uma equacao polinomial que seja
satisfeita por 1/r, —r ou ¢r pode ser feita de forma razoavelmente facil a partir da
equacao polinomial satisfeita por r. Contudo, os demais casos contemplados pelo
teorema nao tém uma demonstracao tao simples.

Por exemplo, para mostrar que a soma r + s de nimeros reais algébricos r e s é
um numero real também algébrico, temos que partir de uma equagdao polinomial
verificada pela parcela r e de uma outra equacao verificada pela parcela s, e, entao,
fabricar uma terceira equacao com coeficientes inteiros que seja verificada pela soma
r + s. Tarefa dificil, pois além dos coeficientes poderem ser diferentes, os graus das
equagOes nao precisam ser iguais; de fato, o grau da equacao polinomial verificada
por r + s serd, em geral, maior do que os graus das equacoes verificadas por r e s.

Isso tudo indica que precisamos de um argumento muito engenhoso ou de ferramentas
mais poderosas. Por essas razoes, deixaremos a prova desse teorema para a Algebra.

Corolario 8.31 -

O conjunto dos numeros reais algébricos € um corpo.

Exercicio 259 (cuidado!) -
V. ou F.? Justifique:

i). racional + irracionalidade algébrica = irracionalidade algébrica;

ii). irracionalidade algébrica + irracionalidade algébrica = irracionalidade algébrica.
— Relacao entre a nocao de niimero algébrico e de férmula algébrica

Ja que os numeros algébricos tém uma caracterizacao totalmente algébrica, é natural
de se esperar que eles também possam ser expressos algebricamente.

Iniciamos observando que, se um nimero real pode ser expresso por férmula algébrica,
entdo ele tem de ser um nimero algébrico.

Teorema 8.32 -

Todo numero real que possa ser expresso em termos de uma formula algébrica en-
volvendo apenas numeros inteiros serd um numero algébrico.
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Prova:
A demonstracao é uma mera generalizagao do argumento usado no Exemplo 8.26.

CQD.

Resta-nos investigar se vale a reciproca, ou seja: serd que todo nimero algébrico é
representavel por uma férmula algébrica?

Teorema 8.33 (Teorema de Galois) -

Ezistem numeros irracionais algébricos que ndao podem ser expressos por meio de
uma férmula algébrica. Um exemplo deles é a raiz real da equagdo ° —x —1 = 0.

Comentdrios sobre a prova desse teorema.

Usando Geometria Analitica, é ficil vermos que essa equacao tem apenas uma raiz
real, e que ela é positiva. Ademalis, é imediato se verificar que essa equacao nio tem
nenhuma raiz racional, consequentemente, sua tnica raiz é um numero algébrico
irracional. Assim, resta provar que ela nao pode ser expressa por meio de uma
férmula algébrica, no sentido expresso na Secao 8.2.

Infelizmente, a demonstracdo dessa impossibilidade envolve técnicas matemédticas
bem mais avancadas do que as deste livro, sendo mais adequada e completamente
realizada num importantissimo campo da Algebra chamado de Teoria de Galois.

Observacao 8.34 -

Além das dificuldades técnicas que apontamos anteriormente, hd uma razio de or-
dem estrutural para deizarmos para a Algebm um estudo mais aprofundado e com-
pleto dos niumeros algébricos. Essa razdo de ordem estrutural consiste na necessidade
de trabalharmos num campo numérico que seja, ao contrdrio do dos nimeros reais,
algebricamente completo: um campo no qual se possa afirmar que toda equagdo poli-
nomial de graun > 1 tenha exatamente n raizes. Por exemplo, a equagdo polinomial
z? +1 = 0 ndo tem raizes no campo dos reais; logo, R ndo € algebricamente com-
pleto. Contudo, ela tem duas raizes no campo completo dos nimeros complexos ou
1maginarios, que iniciaremos a estudar mo proximo capitulo.
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8.7 Transcendéncia: todos os irracionais sdo algébricos?

O Teorema de Galois mostra que a ideia de classificar o grau de complexidade dos
nimeros irracionais por meio de sua férmula algébrica ndo pode atingir sucesso
pleno. Com efeito esse teorema garante que existem nimeros irracionais que nem
ao menos tém uma férmula algébrica.

Isso, por si sé, j4 demonstra uma impoténcia da Algebra. Mas podemos ir além,
perguntando se existem ntimeros irracionais nao algébricos. Se existirem, teremos
exemplos de numeros transcendendo totalmente a capacidade da Algebra. O pri-
meiro matematico que examinou essa questao foi Leonhard Euler, em torno de 1750,
e € dele a seguinte defini¢ao:

Definicao 8.35 -
Nimero transcendente é todo numero real que nao € algébrico.

Obviamente, todo ntimero transcendente tem de ser irracional. Talvez, por isso
Euler nao tenha sido capaz de achar um unico exemplo de transcendéncia, tendo
“empacado” na tentativa de confirmar sua suspeita de que 7 e a base e dos logaritmos
naturais seriam nimeros transcendentes.

A decisao da existéncia, ou nao, de ntimeros transcendentes passou a ser cada vez
mais embarocosa para a comunidade matematica. Os esforcos s6 comecaram a fru-
tificar cem anos depois de Euler, quando, em 1844, Joseph Liouville demonstrou o
resultado que segue.

Teorema 8.36 -

Ezistem nimeros reais (irracionais) nao algébricos. Ou seja: existem nimeros trans-
cendentes.

A prova de Liouville consistiu em mostrar que o seguinte niimero real é transcen-
dente:

0, 110001000000000000000001000. .. .

Observe que trata-se de um nimero irracional, pois a quantidade de zeros vai cres-
cendo fatorialmente. Ele pode ser definido mais precisamente da seguinte maneira:
0,aias ..., onde

1, se n = k!, para algum natural ndo-nulo k;
ap = . .
" 0, caso contrario.
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Omitiremos os detalhes da demonstrag¢ao, uma vez que 0s mesmos requerem recursos
de Célculo Infinitesimal, o que nao estamos exigindo neste livro.

O campo R dos numeros reais pode ser dividido em duas partes
disjuntas:

— o conjunto dos nimeros (reais) algébricos e

— o conjunto dos nimeros (reais) transcendentes.

Exercicio 260 -

i). Mostre que a soma de um nimero algébrico com um transcendente sempre serd
transcendente.

i1). Escreva infinitos exemplos de nimeros transcendentes.

O exemplo de nimero transcendente dado por Liouville era obviamente artificial,
sem nenhum outro uso em Matematica. Foram precisos mais quase trinta anos para
se descobrir o primeiro transcendente ocorrendo naturalmente. Com efeito, em 1 873,
Charles Hermite conseguiu mostrar que e, a base dos logaritmos naturais, também
é transcendente. Quase dez anos depois, em 1882, Ferdinand von Lindmann, final-
mente, conseguiu mostrar que m também é transcendente. A repercussdo da prova
da transcendéncia de 7 foi das maiores. Por exemplo, sabendo isso, os matematicos
puderam alcancar um objetivo que vinha sendo perseguido ha mais de dois mil anos,
desde o tempo dos gregos clédssicos:

finalmente, pode-se provar que € impossivel se fazer a quadratura do
circulo usando apenas régua e compasso.

E importante entendermos o papel da transcendéncia de 7 nessa demonstracao. Para
tal, iniciemos recordando que “fazer a quadratura” do circulo consiste em construir
um quadrado, cujo lado seja um segmento de reta com medida ¢ verificando:

P=r

(isto é, a drea do tal quadrado tem de ser igual & do circulo de raio unitério). Por
outro lado, fazer a quadratura do circulo “usando régua e compasso” significa que
temos de construir o lado do tal quadrado usando apenas esses instrumentos (para
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maiores detalhes veja o Capitulo 5). Ora, prova-se que todos os segmentos de reta
que podemos construir com régua e compasso, a partir de um segmento unitario,
tém como medida um numero algébrico; logo, resta aplicar o item (ii) do seguinte:

Exercicio 261 -

i). Mostre que a raiz quadrada de um nimero irracional pode ser um niumero real
algébrico.

ii). Mostre que a raiz quadrada de um nimero transcendente nunca pode ser um
numero real algébrico.

Também é importante se dizer que, antes de Lindemann ter conseguido provar que 7
é transcendente, o grande matematico George Cantor, em 1874, fez outra das mais
sensacionais descobertas de todos os tempos ao demonstrar que

A grande maioria dos ntimeros reais é constituida de niimeros
transcendentes !

O resultado de Cantor é bem pouco intuitivo. Contudo, expressa um fato semelhante
ao que ja observamos, quando comparamos o tamanho do conjunto dos ntimeros
racionais com o tamanho do conjunto dos irracionais. Com efeito, na Teoria dos
Conjuntos, mostra-se que “a infinitude da quantidade de ntimeros algébricos” é do
mesmo tipo que a do conjunto dos ntimeros racionais — é um infinito que pode ser
“enumerado”® ou “contado” —, enquanto “a infinitude da quantidade de nimeros
transcendentes” é do mesmo tipo que a do conjunto dos nimeros dos irracionais —
é um infinito tdo grande que nao pode ser “enumerado” ou “contado” (ou seja, nao
pode ser posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos naturais).

Esse resultado de Cantor caiu como um raio na comunidade matematica. Com efeito,
naquela época, eram conhecidos infinitos irracionais algébricos, mas, essencialmente,
apenas dois exemplos de nimeros transcendentes!

— O Sétimo Problema de Hilbert

Alguns anos depois do resultado de Cantor, mais precisamente em 1900, foi realizado
um congresso mundial de mateméaticos em Paris, no qual a principal conferéncia foi

“De um modo geral, um conjunto é dito ser infinito enumerdvel quando se pode estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre este conjunto e o conjunto dos nimeros naturais
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feita por David Hilbert, um dos mais importantes matematicos daquela época. Nessa
historica conferéncia, entitulada Os problemas da Matemdtica, Hilbert se propos a
nada mais nada menos do que dar uma lista de problemas que deveriam nortear os
rumos da Matematica no século XX. Entre seus 23 problemas estava o seguinte:

decidir se 2V2 ¢é irracional algébrico, ou irracional transcendente.

A resposta para esse problema veio apenas em 1 930, quando R. Kuzmin e C. L. Siegel
provaram, independentemente, o seguinte teorema que tornou-se uma, preciosa fonte
geradora de exemplos de niimeros transcendentes:

Teorema 8.37 -

O nimero 22 é transcendente ¢ o mesmo ocorre com av™, sempre que a for um
numero real algébrico ndo nulo, diferente da unidade, e n for um inteiro positivo
nao quadrado.

Quatro anos depois, o russo A. Gelfond generalizou esse teorema para:

Teorema 8.38 ( Gelfond ) -

O nimero a® € transcendente sempre que a for um nimero algébrico nio nulo,

diferente da unidade, e b ndo for um nidmero racional.

Para encerrarmos esses comentarios sobre nimeros algébricos e transcendentes, ob-
servemos ainda que o estudo dos mesmos originou um novo e importantissimo campo
matematico, a chamada Teoria Algébrica dos Numeros. Essa usa de forma vital e
muito produtiva os ntimeros complexos ou imaginarios, que estudaremos no capitulo
seguinte, e inicia estendendo a nogao de nimero real algébrico para nimero com-
plexo algébrico (ou meramente, nimero algébrico). Essa extensdo é a mais natural
possivel: um nimero (complexo) algébrico é meramente toda raiz (real ou complexa)
de uma equacao polinomial de coeficientes inteiros.

Como exemplo do poder dessa teoria, examinemos a natureza do nimero e™. A
transcendéncia desse ntimero é facilmente estabelecida a partir da versao imaginaria
do Teorema de Gelfond e das igualdades seguintes:

el = 672zln7, — ,i727, .

Com efeito, restaria observar que 4 é um nimero complexo algébrico, pois é raiz de
z? +1 =0, e que certamente —2i nio é racional.
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cAPITULO 9

NUMEROS COMPLEXOS

O caminho mais curto entre duas verdades do campo real
passa através do campo complexo.

Jacques Hadamard.

9.1 Motivacao a introducdo dos numeros complexos: o destravamento de
calculos algébricos

9.2 Leitura complementar: um rapido histdrico sobre a origem dos numeros
complexos

9.3 Conceituacao de nimero complexo e suas operacdes aritméticas

9.4 Leitura complementar: a crise da legitimidade dos niimeros complexos

9.5 Representacdes analiticas dos nimeros complexos

9.6 Representacoes geométricas dos niimeros complexos

9.7 Interpretacao geométrica da adicao de nimeros complexos

9.8 Conjugado de um numero complexo

9.9 Operacao de radiciacdo com nimeros complexos
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Vimos que o campo dos nimeros racionais ¢ insuficiente para a medida de muitas
grandezas geométricas — como ¢ o caso da medida da diagonal do quadrado —, o que
nos forca a passar a tratar v/2 como nimero. A introducio do campo dos niimeros
reais elimina esse grave defeito, mas ainda deixa muito a desejar, tanto aritmética
quanto algebricamente.

Uma das principais causas da insuficiéncia aritmética do campo dos reais reside
em sua incapacidade de nos permitir operar adequadamente com nimeros negati-
vos. Kssa incapacidade ji se manifesta com as operacoes algébricas, uma vez que
é impossivel atribuir um valor real para v/—1, ou qualquer outra raiz quadrada de
nimero negativo, pois o quadrado de todo nimero real nao nulo é positivo. Se pas-
sarmos ao nivel das operacoes transcendentais, encontraremos uma impossibilidade
ainda maior de operagoes numéricas. Por exemplo, embora os niimeros reais sejam
plenamente suficientes para permitir atribuir sentido a expressoes como 27, eles sao
incapazes de gerar valor numérico para, por exemplo, (—2)™. Analogamente, os reais
nos permitem calcular logaritmos de niimeros positivos, como log(2), mas nao sao
suficientes para o calculo de logaritmos de niimeros negativos, como o log(—2), pois
isto implica achar um nimero z tal que 10? seja um valor negativo, o que é uma
impossibilidade no universo dos nimeros reais.

O primeiro passo no sentido de resolver essas insuficiéncias aritméticas do campo
dos numeros reais foi dada por Raphael Bombelli, em 1572, quando teve — em suas
préprias palavras — a “ideia louca” de tratar v/—1, e as expressdes mais gerais
a+by/—1 (onde a e b sdo nimeros reais), como se fossem niimeros. Essas expressoes
sao o que hoje chamamos de numeros complezos.

Somente trezentos anos apés Bombelli, depois de muita resisténcia, muitos impasses
e polémicas, acabou-se concluindo a demonstracao de que os niimeros complexos sao
capazes de enfrentar adequadamente todas as insuficiéncias aritméticas ja apontadas,
bem como foram estabelecidas regras para cdlculos que até ha alguns séculos eram
totalmente impensaveis, tais como:

v—1 Vol 0,20787957635076190854 . . . .

O estudo sistemdtico dos nimeros complexos, que iniciaremos a seguir, terd uma
primeira parte que concluird com a demonstracao dos fatos mencionados acima e
que serao resumidos por meio dos chamados Teoremas Finais da Aritmética, pela
primeira vez provados por Karl Weierstrass, num curso que deu em 1863.

A segunda parte do nosso estudo do campo dos ntiimeros complexos terd como prin-
cipal objetivo mostrar que esse campo também “resolve” a insuficiéncia algébrica
do campo dos ntmeros reais. Com isso, queremos dizer que o campo dos nimeros
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complexos é capaz de dar resposta a questoes basicas da teoria dos polinomios e das
equacgoes polinomiais. Como é importante que desde ja fique claro o que estamos
dizendo, examinemos duas das mais importantes dessas questoes.

— A questao da existéncia de raizes das equacoes polinomiais.

Por muitos séculos, as raizes de uma equacao eram vistas como um fim em si: eram
o valor de uma altura buscada, de uma area desejada ou o valor de alguma outra
grandeza geométrica. Naquela época, o fato de uma equacdo nao ter nenhuma raiz
real significava apenas que o problema fora mal formulado, nao tinha solu¢ao. Por
cerca de 1600, esse ponto de vista foi dramaticamente alterado com o surgimento do
calculo literal introduzido na Logistica Speciosa, de Frangois Viete. Com isso, passou-
se a ter condicoes de trabalhar com equacoes de coeficientes literais e grau qualquer.
Em particular, ficou natural verificar se as relagoes entre raizes e coeficientes — hoje
chamadas de férmulas de Newton-Viete, e que Cardano havia descoberto por volta
de 1550 no caso de certas cibicas — continuavam a valer para equagoes polinomiais
de qualquer grau.

Exemplo 9.1 -
Formulas de Newton-Viéte nos casos de equagoes polinomiais de grau baizo:

i). equagoes de grau n = 2 (quadrdticas):
indicando por ri,r9 as raizes da equacdo quadrdtica ax® + bz +c =0, valem
as relacoes

r1+ 19 =—bla, T =Cla;

i1). equagoes de grau n =3 (cibicas):
indicando por ri,re,r3 as raizes da equacdo cubica ax’ + br® +cx +d =0,
valem as relacoes

ri+ro+r3=—bla, rire+rirs+rors=cfa, rirers=—d/a.

Ora, a possibilidade da existéncia de uma relacdo entre as raizes e os coeficientes
depende de um resultado mais bésico: toda equacgdo polinomial de grau n deve ter
n raizes. Este resultado é obviamente falso no contexto de equacdes sobre o campo
dos niimeros reais: basta tomarmos a equacdo z2 + 1 = 0. Contudo, conforme
veremos, ele é sempre verdadeiro no campo dos nimeros complexos, verdade essa
que constitui o chamado Teorema Fundamental da Algebra, o principal resultado da
segunda parte de nosso estudo.
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— A questao da fatoracao dos polinémios.

A necessidade de se fatorar um polindmio tornou-se muito importante com o estudo
da chamada integracao das fragdes racionais, p(z)/q(z), o que ocorreu la por cerca
de 1700. Foi prontamente mostrado que a resolucao desse importante problema do
Calculo Integral resumia-se a possibilidade de se fatorar, em termos de fatores reais
lineares e/ou reais quadrdticos, qualquer polinomio de coeficientes reais. Embora
esse resultado esteja enunciado totalmente no campo dos ntimeros reais, sua de-
monstracao é equivalente & do Teorema Fundamental da Algebra e, entdo, depende
de modo essencial do campo dos nimeros complexos.

Sob uma perspectiva maior, que permita vislumbrar todo o “edificio matematico”,
podemos dizer que, apesar da maneira suspeita com que os nimeros complexos foram
recebidos na Matemaética (tanto que inicialmente eram chamados de imaginarios e
sofisticos), eles, além de se mostrarem plenamente capazes de resolver todas as insu-
ficiéncias aritméticas e algébricas dos ntimeros reais, também se mostraram ser uma
ferramenta muito eficaz para descobrir relagoes entre os mais diversos campos ma-
tematicos e serem o contexto natural para entendermos muitos objetos matemaéticos
importantes, tais como as func¢oes analiticas. Com isso, eles se firmaram como uma
parte essencial do “kit de ferramentas” de todo matematico.

A importancia dos nimeros complexos, como consequéncia quase que automatica
do valor matematico intrinseco destes ntmeros, também se consolidou “fora” da
Matematica. Hoje, os mais diversos campos da Ciéncia e da Tecnologia fazem deles
um uso muito frutifero: na andlise dos sistemas dinamicos continuos, no controle
e estabilidade dos mais diversos sistemas de engenharia, no projeto de circuitos e
motores de corrente alternada, na andlise e sintese de sinais fisicos e bioldgicos, etc.

Exemplo 9.2 -

A andlise e projeto de circuitos de corrente alternada e motores elétricos emprega
o conceito de numero complexo; foi ai que, pela primeira vez, se usou a no¢ao de
nimero complexo em um problema fora do ambito da Matemdtica. O grande pioneiro
nessa drea foi Oliver Heaviside, em torno de 1890. O leitor é convidado a consultar
uma enciclopédia ou outra fonte de informacdes historicas para ficar sabendo um
pouco sobre o trabalho desse polémico engenheiro.

374



Cap.9 Nidmeros complexos

Exercicio 262 -

Uma das mais antigas e respeitadas escolas de Engenharia € a Ecole Polytechnique,
de Paris. Durante o século XIX, ela imperou absoluta como o mais avancado centro
de formacao de engenheiros no mundo.

Por volta de 1880, os alunos dessa escola fizeram uma grande greve, sequida de
1mcéndios e depredagoes, exigindo o expurgo de disciplinas e conteudos curriculares
que eles consideravam como obsoletos ou sem menhuma utilidade no trabalho dos
engenheiros. Um dos conteudos que figurava na “lista negra” daqueles alunos era o
estudo dos numeros complezos.

Pergunta-se: levando-se em conta o que foi dito anteriormente, que moral pode-se
tirar desse acontecimento?

9.1 Motivacdo a introducdo dos nimeros complexos: o “destrava-

mento de cdlculos algébricos”

Toda equagao de grau um e coeficientes inteiros, ou racionais, tem raizes no campo
dos niimeros racionais. Contudo, j4 muito insistimos que o mesmo nao vale para as
equacoes de grau dois. E o caso da equacio 22 —2 = 0, que s6 tem raizes no conjunto
das irracionalidades quadraticas. Essa insuficiéncia algébrica do campo dos niimeros
inteiros, e mesmo dos racionais, nao fica completamente sanada com a introducgao
do campo dos niimeros reais. Com efeito, a equacio z? + 1 = 0 nos mostra que
existem equagoes polinomiais de coeficientes reais (na verdade: inteiros) mas sem
raizes reais. Essa observacao leva a maioria dos livros elementares a uma conclusdo
historica incorreta, qual seja, a afirmar que o campo dos nimeros complexos foi
introduzido para podermos resolver todas as equagoes do segundo grau, sanando
asssim a insuficiéncia do campo dos reais.

Na verdade, a introducdo dos nimeros complexos foi historicamente motivada por
um problema diferente, a saber: dada uma equacao polinomial cujos coeficientes
estdo num campo numérico K, e a qual é sabido ter raizes em tal K, deseja-se decidir
se é possivel calcular tais raizes usando-se somente operagoes algébricas (ou seja: as
quatro operacoes aritméticas, bem como as radiciagoes) vélidas em K e envolvendo
apenas os coeficientes da equacao. De um modo um pouco mais resumido:
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Dada uma equagao polinomial com coeficientes num campo numérico
K, é possivel obter as raizes que estao em K por meio do cédlculo de
uma, formula envolvendo os coeficientes dessa equacao?

(Entende-se que somente serao permitidas operacoes algébricas validas
em K.)

Quando K =R e a equacdo for de grau um ou dois, a resposta é “Sim, sempre!”,
conforme veremos. Contudo, a situacgao muda completamente de figura no caso das
equacoes ctubicas.

Com efeito, veremos em detalhe adiante que a conhecida férmula de Tartaglia-
Cardano, embora normalmente seja capaz de calcular — em dlgebra real — as raizes
reais de equacoes cibicas de coeficientes reais, em certos tipos especiais de cubicas
(como é o caso de 13 —15z—4 = 0, que tem somente raizes reais: z = 4, = —24V3e
x = —2—+/3) “trava”, ndo nos permitindo concluir o calculo das raizes que sabemos
existirem e serem reais.

A wverdadeira introdugdao do campo dos nimeros complexos ocorreu como um artificio
que Raphael Bombelli, por volta de 1570, inventou para conseguir “destravar”a
formula de Tartaglia-Cardano e possibilitar que ela chegue até as raizes reais de
qualquer cibica.!

Antes de passarmos a examinar com detalhe essas questoes de “travamento”, é con-
veniente que examinemos com mais cuidado o milenar trabalho de obtencao de proce-
dimentos para resolver equacoes. Esse trabalho, idealmente, comeca com uma etapa
heuristica que, a partir da suposicao da existéncia de raizes para a equacao dada,
procede a uma série de manipulagoes algébricas até se conseguir isolar a incégnita
da equacao, expressando-a em termos de uma férmula que envolve os coeficientes da
mesma. No entanto, é importante salientar-se que é necessaria uma segunda etapa,
a da legitimacgado, que tratard de mostrar que as operacoes algébricas da férmula
produzida pela heuristica sao executaveis no campo numérico em consideracao, e

'Além da férmula de Tartaglia-Cardano, hoje sdo conhecidas vérias outras férmulas para se
resolver cibicas. E importante termos isso em vista, pois o fato de a férmula de Tartaglia-Cardano
travar no calculo das raizes de algumas cibicas ndo quer dizer que o mesmo tenha obrigatoriamente
de ocorrer com essas outras féormulas. Exatamente por isso, o préprio Cardano gastou os tltimos
anos de sua vida na busca de uma férmula que nunca travasse. Sua busca ndo teve sucesso, nem
poderia ter tido, pois hoje sabemos que de fato nao existe uma férmula com tal propriedade.
Contudo, nao insistiremos nisso por se tratar de assunto avancado, e porque o efeito produzido pela
férmula de Tartaglia-Cardano foi suficiente para forcar o surgimento dos nimeros complexos.
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que o ntmero que ela produz efetivamente satisfaz a equacao dada.

Nesse sentido, nao é demais se insistir que na etapa heuristica pode-se (e deve-se!)
dar asas a criatividade, e nao sobrecarregi-la com preocupacoes acerca da validade
das operacoes algébricas que se atinou e ousou usar. A preocupagdo com o rigor
pode ficar para a etapa da legitimacao; essencialmente, é s6 ai que devemos nos
preocupar com a capacidade de a férmula obtida produzir as raizes desejadas.

Exemplifiquemos esse trabalho de heuristica e legitimacao na resolucao da equacao
quadratica geral (de coeficientes reais) por meio da chamada férmula de Bhaskara.

— Heuristica da férmula de Bhaskara
Tomemos a equacao quadratica geral de coeficientes reais
az? + bz +c=0.
Para isolarmos z, iniciamos multiplicando essa equacao por 4a, obtendo
4a%z? + dabx + dac = 0;

a seguir, observando que os termos 4a?z? + 4abz sio as duas primeiras parcelas do
desenvolvimento do quadrado (2ax + b)?, reescrevemos a equagao como:

(2azx + b)* + 4ac — b* = 0,
ou, colocando A = b? — 4ac:
(2az +b)* — A =0.
Extraindo a raiz quadrada, ficamos com
(2az +b) = VA,

de onde, finalmente, obtemos a conhecida férmula de Bhaskara:

_ —bx VP —dac

2a

x

— Legitimizacao da formula de Bhaskara no campo dos reais

Iniciamos observando que a heuristica mencionada nem cogitou da possibilidade de
nao existirem raizes reais para a equacao quadratica

ar’ +br+c=0.
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Como consequéncia, nao deve vir como surpresa a constatacdo de que a féormula
de Bhaskara ndo é calculdvel em aritmética real nos casos em que b> — 4ac < 0.
Assim, nossa andlise deve tratar de garantir tanto a existéncia de raizes reais como
a viabilidade de seu calculo. Ambas tarefas ficarao mais faceis se fizermos uma ligeira
modificagido do raciocinio anterior (raciocinio que também pode ser legitimado, mas
com um desenvolvimento mais extenso). Para isso, vamos fazer uso da identidade
classica

u? —v? = (u—v)(u+v). (9.1)
Iniciamos observando que a equacao dada é equivalente a
4a?2? + 4abz + dac = 0,

pois a segunda foi obtida multiplicando a primeira pelo fator nao nulo 4a. A seguir,
como antes, reescrevemos a segunda equagao como

(2az + b)? + dac — b*> = 0,
ou, colocando A = b? — 4ac:
(2az +b)* — A =0.. (9.2)
Prosseguindo, distinguiremos dois casos, conforme o sinal de A .

— Primeiro caso: A > 0.

Neste caso, como A tem uma raiz quadrada real, podemos expressi-lo como o qua-
drado desta raiz quadrada, de modo que a equagao (9.2) pode ser escrita como
(2az + b)? — (VA)? = 0 e entdo, pela identidade (9.1), pode ser reescrita como:

((Zax +0b) — \/Z) ((Zax +b) + \/Z) =0,

onde nao devemos deixar de observar que cada termo dos dois fatores é, de fato,
um ndmero real; logo, os fatores também sao reais. Consequentemente, calcular
as raizes reais da equacdao quadrética az? + br + ¢ = 0 equivale a achar todas as
possibilidades de z € R anular o dltimo produto. Ora, esse anulamento ocorre de
duas, e s6 duas, maneiras possiveis:

quando (2az + b) — VA =0, ou quando (2az + b) + VA = 0;

equivalentemente, como a # 0:

—b+VA —b— VA

quando z = , ou quando x =
2a 2a
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Assim, nos casos em que A > 0, a equacio az’ + bz + ¢ = 0 sempre tem duas raizes
reais (possivelmente iguais):

 —=b+ Vb —4ac . —b—Vb? — 4ac

€Tr =
2a 2a

Essas duas férmulas podem ser aglutinadas numa tnica, a conhecida férmula de
Bhaskara:

x

- Vb2 — 4dac
- 2a '

x

— Sequndo caso: A < 0.

Neste caso, é impossivel encontrarmos um z € R dando (2az + b)?> — A = 0, pois
(2az +b)? — A = (2az +b)2 + (=A) > 0, uma vez que —A > 0 e que (2ax +b)? > 0,
para todos os z € R. Logo, quando A < 0, nossa equacao nao pode ter nenhuma
raiz real.

Podemos resumir toda essa discussao da seguinte maneira:

Teorema 9.3 -

Relativamente a uma equagao quadrdtica de coeficientes reais,
ar? + bz +c=0,

e a respectiva formula de Bhaskara

xr =

—b+ Vb2 — 4ac

2a

i). sempre que os coeficientes da equacdo fizerem com que o cdlculo dessa férmula
ndo trave em aritmética real (equivalentemente, se os coeficientes da equagao
forem tais que seja possivel executar, em aritmética real, todas as operacoes
da férmula de Bhaskara), os valores produzidos pela féormula serao as raizes
reais da equagdo dada;

i1). reciprocamente, se a formula travar em aritmética real (ou seja: se for im-
possivel calcular, em aritmética real, os valores da formula de Bhaskara) é
poTque a equacao nao tem raizes reais.

De uma maneira semelhante, passamos agora a examinar a resolucao no campo real,
e pelo método de Tartaglia-Cardano, das equagOes ctibicas mais importantes, as da
forma

2?4+ pr+q=0. (9.3)
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— Heuristica da férmula de Tartaglia-Cardano
Exploraremos uma outra identidade algébrica cléssica:
(a +b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b,
ou seja,
(a+b)® = 3ab(a + b) + a® + b3,
ou ainda,
(a+b)* —3ab(a + b) — (a® +b*) = 0. (9.4)

Comparando (9.3) com (9.4), vemos que, se determinarmos a,b € R tais que

—3ab=1p
{ 5050 (9.5

entdo x = a + b é uma solucio de (9.3). Assim, para buscarmos solucdes de (9.3),
procuramos solugoes a,b € R de (9.5). Ora, as igualdades (9.5) e o exemplo 9.1 nos
dizem que a? e b? sdo as raizes da equacio quadrética
3
2 p
~L o,
z2-+qz 57

Resolvendo esta ultima equacdo por Bhaskhara, e extraindo raizes cubicas, vemos
que os valores procurados, a e b, sao dados por

2 3 2 3
_ 34 A _ 4 _ j_ P
“_\/2+\/4+27eb \/2 T

de modo que um presumivel candidato a raiz real de (9.3) é

sl g @ PP 3 q ¢
— h= /-2 S —= =+ = 9.6
reat \/2+\/4+27+\/2 T (9.6)

Tentaremos agora tornar legitimo o candidato encontrado em (9.6). Mais precisa-
mente, perguntamo-nos:
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Dada uma equacio ctbica de coeficientes reais, 2% + pzr + ¢ = 0, é
verdade que, sempre que ela tiver alguma raiz real, ao menos uma
delas serd dada pela férmula

2 3 2 3
_ {4 e« b e P,
‘”_\/2+\/4+27+\/2 Vi tare

E se os valores dos coeficientes p e ¢ “travarem” (em aritmética real)
tal féormula, serd que poderemos garantir que a equacao dada nao tem
nenhuma raiz real?

A resposta para ambas as questoes é ndao. E o exemplo comprobatdério é a equacao
3 —
7 —1bx —4 =0.

De fato, note que, por um lado, por inspecio direta, vemos que a mesma tem
4, =2+ /3 e =2 — /3 para raizes reais (e como discutiremos em segoes posteriores,
prova-se que nao ha nenhuma outra raiz real). Por outro lado, fazendo a substituigao
de p = —15 e ¢ = —4 na férmula candidata, obtemos

{’/2 + V=121 + i’/z — V121,

expressao absurda no campo numérico dos reais, pois o lado direito envolve extracao
da raiz quadrada de um nimero negativo: uma impossibilidade, em aritmética real.

Concluimos entao:

Teorema 9.4 -

Relativamente a equagdo cubica de coeficientes reais,
3 fpr+q=0,

e a respectiva formula de Tartaglia-Cardano
2 3 2 3
— -4 K AT ST D SR - R
ﬁ';_\/2+\/4+27+\/2 A TE
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i). sempre que os coeficientes da equagdo fizerem com que o cdlculo da férmula
de Tartaglia-Cardano ndo trave em aritmética real (equivalentemente: se 0s
coeficientes da mesma forem tais que seja possivel calcular, em aritmética real,
0s valores da férmula de Tartaglia-Cardano), o valor produzido pela férmula
serd uma raiz (real) da equacgdo dada;

ii). contudo, a formula pode travar em aritmética real, mesmo nos casos em que
a equac¢ao tenha raizes reais, sendo entdo impossivel legitimar tal formula em
aritmética real.

No entanto, nem tudo estd perdido: a férmula de Tartaglia-Cardano pode ser legi-
timada no corpo dos numeros complexos. Com efeito, essa proeza foi realizada pelo
italiano Raphael Bombelli, em 1572, quando percebeu que é perfeitamente possivel
dar uma explicacao para a igualdade

4= {2 VT2 4 {2 - voT2I,

desde que tenhamos a ousadia de permitir a existéncia de “ntimeros” cujos quadrados
sejam reais negativos e, além disso, também permitirmos operar com estes nimeros
segundo as regras operacionais do campo dos niimeros reais.

Acompanhe, a seguir, o desenvolvimento feito por Bombelli, onde é aplicada, con-
) 3 ) )
forme ele mesmo mencionou, a “ideia louca” de operar com expressoes do tipo
)
a + by/—1 como se fossem numeros reais e, desta forma, “destravar” o cdlculo das
raizes da ctbica 23 — 152 — 4 = 0:

r= {24 voiol 4 o - oo
= {/2+11\/—_1+ {’/2—11\/—_1
— {2+ v=1p + {2 - Vo1
=2+ V-1 +@2-V-1)=4. (9:7)

Exercicio 263 -

Justifique cada uma das igualdades de (9.7) por meio da “ideia louca” de Bombelli.

Nas préximas secoes, usaremos esse desenvolvimento natural como motivacao para
estabelecer — de forma rigorosa — a construgao dos nimeros complexos.
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Exercicio 264 -

Relativamente a formula de Tartaglia-Cardano, que acabamos de descrever:

i). Verifique se a mesma € capaz de calcular solu¢des reais das ciubicas:
a) 13 —4r+5=0 b). 2 — 182 — 35 =0 c). 2 =15z —4=0.
i1). Para os casos do item (i) que tiveram resposta afirmativa, decida se existem,
ou nao, outras solucdes reais; caso existam, calcule-as.
Dica: se r € raiz real de uma equagao cubica de coeficientes reais, p(z) = 0,
entdo podemos reescrevé-la como (z —r)q(z) = 0, onde q(X) € um polinémio
quadrdtico de coeficientes reais. (Adiante, serd demonstrada a versao geral,
grau n > 2, desse resultado bdsico do Ensino Médio.)

Exercicio 265 -

Fazendo uso da propriedade de fatoragao mencionada no item (ii) do exercicio an-
terior, e sabendo que x =4 ¢ uma solucio da equacdo 3 — 152 — 4 = 0, prove que
as outras raizes desta equacao sao: —2 + V3e—-2-13.
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9.2 Leitura complementar: um rdpido histérico sobre a origem dos

nimeros complexos

— Raizes verdadeiras versus raizes falsas

Para que entendamos o que segue, precisamos enfatizar que, desde os gregos e até antes da alge-
brizagao da Matemadtica (o que foi feito por volta de 1630 por René Descartes e seus seguidores), a
nogao de nimero real era restrita aos nimeros que expressavam medidas de grandezas geométricas
e fisicas: era restrita ao que hoje chamamos de niumeros reais positivos.

Uma primeira consequéncia desse ponto de vista era s6 se permitir equagdes com coeficientes po-
sitivos, o que obrigava a se ter de considerar, para cada grau dado, varios tipos de equacoes.
Por exemplo, eram considerados vérios tipos de equacdes cibicas: z® +pr = ¢q, 2° = pz +q e
x> + ¢ = px etc., pois os coeficientes p e ¢ tinham que ser positivos.

Uma segunda consequéncia desse ponto de vista era que as raizes também tinham que ser buscadas
no universo dos nimeros reais positivos. Quando surgiram os primeiros problemas nos quais havia
sentido material falar-se em raizes negativas (como ocorre, por exemplo, ao tratarmos de débitos
em questoes de Contabilidade), passou-se a chamar as raizes positivas de raizes verdadeiras e as
negativas de raizes falsas.

— A crise das Cibicas Irredutiveis

Essa crise ocorreu entre 1550 e 1600 e, como veremos, os esforcos de resolvé-la acabaram fazendo
com que os numeros complexos fossem incorporados ao universo dos nimeros.

Os gregos, principalmente Menaichmos e Archimedes, tinham usado métodos geométricos para
resolverem alguns tipos muito particulares de equagdes cubicas. Muitos séculos depois, entre 800
e 1100 d.C., vérios matematicos islamitas estudaram familias bem gerais de cibicas, sempre com
o uso de métodos geométricos, principalmente baseados no uso de conicas. Desses matematicos,
quem maior sucesso teve foi Omar Khayyami, o qual, por volta de 1 100 d.C., chegou a esbogar
uma teoria geral das equagbes cibicas e mostrou que existem 13 possiveis tipos delas com raizes
verdadeiras.

O préximo acontecimento importante deu-se com a divulgacdo de uma das mais importantes e
influentes enciclopédias de Matematica do Renascimento, a Summa do italiano Lucca Pacioli, pu-
blicada em 1494. Esse enorme livro resumia toda a matematica conhecida pelos europeus naquela
época e, ao tratar da resolucio das ciibicas, afirmava que seria impossivel resolver z° + pz = g e
z® +p = qx, onde p e ¢ eram niimeros reais positivos. Essa afirmacao acabou funcionando como
um verdadeiro desafio para os matematicos italianos quinhentistas, que passaram a concentrar seus
esforcos na resolucao dessas equacoes.

Em 1515, Scipio dal Ferro, entdo professor da Universidade de Bologna, descobriu uma regra, ou
procedimento, capaz de resolver as cibicas do tipo > + pz = ¢, onde p e ¢ sdo reais positivos.
Essa regra, traduzida em termos de férmula e notacao modernas, dava para valor da unica raiz
verdadeira (ou positiva) dessa equagao:

B/ DV G S B Y S
””_\/ 1Ty \/ TR R

Anos depois, 14 por 1540, Tartaglia conseguiu redescobrir a regra de dal Ferro, bem como uma
variante para as cibicas do tipo z° = pz + ¢.

384



Cap.9 Ndmeros complexos

Embora dal Ferro e Tartaglia mantivessem em segredo suas descobertas, que eram usadas em
desafios e concursos matemaéticos, este tiltimo deixou vazar informacoes preciosas a Cardano, que
acabou nao sé redescobrindo as duas regras ja conhecidas, como mostrou como resolver qualquer
cibica. Esse trabalho foi tornado piblico, buscando gléria, em seu livro Artis Magnae, sive de
regulis algebraicis (de 1545, comumente abreviado como Ars Magna). Nele, Cardano mostrou como
resolver as ctibicas em duas etapas:

— resolucao dos tipos bésicos de ciibicas (sempre com p e g positivos):
x + pr=4q
= pr+q
a® +q=pz;
— reducdo dos demais tipos de cibicas de raizes verdadeiras aos trés tipos basicos.
Mas o que mais nos interessa aqui é chamar a atencao do seguinte: ao testar seus procedimentos em
vérios exemplos numéricos, Cardano ficou perplexo ao descobrir que no caso da cibica z° = 15z +4,
que ele sabia ter a raiz verdadeira z = 4, a regra levava ao célculo de

v = {2+ vl + {f2— V=101,

o qual ele ndo podia reduzir, ou simplificar, de modo a chegar até a raiz desejada x = 4. Essas
cubicas paradoxais ele denominou de cubicas irredutiveis. Estava, assim, instalada a crise que acabou
sendo a geradora, quase 30 anos depois de Cardano, dos nimeros complexos.

— Bombelli e a resolugdo da Crise das Irredutiveis

Em 1572, Raphael Bombelli mostrou como “destravar” o calculo das raizes em casos de ctibicas
irredutiveis —~como a x> = 15z + 4, encontrada por Cardano—, conforme detalhamos anteriormente.
Na verdade, Bombelli foi bem mais longe do que realizar o desenvolvimento apresentado anterior-
mente. Seu livro, I’Algebra, inicia introduzindo os nimeros da forma a +bv/—1 (que ele dizia serem
entidades associadas a “uma nova espécie de raizes quadradas”), e entdo gasta nada menos do que
74 péaginas para investigar a dlgebra dessas novas grandezas.

9.3 Conceituacdo de niimero complexo e suas operacdes aritméticas

No contexto dos ntimeros reais, o simbolo v/—1 nio tem sentido, devendo ser visto
como uma tentativa frustrada de busca de um ntimero cujo quadrado vale —1. Pois
bem, seguindo a “ideia louca” de Bombelli, atribuiremos a esse simbolo um signifi-
cado numérico estendido e o denotaremos por i.

Dizemos que dotaremos ¢ de um significado numérico “estendido” pois, embora ele
nao seja um numero real, passaremos a aceitar qualquer tipo de multiplicacdo e
adicao envolvendo 7 e ntmeros reais. Exemplificando: passaremos a aceitar como
um novo tipo de nimero listas como 54, 14 5¢, 204+ 14 5¢, —3+2i+ 1454, etc. Mais
do que aceitar essas listas, queremos que elas obedecam as mesmas propriedades
aritméticas bdsicas que obedecem os nimeros reais: associatividade, comutatividade
e distributividade. Em particular, sempre poderemos escrever qualquer uma dessas
listas na forma a + bi, com a e b reais.
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Exemplo 9.5 -
Como exemplo do novo tipo de algebrismo que estamos introduzindo:

comutatividade

21+ 1454

associatividade

=14 2i+5¢
=1+ (2i + 5i)
=1+ (2+5)i
—1+7,

distributividade

comutatividade

—3+2i+1+ 5

associatividade

=-3+14+2i+ 5
= (=34 1) + (2i + 5i)
=24 (245)i

= 217

distributividade

Em geral,
(a+bi)+ (c+di) =(a+c)+ (b+d)i.

Mais importante é observarmos que podemos multiplicar listas do tipo que acaba-
mos de mencionar. Como estamos aceitando as propriedades da associativadade,
comutatividade e distributividade, o produto (a + bi) - (¢ + di), com a,b, ¢, d reais,
pode ser expandido da seguinte forma natural:

(a + b’l) ) (C + d’L) distribzgividade

. distributividade

= (a+ bi)c+ (a + bi)di =

comutatividade

= ac + bic + adi + bidi

. distributividade

= ac + bci + adi + bdii
= ac+ (bc + ad)i + bdii .

Ora, lembremos que a intenc¢ao maior disso tudo é nos permitir tratar ¢ = /—1
como um numero, o que torna natural exigirmos que a multiplicagao que estamos
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introduzindo verifique ¢ = —1. Usando essa conven¢ao, o produto (a + bi) - (¢ 4 di)
deve ser dado por

(a+bi)- (c+di) = ac+ (ad + be)i — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Tratemos de resumir, e formalizar essas consideragOes heuristicas. Iniciaremos com
a definicdo formal de niimeros complexos:

Definicao 9.6 -

Daremos ao simbolo /—1 um significado numérico estendido, fora do
campo dos nimeros reais, e o denotaremos por i. O conjunto de todas
as expressoes da forma

a + bi,

onde a e b sao numeros reais, serd chamado de conjunto dos nimeros
complexos e serd denotado por C.

Considera-se dois nimeros complexos a+bi e c+di como iguais quando,
e s0 quando, valerem as igualdades de nimeros reais a =c eb=d.

Consideraremos a + 7b como indicando o mesmo numero complexo que a + bi ; isto
serd tutil principalmente quando b for dado por uma expressao complicada.

Mais importante, queremos que os nimeros complexos incluam os nimeros reais
como casos particulares. Para conseguir isso, convencionaremos escrever: a+0i = a,
sempre que a € R, tendo entao:

RcC.

Em particular, também escreveremos: 0 + 0i = 0. Conforme veremos adiante,
depois de definirmos adi¢ao de ntimeros complexos, isso equivale a dizer que o zero
dos nimeros reais é o zero dos complexos.

De um modo andalogo, também usaremos a abreviacao notacional 0 + b7 = bi. Em
particular, também escreveremos 0+ 14 =17 = 4.

Definicao 9.7 -

Os niumeros complexos da forma 0+ bi, com b € R, sdo demominados imagindrios
puros. O nidmero complexo i é denominado unidade imagindria
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Definicao 9.8 -
Dado um numero complexo a + bi, com a,b € R, dizemos que:

~ sua parte real € a, e escrevemos Re(a + bi) = a;

— sua parte imaginaria € b, e escrevemos Im(a + bi) =b.

Passemos a tratar da faceta mais importante da “ideia louca” de Bombelli, mos-
trando que a adicao e multiplicagao que ela nos leva a introduzir em C estendem as
correspondentes operagoes em R, e isto de modo que o campo [C, +, x | também te-
nha uma estrutura de corpo, no qual estd imerso o corpo dos ntimeros reais. Para tal,
iniciaremos definindo formalmente a adi¢do e multiplicacao de niimeros complexos.

Definicao 9.9 -

A adigao e multiplicacao de dois niumeros complexos, a + bi e ¢+ di, sdo definidas
da seguinte maneira:

(a+bi)+ (c+di) =(a+c¢)+ (b+d)i, (9.8)
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i .

Exercicio 266 -

Mostre que, identificando o numero real r com o numero complezo r + 0i, as
operacdes de adicao e multiplicacdo de nimeros complexos sao extensoes das de
nimeros reais. (Ou seja: para somarmos ou multiplicarmos nimeros reais, podemos
trabalhar no campo dos reais ou no campo dos complezos, o resultado final é sempre
0 mesmo.)

Exercicio 267 -

Mostre que a operacao de multiplicacao de numeros complexos € compativel com
a propriedade chave: i> = ii = —1. Em outras palavras, mostre que i> = —1,

diretamente da definicio (9.8) de multiplicacdo de nimeros complezxos.
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Teorema 9.10 ( o corpo dos complezos ) -

O campo dos nimeros complezxos, [C, +, -], tem o sequinte conjunto de propriedades
basicas que lhe dao uma estrutura de corpo. Para todos os z, w, v € C:

i).

i),

iii).

vi).

as operacgoes + (adigdo) e - (multiplica¢ao) sdio fechadas em todo o C:
z+weC [ a operacdo + € fechada ]
z-weC [ a operagdo - € fechada |

associatividade das operacdes:
2+ (w+v)=(z4+w)+v [ associatividade da + |
z-(w-v)=(z-w)- v [ associatividade da - ]

existéncia de elemento neutro:
24+ (0+01)=2+0=2 [ 0 =0+ 0i € elemento neutro da + ]
z:-1=2z-(14+0i) =2 [ 1 =14 0i € elemento neutro da - |

existéncia de inverso:
32" € C, tal que z + 2’ = 0. Com efeito, se z = a + bi:

I .
z = —a—1b.

[ 2/ = —a—1ib € o simétrico de z = a+ ib ]
sendo z #0, 3z71 € C, tal que z- 2~ = 1. Com efeito, se z = a +ib # 0:

1 a b

T2+ 2+

1

[ 27+ € o reciproco de z |
. comutatividade das operacoes:
z+rw=w+z [ comutatividade da + |
Z-w=w-z [ comutatividade da - |
distributividade da multiplicacao:
z-(w4v)=z-w+z-v [ distributividade da - |

Prova:

A demonstracao desses resultados consiste numa mera aplicacao de (9.8) e das pro-
priedades do corpo dos reais e fica como um (cansativo) exercicio para o leitor.

CQD.
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Exercicio 268 -

Usando a defini¢ao de multiplicacdo de numeros complexos e que 0 =0+ 0i, prove
que em C continua vdlida a propriedade: “multiplicando qualquer nimero por zero
obtemos zero” . Simbolicamente: 0 -z =0, Vz € C.

Exercicio 269 -

Quando vimos que o campo dos numeros racionais forma um corpo, também vimos
que esta propriedade estrutural implica automaticamente que a multiplicacdo tenha
a propriedade da integridade (recorde o Exercicio 73). Semelhantemente, o fato de
0s numeros complexos formarem um corpo proibe existirem divisores de zero neste
campo, ou seja: sempre que soubermos que z,w € C, e que z-w = 0, poderemos
concluir que ao menos um desses numeros serd igual a zero.

Pede-se provar esta conclusdao diretamente da definicao de multiplicagdo e de igual-
dade de nimeros complexos.

Exercicio 270 -

i). Mostre que o simétrico de todo z € C € unico.

ii). Mostre que o reciproco de todo z € C nao nulo € inico.

Vejamos como definir as demais operagoes aritméticas: a subtracao e a divisao.

— Subtracdo de nimeros complexos

Dados z,w € C, a diferenca z —w, se existir, serd caracterizada como o unico v € C,
tal que z = v + w.

Mostremos que ela sempre existe e é dada por v = z —w = z + w', onde w' é o
simétrico de w. Com efeito: v+w=(z+w')+w=2+ (w+w')=2+0= 2.

Na pratica, sendo z = a + bi e w = ¢ + di, temos:

z—w=(a+bi)+(—c—di)=(a—c)+ (b—d)i.

— Divisdo de niimeros complexos

Dados z,w € C, o quociente de z por w, se existir, serd denotado por z/w, e
caracterizado como o tunico v € C, tal que z = vw.

Examinemos as duas possibilidades para w:

— se w # 0, sabemos que ele tem um unico reciproco, w'. Dai, de 1 = ww/,
segue que z = z - ww' = zw' - w, de modo que existe o quociente, e ele vale
z/w=zw';
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—se w = 0, teremos vw = 0, para todo v € C; logo, a relacao z = vw = 0
nunca poderd ser satisfeita quando z # 0; ao contrario, se z = 0, teremos que
0 = z = vw = v - 0 serd satisfeita, mas para infinitas escolhas de v! Conclusao:
quando w = 0, tanto nos casos z # 0, como no caso z = 0, nao existe o
quociente z/w.

Podemos resumir isso tudo dizendo que o quociente de z € C por w € C estard
definido quando, e somente quando, tivermos w # 0, casos em que teremos:

= 2w ! ,

SHRS

de modo que, se z =a+biew=c+di #0:

z a—+ b .
Z_*T%_ bi) -
w  c+di (a + bi) (

c d z)
d+d? A+d2

Na pratica, esse resultado é mais comodo de calcular como:

a+bi  (a+bi)(c—di)
c+di 2+ d? '

O préximo passo é tentar estender a ordem dos ntimeros reais para todos os nimeros
complexos, continuando a ter um corpo ordenado. Nesse sentido, recordemos que
um corpo é considerado corpo ordenado quando nele estiver definida uma ordem
que seja compativel com as operacoes de adicao e multiplicagao. Em particular, a
ordem deve ser preservada na multiplicacao por niimeros positivos.

O teorema a seguir mostra que nosso objetivo é inatingivel em C.

Teorema 9.11 -

E impossivel estender a relagao de ordem < dos numeros reais para
todos os nimeros complexos e de modo a tornar [C,+, X, <] um corpo
ordenado.

Mais precisamente, é impossivel estender a ordem dos nimeros reais
para todos os niumeros de C e isto de modo que ela seja compativel com
a operagao de multiplicagao. Ou seja, é impossivel que a implicagao
sequinte seja sempre verdadeira para numeros complexos:

z2<Zew>0= wz<w.
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Prova:

De fato, suponhamos que tenhamos conseguido estender a conhecida ordem < de
ntmeros reais para todos os numeros complexos, e isso de modo que a ordem con-
tinue compativel com a multiplicacao (agora, de nimeros complexos). Entao, em

particular, comparando 7 e 0, temos duas alternativas possiveis:

— ou 0 <1 (isto é, 7 é positivo)

e entdo, multiplicando ambos os lados de 0 < ¢ por ¢ > 0, terfamos que a
desigualdade nao se altera, pois tal ordem é compativel com a multiplicacao:

0-2<4-7 ousejal < —1,um absurdo;

— oui < 0 (isto é, i é negativo)

e entdo, multiplicando ambos os lados desta desigualdade pelo ntimero —i > 0
(ele tem de ser positivo pois estamos supondo que ¢ < 0), terfamos que a
desigualdade nao se altera, pois tal ordem é compativel com a multiplicacao:

l=i-(—1)<0-(—1) =0, ousejal <0,um absurdo.

Proposicao 9.12 -

As poténcias de i repetem-se periodicamente:

iozl,zlzz P2 =—1 13:—2,1'4:1,25:2 i =—1 27:—1,
Em geral, para cada n > 1 inteiro:
Z'4n — 1’ 7;471—1—1 — Z" Z'4n+2 — 1’ Z'471+3 — i.

Exercicio 271 -

Prove a Proposi¢ao 9.12.

Exercicio 272 -

CQD.

Sem usar o binomio de Newton, determine todos os inteiros n > 1 satisfazendo

(20)" + (1 +4)" +16i = 0.
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Exercicio 273 -

Ao n variar entre os inteiros positivos, quantos sao os diferentes valores da soma
"+ 1/ 7

Exercicio 274 ( PUCRS, 1997 ) -

Determine o produto dos 20 primeiros termos da progressao geométrica de razdao i e
primeiro termo igual a 1.

Proposicao 9.13 -

O campo dos nimeros complexos € fechado para as chamadas operagoes racionais.
Ou seja: para quaisquer polinomios p(X) e q(X) com coeficientes reais ou mesmo
complezos, e para qualquer nimero complexo z, teremos

p(z) cC,

q(z)

desde que seja possivel a divisao (ou seja, q(z) #0.)

Prova:

Como cada um dos polindémios envolve um numero finito de adicées e de multi-
plicagoes, e como soma e produto de nimeros complexos ainda é um ntimero com-
plexo, segue que p(z) e ¢(z) serdo niimeros complexos. Para finalizar a prova, resta
observar que, como ¢(z) # 0, estd bem definida a divisao p(z)/q(z).

CQD.

Exercicio 275 -

FE importante nao banalizarmos o trabalho conceitual que acabamos de desenvolver,
no sentido de parecer imediato que as propriedades das operacoes entre reais conti-
nuarao sendo validas para as operagoes entre complezos.

Para que possamos melhor apreciar a necessidade dessa cautela, consideremos a ideia
de nidmeros duais, os quais sao formados acrescentando ao conjunto dos niumeros
reats um simbolo 0 com o sequinte significado: § ndo € nem zero, nem um numero
real, mas 0> = 0. Assim, o conjunto D dos niimeros duais ¢ definido como o conjunto
das expressoes a+bd , onde a,b € R ; sendo que dois duais a+bd e c+dd sdo iguais
quando, e s6 quando, a = c e b= d. Posto isso, pede-se:

393



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

i). Descobrir como teriamos de definir adigio e multiplicagdo de nimeros duais,
de modo tal que estas operacies verifiquem as propriedades de comutatividade,
associatividade e distributividade.

ii). Mostrar que nenhum nimero dual da forma bd tem inverso. Conclua dai que,
para que possamos fazer a divisdo de numeros duais, nao basta que o divisor
seja diferente de zero.

iii). Mostrar que, por outro lado, se ¢ # 0, sempre serd possivel fazer a divisao de
a+ bd por ¢+ dd. Nesse caso, determine a expressio do respectivo quociente.

A sequir responda: D é um corpo, ou nao?

Exercicio 276 -

Verifique se o conjunto dos numeros duais D introduzido no Ezercicio 275 € fechado
em relagdo s operagoes racionais (compare esta questio com a Proposicio 9.13).

Antes de encerrarmos esta secio, gostariamos de salientar que é bastante frequente
encontrarmos situagoes onde a introducao do cédlculo com nimeros complexos per-
mite estabelecer um resultado que, em seu enunciado, nada tem a ver com ntmeros
complexos. Como exemplo, vejamos trés resultados da Teoria dos Nimeros.

Exercicio 277 -

Cauchy, por volta de 1830, provou que se multiplicarmos dois inteiros que podem ser
escritos como uma soma de quadrados de inteiros, entdo o produto também pode ser
escrito como uma soma de quadrados de inteiros. Simbolica, e mais precisamente:

(a® +b%)(c? + d*) = (ac — bd)? + (ad + cb)?,
onde a,b,c,d sao nimeros inteiros.

Pede-se provar esse resultado a partir do cdlculo dos produtos (a + bi)(c + di) e
(a — bi)(c —di), e a posterior multiplica¢do dos resultados membro a membro.

Exercicio 278 -

Generalizando o resultado anterior, mostre que qualquer produto de somas de qua-
drados ainda € uma soma de quadrados. Mais precisamente: dado um par de listas
de n numeros inteiros ai,as, ... ,ay € by,ba,... , b, , mostre que existem inteiros x
e y tais que

(ai +07) - (a3 +b3) -+ (ap +bp) = 2+ ¢°.

394



Cap.9 Ndmeros complexos

Exercicio 279 -

Karl F. Gauss, por volta de 1830, introduziu o conjunto dos inteiros gaussianos,
o qual é formado pelos numeros complexos da forma a + bi, com a e b inteiros.
O principal uso desses niumeros complexos ocorre no estudo dos nimeros primos.
Por exemplo, eles nos permitem investigar a possibilidade de escrevermos numeros
primos como a soma de dois quadrados. Com efeito, note que os primos da forma
An + 1 - com n natural ndo nulo, tais como 5, 13, 17,... — podem ser fatorados
com, inteiros gaussianos:

5=(1+2i)(1—-2i)=1"+22, 13=(3+2i)(3—2i)=3>+22....

Tendo isso em wvista, pede-se provar que nenhum primo da forma 4An 4+ 3 € a soma
de dois quadrados de inteiros.

9.4 Leitura complementar: a crise da legitimidade dos niimeros com-

plexos

Se por um lado Bombelli resolveu a Crise das Cubicas Irredutiveis, por outro lado o
modo artificioso e algébrico com que introduziu os niimeros complexos acabou pro-
duzindo uma crise ainda maior, que denominaremos Crise da Legitimidade. Com
efeito, como a matemadtica da época era toda fundamentada na Geometria Eucli-
diana, os ntimeros complexos sé poderiam ser legitimamente vistos como um novo
tipo de grandeza se fosse apresentada uma teoria geométrica para eles.

Isso significava dizer que era preciso provar que os nimeros complexos podiam ser
interpretados como objetos geométricos e que — muito importante — era possivel
estender a teoria das proporcoes contida nos Elementos de Euclides para eles.

Em outras palavras, a Crise da Legitimidade pedia muito mais do que achar uma
mera interpretacao geométrica para os niimeros complexos, mesmo que se mostrasse
util na visualizacdo das operacgoes aritméticas com esses, bem como na visualizagao
das solucoes de equacoes e inequacoes. Naquela época era preciso muito mais do
que i8so: era preciso construir uma teoria geométrica para esses numeros!

A dentncia da existéncia de uma crise ocorreu com o préprio Cardano. Imedia-
tamente depois que Bombelli publicou sua Algebra, Cardano, entdo com 72 anos,
reagiu violentamente com um panfleto intitulado Sermo de plus et minus, no qual
ele condenava o uso dos ntmeros complexos. Contudo, a vasta maioria dos ma-
temdticos da época manteve uma atitude de “distancia prudente”. KEssa maioria,
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muito a contragosto, apenas tolerava o uso das grandezas imagindrias e sofisticas
para estabelecer propriedades das grandezas geométricas ou niimeros reais, e torcia
para que esses inconvenientes intermediarios oportunamente fossem “chutados para
a lata de lixo da Histéria”.

A primeira tentativa de resolucao da Crise da Legitimidade ocorreu sé cem anos
depois da Algebra de Bombelli, quando o inglés John Wallis publicou, em 1673, seu
livro De Algebra Tractatus, Historicus e Practicus. Nele, Wallis partiu do procedi-
mento tradicional da construcdo da média proporcional x entre dois segmentos de
medidas a e b, resumido na figura que se segue; esta média z verifica a propor¢ao

a:z=x:b, de modo que sua determinacio equivale a resolver a equacio z> = ab.

ax=xb ou x°=ab

Wallis interpretou a proporcao +1 : z = z : —1 como “dizendo” que v/—1 é a
média proporcional entre +1 e —1, e que /—1 deve ser interpretado como a medida
de um segmento ortogonal a dois segmentos de sentidos opostos e de “medidas”
respectivamente iguais a +1 e —1.

Infelizmente, fracassou redondamente no passo seguinte, o da interpretacao dos
ntimeros imagindrios puros bv/—1, ou bi. Essa interpretacio, que seria ficil hoje,
na época de Wallis era dificultada pela natureza ainda imatura da interpretacao
geométrica dos numeros negativos. Com efeito, em vez de Wallis concluir que os
ntimeros by/—1 podem ser interpretados como medidas de segmentos no eixo de
v/—1 e, entdo, ortogonais ao eixo dos segmentos reais, ele concluiu que eles fariam
um angulo varidvel com este eixo, de acordo com o valor de b. Como consequéncia,
ele nem conseguiu interpretar geometricamente a soma de dois nimeros complexos,
tendo de interromper sua tentativa.

Como veremos, as proximas tentativas de resolucao da crise s6 surgiram cem anos
depois de Wallis, 14 por cerca de 1800. Nesses mais de duzentos anos que se passaram
desde Bombelli, a Crise da Legitimidade acabou aumentando, se desdobrando em
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duas componentes: a componente geométrica, ji caracterizada anteriormente, e a
componente operacional. A crise da legitimidade operacional foi formada a medida
que alguns matematicos mais destemidos, incorporando o uso dos nimeros com-
plexos na base do “ide adiante que a fé aumentard”, passaram a encontrar alguns
resultados paradoxais e contraditérios.

Dentre esses resultados operacionais, o que mais polémicas provocou foi descoberto
em cerca de 1715. Partindo-se de 0 = log1 = log(1?) = log((—1)?), se deduziu
que 0 = 2log(—1), e dai que log(—1) = 0, o que era contraditério com o valor
log(—1) = mi, que se obtém tomando x = 7 na entdo ji conhecida férmula de
Cotes: log(cos z+isenz) = zi. Estava criada a famosa Controvérsia dos Logaritmos
de Numeros Negativos, a qual durou décadas e envolveu grandes matematicos da
época, como G. W. Leibniz, Johann Bernoulli, Jean d’Alembert e Leonhard Euler;
um formidavel elenco de nomes que por si 86 ji é suficiente para mostrar o estado
confuso das ideias acerca de nimeros complexos naquela época.

Mas, ndo apenas operacoes transcendentais produziram paradoxos. Por volta de
1740, d’Alembert, ao trabalhar com radiciacao de ntimeros complexos, muito se
debateu com as igualdades

V6 =/(-2)(-3)
=V-1V2v~=1V3
=iV2iV3
=i’V6 =—6.

Todos esses resultados paradoxais reforcavam a suspeita associada a componente
geométrica da crise. Cada novo resultado paradoxal que surgia funcionava como
uma critica: “Viu? Nao disse que isso nao tem sentido?”.

Componentes da geome’frlca .
Crise da " (solugao: Argand, Francois, Mourey)

e N\, operacional
Legitimidade (solugao: Euler, Riemann, Ohm)

Adiante examinaremos alguns aspectos da componente operacional da Crise da Legi-
timidade, sendo que, por enquanto, nos limitaremos a expor algumas ideias basicas
do trabalho que mais contribuiu para se resolver a componente geométrica dessa
crise. Trata-se de uma pequena monografia de cerca de 80 paginas que o contador
sui¢co Jean Robert Argand publicou em Genebra, em 1806: Fssai sur une maniére
de representer les quantités imaginaires dans les constructions géométriques.
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Em sua monografia, Argand conseguiu estender a tradicional teoria das proporg¢oes
da Geometria Fuclidiana para o que ele chamou de grandezas dirigidas. Essas nada
mais eram do que o que hoje chamamos de vetores complexos e poderiamos cha-
mar de segmentos orientados, sendo que ele explorava a existéncia de uma corres-
pondéncia biunivoca entre estes vetores e os nimeros complexos.

Podemos dizer que a extensdo de Argand foi feita em trés etapas. Ele inicia a
primeira etapa interpretando os niimeros reais como vetores sobre o eixo horizontal,
onde o sentido positivo de orientacdo e a unidade de medida sao dados por um vetor
unitario OU. Os niimeros positivos sao vistos como vetores de mesmo sentido que
OU e os negativos como vetores de sentido oposto a este vetor unitario OU. A seguir,
ele estende a tradicional teoria das proporc¢oes de modo a incluir todos os ntimeros
reais, inclusive os negativos. Em particular, ele da interpretacao para as proporcoes
bésicas +1 : +1 = =1 : —1 e 41 : —1 = —1 : 41, observando que elas seguem
um mesmo padrao: quando os termos extremos (a e d em a : b = ¢ : d) tém sinais
opostos, 0 mesmo ocorre com os termos médios (c e d em a : b =c: d), e quando
os termos extremos tém o mesmo sinal, 0 mesmo ocorre com os termos médios.

Na segunda etapa de seu trabalho, Argand trata de achar uma interpretacdo de /—1
como segmento orientado. Para tal, semelhantemente ao que tinha feito Wallis, ele
inicia observando que a igualdade z? = —1 podia ser interpretada como dizendo
que z é a média proporcional entre +1 e —1, ou seja: +1: 2z =z : —1. A seguir,
ele observa que essa 1ltima proporcao nao obedece ao padrao apresentado, pois os
seus extremos, +1 e —1, tém sinais opostos, enquanto os termos médios, x e x, tém
o mesmo sinal. Logo, é impossivel que = represente a medida de um segmento no
eixo horizontal, dos ntimeros reais. Para resolver o impasse, ele passa para o plano
e interpreta a cldssica construcao euclidiana para determinacao de médias propor-
cionais em termos de segmentos orientados. Relativamente & construgdo mostrada
na figura a seguir, ele afirma que W : O_[> = O_[> : W, pois essa proporcionalidade
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vale tanto em termos dos comprimentos destes vetores quanto em termos de direcoes:
o angulo entre OU e OF é igual ao angulo entre Ol ¢ OU". Evidentemente, ele passa
a considerar o segmento orientado O como a unidade 4 dos nimeros complexos.

Na terceira etapa de sua extensao, Argand inicia mostrando que podemos inserir
tantas médias proporcionais quantas quisermos entre as grandezas dirigidas, o que
equivale a construir direcées de angulos km/2". Feito isso, ele conclui que podemos
indicar qualquer grandeza dirigida como um vetor de origem em O, caracterizado
por seu comprimento e seu angulo com o vetor unitirio horizontal, OU. Isso leva
a duas representacoes de suas grandezas dirigidas, uma corresponde ao que cha-
mamos de representacdo binomial a + b, e a outra corresponde ao que chamamos
de representacio exponencial ou fasorial pe’’ . Finalmente, ele chega ao momento
critico de definir a razao OM : ON entre duas grandezas dirigidas quaisquer, OM e
ON , 0 que ele faz definindo tanto a grandeza ou magnitude desta razao (dada pelo
quociente entre seus comprimentos), como sua direcao (dada pelo dngulo entre O

eO—N>).

Com isso, finalmente, e depois de muito tempo, estava-se em condicoes de falar em
bl bl b)
proporcoes entre grandezas dirigidas, ou niimeros complexos, quaisquer:

OM :ON =0P: 00Q.

Como a monografia de Argand foi impressa as suas préprias custas, ela teve uma
pequenissima tiragem, coisa de menos de cem exemplares. Além disso, Argand
esqueceu-se de colocar seu nome na capa do livro! Nao fosse Jacques Francois,
professor de matematica da Ecole Impérial d ’Artillerie, em Paris, certamente suas
ideias teriam passado desapercebidas pela comunidade. Com efeito, em 1813, quando
Argand ja tinha 50 anos, Francois publicou um trabalho, Nouveauz principes de
Géometrie de position et interpretation géométrique des symboles imaginaires, onde
divulgou as ideias de Argand, apresentou vérias aplicacoes interessantes delas e dizia
que tinha se baseado num livro do qual ndo podia se saber quem era o autor. Como
o trabalho de Francois tinha sido publicado num jornal importante, no mesmo ano
Argand acabou sabendo dele e identificou-se como o tal autor desconhecido, enviando
a este jornal um resumo melhorado de sua monografia. Nos quatro anos seguintes,
publicou na Franca varios outros artigos sobre niimeros complexos, tornando-se um
matematico bastante respeitado.

O toque de acabamento final nessas ideias foi dado por C. V. Mourey, ao publicar,
em 1828, um livro de bastante sucesso, La vrai théorie des quantités négatives et des
quantités prétendues imaginaires. Nesse, Mourey reescreveu as ideias de Argand
de um modo muito mais rigoroso e num estilo bastante semelhante ao que hoje
usamos, inclusive insistindo na defini¢ao estritamente geométrica da soma e produto
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de niimeros complexos, bem como no estudo das propriedades destas operacoes, tais
como sua associatividade, distributividade, etc.

Com isso — bem como com a publicacao de trabalhos menores por Buée, Warren e
outros —, por volta de 1830, o matematico mais respeitado da época, Karl F. Gauss,
achou que, em vez de publicar mais uma justificativa geométrica para os nimeros
complexos, como ele ha varios anos vinha prometendo, nada mais precisava ser feito,
a nao ser proclamar a derrota da Crise da Legitimidade. Assim, em 1831, num muito
importante trabalho, Teoria dos Residuos Quadrdticos, e com todo o peso de sua
autoridade cientifica, Gauss escreveu:

“Fazia muito tempo que as quantidades imagindrias estavam baseadas na ficcao,
ndo sendo plenamente aceitas na Matemadtica e vistas como uma coisa a ser
tolerada; elas estavam longe de ter o mesmo status que as quantidades reais.
Agora nio ha mais justificativa para tal discriminacfo, uma vez que a metafisica
dos numeros imagindrios estd plenamente esclarecida, e que se provou que eles
tém um significado tdo real quanto os nimeros negativos”.

A bem da verdade, di ga-se que a construcao de uma teoria geométrica para o0s
ntmeros complexos, bem de acordo com a tradicdo euclidiana, nao foi a Unica res-
ponsavel pelo término do preconceito que sofriam. Também muito contribuiram
a importancia de varios resultados estabelecidos usando nimeros complexos pelo
préprio Gauss (como o Teorema Fundamental da A]gebra e resultados sobre niimeros
primos), por Niels Abel e Carl Jacobi — acerca das chamadas integrais elipticas —, por
Augustin Cauchy — sobre holomorfia e integracio das funcoes da varidvel complexa —,
bem como a resolucao completa das dificuldades com a avaliacao e manipulacao dos
radicais, logaritmos, exponenciais e fungoes trigonométricas, por Cauchy, Bernhard
Riemann e Martin Ohm.

Enfim, 14 por cerca de 1850, nao havia mais nenhuma didvida sobre a legitimidade
dos nimeros complexos, e estava bem clara sua importancia fundamental no estudo
da Matematica. Em particular, a denominacao original —nimeros sofisticos— foi
totalmente abandonada e substituida pela denominacao atual —niimeros complexos—
que havia sido introduzida por Gauss. Também foi abandonado o costume de se
escrever esses ntiimeros como a + by/—1 em favor da atual notacdo a + bi, que havia
sido introduzida por Euler e adotada por Gauss. Incidentalmente, esta tltima troca
estava motivada pela intencao de se procurar dissociar a no¢ao de niimero complexo
das propriedades operacionais dos radicais. Passou-se a preferir 72 = —1 em vez de

VoIy—T=-1.

Curiosamente, em paralelo com os esfor¢os de Argand e companheiros, estava ocor-

400



Cap.9 Ndmeros complexos

rendo um desenvolvimento extremamente importante para a Matematica em geral,
que acabou mostrando que todo esse trabalho nao era realmente decisivo. Com
efeito, naquela época foram descobertos pelo hungaro Janos Bolyai e pelo russo
Nicholau Lobachevsky os primeiros exemplos de geometrias nao-euclidianas. Inicial-
mente elas foram recebidas com suspeita, dado o carater dominador e exclusivista
que tinha a Geometria Euclidiana. Contudo, em 1868, Eugenio Beltrami provou que
essas novas geometrias eram tao rigorosas e livres de contradicao quanto a Geometria
Euclidiana.

Com isso, 0os matemdticos convenceram-se de que os fundamentos da Matematica
nao podem se resumir as verdades da Geometria Euclidiana. Como decorréncia, a
teoria das proporc¢oes foi abandonada em favor da construcao dos ntimeros reais a
partir dos nimeros racionais, e a dos ntmeros complexos a partir dos reais, como
passou a ser feito por Weierstrass, Dedekind, Méray, Peano, etc.

Para encerrar estas observacoes acerca da dramatica aceitagao dos ntimeros comple-
X08, precisamos mencionar que, em 1813, travou-se uma grande polémica sobre a
melhor maneira de se chegar a uma legitimacao dos ntimeros complexos. De um lado
estavam Argand e Jacques Francois, e do outro estava o matematico francés F. Ser-
vois. Este ultimo acabou iniciando uma campanha em defesa de uma fundamentacgao
estritamente algébrica para os nimeros complexos. Os primeiros resultados sob esse
ponto de vista, curiosamente, foram escritos simultaneamente por Janos Bolyai (em
um outro trabalho, o Responsito, cujo titulo pode ser traduzido do latim como “Con-
sultando” — trata-se de um texto encontrado entre as 14.000 paginas de matemadtica
deixadas sem publicar por Bolyai, e que s6 foi divulgado em 1899, por Stéckel) e
pelo irlandés William Hamilton ( Theory of conjugate functions, or algebraic couples,
publicado no Trans. Irish Academy). Tanto Bolyai quanto Hamilton introduziram
os numeros complexos como pares ordenados de niimeros reais. Seguiu-se um im-
portante trabalho de Augustin Cauchy (publicado em 1847, num livro de grande
sucesso: FEzercises d’Analyse) que tratava os nimeros complexos como classes de
polinémios. Tanto a abordagem de Bolyai-Hamilton como a de Cauchy sao muito
populares, atualmente.

In tempo. E preciso insistir que a ocorréncia do que denominamos Crise da Legi-
timidade dos nimeros complexos estd fortemente ligada aos valores de uma época,
quando a aceitacao e relevancia de qualquer construcao matematica ainda eram
muito dependentes de uma validacao “concreta” desta construcdo. Em outras pa-
lavras, considerava-se que os conceitos e construcoes da Matematica deveriam ser,
indispensavelmente, a “traducao” de fatos observaveis no mundo fisico.
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Com o tempo, esse paradigma matematico acabou tornando-se insustentivel; entre
outras razoes, por ficar cada vez mais evidente, na pratica cientifica, a inviabili-
dade de se dispor de um “mundo real”, tnico, subjacente a qualquer experiéncia
cientifica. Na Matematica do nosso tempo, é considerado preponderantemente o
valor intrinseco de cada problema matemédtico (valor este decidido pela prépria co-
munidade matemédtica) e as pesquisas em Matematica se desenvolvem muito mais
por esta do que por qualquer outra razao.

9.5 Representacdes analiticas dos niimeros complexos

A definicdo dos numeros complexos como objetos do tipo z = a + bi, com a e b
reais, sugere uma correspondéncia ébvia entre esses niimeros e o conjunto de pares
ordenados (a, b) de nimeros reais:

a+ bi «— (a,b). (9.9)

Considerando a relagao de igualdade a que estao submetidos os complexos (a saber:
a+bi=c+di < a=ceb=d), bem como a similar relacdo de igualdade
existente entre pares ordenados, fica evidente que a correspondéncia (9.9) entre C e
R x R é biunivoca. Esse fato permite uma identificacao entre os ntimeros complexos
e o conjunto de pares ordenados de numeros reais, e permite ainda expressar as
operacoes de adicao, multiplicacao, etc. de niimeros complexos em termos de pares
ordenados. Com efeito, tem-se

(a,b) & (¢,d) = (a+ b,c+ d) (9.10)
(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). (9.11)

Exercicio 280 -

i). Certifique-se de que a adi¢cdo e a multiplicagao de pares ordenados de reais, de-
terminadas pela correpondéncia (9.9), sio dadas, de fato, por (9.10) e (9.11).

ii). Por meio da mesma correspondéncia, obtenha a expressio da divisdo de niimeros
complezos na forma de pares ordenados, ou seja, obtenha a expressao de

(a, b)
(c,;d)

quando (c,d) # (0,0).

402



Cap.9 Nidmeros complexos

Os pares ordenados de nimeros reais, com as operacoes de adicao e multiplicacao
definidas anteriormente, permitem uma outra visualizacao dos complexos e de suas
operagoes, constituindo a chamada representacao cartesiana dos ntmeros comple-
x0s. Costuma-se chamar de representacdao binomial a expressao usual z = a + bi
de um nimero complexo. A representacao cartesiana foi introduzida, independente-
mente, por Janos Bolyai e William R. Hamilton, por volta de 1840 e, na verdade,
nao passa de uma “troca de roupagem” da representacao binomial.

A representacido cartesiana nao tem muita utilidade, preferindo-se trabalhar com
a representacao binomial. No entanto, como veremos adiante, ambas se mostram
desajeitadas para a realizacao de muitos cdlculos, tais como os que envolvem radi-
ciacao e potenciacao. Assim, mais do que conveniente, é necessirio termos a mao
representacoes alternativas, como a representacdo trigonométrica ou polar:

z = p(cosf + isenb)
e a representacdo exponenencial ou fasorial:
z= ,oe“9 .

Infelizmente, teremos que deixar para um texto mais avancado o estudo de tais
representacoes alternativas, uma vez que elas necessitam do conhecimento de Tri-
gonometria e da prova de um dos resultados mais importantes da Matematica: o
Teorema de Euler, que afirma

e = cos 0 + isend.
Vale a pena insistir que, ao nos limitarmos ao estudo das formas binomial e car-
tesiana, ficaremos incapazes de resolver muitos problemas bésicos que ocorrem na
prépria teoria dos nimeros complexos, bem como de abordar um sem ntmero de
aplicacoes nas ciéncias e na tecnologia.

Deixamos para discutir a representacdo wvetorial dos ntmeros complexos para a
préoxima secao, pois ela estd relacionada com a representagao geométrica dos mes-
mos.

9.6 Representacdes geométricas dos niimeros complexos

O que segue é uma abordagem basica e rapida dos aspectos mais elementares da
interpretacdo geométrica dos numeros complexos. Iniciaremos com a definicdo de
sistema de coordenadas cartesianas do plano. Para melhor entendé-la, recomenda-
mos que o leitor revise a primeira secao do Capitulo 7.
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Definicao 9.14 -

Um sistema cartesiano de eixos do plano euclidiano (que denotaremos por w) consiste
de dois eizos perpendiculares de m interceptando-se num ponto O, o qual € a origem
de ambos. E tradicional, mas nao obrigatdrio, que a unidade de medida desses eixos
seja a mesma, e que eles tenham uma orientacdo relativa como mostrada na figura
que seque.’

Por plano cartesiano entenderemos o plano euclidiano w, munido de um sistema
cartesiano de eixos.

Todo sistema de eixos determina um sistema de coordenadas cartesianas do plano eu-
clidiano, entendendo-se por isso a seguinte correspodéncia biunivoca entre os pontos
deste plano e o conjunto R X R dos pares ordenados de niimeros reais:

e Dado um ponto P € m, a paralela a § que passa por P intersepta o eixo «
num ponto P',* cuja abscissa (relativamente ao eixo «), a, serd denominada
abscissa de P; por sua vez, a paralela a a que passa por P intersepta o eixo 3
num ponto P”, cuja abscissa (relativamente a (3), b, sera denominada ordenada
de P. Desse modo, a cada ponto P € 7, associamos univocamente um par
ordenado de niimeros reais: (a,b) € R x R. Os nimeros a e b sao denominados
coordenadas cartesianas de P .

*Note que, para fazer o eixo a coincidir com 3, precisamos girar o de 90° no sentido anti horario,
ou sentido trigonométrico positivo, por isso dizemos que temos um sistema de eixos com orientagao
positiva; nada impede, contudo, que considerassemos um sistema com orientagdo negativa: ou seja,
« tendo de girar 90° no sentido horario, para coincidir com /3.

3Quem garante a existéncia dessa interseccio ¢ a continuidade do plano euclidiano.
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e Reciprocamente, dado um par (a,b) € R x R, usando o Teorema Fundamental
da Geometria Analitica, localizamos um ponto P’ € «, cuja abscissa (rela-
tivamente ao eixo «) seja a, e localizamos um ponto P’ € [, cuja abscissa
(relativamente a (3) seja b. A perpendicular a « que passa por P’ e a per-
pendicular a 3 que passa por P interceptam-se num tinico ponto P do plano
euclidiano. Costuma-se escrever P = P(a,b).

Devido a existéncia dessa correspondéncia, o eixo a de um sistema cartesiano de
eixos é denominado eixo das abscissas, e J eixo das ordenadas.

O resultado que segue resume essas consideracoes.

Teorema 9.15 ( Teorema Fundamental da Geometria Analitica Plana ) -

Todo sistema cartesiano de eizos determina uma correspondéncia biunivoca entre
(o conjunto dos pontos do plano cartesiano) e R x R (o conjunto dos pares ordenados
de nimeros reais):

sist.eixos
—

RxR.

Feitas essas preliminares, voltemos aos nimeros complexos e tratemos de interpreta-
los geométricamente.

Definicao 9.16 -

A representacido pontual de um nimero complexo, a + bi, é o ponto do plano carte-
siano que tem coordenadas (a,b) .

Observacao 9.17 -

Observe que essa representacao pontual depende, crucialmente, da escolha de um sis-
tema cartesiano de eizos no plano euclidiano. Para que possamos nos lembrar dessa
escolha, sempre que estivermos trabalhando com nimeros complexos, passaremos a
denominar o plano cartesiano de plano de Argand.*

Com o conceito de representacao pontual, podemos reescrever o tltimo teorema:

*A associacao com o nome de Argand serve apenas para ressaltar que estamos no contexto de
nimeros complexos. Em seus trabalhos, Argand nunca usou coordenadas cartesianas.
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Teorema 9.18 -

Se a cada nimero complexo a+ bi associarmos sua representacdo pontual (a,b), es-
tabeleceremos uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto C dos nimeros com-
plexos e o plano de Argand.

Definicao 9.19 -

O eizo das abscissas do plano de Argand é denominado eixo real deste plano, e o
eizo das ordenadas é denominado eixo dos imagindrios puros.

Observacao 9.20 -

Formalmente, temos as sequintes associagoes:
a+bi € C+— (a,b) e RxR+— P = P(a,b) € Argand.

Contudo, embora a + bi, (a,b) e P(a,b) sejam objetos matemdticos bem distintos
—um numero, um par e um ponto—, as correspondéncias biunivocas envolvidas permi-
tem identificd-los, o que é uma prdtica comum, pois torna o trabalho mais simples,
menos “pesado”.

Essa identificacdo foi usada na figura a sequir, a esquerda, para representar pontual-
mente os numeros 4 + 21 e —2 + 41 ; na figura a direita, temos uma notagao mais
precisa, indicando que A é o ponto representando 4 + 2i, e B o ponto associado a
—2441.

244 e B(-2+4i)® A(4+2 i)
-

1—#2 i
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Resumo

— Planos que consideramos:

e plano euclidiano

e plano cartesiano
= plano euclidiano + sistema de coordenadas cartesianas

e plano de Argand
= plano euclidiano + sistema de coordenadas cartesianas + iden-
tificacao pontual dos niimeros complexos.

— Correspondéncias biunivocas que consideramos:

a+bie€C+—(a,b) e RxR+— P = P(a,b) € Argand.

Passemos a uma segunda interpretacao geométrica muito utilizada dos ntimeros com-
plexos, a chamada representacdo vetorial. A mesma estabelecerd uma biunivocidade
entre os nimeros complexos e os vetores do plano de Argand. Para tal, iniciaremos
recordando o conceito de vetor do plano.

Indiquemos por O a origem do sistema de coordenadas do plano de Argand. Dado
qualquer ponto P desse plano:

e caso P # O, escolhendo como sentido de percurso do segmento de reta OP o
que vai de O para P, o segmento orientado resultante é o que chamamos de
vetor de extremidade P, e que denotamos por (73;

e caso P = O, o segmento de reta OPF se reduz ao ponto O e, por extensao, é
dito determinar o vetor nulo do plano, o qual é denotado por OO .

O médulo do vetor O—P> é o comprimento do segmento de reta OP, e é denotado por
|(ﬁ’| . Evidentemente, o vetor nulo tem médulo zero: |@| =0.

Definicao 9.21 -

Indiquemos por O a origem do sistema de coordenadas do plano de Argand. Para
cada nimero complexo z = a+bi, indiquemos por Z = (a,b) o correspondente ponto
no plano de Argand. Dizemos que o vetor OZ é a representacdo vetorial do nimero
complexo z .
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As figuras apresentadas a seguir resumem e comparam os dois tipos de representacao
geométrica dos niimeros complexos que introduzimos:

&ixo de ordenadas elxo imaginario
(a,b) a+bi
b —T i
bi
a oo de abscissas a eixo real
representacao pontual representacao vetorial

Definicao 9.22 -

O médulo do nimero complexo z é denotado por |z|, e definido como sendo o mddulo
do vetor complexo que o representa.

Teorema 9.23 -

O mddulo do nimero complexo z = a + bi € dado por

|zl = Va? + b?,

0 que pode ser reescrito como

2] = /(Re2)2 + (Im 2)2.

Prova:

E uma imediata aplicacio do Teorema de Pitagoras (veja figura a seguir).  CQD.

sk
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Exercicio 281 -

Mostre que o modulo de um numero real visto como nimero complexo coincide com
o wvalor absoluto deste nimero. (Isto justifica utilizarmos a mesma notagdo para
valor absoluto e maddulo.)

Observacao 9.24 -

Como |i| = 1, fica justificada a demominac¢do unidade imagindria introduzida por
Gauss em 1831, no seu historico trabalho Teoria dos Residuos Quadrdticos.

Exercicio 282 -

Mostre que, para cada nimero complexo z, tem-se:

i). |z| =0, quando, e sé quando, z =0;
i1). |Rez| < |z|, e a igualdade vale quando, e sé quando, z for real;

ii). |Imz| < |z|, e a igualdade vale quando, e sé quando, z for imagindrio puro.

Exemplo 9.25 -

Nas mais diversas disciplinas, é muito importante o conjunto
U={z€C, |z| =1}

dos numeros complexos de mddulo unitdrio. Infelizmente, sua importancia sé pode
ser melhor explicitada quando temos em mdos a representacao trigonométrica dos
numeros complexos. A representacdao pontual dos elementos do conjunto U consiste
do circulo unitdrio centrado em O . Por sua vez, a representacao vetorial dos ele-
mentos de U consiste de todos os vetores complexos de comprimento um. Confira
nas figuras a sequir.

representacdo

pontual vetorial

dos numeros complexos unitarios
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Proposicao 9.26 -
Sendo z e w dois niumeros complexos, entdo:
i). |zw| = |z||w|;
ii). se w é ndo nulo,
|
|

Para (i).

Adiante, com a nog¢ao de conjugado de um nimero complexo, poderemos dar uma
prova mais rapida e simples para essa igualdade. No momento, temos que nos limitar
ao uso da definicdo de mddulo e explorar o fato de que basta mostrar que

|zw]? = [2f*|w]?,

uma vez que todos os fatores envolvidos sdo niimeros positivos. Ora, sendo z = a+b:
e w = c+ di, temos

zw = (ac — bd) + (ad + be)i,

e entao
lzw|? = (ac — bd)? + (ad + be)?
a?c? — 2abed + b*d* 4 a*d* + 2abed + b*c?
= a*(c + d?) + b*(c* + d?)
= (a® + b*)(* + d*)
= [2[*|w]?.
Para (ii).
Como podemos escrever z = w(z/w), por (i) segue que
z
ol = | 2]
logo
Iz
wl

CQD.
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9.7 Interpretacio geométrica da adicdo e da multiplicacio de niimeros

complexos

Comecaremos definindo a adicao de vetores, o que é assunto bem familiar para quem
ja estudou a composicao de forcas em Fisica:

Definicao 9.27 -

A soma de dois vetores complexos, OA cOB , € 0 vetor denotado por OC = (ﬂ+ OB ,
e determinado deslocando paralelamente @, de modo que sua origem venha coin-
cidir com a extremidade A de OA; o ponto C é a extremidade do vetor deslocado.
Nos casos em que m e @ nao sao colineares, também podemos ver O? como
determinado pela diagonal do paralelogramo que tem como lados os segmentos O A
e OB, conforme a figura a sequir.

OA+0B=0C

Teorema 9.28 -

A adicao de nimeros complexos corresponde a adi¢cdo dos vetores complexos asso-
ciados a esses numeros. Mais precisamente: dados quaisquer dois numeros comple-
z0s z e w, a soma z + w tem como representacao vetorial o vetor OC', dado por

m = (ﬁ+ @, onde (ﬁ € a representacao vetorial de z , e @ € a representacao
vetorial de w.

Prova:

Sendo z = a; + b1t € w = ag + by, temos a seguir uma demonstracdo geométrica

dividida em casos, cada um deles ilustrado por uma figura e que sio complemen-
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tados pelo Exercicio 283. Pede-se ao leitor completar a demonstracao por meio da
resolucao deste exercicio.

- Caso 1: todas as componentes sao positivas.

léﬂl

a c
b,

o0
=k
1]
e

(]

O o
+ +
MU-U

— Caso 2: ay e ao tém sinais contrarios, mas by e by tém mesmo sinal

b,
b,
b,
a, b

d=a,-(-a,)

— Caso 3: ay e ao, bem como by e by, tém sinais contrarios.
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M

A prova ficard completa com resolucio do exercicio a seguir, que complementa todos
o0s casos considerados aqui.

CQD.

Exercicio 283 -

i).

Provar que z + w tem como representagao vetorial OZ% = O;i + OE’> , para oS
demais casos em que os pares de nimeros (ai,a2) e (by,bs) sdo formados por
pares de mesmo sinal.

. Provar que z + w tem como representag¢dao vetorial (ﬁ = m + O—ﬁ, para oS

demais casos em que os pares de nimeros (a1,a9) e (by,by) sao tais que um
par € formado por niumeros de mesmo sinal, e o outro € formado por numeros
de sinais contrdrios.

Provar que z +w tem como representagao vetorial OZ% = O;i + OE’> , para os
demais casos em que os pares de nimeros (a1,a2) e (by,by) sdo formados por
numeros de sinais contrdarios.

. Provar que z + w tem como representacdo vetorial (ﬁ = m + @, para o

caso em que alguma coordenada € nula.

. Provar que z + w tem como representacdo vetorial (ﬁ = m + @, para o

caso em que algum dos vetores (ou ambos) € nulo.

. Provar que z + w tem como representacdo vetorial (ﬁ = m + @, para o

caso em que os vetores OA e OB sdo colineares.
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Observacao 9.29 -

Pelo Teorema anterior, costuma-se dizer que a correspondéncia biunivoca entre C
e o conjunto dos wvetores complexos preserva somas. Ou seja, a identificacdo de
nimeros de C com vetores complezos faz com que a soma de dois nimeros complezos
corresponda precisamente a soma dos vetores associados a tais numeros.

Exercicio 284 -

Usando que a diferenga entre dois complexos pode ser vista como uma soma (com
efeito, z —w = z + (—w)), e que —OZ denota o vetor complezo de mesma dire¢ao
e modulo que OZ, mas com sentido oposto, pede-se interpretar geometricamente a
diferenca entre dois numeros complezxos.

Faca uma figura onde sejam representadas tanto a soma como a diferenca de dois
numeros complexos dados.

Exercicio 285 -

Dados dois nimeros complezxos, z e w , indiquemos por Wi e por O—ﬁ suas respectivas
representagoes vetoriais. Como jd sabemos, sendo OC = OA+ OB, a diagonal OC
do paralelogramo OACB tem comprimento igual a |z + w|. Como complementacao
a esse fato, pede-se:

i). mostrar que a outra diagonal do paralelogramo, o segmento de extremos A e
B, tem comprimento igual a |z — w| = |OA — OB|;

ii). concluir que o mimero real |z —w| pode ser interpretado como a distancia entre
as representacdoes pontuais de z e w .

Exercicio 286 -

Represente no plano de Argand o conjunto dos numeros complexos z verificando
z—i| = 2.

Exercicio 287 -

Represente no plano de Argand o conjunto AN B, onde A € o conjunto dos numeros
complezos z tais que |z — 1] < 3, e B € o conjunto dos nimeros complexos z tais
que |z — 2i| < 2.
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Proposicao 9.30 ( Desigualdade do Triangulo ) -
Para quaisquer z,w € C:

|2+ w| < 2] + [w].

Prova 1 (geométrica, para o caso de vetores de dire¢bes distintas):

podemos considerar esse resultado como ébvio, na medida em que |z|, |w| e |z + w|
podem ser vistos como as medidas dos lados de um triangulo e, num triangulo, a
soma dos comprimentos de dois lados é sempre maior ou igual do que o comprimento

do terceiro lado. CQD

Prova 2 (algébrica):

como |z + w|, |z| e |w| sdo nimeros positivos, basta mostrarmos que |z + w|? <
(|z| + |w])?, ou seja: |z + w|? < |z|2 + 2|z]|w| + |w|?. Ora, escrevendo z = a + bi e
w = ¢ + di, essa desigualdade equivale a:

(@a+c)?+(b+d)? < (@@+0)+2Va®+ 2V + 2 + (& +d?),

que por sua vez equivale a

ac+bd < v/(a? + b2)(2 + d?). (9.12)

Como ac + bd < |ac + bd| , se mostrarmos que

|lac + bd| < /(a2 + b2)(c2 + d?), (9.13)
teremos também (9.12). Ora,

0 < (ad — be)? = a®d* — 2abed + b2,

logo
2abed < a’d® + b2c?,
portanto
a’c? + 2abed + b2? < a®P + a*d? + VP + VP2,
ou
(ac + bd)? < (a® + %) (% + d?),
que é a desigualdade (9.13), reescrita. CQD
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Observacao 9.31 -

E importante ressaltar que um dado enunciado matemadtico pode ser melhor enten-
dido quando enfocado sob diferentes pontos de vista. Além disso, essa variedade de
enfoques pode nos levar a conceber diversas demonstragoes para o enunciado, umas
mais simples ou mais elucidativas, do que outras. Reflita sobre essas observagoes
considerando a proposi¢do anterior.

— Interpretacao geométrica da multiplicacao de niimeros complexos

Esta interpretacao é bem menos simples e natural que a da adicao. Com efeito,
a dificuldade de se concebé-la foi uma das causas da demora da legitimacao dos
numeros complexos.

A representacdo geométrica da multiplicacao de nimeros complexos que mostrare-
mos a seguir é devida a Argand, e consiste numa multiplicacio vetorial.® Para que
fique mais ficil entendermos o que serd feito, tomaremos alguns casos particulares
faceis e naturais de interpretar. Iniciamos com o caso mais simples de todos, onde
um dos fatores do produto é um ntimero real.

Exercicio 288 -

Inicialmente, apresente a representacao vetorial dos nimeros complexos z e rz, nos
sequintes casos de r real:

i). quando r =2

ii). quando r = 1/2
iii). quando r = —3.

Como vocé descreveria a representacdo vetorial do nimero complexo rz, no caso de
r real qualquer?

Prossigamos, vendo o caso particular da representacdo de iz, para varios casos de z
complexo.

*Nesse sentido, é importante alertarmos os leitores, principalmente aqueles que ji estudaram
Geometria Analitica, que a multiplicacdo vetorial que veremos aqui ndo é nenhuma das multi-
plicacdes vetoriais usuais (multiplicacio escalar % - @ e multiplicacio vetorial @ x @). Em
particular, o leitor ndo deve ficar surpreso em saber que existem outrar maneiras de se definir

multiplicacdo vetorial além das conhecidas @ - @ e @ x ¥ .
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Exercicio 289 -

Apresente a representacdao vetorial dos miumeros complexos i, z e iz para vdrias
escolhas de z.

O exercicio a seguir apresenta uma propriedade geométrica comum nas representacoes
vetoriais dos nimeros z, 7 € iz.

Exercicio 290 -

Sejam O—(}, (ﬁ, (ﬁ e (ﬁ representacoes vetoriais de 1, 1, z e iz, respectivamente,
e suponha que z € tal que OBC é um triangulo. O que vocé pode afirmar sobre os
triangulos OUA e OBC?

A propriedade apresentada no tltimo exercicio vale sempre, e nos permite interpretar
geometricamente a multiplicacdo de niimeros complexos. Confira:

Exercicio 291 -

Sejam z e w nimeros complexos, com z nao real, e sejam Oi?, 027 O§ e Oi? as
representagoes vetoriais de 1, z, w e zw, respectivamente. Prove que os triangulos
OUA e OBC sao semelhantes.

OA.0B=0C

Exercicio 292 -

Dado um numero complexo z ndo nulo, apresente a representacao pontual de todos
0s numeros 1"z, onde n > 1 é um inteiro.
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Exercicio 293 -

Dado um nimero complexo w, nao real, apresente a representacao vetorial do nimero
complezo 1/w.

Exercicio 294 -

Ezxplorando a identidade

dar uma interpretacao geométrica para a divisao dos numeros compleros z e w.

Observacao 9.32 -

Quando for conhecida a representacao trigonométrica dos niumeros complexos, po-
deremos dar uma interpretacao geométrica alternativa para o produto, interpretacdo
esta que € mais simples e bem mais utilizada. (Infelizmente, questoes trigonométricas
terdao de ser deizadas para um outro livro.)

9.8 Conjugado de um niimero complexo

A nocao de conjugado de um niimero complexo é tao ttil que jé foi explorada pelo
préprio Bombelli. No que segue, observe, em particular, como ela nos permite
simplificar o trabalho de divisdao de ntmeros complexos. Num préximo capitulo,
também veremos sua utilidade na enumeracao das raizes de equacoes polinomiais.

Definicao 9.33 -

O conjugado de um nimero complexo, z = a + bi, € o numero a — bi .
O conjugado de z é denotado por Z.

A figura que segue indica a representacao pontual do conjungado de z.
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|

Proposicao 9.34 -

Um nidmero complexo € igual ao seu conjugado se, e sd se, ele for um nimero real.

Prova:

a+bi=a—bi < b=—-b<= b=0.
CQD.
Proposicao 9.35 -

A operagao de conjugacao de complezxos (isto €, de tomar o conjugado de um nimero
complezxo) é uma operacdo involutiva, isto é:

z=2z,VzeC.
Exercicio 295 -

Prove a Proposicio 9.35.

Definicao 9.36 -

Por nimeros conjugados entendemos quaisquer dois numeros complezos, tais que um
deles € igual ao conjugado do outro.

Proposicao 9.37 -

Para cada numero complezo z, temos

z2+z zZ—Z
e Imz =

Rez =
ez 2 5
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Prova:

Basta calcular z +Z, usando z = a + bs. CQD.

Exercicio 296 -

Prove em detalhe a Proposi¢ao 9.37.

Proposicao 9.38 (Propriedades bdsicas da conjugacao) -
A operagao de conjugagdo é:

i). aditiva: z+w=z+w (Vz,we C);

ii). subtrativa: z—w=zZ—w (Vz,w € C);

iii). multiplicativa: z-w =%z -w (Vz,w € C);

w). divisiva: z/w =%/ (Vz,w € C, com w # 0).

Prova:

Os quatro casos tém uma demonstracao semelhante. Por exemplo, no caso da multi-
plicacao, partimos de z = a+bi e w = c+ di, e com essas representagoes calculamos
z - w e depois o resultado Z=w; a seguir, calculamos Z-w = (a — bi) - (¢ — di) e
verificamos que o resultado obtido coincide com o primeiro.

CQD.

Exercicio 297 -

Prove a Proposicdo 9.38 em detalhe.

Exercicio 298 -

Sendo z complexo, prove que para todos os n inteiros positivos:

Qual o resultado correspondente para n inteiro negativo?
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Corolario 9.39 -

Seja p(X) um polinomio com coeficientes reais. Entdo, para cada nimero complexo
z, temos:

p(z) = p(2).

Prova:

Seja p(X) = ap X" + ...+ asX? + a1 X + ag, onde os coeficientes sdo niimeros reais.
Dado um z € C, temos sucessivamente, pelos resultados anteriores:

p(z) =apz" + ...+ a22? + a1z + ag

="+ ...+ w2 +az+ag [propr. aditiva]
=@+ ...+ @ +arz+ag [propr. multiplicatival
=Gz "+ ...+ wZi+az+a [Ezerc. 298]

=apZ" + ...+ @z + a7+ ag [coefic. reais]

=p(2).

CQD.

Corolario 9.40 -

Seja p(X) um polinomio com coeficientes reais. Um nimero complezo a + bi é raiz
da equacao p(x) =0 se, e s6 se, o conjugado a — bi também for raiz desta equagao.
Ou seja:

p(z) =0 < p(z) = 0.

Exercicio 299 -
Mostre, por substituicao direta, que a equac¢ao polinomial
2?4+ (2 —3)z+5—-i=0

admite z =1+1 e z = 2 — 31 como raizes, mas nao admite seus conjugados como
raizes. Compare essa conclusao com a do coroldrio anterior.

Exercicio 300 -

Seja p(X) um polinomio com coeficientes reais. Dado z = a + bi, com a e b reais,
escrevamos o valor de p(a -+ bi) em termos de sua parte real e sua parte imagindria,
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ou seja:
pla+bi) =u+iv,
onde u e v sdo reais. Prove que

pla—bi) =u—iv.

Exercicio 301 -

Prove que o produto z -Z de um numero complexo por seu conjugado é um niumero
real, enquanto que o produto z-w pode ndo ser real, se z e w forem niumeros complexos
quaisquer.

Exercicio 302 -
Mostre que, para quaisquer z,w € C:
|z +w|? = |2 + |w? +2Re(2@) e |z —w/?=|z]> + |w|* — 2Re(2w).

Na prética, é muito usada a seguinte versao do Exercicio 301:

Teorema 9.41 (Teorema do produto de conjugados) -

Para cada z € C temos: z-%Z = |z|?.

Exercicio 303 -

Prove o Teorema 9.41.

Corolario 9.42 -

Sendo a,b,c e d reais, z=a+bi, ew =c+di #0, temos:

atbi z zw _ (a+bi)(c—di)

c+di  w  |w? c? 4+ d?

Prova:

O crucial é observar que

CQD.

422



Cap.9 Nidmeros complexos

Exercicio 304 Qual a utilidade do resultado estabelecido nesse coroldrio? Apre-
sente alguns exemplos que comprovem tal utilidade.

Corolario 9.43 -

Dado z € C nao nulo, tem-se

Prova:

imediata do corolario anterior. CQD.

Exercicio 305 -

Refaga o Ezxercicio 293, agora utilizando o ltimo coroldrio.

Corolario 9.44 -

Dado z € C de mddulo unitdrio, tem-se

I _
-=Z.
z
Prova:
basta aplicar o ultimo coroldrio, usando que |z| = 1. CQD.

Exercicio 306 -

Nas figuras a seguir, o circulo desenhado é o circulo unitdrio. Pede-se mostrar que
todas elas sao representagoes geométricas incorretas de w = 1/z. Feito isso, desenhe
as representagoes corretas.

423



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

Exercicio 307 -

Usando o teorema do produto de conjugados, mostre que
2wl =z - w].

Compare sua demonstragao com a feita na Proposi¢do 9.26.

Observacao 9.45 -

Uma utilidade do teorema do produto de conjugados € nos permitir afirmar que o
produto zZ € um numero real, e até mesmo ndo negativo. Contudo, em geral, um
produto z1z3 pode nao ser real, conforme mostrado no Ezercicio 301.

Exercicio 308 -

Usando o teorema do produto de conjugados, descreva o conjunto de niumeros com-
plexos z que satisfazem

z—3
< 2.
z+3‘
Exercicio 309 -
Mostre que
|z —w| =1 -Zuw|,

sempre que z,w € C satisfizerem ao menos uma das condigdes |z| =1 e |lw| =1.

Exercicio 310 -

Sendo x,y reais e z = x + 1y, pede-se
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i). reescrever a equagdo 2x +y =15 como uma equac¢dao envolvendo apenas z € Z ;

i1). mostrar que a equagao de qualquer circulo do plano pode ser reescrita como
azZ+ Bz +BZ+c=0,

para convenientes a,c € R, e g € C.

9.9 Operacio de radiciacio com niimeros complexos

A extensdo das operagoes aritméticas (adicao, multiplicacio, subtracao e divisao) dos
nimeros reais para os numeros complexos nao trouxe nenhuma novidade algébrica.
A tnica restricao operatoria encontrada até o momento foi a divisao por zero, que
ocorre em qualquer campo numérico. Essas semelhancas operatérias poderiam nos
levar a esperar que é igualmente ficil estender a operacao de radiciagao para os
nimeros complexos. A seguir, veremos que isso estd longe de ser verdade. Com
efeito, embora nao existam maiores dificuldades na extensao da operacao de extracao
de raizes quadradas, a definicdo de raizes de ordem maior ou igual a 3, no campo
dos complexos, é um problema invidvel de ser resolvido em contexto puramente
algébrico.

— Calculo das raizes quadradas de um nimero complexo

Veremos a seguir que, trabalhando com a representacdo binomial, ndo teremos gran-
des dificuldades em calcular as raizes quadradas complexas de qualquer nimero
complexo dado e, em particular, de reais negativos.

Teorema 9.46 -

Todo nimero complexo admite pelo menos uma raiz quadrada que € um niumero
complexo. Mais precisamente: para cada w € C, existe pelo menos um z € C, tal

que 2> =w.

Prova:

Escrevamos w como w = a + bi. Se indicarmos z por z = z + 4y, com = e y a
determinar, podemos transformar a equacio complexa 22 = w em duas equacoes

reais, da seguinte forma:

P=w = (r+yi)’=a+bi <= z?—y*+22yi=a+bi,
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ou seja:
Jz € C,tal que 2> =w <= 3z,y € R tais que z° —y?’ =a e 22y = b.
Assim, precisamos provar que o sistema de equacoes
22—y’ =a
2zy = b
tem solugao em R; apds encontra-las, teremos garantido que z = x + iy é tal que
22=a+bi=w.
Passamos entao a considerar dois casos: w real, ou nao real.

— Caso 1: w é um numero real.

Neste caso, b = 0, e o sistema se resume a

22—y’ =a
{ Yoy = 0. (9.14)

Pela segunda equacao deduzimos que, se tal sistema tiver solugao, entao x = 0 ou
y = 0. Dali, comparando com a primeira equacao:

a>0=>y=0=>z=*xVaey=0=z=z+yi=+\/a
a<0=rx=0=2y=2yV/—a=2=2+yi==xiv/—a
a=0=2=y’=22=0=y=>z2z=2+yi=0+0i.

E ficil agora comprovar que de fato todos esses candidatos sdo efetivamente solugoes
do sistema (9.14); podendo-se concluir, entao, que sempre existe pelo menos uma
solucio complexa para a equacio 2>
existindo exatamente duas quando w for um niimero real nao nulo.

= w, no caso em que w € um numero real, e

— Caso 2: w nao é um nuimero real, isto é, b # 0.

Neste caso, se o sistema
22—y’ =a
2zy =b

tiver solucdo, a segunda equacdo mostra que necessariamente z # 0 e y # 0. Ade-
mais, da primeira equac¢ao obtemos

P —yP=a=1t=a+y’ = 228 =a+2* +y =a+ |2,
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Mas, se esse sistema tiver solucio, entdao z = = + yi é tal que 22 = w logo |z|> =
|lw| = Va? + b%, de modo que z e y serao solugoes do sistema

222 = a + Va2 + b2
2zy =b.

Resolvendo esse sistema, obtemos:

a++Va2+ b2
2

b b
y== ==+ :
9\/erVet 2 a+Va? + 1

r ==+

sendo z e y de mesmo sinal se b > 0, e de sinais opostos se b < 0.

(Note que, mesmo que a seja negativo, o niimero a + va? + b? sempre serd estrita-
mente positivo, pois

b0
Va? +b? i Va2 =|a| = a+ Va2 +b>>a+al 20.)

Concluimos assim que, quando w nao é real, s6 existem dois candidatos a solucoes
para a equacio z° = w:

a+\/a2+b2+i b
2 V2vVa+ Va2 + b2

Afirmamos que ambos sao efetivamente solugoes dessa equacdo. Com efeito, em
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qualquer caso, fazendo d = v a + Va2 + b? para facilitar a escrita, temos:

22 = (i —|—ii>2
V2 dv2
() = ()
V2 dv2 V2V2d
a+ Va2 + b2 b2

- + bi
2 2(a+\/m)
2
(a+ Ve +27) 12
= + bi
2(a+\/a2+b2)
_a2+2a\/a2+62+a2+b2—b2+bi

2(a+\/m)
:a2+2a\/m+bi
(a+ V> +2?)

2a<a+\/m)

2<a+\/m)

o que completa a demonstracao do teorema. CQD.

+bi=a+bi=w,

Resumamos os resultados importantes dessa demonstracao:

Corolario 9.47 -

2

Sew=a+0bi e z” =w, entao:

e 2=0+0¢, sew=0+401:;
e z=++/a,sew=a+0i coma>0;
e 2 =+iya, sew=a+0i coma<O0;

° z::i:( atVarib? 4

b _ .
2 ﬂ\/a_i_\/az_i_bZ),Sew—a—i-bzcomb;,é()'

Exercicio 311 -

Determine todos os possiveis z € C, tais que 2> = 1 + 2i. Faca isso de duas
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maneiras:

i). utilizando diretamente as formulas do coroldrio anterior;

i1). particularizando o raciocinio da demonstra¢ao do teorema anterior para o caso
w=14 2.

Observacao 9.48 -

O cdlculo da raiz de grau > 3 de um niumero complexo € praticamente invidvel de
ser feito usando a representacdo binomial. Para se convencer da imensa dificuldade
envolvida, o leitor estd convidado a tentar resolver o sistema de duas equagoes nas
mcognitas x e y provenientes da equacao

(z +iy)® =a+bi.

Tendo aprendido a calcular todos os possiveis niimeros complexos, cujo quadrado é
um numero complexo dado, é natural procurarmos usar isto para calcular todas as
solucdes de qualquer equacao polinomial do segundo grau e com coeficientes comple-
xos. O exercicio a seguir mostra que a formula de Bhaskara continua valida nesses
Casos.

Exercicio 312 -

Prove que a equacdo quadrdtica geral de coeficientes complexos, az? + bz + ¢ = 0
admite

i). exatamente uma solu¢io quando b> — 4ac =0, a saber: —b/2a ;
ii). exatamente duas solu¢ies quando b*> — dac # 0, a saber:
—b+w —b—w
_— e _—
2a 2a
(onde w é um nimero complezo cujo quadrado é b* — 4dac ).

i11). Confirme que as duas expressoes de (ii) ddo as solu¢ées da equagio, qualquer
que seja a escolha que se faca para w .

Passemos a tratar do calculo da raiz quadrada de niimeros complexos. Para isso,
iniciemos recordando que, quando estudamos os numeros reais, introduzimos um
simbolo (a raiz quadrada aritmética ou principal) que nos permitiu representar al-
gebricamente todas as eventuais raizes quadradas de um dado ntimero real. Recor-
demos brevemente o que 14 foi feito.
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e A raiz quadrada aritmética ou principal é definida para todos os niimeros reais
x > 0, e é caracterizada como sendo o tinico niimero real y > 0, tal que y? = .
Notagdo: y = /z.

e O nimero real z = 0 tem exatamente uma raiz quadrada, e ela é dada por
y = V0.

e Cada nimero real x > 0 tem exatamente duas raizes quadradas, e elas sao
dadas por y = +v/z e y = —/x.

e Nenhum nimero real x < 0 tem raiz quadrada.

Vejamos como adaptar esses resultados para o caso das raizes quadradas de ntimeros
complexos. Iniciamos observando que, uma vez que C nao é um corpo ordenado, nao
faz sentido falarmos em “ntimero complexo positivo” e nem em “ntimero complexo
negativo”. Contudo, o que realmente precisamos é ter um critério de escolha tinica
da raiz quadrada. Isso, a rigor, ja foi feito no caso w € R. Com efeito, nesse caso,
Vw é o0 tnico real do semi-eixo [0, +00) , cujo quadrado vale w. De modo que nossa
questao é: quando w € C, serd possivel adotar um critério semelhante, escolhendo
uma regido do plano de Argand na qual um tinico valor de z verifique 22 = w ?

A partir do Coroldrio 9.47, vemos que é sempre possivel encontrar uma solucio z
com Rez > 0. No entanto, para nossos fins, a existéncia nao é bastante, precisamos
também ter unicidade. Ora, o inico caso em que nao temos unicidade satisfazendo
essa condic¢ao é quando w for um real negativo, situagao que nos leva a duas solucoes
que sdo imagindrios puros: iv/—w e —iy/—w. Logo, para termos unicidade, tudo o
que precisamos fazer é cortar da regiao Rez > 0, por exemplo, os z € C verificando,
simultaneamente, Rez = 0 e Imz < 0. Em termos concretos, temos o seguinte
resultado:

Teorema 9.49 -
Definindo

P={2z€C|Rez>0}U{z€C|/Rez=0¢ Imz >0},

temos que, para todo numero complexo w, existe um unico numero com-
plexo z € P, verificando 2> = w .
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Rez> 0O

existéncia existéncia
e unicidade
Definicao 9.50 -
Para cada w € C, o simbolo \/w denota a tinica solu¢io z da equacio z° = w que

pertence ao conjunto P ; solucao esta que é denominada determinacdo principal da
raiz quadrada de w ou raiz quadrada principal de w .

Exercicio 313 -

Mostre que {z € Clz =a+ 0i,a >0} C P.

Ademais, verifique que a determina¢do principal da raiz quadrada de w > 0 coincide
com a raiz quadrada aritmética de w > 0. Ou seja: a extensao da raiz quadrada
aritmética para o campo dos numeros complezos € feita pela determinacgao principal
da raiz quadrada. Em particular, ndo hd perigo de confusdo ao usarmos o simbolo
Vw , seja no sentido real, seja no sentido complexo!

Podemos resumir todas essas colocacoes com o seguinte teorema:

Teorema 9.51 -

Todo numero complexo w tem uma, e somente uma, raiz quadrada prin-
cipal. Seu valor, \/w , é dado por:

e Vw=+va+0i=+/a,sea>0;
e Jw=+va+0i=1iya, sea<0;

o V= a+tbi=VCH 4y

seb#£0 ea éreal

b
ﬂ\/a+\/a2+b2 ’
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Exercicio 314 -

Ezpresse na forma a + bi o valor das sequintes raizes quadradas principais:

i). Vi
i). V1+1i.

Exercicio 315 -
Comprove que \/—15—8i = 1 — 4i. A sequir, expresse na forma a + bi todas as
raizes quadradas de —15 — 8s.

Exercicio 316 -

Sem usar formulas, refaga o exercicio anterior.

Exercicio 317 -

Os cdlculos a seguir mostram que a regra \/E\/E = Vab somente vale para reais > 0.
Pede-se explicar o absurdo obtido.

V6 = /(-2)(-3)
=V-1V2v-1V3
= iV2iV3
=i’v6 =—V6.

Agora, podemos melhorar o Exercicio 312, dando a solu¢do das equacoes quadréticas,
de coeficientes complexos, ao estilo de Bhaskara:

Proposicao 9.52 -

As raizes complezas da equacdo az?® + br +c¢ = 0 (com a,b,c € C, ea # 0) sdo
precisamente os numeros complexos

_—b+\/b2—4ac —b— Vb? — 4ac

€ z9 —
2a 2a ’

21

onde Vb2 — dac denota a raiz quadrada principal do nidmero complezo b*> — 4ac.
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Exercicio 318 -

Usando a féormula (a rigor, as férmulas) de Bhaskara, e o resultado do Ezercicio
315, resolva a equacao quadrdtica:

224+ (2 —3)z+5—-i=0.
A sequir, confira por substituicdo direta na equacdo que as raizes sdo zy = 1+ e
29 =2 — 21.
Exercicio 319 -
Determine todas as raizes da equac¢ao

(1+i)z2+3iz— (2+14) =0.

Exercicio 320 -

Dados z1 e zo numeros complexos quaisquer,

i). mostre que ambos sao raizes da equagao polinomial
2
27— (21 +29)2+ 2120 = 0;

i1). mostre que se z1 e zo forem tais que z1 + 29 € R e 2129 € R, entdo z1 e z9 ou
sao ambos reais, ou sao ambos complexos conjugados.

O exercicio a seguir mostra que o conjunto P anteriormente definido nao serve para
determinar com unicidade o que seria Jw.

Exercicio 321 -

Mostre que

sao todas raizes cubicas de —1, mas que nao € verdade que exatamente uma delas
estd em P.
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capiTuLo 10

OS TEOREMAS FINAL DA ARITMETICA E
FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

10.1. O primeiro Teorema Final da Aritmética

10.2. Conceitos e terminologia iniciais da teoria dos polinémios

10.3. A afirmativa sobre a existéncia de raizes de equa¢des polinomiais:
TFA-existencial

10.4. Resultados iniciais sobre igualdade e fatoracao de polindmios

10.5. O problema da enumeracao das raizes de equacoes polinomiais:
TFA-enumerativo

10.6. O problema da fatoracdo de polindmios: TFA-fatoracio

10.7. Relacao entre coeficientes e raizes de equacgoes polinomiais

Antes de tudo, fixemos a terminologia: onde aqui utilizarmos a palavra “aritmética”
estaremos nos referindo as propriedades das operacgoes entre nmiimeros reais ou com-
plexos. Reservamos as palavras “dlgebra” e “algébrica” para quando estivermos
tratando de problemas de equacoes polinomiais.
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Conforme insistido no capitulo anterior, os nimeros complexos foram introduzidos
como uma extensao dos nimeros reais viabilizando “destravar” o calculo das raizes
reais das chamadas cuibicas irredutiveis. Com o passar do tempo, gradativamente
foi se percebendo que essa extensao tinha capacidades que iam muito além do ci-
tado “destravamento”. Por exemplo, logo se descobriu que os nimeros complexos
possibilitavam realizar varios tipos de calculos aritméticos, até entao totalmente
impensaveis, bem como elucidavam muitos fendmenos algébricos, tais como os que
envolvem relagoes entre quantidade de raizes de equagoes polinomiais e o grau do
respectivo polinémio. E exatamente dessas surpreendentes capacidades que trata
este capitulo.

Mais detalhadamente, este capitulo tem dois grandes objetivos:

— Primeiro: mostrar que com os nimeros complexos chegamos, finalmente, a um
campo numérico que € plenamente satisfatorio sob o ponto de vista aritmético.
Essa demonstracao serd concretizada com o Primeiro Teorema Fundamental
da Aritmética.

— Segundo: mostrar que o campo dos nimeros complexos também é plenamente
satisfatorio sob o ponto de wvista algébrico. Essa segunda demonstracdo serd
concretizada por meio do Teorema Fundamental da Algebra, em suas varias
versoes.

Para que nosso texto fique autossuficiente, faremos um estudo béasico das relagoes
entre polinomios e raizes de equacoes polinomiais em corpos numéricos. Sendo que
por corpo numérico entenderemos qualquer campo [K, 4, x| que tenha estrutura de
corpo, ocorra K C C e as operagoes de adicio e multiplicacio sejam as usuais. !

Esse ponto de vista, mais geral do que a abordagem usual do Ensino Fundamental
e Médio, nos permitird perceber que a plenitude da simplicidade e utilidade das
relacoes mencionadas anteriormente — entre polindmios e as raizes das respectivas
equagoes polinomiais — encontra-se no maior dos corpos numéricos: o corpo C dos
ntmeros complexos. Essa descoberta serd sintetizada por meio de um grupo de
teoremas assemelhados, todos chamados de Teorema Fundamental da Algebra (TFA)
por serem logicamente equivalentes.

!Na terminologia mais precisa da Algebra: [K, +, %] é um subcorpo do corpo dos nimeros
complexos.
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10.1 O primeiro Teorema Final da Aritmética

A fim de entendermos a suficiéncia do corpo dos complexos sob o ponto de vista
aritmético, explicitemos uma hierarquia das operagoes com numeros:

— Nivel 1: )
as quatro operacgoes aritméticas ou operacoes algébricas
racionais: adicao, subtracao, multiplicacao e divisao de
nimeros. operagoes
— Nivel 2: algébricas
as operacoes de radiciacdo ou operacoes algébricas irra-
cionais: extracdo de raiz quadrada, ctubica, qudrtica, etc.

de ntimeros. )
— Nivel 3: )
as operacOes transcendentes elementares: exponencia-
¢do, logaritmacao e avaliacido das fungoes trigonomé -

. . . . operagoes
tricas circulares (diretas e inversas).

— Nivel 4:

avaliacdo das funcoes transcendentais outras que as do

transcendentais

nivel 3, estudadas em cursos avancados. )

Com essa hierarquia, podemos dizer que, no capitulo anterior — sobre ntimeros com-
plexos — vimos que as cubicas irredutiveis expuseram de maneira clara a necessidade
de se poder atribuir sentido as operagoes de nivel 2, mesmo para reais negativos.
O campo dos reais é obviamente insuficiente para isso. Ainda naquele capitulo, vi-
mos que os numeros complexos nao apresentam essa deficiéncia, sendo plenamente
capazes de atribuir sentido a todas as operacoes de nivel 2, embora as regras ope-
ratérias dos radicais de ntimeros complexos requeiram maiores discussoes do que as
encontradas no campo dos reais.

Assim, resta-nos examinar se o campo dos nimeros complexos também é suficiente
para darmos sentido as operacoes transcendentais elementares, ou operacoes de
nivel 3. Por exemplo, serd possivel dar sentido numérico, bem como regras ope-
racionais satisfatérias, para cdlculos como

(=2)7, log(=2), v=1" "2

Essas perguntas podem ser respondidas afirmativamente com o conhecimento das
representacoes exponencial e trigonométrica dos niimeros complexos. Remetemos o
leitor curioso a [Ne]. Aqui, nos limitamos a apresentar o enunciado de um teorema
que diz que todas as insuficiéncias aritméticas exibidas pelos nimeros reais ficam
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sanadas com os nimeros complexos:

Teorema 10.1 (Primeiro Teorema Final da Aritmética) -

Do ponto de vista aritmético, nao € preciso ampliar o campo dos nimeros complezxos,
pois ele € suficiente para dar sentido a todas as operacgies aritméticas (ou algébricas
racionais), algébricas irracionais e as operag¢oes transcendentais elementares.

10.2 Conceitos e terminologia iniciais da teoria dos polinémios

Convencao 1:

a partir daqui, usaremos a denominacao corpo numérico para denotar qualquer
campo [K, +, x] que tenha estrutura de corpo, sendo K C C, e onde as operacgdes
de adi¢ao e multiplicagao sejam as usuais. Como as operacoes estarao fixas, usa-
remos a abreviacdo K para [K, +, x]. Também salientamos que, além dos corpos
K=Q e K=1R, podemos considerar outras possibilidades, tais como [@,\/ﬁ} ou
K = [Q, V2, V3] (veja exercicios 222, 223), bem como o caso “limite” K = C (o de
maior interesse neste capitulo).

Definicao 10.2 -

Por polinémio com coeficientes num corpo numérico K entende-se toda expressao da
forma

anX"+---+a1X+a0,

onde ay, ... ,a, sao constantes pertencentes a K ditas coeficientes do polinomio e
onde X é um simbolo chamado de indeterminada do polinéomio.
E comum ndo valer a pena explicitarmos os termos de um polindomio, casos em
que o denotaremos por p(X), ou nota¢ao semelhante. Por isso, também é comum
denotarmos um polinomio por p(X) = ap, X"+ -+ a1 X 4+ ag.

Convencao 2:

No caso de um polindémio ter coeficientes a; = 1, é costume nao escrevé-los; ademais,
também se costuma ndo escrever os termos de coeficiente nulo, o que significa dizer
que se faz identificacoes tais como:

0X° +1X4+0X% —-5X24+0X -1=X*—-5Xx%2_1.
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Aprofundemos essas ideias, tratando da imprescindivel nogdo de igualdade geral
de polinomios. Devido & existéncia do que chamaremos polinomio nulo, a mesma
envolve alguns cuidados.

Definicao 10.3 -

Denominaremos qualquer expressao da forma 0X™ +---+0X + 0 de polinémio nulo
e, pela convengdao anterior, escreveremos:

0=0X=0X+0=0X?>=0X24+0=0X24+0X+0=....

Definicao 10.4 -

Dois polinomios, p(X) e q(X), sao ditos polinémios iguais se, e sd se, quando co-
locados na forma p(X) = ap X"+ -+ a1 X +ap e g(z) = b, X"+ -+ b X + by
(depois de possivelmente usarmos coeficientes nulos), tivermos que vale ar = by,
para todos os 0 < k < n. Em tal caso, escreveremos p(X) = q(X) e, também,
an X"+ -+ X+a=0,X"+--+0 X +bg.

Exemplo 10.5 -

Um polinomio p(X) € igual ao polinémio nulo (o que escreveremos como p(X) =10)
se, € s6 se, todos os coeficientes de p(X) forem nulos. Por exemplo:

aX’+bX +c=0< a=b=c=0.

Por outro lado, polinbmio ndo nulo é todo polinomio que ndo € igual ao identicamente
nulo. Ou seja: € todo polinomio que tem ao menos um coeficiente diferente de zero.

Exemplo 10.6 -

Vale a igualdade polinomial X? +3X —4 = X?2 +bX —4 < b=3.
Semelhantemente, temos:

X2 4+1=aX?4+bX?4+cX4+d <= 00X’ +1X°+0X +1=aX?+bX?*+cX +d
<— a=0,b=1,c=0,d=1.

Exercicio 322 -

Verifique que a Defini¢ao 10.4 inclui a Convengdo 2.
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Exercicio 323 -

Verifique que a Defini¢ao 10.4 equivale a sequinte:
“Dois polinomios, ap X" +-+-4+a1 X +ag e b X" +---+b1 X + by, sdo iguais quando,
e somente quando, para todos os valores de k: ap #0 ou by #0 = ap = bg.”

Definicao 10.7 -

Por equacio polinomial de incégnita x, e com coeficientes num corpo numérico K
entende-se toda equagao que pode ser escrita na forma

anx"™ + -+ a1z + ag = 0,

onden >1,a, #0 eaq,...,a, Sio constantes pertencentes ao corpo numérico K.
Por raizes de uma tal equacgado entende-se suas solugoes que estao em K. Na eventua-
lidade de querermos tratar apenas das solugoes que estdo em algum conjunto A C K,
falaremos nas raizes em A de tal equacgao.

Exemplo 10.8 -

Atente o leitor que polinémio e equagdo polinomial sdo objetos conceitualmente dis-
tintos, embora a literatura elementar tenda a tratd-los como iguais. Assim, X3 + 1
¢ um polinémio, enquanto que 3 +1 =0 é uma equacdio polinomial.

Exemplo 10.9 -

Note que ndo hd nenhuma ambiguidade na afirmacio: “A equacio z> + 1 = 0 ndo
tem nenhuma raiz real, mas tem duas raizes complexas: r =1 e x = —1i.”

Contudo, a pergunta: “Quantas raizes tem a equacio x> + 1 = 02”7 precisa ser
clarificada, dando-se o corpo numérico envolvido (por exemplo: Q, R ou C).

Observacao 10.10 -

Sendon >1 eay, #0, atodo polinémio de coeficientes em um corpo K e da forma
p(X) = a, X" + -+ a1 X + ao,

esta associada a sequinte equac¢ao polinomial em K:

anx” + -+ arr+ayg=0,
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a qual pode ser denotada simplesmente por:
p(z) = 0.
Reciprocamente, toda equagdo polinomial
apx" + -+ a1z +ag =0,
determina um polinémio associado, o qual ¢ a, X" + -+ + a1 X + ap.
A seguir, frequentemente trataremos de questoes em que nao é relevante
explicitar o corpo numérico envolvido; nestes casos ficard entdao suben-

tendido que a discussdo se aplica a polindmios ou equacoes polinomais
com coeficientes em qualquer corpo numérico.

A titulo de um breve lembrete:

e polindmio: expressao envolvendo uma indeterminada;
e equacdo polinomial: uma relacao de igualdade expressa com o uso
de um polinémio, e envolvendo niimeros e uma incégnita.

Definicao 10.11 -
Por grau de um polinémio ndo nulo
an X"+ -+ a1 X + ag

entende-se o maior expoente de X com coeficiente nao nulo na expressio do po-
linomio. (Aqui devemos ver o termo constante como acompanhado da indetermi-
nada com expoente zero: ag = agX°.)

Semelhantemente, o grau de uma equacdo polinomial é o grau do polinémio a ela
associado.

Exemplo 10.12 -

A equacdo polinomial 5z — bz = 22> + 9, ou seja, 5> — 22> — 5z — 9 = 0, € de
grau 8, pois o polinémio associado, 5X3 —2X? —5X — 9, tem grau 3.

O polinomio p(X) = 3 ¢ um polinomio de grau zero, e qualquer outro polindmio
constante, desde que nao nulo, também tem grau zero.
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10.3 A afirmativa sobre a existéncia de raizes de equacdes polinomiais:

TFA-existencial

Como ja mencionado na introducdo deste capitulo, existem varios teoremas se-
melhantes que sido denominados Teorema Fundamental da Algebra (TFA). Nesta
secao trataremos do mais importante deles, o qual trata da ezisténcia de raizes
para equagoes polinomiais de coeficientes num campo numérico. Na secdo a seguir,
logo veremos que a combinacao adequada de alguns resultados basicos sobre po-
linémios com esse TFA-existencial nos permitird determinar a quantidade de raizes
das equacgoes polinomiais.

Atrés da simplicidade da afirmacao do TFA-existencial também escondem-se muitas
sutilezas. Como exemplo, vejamos duas peculiaridades notaveis:

i).

ii).

Todas as demonstracoes até hoje produzidas para esse teorema envolvem ar-
gumentos baseados na nogao de continuidade topoldgica , o que nao apenas
foge do ambito da Algebra, como do ambito deste texto.

Nesse sentido, vale comentar que, assim como existem férmulas algébricas
para a resolucao das equacgoes polinomiais gerais de grau um a quatro, mas
nao para as de grau cinco ou superior, também existem demonstracoes estri-
tamente algébricas do TFA para equacgoes de grau até quatro, mas nao para
as de grau cinco ou maior do que cinco. Isso sugere fortemente que hé enorme
alteracfo nas propriedades das equacoes polinomiais ao passarmos de equagoes
de grau até quatro para equagoes de grau cinco ou maior.

Embora os corpos numéricos que estamos considerando sejam sempre subcon-
juntos de C, nao se pode descartar completamente a possibilidade de existéncia
de conjuntos numéricos “maiores” do que C que também sejam corpos, ou seja,
corpos que contenham C. Relacionado a essa possibilidade, mencionamos o
seguinte fato pouco conhecido sobre o TFA: as primeiras tentativas de de-
monstracdo do TFA davam como ébvia a existéncia de raizes das equagoes
polinomiais (raizes estas que estariam em algum corpo numérico, eventual-
mente maior do que C) e que tudo o que se tinha de demonstrar era que tais
raizes estao obrigatoriamente no campo dos nimeros complexos.

Coube ao talento de Karl F. Gauss apontar que a existéncia de raizes nao é
um fato ébvio, e que é ildgico se querer deduzir propriedades de um objeto
matematico cuja existéncia ainda nao foi provada.
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Exercicio 324 -

O raciocinio que se segque incorre no mesmo erro logico que Gauss detectou. Pede-se
criticd-lo cuidadosamente:

“Mostremos que 1 € o maior inteiro positivo. Com efeito, seja N o maior
inteiro positivo. Temos entdo duas possibilidades: ou N =1, ou N > 1.
Ora, como a sequnda alternativa nao é verdadeira (pois ela nos levaria
a N? = inteiro > N =maior inteiro positivo), seque que tem que valer
a primeira op¢ao, ou seja, N =1.7

Teorema 10.13 (TFA-versio existencial) -

Toda equagao polinomial com coeficientes no corpo dos numeros com-
plexos tem ao menos uma raiz neste corpo.

Em termos mais completos, a proposicdo “toda equagdo polinomial com
P ; @ proposig quacao p

coeficientes em um corpo K tem ao menos uma raiz em tal corpo” é

verdadeira em um inico corpo numérico: K = C.

A demonstragao mais conhecida desse teorema, é a primeira entre as varias dadas por
Gauss, 14 por cerca de 1800, mas dela poderemos apresentar apenas a ideia bésica.

Ideia da prova.
Dado um polinémio p(X) = a, X" +a,_1 X" '+ - -4as X% +a; X +ag , de coeficientes
complexos e graun > 1, mostremos que a equacgio p(z) = 0 admite uma raiz no corpo
dos nimeros complexos. Como a incégnita é um nimero complexo, serd preferivel
representd-la na forma binomial z = z + iy, com z,y € R Assim, a equacao a
resolver fica:
0=p(z) = plz +1iy)
= ap(z+iy)" +an_1(z+iy)" '+ +ar(z+iy) +ag.
Se também escrevermos os coeficientes na forma binomial
ap = ¢ + idy, ,
e separarmos os termos da equacdo que estdo multiplicados por 7 dos termos que

nao estao multiplicados por 7, veremos que ela pode ser escrita na forma:

u(z,y) +iv(z,y) =0,
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onde u(X,Y) e v(X,Y) sdo polindmios em duas indeterminadas? e de coeficientes
reais. Essa “descomplexificagao” da equagao original mostra que

plz+iy) =0

tem raiz se, e s6 se, existir um par de nimeros reais (z,y) verificando o sistema de
equagcoes reais:

{ u(w,y) = (10.1)

0
v(z,y) =0.

Neste ponto é que entram as contribuicées de Gauss. Ele iniciou observando que
u(z,y) = 0 e v(z,y) = 0 podem ser vistas como equagoes de curvas do plano
cartesiano. Consequentemente, mostrar a existéncia de uma raiz no campo dos
numeros complexos de nossa equacdo polinomial equivale a mostrar que as duas
curvas, u(z,y) =0 e v(z,y) = 0, tém uma intersec¢ao, ao menos.

Apliquemos essa ideia no caso particular em que a equagao p(z) = 0 tem grau um,
ou seja: az +b = 0. E claro que nesse caso temos uma 6bvia solugdo: z = —b/a.
Contudo, queremos neste momento apenas ilustrar e explicar a ideia usada por
Gauss, e essa situagao particular cumpre, significativamente bem, este objetivo.

Escrevendo a = ay + iay, e b = by +iby, a equacdo az + b = 0 faz com que (10.1) se
transforme no sistema linear:

(10.2)

a1x — asy = by
a2z + a1y = by .

Nesse caso particular, mostrar que as curvas u(z,y) =0 e v(z,y) = 0 tém ao menos
uma interseccdo significa mostrar que as retas a1z — asy = by e asz + a1y = b
se cortam. Ora, isto é o que efetivamente ocorre, porque o determinante da matriz

principal
A= | @ T
a9 al

do sistema (10.2) é ndo nulo. Com efeito: det A = a? + a3 = |a|> # 0, pois a # 0.

No caso em que o grau de p(X) é maior ou igual a 2, a prova de existéncia de um
ponto de interseccao das curvas u(z,y) = 0 e v(z,y) = 0 é muito mais dificil, mesmo

?Um polinémio nas indeterminadas X e Y, e com coeficientes em um corpo numérico K, é uma
expressao da forma ap + a1 XY + -+ a5 XY 4+ - + apnn XY™, onde m e n sdo naturais, e
g, @11, ... ,Qij,. .. ,amn 520 elementos de K.
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no caso de o grau de p(X) valer 2. Faremos no que se segue uma argumentacao
heuristica, resumindo as ideias de Gauss. O ponto crucial do seu argumento consiste
em olhar o aspecto das curvas u(z,y) = 0 e v(z,y) = 0 bem longe da origem do
sistema de coordenas cartesianas.

Notando que a curva u(z,y) = 0 foi originada por uma equagao polinomial complexa
de grau n > 2, e que, bem longe da origem, o comportamento de curvas polinomiais
é decidido pelos termos de maior grau, Gauss nao teve dificuldades maiores para
mostrar que a curva u(z,y) = 0 tem um ramo (ou “pedaco” continuo) um dos lados
do qual ¢ assintético ® a uma reta fazendo um éngulo de o = 180/2n graus com o
eixo x, e o0 outro lado do ramo é assintético a uma reta fazendo um angulo de 3«
graus com o mesmo eixo. Confira na figura a seguir.

Semelhantemente, ele mostrou que a curva v(z,y) = 0 tem um ramo que de um lado
é assintdtico a uma reta fazendo um angulo de 2« graus com o eixo z, e do outro
lado é assintético ao mesmo eixo. Ora, conforme mostra a figura, a continuidade
desses ramos, aliada com seus comportamentos assintéticos, faz com que os mesmos
tenham de se interceptar, conforme queriamos mostrar.

Fufxy)=0
I

A
e

- YOO
.

30s termos assintdtico e assintota tém um significado preciso que pode ser enunciado de forma
rigorosa usando a no¢ao de limite, estudada em cursos de Célculo Infinitesimal. Entretanto, ainda
que aqui nao tenhamos como abordar de maneira completa essa nogao, a situagdo acima descrita
fica intuitivamente clara observando-se o correspondente desenho.
(Nos exercicios que seguem, o leitor terd a oportunidade de trabalhar com casos concretos da nocao
de assintota.)
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CQD.

Exercicio 325 -

Mostre que, para x real muito grande, os valores de p(z) = z2 + 1000z + 500 e
q(z) = 22 tendem a se confundir.
Sugestao: estude o comportamento de seu quociente.

Exercicio 326 -
Para o polinémio complezo p(Z) = Z? + 1, pede-se:

i). determinar os polinomios u(X,Y) e v(X,Y) mencionados na 4iltima demons-
tracao;
ii). desenhar as curvas u(z,y) =0 e v(x,y) = 0, e verificar se elas tém assintotas
como foram caracterizadas na demonstragao do ultimo teorema;
[Sugestao: use que V1 + x? ~ |z|, para x muito grande.]
iii). determinar as intersecgoes das curvas u(z,y) =0 e v(z,y) =0, e conferir se
elas correspondem aos valores esperados: +i .

iv). Uma critica que se faz ao rigor da prova de Gauss, anteriormente mencionada,
insiste que a intersec¢io das curvas u(x,y) = 0 e v(x,y) = 0 ndo precisa
ocorrer muito distante da origem; pede-se examinar isso.

Exercicio 327 -

No caso de p(Z) = Z3—2i, mostre que os polinémios u(X,Y) ev(X,Y) mencionados
na ultima demonstracao sao dados por

u(X,Y)=X3-3XY? ¢ v(X,Y)=3X’Y -Y? -2

Observacao 10.14 -

Jad sabemos que existem equagdes polinomiais de coeficientes reais que nao tém ne-
nhuma raiz real, como é o caso de > +1 = 0. Contudo, tais equacdes sempre tém
raizes no corpo dos nimeros complezos; no caso de z°+1 = 0, essas raizes sdo © = i
exr=—i.

E um ezercicio interessante o leitor verificar se existe algum corpo, intermedidrio
entre R e C, contendo as raizes dessa equagao.
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10.4 Resultados iniciais sobre igualdade e fatoracdo de polinémios

Convencoes
Todos os polindmios desta secao sao considerados como tendo coeficientes num

mesmo corpo numérico K

A seguir, definiremos as operacdes aritméticas com polindmios, assunto que nao deve
ser novidade para o leitor. Para facilitar essas definicoes — dados dois polinémios,
talvez, de graus distintos — usaremos o expediente de escrever termos nulos, tipo
0X*. para fazer com que os polindmios tenham as mesmas poténcias de X. Exemplo:
X2%24+1e X3— X%+ X ficardo, respectivamente: 0X>4+X?+0X +1 e X3 —X?4+ X +0.

Definicao 10.15 (Operacoes com polinomios) -
Dados polinémios p(X) = ap, X™ + -+ ag e ¢(X) = b, X" + --- + by definimos
~ a soma de p(X) com q(X) como sendo o polindmio

(an +bp) X™ + -+ + (a0 + bo),

que denotaremos por p(X) + q(X) ;

— a diferenca entre p(X) e q(X) como sendo o polinomio
(an —bp) X" + -+ + (a0 — bo),

que denotaremos por p(X) — q(X).

— o produto de p(X) com q(X) ; como sendo o polinémio
Con X" + Con1 X7 o g,

que denotaremos por p(X) - q(X), ou mesmo p(X)q(X), onde cada coeficiente
ck, para k € {0,... ,2n}, € dado por

¢ = apbp + arbp_ 1+ -+ agby .

Note que, pelo fato de estarmos trabalhando num corpo numérico, temos garantido
que os polinémios soma, diferenca e produto ainda estao com coeficientes neste corpo
numérico.
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Exemplo 10.16 -

Tratemos de somar e multiplicar p(X) = 3X? +5X e q(X) =5X3 —-2X2+9. Para
iss0, iniciamos pensando em p(X) = 0X?+3X24+5X+0 e q(X) = 5X%—2X24+0X+9
e, entdo, calculamos:

pX)+q¢X)=0+5)X>+ B+ (-2)X*+(5+0)X +(0+9)
=5X%+ X2 4+5X +9,

enquanto que

P(X)g(X) =B x5)X +3x(=2)+5x5)X + (3x04+5x(=2))X? +
(BXx9+5x0+0x(-2)X?+(B5x9+0x0)X+0x9
=15X° +19X* —10X? + 27X?% + 45 X.

Exercicio 328 -
Mostre que dois polinomios sdo iguais se, e so se, a diferenca entre eles for o po-
linomio nulo.

Exercicio 329 -

Prove, a partir da Defini¢gao 10.15, que

X'X° =Xt

Exercicio 330 -

Mostre que a multiplicacdo de polindmios com coeficientes num corpo numérico K
tem a propriedade da integridade. Ou seja, sendo p(X) e q(X) dois polinomios,
entao p(X)q(X) € o polindmio nulo se, e somente se, algum deles for o polinémio
nulo. Em particular:

p(X)g(X) =0 e p(X)#0 = ¢(X)=0.

Exercicio 331 (anel dos polinomios) -

Prove que, como estamos lidando com coeficientes num corpo numérico, as operacoes
de adigao e multiplicacao de polinomios satisfazem as sequintes propriedades:

i). a adi¢ao é comutativa, é associativa, tem elemento neutro e admite simétricos;

448



Cap.10 Teoremas Final da Aritmética e Fund. da Algebra

i1). a multiplicagao é comutativa, € associativa, tem elemento neutro e é distribu-
tiva em relacao a adigao.

Exercicio 332 -

Indicando por K[X] o conjunto de todos os polinomios de indeterminada X e de
coeficientes em K, e usando os resultados dos dois exercicios anteriores, verifique que
[K[X], +, -], semelhantemente ao que foi mostrado no Capitulo 2 para [Z, 4, X ],
tem estrutura de anel de integridade.

Sabendo operar com polinémios, podemos estabelecer algumas importantes identi-
dades polinomiais envolvendo fatoracao.
Proposicao 10.17 -

Sempre X — a € um fator de X™ — a", quaisquer que sejam n > 2 inteiro e a € K
Ou seja, existe um polinomio q(X), com coeficientes também em K, tal que:

X"—d"=(X—-a) q(X).

Prova:

Basta verificarmos, por multiplicacdo direta, as seguintes identidades (note que as
mesmas ja dao explicitamente a expressao do polindémio g(X)):

X2 —a’>=(X —a)(X +a)
X3 —a® = (X —a)(X? + aX +d?)
Xt—a' = (X —a)(X3+aX?+a’X 4+ d%) (10.3)

X" —a"=(X —a) (X" ' +aX" 2 +a2X" 3 4. 4 a2 X 4 a7
CQD.

Exercicio 333 -

Complete os detalhes da prova da Proposi¢ao 10.17.

Como as regras para operar com a indeterminada X sdo as mesmas que para operar
com um ntimero qualquer b do corpo numérico K, segue que as identidades polino-
miais (10.3) geram igualdades numéricas verificadas para quaisquer a,b € K. Por
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exemplo:
b —a® = (b—a)(b* +ab+d?), Va,b €K

Também ¢é imediato ver que vale o seguinte resultado mais geral:

Teorema 10.18 -

Sendo p(X) e q(X) dois polindmios com coeficientes em um mesmo corpo numérico,
se vale a igualdade polinomial p(X) = q(X), entao valerd a igualdade numérica
p(a) = q(a), para todos os infinitos valores de a no corpo numérico.

A reciproca desse teorema serd enunciada mais adiante (veja Corolario 10.27).

Teorema 10.19 (teorema da fatoragdio) -

Trabalhando em corpos numéricos, sempre que uma equagdo polinomial p(z) = 0
tiver uma raiz o, o respectivo polinomio p(X) admitird o polinomio X — «a como
fator. Ou seja, para um apropriado polinomio q(X), também com coeficientes neste
corpo numeérico, vale a identidade polinomial:

p(X) = (X —a)q(X).

Prova:

Suponhamos
p(X) =apn X" + - + aop.

Ora, sendo « raiz da equacio p(z) = 0, temos a,a” +a, 10"~ '+ +aja+ag = 0.
Dai, podemos escrever:

p(X) =p(X) -0
= (an X" +ap X" P4 a1 X +ag) — (apa” +an_ 10"t -+ aja+ ag)
=a, (X" —a") F ap 1 (X" =)+ a0 (X —a).

Resta observar que, pela Proposicao 10.17, cada parénteses do segundo membro da
ultima igualdade pode ser fatorado por (X — «).

CQD.
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Teorema 10.20 -

Num corpo numérico, sempre que um polinomio p(X) puder ser fatorado como
p(X) = (X — a)q(X), para um apropriado nimero « do corpo e um polinémio
q(X) de coeficientes neste corpo, poderemos afirmar que « € uma raiz da equa¢ao
polinomial p(z) = 0. Ou seja:

p(X) = (X —a)g(X) = p(a) = 0.

Além disso, essa fatoracdo nos permite reduzir o trabalho da determinacdo das even-
tuais outras raizes de p(z) = 0 a determinacao das raizes de q(z) = 0. Mais pre-
cisamente: o conjunto das raizes da equacdo p(x) = 0 tem como elementos « e as
eventuais raizes da equacao q(x) = 0.

Prova:

E imediato que « ¢ raiz de p(xz) = 0. Por outro lado, a fatoracdo dada nos permite
ver que toda raiz de ¢(z) = 0 tem de ser raiz de p(x) = 0. Reciprocamente, se um
[ # « for raiz de p(xz) = 0, teremos 0 = p(B) = (6 — a)q(B). Simplificando o fator
(B —a) # 0, segue que ¢(B) = 0.

CQD.

Exemplo 10.21 -
No caso do polinémio p(X) = X? +5X2 + 17X, ¢ imediato que
p(X) = X(X? +5X +17),

e portanto, 0 € uma raiz da equag¢ao polinomial p(z) = 0. Para determinarmos as
demais raizes reais dessa equagdo cubica, basta resolvermos a equacao quadrdtica:

22 +5x+17=0.

Teorema 10.22 (teorema da fatoragdio repetida) -

Trabalhando num corpo numérico, sempre que conhecermos uma sequéncia de raizes
(distintas) a1, ag, ..., ap de uma mesma equagao polinomial p(xz) = 0, valerd uma
fatoragdao de p(X) da forma

para algum polindmio q(X).

451



Numeros racionais, reais e complexos — Ripoll, Ripoll, Porto da Silveira

Prova:

Pelo teorema da fatoracao, temos p(X) = (X — a1)q1(X), para algum polindmio
q1(X) apropriado. Pelo Teorema 10.20, g, ... ,ay tém de ser raizes de ¢;(z) = 0.

Uma nova aplicacao do teorema da fatoragao, agora ao polinomio ¢; (X), mostra que
¢1(X) = (X — a2)g2(X), para um polinémio go(X) apropriado. Consequentemente,
podemos escrever

pX) = (X —a1)(X — ag)ga(X)

e afirmar, por nova aplicagao do raciocinio da prova do Teorema 10.20, que as, ... ,
tém de ser raizes de go(x) = 0. O argumento pode ser repetido até chegarmos a
raiz ay. CQD.

Teorema 10.23 (tecorema da enumeracgdo finita) -

Toda equacdo polinomial, de grau n > 1 e coeficientes num corpo numérico K, ou
ndo tem nenhuma raiz em K, ou tem de uma a n raizes em K.

Prova:

Seja p(z) = 0 a equacdo dada. Mostremos que, se a mesma tiver raizes, a quan-
tidade delas nao pode ser maior do que n. Com efeito, por absurdo, se a equacao
admitisse n + 1, ou mais, raizes, ay, ag,... ,an41, 0 teorema da fatoracdo repetida
nos permitiria escrever:

P(X)(X —a1)(X —az) - (X — an)(X — apq1)q(X).
Ora, temos duas alternativas:

~ ou o polinémio ¢(X) é nulo, e isto implica p(X) nulo: absurdo;
— ou ¢(X) nao é nulo, e isto faz que o produto da direita seja um polindmio de
grau > n + 1, logo maior do que o grau de p(X): absurdo.

CQD.

Exemplo 10.24 -

Para a equacio de grau n = 2: z? —2 =0, pode-se afirmar:
— A equacao nao tem raizes no corpo numérico K = Q.
— No corpo numérico K = R, € imediato verificar que a equag¢do tem duas raizes:
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V2 e —\/2; entdo, pelo teorema, ela sé pode ter estas raizes. Com efeito, podemos
confirmar diretamente que 1> —2 = (z — /2)(z + V/2).
Observacao 10.25 -

Nao deize o leitor de observar que o teorema anterior nao aborda as equacoes triviais,
p(xz) =0, com p(X) polinomio constante. Se um tal polinomio for uma constante
nao nula, a equagio p(x) = 0 ndo tem nenhuma raiz; se for o polindmio nulo, a
equacgao tem infinitas raizes.

Corolério 10.26 -
Sempre que a equagao polinomial
apx" + - +a1x+ag=0

admitir n + 1 ou mais raizes, poderemos afirmar que ap = ... =a; = ag = 0.

Exercicio 334 -

Prove o Coroldrio 10.26.

O corolario a seguir é a reciproca do Teorema 10.18:

Corolario 10.27 -

Sejam p(X) e q(X) dois polindmios de coeficientes num mesmo corpo numérico,
ambos ndo nulos e graus < n. Se valer a igualdade numérica p(a) = q(a), para
n + 1 valores distintos de a no corpo, entao p(X) = q(X).

Prova:

Valendo a igualdade numérica p(a) = ¢g(a) para n + 1 valores distintos de a em um
corpo numérico, teremos que a equagao polinomial p(z) — ¢(z) = 0 terd mais de n
raizes neste corpo. Ora, isso — segundo o Teorema da enumeracao finita — sé pode
ocorrer quando p(X) —¢(X) = 0, ou seja: quando os polindémios p(X) e ¢(X) forem
iguais.

CQD.
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Exercicio 335 -

Pede-se apontar o erro no raciocinio a sequir, e entao corrigi-lo.

“Suponha que a + bx = ¢ + dx + ex?, para todos os valores de © no corpo numérico
dos coeficientes a,b,c,d,e. Fazendo x = 0, obtemos a = c. Dai, ficamos com
a+br = a+dz+ex?, para todos os valores de . Consequentemente, bx = dx + ex?,
para todos os valores de x. Simplificando, obtemos b = d + ex. Novamente tomando
x = 0, obtemos dessa iltima igualdade que b = d. Consequentemente, a igualdade
inicial pode ser reescrita como a + bx = a + bz + ex®. Dela, sai que ex®> = 0, para
todos os ©. Tomando © =1, obtemos e = 0. Resumindo: a =¢, b=d, e =0."

Exercicio 336 -

Simplifique ao mdximo que puder a sequinte expressao algébrica, sabendo que a, b, ¢
sao numeros reais, distintos dois a dois:

10.5 O problema da enumeracio das raizes de equacdes polinomiais:
TFA-enumerativo

Convencao:
no que segue, nosso interesse estard focado no estudo das equacgbes polinomiais e
nao nos polinémios em si, por isso convencionaremos que:

quando falarmos em equacdo polinomial, sempre estaremos supondo que
a mesma corresponda a um polinémio que nao seja constante, tendo,
entao, grau > 1.

Por si s6, os resultados anteriores ainda sao bastante pobres em utilidade pratica.
Por exemplo, se formos defrontados com a equacdo z° —z — 1 = 0, por enquanto,
tudo o que podemos dizer é que ela terd de uma a cinco raizes no campo dos ntimeros
complexos. Obviamente, seria muito mais 1til se pudessemos afirmar a quantidade
exata de raizes dessa equacdo. Para chegarmos a isso, serd fundamental abrirmos
a possibilidade de, para certos casos especiais que caracterizaremos cuidadosamente
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adiante, pudermos contar uma mesma raiz mais de uma vez. A maneira que faremos
isso ¢ baseada na seguinte:

Definicao 10.28 -

Dizemos que um numero « é raiz de multiplicidade s de uma equagdo polinomial
p(x) =0 se, e s6 se, valer uma fatoragdo do tipo

p(X) = (X = a)’¢(X),

onde q(X) é um polinomio verificando q(a) # 0.
Quando s = 1 dizemos que a raiz € simples, e quando s = 2,3,4,... , dizemos que a
raiz €, respectivamente, dupla, triplice, quadrupla, etc.

Exemplo 10.29 -
Relativamente a equacio x® — 4z + 5z — 2 = 0, como wvale a fatoracdo
X3 —4X2 45X —2=(X —-1)*(X —2),

seque que ela tem uma raiz dupla (x = 1) e uma raiz simples (r =2).

Lema 10.30 -
Se para todos os valores de x num corpo numérico tivermos uma igualdade do tipo:
(z—a) q1(z) = (x — a)*?qa(x) (10.4)

onde q1(X) e qa(X) sao polinomios, e s1 e sy sdo nimeros verificando s1 < $a,
entdo a € raiz da equagao q1(xz) = 0. Ademais, para todos os valores de z, inclusive
T = «, vale

Prova:

Dividindo ambos os lados de (10.4) por (z — «)®!, para = # «, ficamos com ¢;(z) =
(x — a)%2 51qy(x), para todos os z # a. Resta aplicarmos o Corolario 10.27.

CQD.

O resultado a seguir é esperado e poderia parecer que é de demonstragao ébvia. Con-
tudo, isto nao ocorre, pois precisamos evitar divisées por zero (recorde o Exercicio 335).
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Teorema 10.31 -

Em corpos numéricos, a cada raiz de uma equacgao polinomial fica atribuido um unico
grau de multiplicidade.

Prova:

— Existéncia do grau de multiplicidade.

Pela convencao feita quanto ao uso da expressao “equacdo polinomial”, estamos
tratando com um polinémio p(X) de grau n > 1, e a hipdtese nos diz que existe um
numero « que é raiz da equacao polinomial p(z) = 0. Pelo teorema da fatoracio,
temos

p(X) = (X — a)p1 (X),
onde p;(X) tem de ser um polinémio de grau n — 1.

Se p1(a) # 0, temos s = 1. Se p1(a) = 0, como p;(X) nio pode ser o polindémio
identicamente nulo (pois a fatora¢ao mencionada faria com que também p(X) fosse
identicamente nulo), o teorema da fatoragdo nos diz que tem de valer uma igualdade

p1(X) = (X — a)p2(X),
e entao

p(X) = (X — a)?*p2(X)

para algum polinémio nio identicamente nulo py(X).

Dai, se pa(a@) # 0, temos s = 2. Se pa(a) = 0, repetimos com py(X) o raciocinio
feito com p1(X), e assim sucessivamente. Desse modo, produziremos uma sequéncia
de polinémios nao identicamente nulos p;(X),p2(X),... de graus diminuindo gra-
dativamente: n —1,n —2,... . Fica ficil vermos que o mais longe que esse processo
poderd ir é até p,(X), que tem de ser um polinémio de grau zero, isto é, constante
nao nulo (p,(X) = ¢ # 0), o que nos daria a fatoracao

pX) = (X = a)"pa(X) = ¢(X =),

a qual implicaria s = n. Consequentemente, a cada raiz a da equacao p(z) = 0,
podemos atribuir uma multiplicidade s, que serd um valor entre 1 e n.

- Unicidade do grau de multiplicidade.
Iniciamos observando que se ocorresse (x — a)* qq(z) = p(z) = (r — @)*2¢g2(x) para
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todos os valores de z no tal corpo — supondo s1 < s e (@) # 0,q2() # 0 —
bastaria aplicar o Lema 10.30 para concluirmos que

q1(x) = (z — @) " ga(x),

para todos os valores de z, inclusive z = «, e isso nos levaria ao absurdo ¢;(«) = 0.

CQD.

Exemplo 10.32 -

Para a equacdio x> — 42 + 5z — 2 = 0 do exemplo 10.29, podemos dizer que temos
uma raiz dupla (x = 1) e uma raiz simples (x = 2). Por isso, dizemos que esta
equagao tem trés raizes reais: x = 1 (que é contada duas vezes) e x = 2.

Exemplo 10.33 -

Como a equagdo (x —1)3 = 0 tem uma raiz triplice, dizemos que ela tem trés raizes
1gUaLs.

Exemplo 10.34 -

As equagies (z—1)(z—2)(z—3) =0, (z—1)?(z—2) = 0 e (v—1)3 = 0 tém, todas elas,
trés raizes. Com efeito, elas tém, respectivamente: trés raizes simples; uma dupla e
uma simples; e uma triplice. Também dizemos que elas tém, respectivamente, trés,
duas e uma raizes distintas.

Teorema 10.35 (TFA - versio enumerativa) -

Toda equagao polinomial de grau n > 1, e coeficientes no corpo dos
numeros complexos, tem exatamente n raizes neste corpo, entendendo-
se que contamos cada raiz tantas vezes quanto valer sua multiplicidade.

Prova:

Escrevamos o polinémio associado a equacao dada como p(X). Pelo TFA-versao
existencial, a equacdo p(z) = 0 admite a0 menos uma raiz o no corpo dos nimeros
complexos. Consequentemente, pelo teorema da fatora¢ao (Teorema 10.19), pode-
mos escrever, para algum polinémio ¢;(X) de grau n — 1,

p(X) = (X —a1)q1(X).
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Se tal g1 (X) nao for um polindmio constante, uma aplicagao do TFA-versao existen-
cial & equagao ¢i(z) = 0, combinada com o Teorema 10.19, nos garante a existéncia
de um nimero complexo ay, que é raiz tanto de g;(z) = 0 como de p(z) = 0, bem
como garante uma fatoragao para p(X) da forma

p(X) = (X — a1)(X — az)g2(X),
para algum polindémio go(X) de grau n — 2.

Se tal go(X) nao for um polinémio constante, repetimos com ele o que fizemos com
¢1(X), bem como com os polinémios g3, g4, . .. que irdo surgindo com a repeticao do
raciocinio. E facil vermos que esse processo de sucessivas redugoes de grau sé parara
com a obtencdo de um polindémio gx(X) constante, o que sé vai ocorrer quando
k = n. Nesta tltima etapa teremos:

pX)=(X—a))(X —ag)... (X —ap)gn(X) =c(X —a1)(X —ag)... (X —ay)

3

onde ¢ é o valor do polindémio constante p,(X).

Comparando os termos de grau n da esquerda e da direita da ultima igualdade,
vemos que: a, X" = c¢X", logo ¢ = a, ; ou seja, tem de valer a fatoracao:

an X"+ a1 X" 4 e Xt X +ag=an(X —a)(X —a) - (X —ay).

Em particular, estd provado que a equacao p(z) = 0 tem n raizes, possivelmente
repetidas.

Resta provarmos que cada raiz é repetida tantas vezes quanto for o valor de sua
multiplicidade. Para demonstrarmos isso, iniciemos denotando por (1, (2,... ,Bm
os valores distintos das raizes ai,as,... ,q, (em particular, m < n), e agrupando
os fatores iguais, reescrevamos a nova fatoracao como:

an X"+ an 1 X"t aa Xt a X 4ag = an(X —31) (X = B2)%2 - (X = B)*™ .

Assim, tudo o que nos resta fazer é provar que cada s é a multiplicidade da raiz S .
Ora, isso é imediato, pois a fatoracdo nos diz que: p(X) = (X — Bx)®*qx(X), onde
qr(Bk) # 0, e entao basta apelarmos para a defini¢ao de multiplicidade para poder-
mos afirmar que [ é raiz de multiplicidade sj.

CQD.

Exemplo 10.36 -

Embora a equacio real z° +1 = 0 ndo tenha nenhuma raiz no corpo dos niimeros
reais, o TFA garante que ela tem exatamente duas raizes no corpo dos complezxos.
Com efeito, elas sio x =i e x = —i, pois (X —4)(X +14) = X? —i? = X2 + 1.
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10.6 O problema da fatoracdo de polindmios: TFA-fatoracao

A investigacao da possibilidade de se fatorar polindOmios iniciou somente por cerca
de 1700, quando se passou a tratar da integracdo das fracoes racionais, p(z)/q(x)
(assunto estudado em Calculo Integral). Com efeito, tendo-se descoberto como fazer
a integragao das fracoes racionais da forma 1/(ax + b) e 1/(ax?® + bz + ¢), onde os
coeficientes a, b, ¢ sdo numeros reais, viu-se que ficaria ficil fazer a integracao das
fragoes mais gerais, da forma p(x)/q(z), desde que se soubesse fatorar, em termos
de fatores lineares e/ou quadréticos reais, qualquer polindémio de coeficientes reais,
Esse problema mostrou-se ser nada trivial, pois garantir a existéncia desse tipo de
fatoracdo — conforme veremos — equivale a provar uma outra versdo do Teorema
Fundamental da Algebra: a chamada “versao fatoracao”do TFA.

E importante o leitor observar que falamos nas fracoes 1/(az +b) e 1/(az? + bz +c),
e nio apenas nas do primeiro tipo, pois pode ocorrer (como é o que o acontece com
2241) que az? +bz +c ndo possa ser redutivel a um produto de fatores lineares reais.
Ter de incluir as fracdes 1/(az?+bx +c¢) era um preco a pagar em todo aquele tempo
em que os nimeros complexos foram vistos com muita suspeita e pouca legitimidade.

Assim, historicamente — e, ainda hoje, em alguns problemas — o grande desafio era
escrever qualquer polinémio real como um produto de fatores reais com o menor
grau possivel. A versao do TFA que passaremos a examinar mostra que isso sempre
é possivel com fatores reais de no maximo grau dois.

Exercicio 337 -

No inicio dessa investigacdo, o conhecimento dos nimeros complexos ainda estava
tdo precdrio que nada menos do que Leibniz acabou concluindo que p(X) = X* 41
nao teria uma fatorac¢dao real com fatores de no mdzimo grau dois. Passaram-se 50
anos até que Euler mostrou que Leibniz estava errado, uma vez que vale:

X4 41=(X?+V2X +1)(X? —V2X +1).

A partir da decomposicio acima, é um exercicio fdacil, que deixzamos para o leitor,
mostrar que o polinémio dado nao tem fatoragao linear real, embora tenha fatoracdo
linear compleza.
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Teorema 10.37 (TFA-versdo fatoragdo linear) -

O conhecimento de todas as raizes (talvez repetidas), ay, g, ...,y , de
uma equacdo polinomial apax™ +ap_12" '+ - +ar’ +aix+ag = 0, de
graun e cujos coeficientes sao numeros complexos, nos permite escrever
a fatoracdo do polinomio associado:

an X" +a, (X" 4 aX? 4+ a1 X 4 ag
=ap(X —a)(X —ag) - (X — ap).

Equivalentemente, indicando por (v, B2, ..., Bm 0s valores distintos das
raizes ay, o, ... , oy € agrupando os fatores iguais, podemos reescrever
a fatoracdo anterior como

an X"+ apn 1 X"V @ X+ a1 X +ag
= ap(X — 1) (X — B2)* -+ (X — Bw)"™™,

onde 81, S9, ..., Sy, Sao as multiplicidades das raizes.

Prova:

Podemos ver o TFA—versao enumerativa como uma abreviacdo do presente teorema,
sendo que a prova daquela versao cobre perfeitamente bem tudo o que aqui estd
sendo afirmado. CQD.

Observacao 10.38 -

Esse teorema mostra mais claramente o significado da ideia de raiz multipla. O
leitor, quando tiver estudado a no¢do de limite, poderd obter um entendimento ainda
maior, sendo capaz de ver que, por exemplo, uma raiz dupla € o que resulta quando
duas raizes simples aglutinam-se. Uma outra maneira de captarmos o significado
de raiz multipla € através do grdfico cartesiano da fung¢do polinomial associada. Os
detalhes disso tudo sao vistos no Cdlculo Diferencial.
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Exercicio 338 -

Mostre que 2 é uma raiz para a equacao polinomial
27 — 1125 + 492° — 1152 + 16023 — 15222 + 1122 = 48.

A sequir, determine a multiplicidade de 2 como raiz de tal equacao.

Com a nocao de multiplicidade de raiz, melhoremos o enunciado do Corolario 9.40:

Teorema 10.39 -

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais tiver uma raiz complexa a + bi, ela
admitird também o complexo conjugado a — bi como raiz e ambas terdo a mesma
multiplicidade.

Prova:

Sendo p(X) o polinémio associado, como seus coeficientes sao reais, o Coroldrio 9.39
implica a igualdade p(z) = p(z), para todos os nimeros complexos z. De modo que

z éraiz de p

como queriamos demonstrar. CQD.

Corolario 10.40 -

Todo polinomio de coeficientes reais, cuja equacao associada tenha raizes complexas,
tem fator quadrdtico real.
Prova:
Esse resultado é conseqiiéncia do teorema anterior e da identidade:
[X — (a+b)][X — (a—bi)] = X? — 2aX + (a® + 7).
CQD.
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Teorema 10.41 (TFA-versdo fatoragdo real) -

Qualquer polinémio p(X) de coeficientes reais pode ser fatorado no
corpo dos nimeros reais, em termos de fatores reais lineares e/ou fato-
res reais quadrdticos.

Prova:

E uma consequéncia do TFA—versao fatoracao linear. Com efeito, por esse teorema,
cada raiz real dd origem a um fator linear real. Quanto as raizes complexas, como o
polinémio é suposto ter coeficientes reais, elas ocorrem em pares conjugados e, pelo
Corolario 10.40, os respectivos fatores lineares complezos dao origem a um fator
quadrdtico real. CQD.

Exemplo 10.42 -

Do Ezercicio 337, temos que o polinémio X* +1 admite a fatoracio quadrdtica real:
X'+ 1= (X2 4+ V2X + 1) (X2 - V2X +1),

a qual ndo pode ser reduzida a fatores lineares reais.

Exercicio 339 -

Determinar a fatoracio quadrdtica real do polinémio X*+1, partindo da identidade
X4 41=(X?241)? -2X2

Exercicio 340 -

Determinar uma fatoracao real linear/quadrdtica para o polinémio

p(X)=1+X+X?+X3,
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10.7 Relacdo entre coeficientes e raizes de equacdes polinomiais

Cardano descobriu que em certas cibicas a soma das raizes iguala o negativo do
coeficiente do termo quadrético. Logo se conseguiu mostrar que a soma dos produtos
dos pares dessas raizes dava o coeficiente do termo linear. Isso levou a se pensar na
possibilidade de se relacionar somas de produtos de raizes com os coeficientes das
equagoes polinomiais quaisquer. Ora, essa possibilidade depende de um resultado
mais bdsico: toda equacao polinomial de grau n deve ter o mesmo ntmero n de
raizes. HEssa afirmacdo, conforme ja vimos, corresponde a versao enumerativa do
Teorema Fundamental da Algebra e implica a adocao da ideia de multiplicidade de
uma raiz.

As relagbes gerais que estamos por enunciar e demonstrar estao associadas aos nomes
de Viete e Newton, e requerem um certo cuidado notacional. Para que possamos per-
ceber claramente as ideias envolvidas, iniciemos com o caso particular das equacoes
quadraticas e cibicas.

Teorema 10.43 (Férmulas de Newton-Viéte (caso grau 2)) -

Indicando por ay, agy as raizes (reais ou complezas, distintas ou nao) de uma equagdio
quadrdtica de coeficientes reais ou complezos, ax® + bz 4+ c = 0, temos que valem as
relagcoes

a1 +ay=—-bla e oy =c/a.

Prova:
Pelo TFA—versao fatoracao linear:
aX?+bX +c=a(X —a)(X — ay),
de modo que, efetuando os produtos envolvidos no membro da direita, obtemos:
aX? +bX +c=aX?—alog + )X + acias.
Resta usar a caracterizagao de igualdade polinomial em termos da igualdade entre
os correspondentes coeficientes estabelecida na Defini¢ao 10.4. CQD.

Teorema 10.44 (Férmulas de Newton-Viéte (caso grau 3))-

Indicando por ay, as, az as raizes (reais ou compleras, distintas ou nao) de uma
equacgdo cibica de coeficientes reais ou complexos, ax® + bz +cx +d = 0, temos
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que valem as relacoes:

a1+ ag +az = —b/a
o + ajaz + asas = c/a

ajagas = —d/a.

Prova:

Pelo TFA—versao fatoracao linear:
aX? +0X? +eX +d=a(X —a)(X — ) (X —a3),
de modo que, efetuando os produtos envolvidos no membro da direita, obtemos:
aX?®+bX%*+cX +d
=aX? —a(ag + g + a3) X% + a(agay + ajosz + awaz) X — a(agazas).

Resta aplicar a Definicao 10.4. CQD.
O caso de equagoes polinomiais de grau n > 1 é provado por inducao.

Teorema 10.45 (Férmulas de Newton-Viéte (caso grau n > 1)) -

Indicando por ay, ag, as,...,qy as raizes (reais ou complexas) de uma equagdo
polinomial de coeficientes reais ou complezos, apx™ +ay_ 12" ' 4+ ajz+ag =0,
temos que valem as relacoes:

_anfl/an =opt+ay+--Fa,
an_sf/an = aras +ajas + -+ ajay +agaz + -+ asan + -+ ap_1a,
—ap_3/an, = araeag + ajagay + - -+ arasay

+ avazay + -+ agazan + 0+ ap_2p 10y

(=) "ap/an = arasas ... ay .
Muito cuidado!
Fique o leitor alertado que, em vez de nossa notacao
anz™ + - 4+ aszr® + a1z + a9 =0,
alguns autores usam
agz” + -+ an 9z’ +an 1z +a, =0,

o que implica numa radical modificacao notacional das relacoes mencionadas.
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Exercicio 341 -

i). Sejam o1 = aq+ a9 e 09 = aqan . Prove que ay e ay $do as raizes da equagdo:

22—z +0oy,=0.

i1). Sejam o1 = a1 + as + a3, 09 = a1as + aaz + asas, e o3 = ajasas . Prove
que a1, 9 € a3 sao as raizes da equacdo: x° — o1 2% 4+ o9z — 03 = 0.

Exercicio 342 -

Resolver a equacio x> — 1022 + 31z — 30 = 0, sabendo que uma de suas raizes € a
soma das outras.

Exercicio 343 -

Mostre que ao menos um dentre a soma e produto de dois nimeros transcendentes
tem de ser irracional.

Exercicio 344 -

Sejam o, g, a3 e oy as raizes, talvez repetidas, da equacio z* 4+ ax? + Bx +v =0,
e sejam

Pede-se expressar u e v em termos de «, 3,7.

Exercicio 345 -

Resolver o sistema de equagoes:
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capiTuLo 11

EXISTEM NUMEROS ALEM DOS
ESTUDADOS ATE AGORA?

11.1 Numeros hipercomplexos

11.2 Hipercomplexos com uma unidade imagindria

11.3 Revisitando o Teorema Final da Aritmética

11.4 Polinomios e equacoes nos hipercomplexos

11.5 Revisitanto o Teorema Fundamental da Algebra (TFA)

Tendo-se em vista os resultados expressos pelo Primeiro Teorema Final da Aritmética
(Teorema 10.1) e pelas vérias versoes do Teorema Fundamental da Algebra, se-
ria até razodvel pensar que nao ha nada de util, numericamente falando, além
do campo dos numeros complexos. Afinal, com o mesmo, todas as deficiéncias
geométricas, aritméticas e algébricas classicas que surgiram com o desenvolvimento
da Matematica foram sanadas.

Contudo, a partir de pontos de vista matemdticos bem mais sofisticados do que os
que encontramos até aqui, foram concebidos varios outros campos numéricos que
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tém se mostrado uteis na resolu¢ao de problemas matematicos e cientificos. Isso é
o caso dos nimeros p-adicos e dos reais nao-standard, por exemplo. Infelizmente, o
estudo desses campos requer um grau de maturidade mateméatica bem maior do que
o exigido por este livro, e sua utilidade s6 é evidenciada em problemas bem distintos
dos que aqui estudamos.

Por outro lado, é natural e ficil generalizarmos os niimeros complexos com o mero
ato de aceitar “varias unidades imaginarias”. Desse modo, obtemos os chamados
numeros hipercomplexos, o exemplo mais conhecido dos quais sendo o dos quatérnios.
Apesar desses ntiimeros nao formarem um campo com estrutura de corpo, eles tém o
grande mérito de nos permitir, facil e rapidamente, entender melhor a importancia
dos nimeros complexos, bem como destacar claramente as propriedades estruturais
que viabilizam a existéncia dos teoremas fundamentais da Algebra. Serd exatamente
dessas questoes que trataremos neste capitulo.

11.1 Nuameros hipercomplexos

Com o propoésito de definir o que chamaremos de nimeros hipercomplexos, genera-
lizaremos a construcdo que fizemos para construir os nimeros complexos a partir
dos reais. Naquela ocasiao, introduzimos um novo simbolo, denotado por ¢, para
representar uma nova entidade numérica distinta de qualquer ntimero real, e com
ele consideramos o conjunto C dos “ntmeros” da forma a + bi com a,b € R A
generalizacao desse procedimento produz a seguinte definicio:

Definicao 11.1 -
Nimeros hipercomplexos sdo os objetos numéricos da forma
z =ag+ ayi; + asio + asiz + -+ - + apiy ,

onde ag,ai,... ,an € R e i1,i0,13,... 1, sao elementos distintos entre si e fora do
universo dos numeros reais; chamaremos estes i, de “unidades imagindrias”.

A igualdade entre dois nimeros hipercomplexos € escrita como
ap + a1ty + aziz + aziz + - + aply = bo + b1y + boio + b3iz + -+ + byin

e vale se, e so se, tivermos simultaneamente: ag = by, a1 = by, ... ,a, = by.
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Exemplo 11.2 -

Os nimeros complezxos constituem o caso particular dos nimeros hipercomplexos que
tém apenas uma unidade imagindria (n = 1) e ela verifica i;2 = —1.

(Notagio abreviada tradicional: i = iy, de modo que i> = —1.)

Passemos a transformar o conjunto dos hipercomplexos num campo numérico. Para
tal, introduziremos uma adi¢do e uma multiplicacdo que estendem as dos nimeros
complexos:

Definicao 11.3 (Operacoes entre nimeros hipercomplezxos) -
— A adi¢do de hipercomplexos ¢ definida por:

2+ 2" = (ag + ayiy + - + apin) + (bo + briy + - + byiy)
= (a0+bo)+(a1+bl)fi1+(a2+bg)i2+---+(an+bn)in.

— A multiplicagdo de hipercomplexos ¢ definida por:

2z = (ag + a1ty + - + apin).(bo + b1y + - + bpin)
= agbg + apbiiy + - - - + agbpin
4+ a1boi1 + a1b11191 + a1boiris - - - + a1bpiri, + - -
s Fapboin + anbrinty + anboinio + - - - + apbpinin ,

sendo que, de modo a podermos dizer que efetivamente zz' é um hipercomplexo,
fazemos mais duas suposigoes:

* consideraremos vdlidas as propriedades associativa e comutativa da adi¢do,
bem como a distributividade da multiplicacao;

* a cada produto de unidades imagindrias ity (para p,q € {1,2,...,n}) €
atribuido uwm wvalor hipercomplezo, ou seja, um valor da forma o+ Pi1 + vig +
-+ wiy, (onde 0s a,fB,... ,w € R).

Exercicio 346 -

Mostre que a suposicao de associatividade e comutatividade da adicao, bem como a
distributividade da multiplicacdo, nos permitem afirmar que sempre podemos levar
o produto zz' de hipercomplexos para a forma oficial:

/ . . .
2z = co+tcC1i1 +C212 + ...+ Aply .
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Note o leitor que, em todos os campos numéricos que ja estudamos, a multiplicacao
tem varias propriedades basicas. Recordando:

— no campo dos numeros inteiros a multiplicaciao, além de ser distributiva, é
associativa e comutativa; vimos que este campo tem uma estrutura de anel de
integridade;

— nos campos dos numeros racionais, reais e complexos a multiplicacdo, além
de ser distributiva, é associativa, comutativa e todo nimero nao nulo tem
reciproco; estes campos tém estrutura de corpo.

Por outro lado, num campo hipercomplexo genérico, a tinica propriedade da multi-
plicacao que é obrigatéria é sua distributividade. Assim, pela primeira vez, estamos
encontrando campos numéricos onde nao estao sendo exigidas as propriedades da
associatividade e comutatividade da multiplicacao, e nem a existéncia de reciprocos
(para numeros nao nulos). Facamos alguns comentérios iniciais sobre essa novidade.

— A associatividade nos hipercomplexos

A associatividade é uma propriedade tao essencial que é de causar espanto que
a mesma nao tenha sido exigida na defini¢ado de multiplicagdo nos campos de hi-
percomplexos. O exemplo mais importante de campo onde a associatividade da
multiplicacdo ndo vale é o dos chamados octdnios', os quais sdo hipercomplexos
formados de sete unidades imagindrias e mais a unidade real; omitiremos maiores
detalhes, pois ndo faremos uso desse campo (ver: Okubo — Introduction to Octonion
and Other Non-Associative Algebras in Physics. Cambridge UP, 1995). Contudo, é
de se acrescentar que na vasta maioria dos exemplos essa propriedade é valida.

— A comutatividade da multiplicacao de hipercomplexos

Como a definicao de multiplicacao de hipercomplexos nao fixou os valores dos
parametros em

iplg = a+ Biy + yig + - + Wiy,

estdo abertas as portas para a possibilidade de propriedades operacionais que ainda
nao encontramos neste texto. Por exemplo, a principio, pode muito bem ocorrer
que algum iyi, difira em valor de i4i,, possibilidade esta que caracterizard uma
multiplicacdo nao comutativa. Os quatérnios constituem o exemplo mais importante.

!Também chamados de ndmeros de Cayley, pois por ele introduzidos em 1845.
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Exemplo 11.4 (Os quatérnios) -

Sdo os mais importantes niumeros hipercomplezos de trés unidades imagindrias. Eles
foram inventados por W. R. Hamilton em 1843, depois de anos de tentativas frus-
tradas na busca de uma versao 3-dimensional dos nimeros complezos (isto é, pro-
curando um corpo comutativo com duas unidades imagindrias).

Os quatérnios tém a forma a + bi + cj + dk, onde a,b,c,d € R, e as unidades
imagindrias i, j, k verificam:

P=—1ij= k |ik= j
ji=—k |2 =-1]jk= i
ki= j |kji=—i|k?=-1

Uma das principais caracteristicas desse conjunto de nimeros é a nao comutativi-
dade da multiplicacdo. Com efeito, a tabela nos diz que, por exemplo:

k=ij#ji=—k i=jk#kj=—i, j=ki#ik=—j.

E de se acrescentar que os anos de frustracao de Hamilton sao justificados, na
medida em que naquela época era inconcebivel que um campo numérico nao fosse
comutativo.

Exercicio 347 -

Mostre que toda a tabela de produtos das unidades imagindarias dos quatérnios pode
ser deduzida dos seguintes casos bdsicos:

Sugestdo: para provar ij = —ji = k, multiplique 15k = —1 a esquerda por i, e a
direita por k.

— Reciprocos e integridade nos hipercomplexos

Quando introduzimos os campos dos numeros inteiros, racionais, reais e complexos,
nos capitulos anteriores, sempre se observou que o respectivo campo tinha a pro-
priedade da integridade. Ou seja, nesses campos numéricos bésicos, é impossivel
encontrarmos um produto nulo no qual nenhum dos fatores seja nulo; ou resumida-
mente: eles ndo tém divisores de zero. Contudo, veremos que a integridade pode
nao ocorrer em campos hipercomplexos. Dada a importancia disso, vale a pena
explicitarmos uma defini¢ao formal:
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Definicao 11.5 -

Um miimero hipercomplezo z # 0 € dito ser um divisor de zero se valer zz' = 0 ou
2’2 =0, para algum hipercomplezo z' # 0.

Um campo de hipercomplexos onde ndo exista nenhum divisor de zero € dito ter
integridade.

A existéncia de divisores de zero é fonte de muitas patologias operacionais. Por
exemplo, ocorrendo ab = 0 e a # 0, ndo podemos garantir que b = 0.

Um exemplo importante de nimero que nao é divisor de zero é todo ntimero que
tem reciproco.

Definicao 11.6 -

Num campo de hipercomplexos, um nimero z # 0 € dito ter reciproco (ser um divisor
da unidade ou ter inverso multiplicativo) se existir algum hipercomplezo ndo nulo,
2", tal que z2' = 2’z = 1. Nesse caso, costuma-se escrever z' =1/z.

Exercicio 348 -

Mostre que, em campos de hipercomplexos nos quais a multiplicagcdo é associativa (é
0 que ocorre nos casos importantes, como o dos quatérnios), vale:

z # 0 tem reciproco = z ndo € divisor de zero.

Sugestao: raciocine por absurdo.

Exercicio 349 -

Mostre que todos os quatérnios ndao nulos tém reciproco e que, portanto, ndo existem
divisores de zero entre 0s quatérnios.
Dica: calcule o produto (a + bi + ¢j + dk)(a — bi — ¢j — dk).

Exercicio 350 -

Conforme vimos em capitulo anterior, o campo dos niumeros reais tem estrutura de
corpo ordenado. Contudo, a medida que formos considerando campos mais gerais,
a estrutura vai “empobrecendo”. Com efeito, verifique, ou recorde, que:
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— 0 campo dos complexos ainda é corpo, mas nao ordenado;

— 0 campo dos quatérnios “€ corpo”, exceto pela nao validade da comutatividade
da multiplicacao.

11.2 Hipercomplexos com uma unidade imaginaria

Como o campo dos quatérnios nao tem divisores de zero, concluimos que a inco-
modativa existéncia de eventuais divisores de zero nao é devida & multiplicidade de
unidades imaginarias, mas & maneira como forem definidos os produtos de pares de
unidades imaginarias. Com efeito, veremos nesta secao que divisores de zero podem
ocorrer mesmo entre os campos com uma Unica unidade imaginaria.

Para mostrar isso claramente, examinemos em termos bem gerais o caso dos hiper-
complexos de uma tnica unidade imagindria, ou seja, dos hipercomplexos da forma
a + bl (para simplificar a notagao, usaremos I no lugar de 7).

Como I? também tem de ser um hipercomplexo de uma unidade imagindria, ele
tem de ter a forma I? = a + BI, com «,3 € R. Com isso, o produto de dois
hipercomplexos de uma unidade imagindria tem de ter a forma:

(a + bI)(c+ dI) = (ac + bdI?) + (ad + be)I
= (ac + bda) + (ad + be + bdB)I.

Examinemos trés exemplos importantes de escolha para a e 8. Eles sao as chamadas
formas canonicas dos nimeros hipercomplexos com uma unidade imaginéria:

- nimeros complexos : temos I? = —1 = —1 + 01, o que nos d4
(a+bI)(c+dl) = (ac —bd) + (ad + bc)1 ;
- nmeros duais : temos I? = 0 = 0+ 0I, o que nos da
(a+bl)(c+dl)=ac+ (ad + be)T ;
- ntimeros hiperbdlicos: temos I? =1 =1+ 0I, o que nos da
(a +bI)(c+dI) = (ac+ bd) + (ad + be)I .

O quadro a seguir poe em destaque a diferenca de comportamento desses trés campos
candnicos no que toca a existéncia de divisores de zero (recorde o Exercicio 348):
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campo numérico é divisor de zero?
1 141
complexos (I? = —1) | nao nao
duais (I?=0) | sim nao
hiperbélicos (I = 1) | nao sim

Exercicio 351 -

Prove as afirmacées contidas no quadro anterior. Construa, além disso, um quadro
correspondente que discuta a existéncia dos reciprocos de I e 1+ 1.

Exercicio 352 -
Sejam dois nimeros hiperbdlicos, z # 0 e 2’ # 0. Mostre que z2' =0 <=

~ouz=a+ai ez =a— ai, para um mesmo « real nao-nulo,

~ouz=a—ai ez =a+ ai, para um mesmo « real nao-nulo.

Exercicio 353 -

Sejam dois nimeros duais, z e 2'. Imitando o que foi feito no exercicio anterior,
encontre uma caracterizacio do tipo <= para a ocorréncia de zz' = 0.

J& que encontramos a patologia dos divisores de zero, nossa préxima tarefa serd
descobrir uma caracterizacao estrutural que nos permita evitar campos hipercom-
plexos que tenham esse tipo de ntimeros. No caso mais simples, a saber, o caso
dos hipercomplexos com uma unidade imaginaria, essa caracterizagao é facil de ser
achada:

Teorema 11.7 (formas candnicas) -

Todo campo de nimeros hipercomplexos de uma unidade imagindria I pode ser redu-
zido, mediante uma mudanca de varidvel adequada, a uma das sequintes trés formas
canonicas:

i). a dos nimeros complexos, ou seja, dos hipercomplezos com I? = —1;
ii). a dos mimeros duais, ou seja, dos hipercomplezos com I? =0 ;

iii). a dos mimeros hiperbélicos, ou seja, dos hipercomplezos com I* = 1.
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Prova:

Indiquemos por a+ bI os nimeros do campo dado, e escrevamos I? = a+ 3. Nosso
objetivo é mostrar que existe um J = a + bl , tal que o valor de J? é —1, 0 ou 1,
conforme os valores de v e 3. Para tal, precisaremos considerar as trés seguintes
possibilidades:

—caso (i) p2+4a<0
neste caso, iniciamos observando que estd bem definido o ntimero hipercomplexo

_ p —2
TV —da P I

e a seguir verificamos diretamente que J? = —1;

J

—caso (ii):  B*+4a>0

semelhantemente, iniciamos observando que estd bem definido o ntimero hipercom-
plexo

_ B —2
J_\/ﬁ2+4a+\/ﬁ2+4al’

e a seguir verificamos diretamente que J? = 1.

—caso (iii): A% +4a=0:
agora, introduzimos o hipercomplexo
J=p-2I,
e verificamos que J? = (8 —2I)(3—2I) = 32 —4BI +41? = B> — 481 +4(a+ BI) =
B+4a=0. CQD.

Teorema 11.8 -

Nos campos de nimeros hipercomplezos de uma unidade imagindria, sempre valem
a associatividade e a comutatividade da multiplicacdo. Ademais, entre eles:

— 08 campos que tém como forma candnica os numeros duais ou 0Ss numeros

hiperbolicos sempre tém divisores de zero;

~ 05 campos que tém como forma candnica os nimeros complezos (I? = —1)

nunca tém divisores de zero.
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Prova:

E imediata consequéncia do teorema anterior. CQD.

Exercicio 354 -

E sabido que a identidade numérica (a + b)(a — b) = a® — b* vale no campo dos

numeros complexos, ou seja: ela vale para todos os a,b € C. Pede-se estudar sua
validade no campo dos nimeros duais e no dos hiperbolicos.

11.3 Revisitando o Teorema Final da Aritmética

Voltamos nesta secao a considerar os hipercomplexos com varias unidades ima-
gindrias. Vamos usd-los para enunciar e discutir uma nova versao do Teorema Final
da Aritmética.

Comegamos observando que o Teorema 11.8 nos mostra que é muito facil fugirmos
dos campos de hipercomplexos de apenas uma unidade imaginaria, mas com divisores
de zero: basta trabalharmos apenas com os campos onde 72 = —1. Infelizmente, no
caso dos campos com mais de uma unidade imagindria, a solucdo nao é tao simples,
pois podemos ter coisas como i? = aig + Bi3, e também precisamos nos preocupar
com os produtos mistos i,%,. Contudo, mostra-se que ¢ suficiente nos restringirmos

aos chamados hipercomplexos normalizados, a saber:

Definicao 11.9 -
Um campo de nimeros hipercomplezos,
z:a+bi1+ci2+di3+---+win,

de n unidades imagindrias, € dito ser normalizado quando wvaler z% = —1, para
k=1,2,... ,n.

Exemplo 11.10 -

E imediato se constatar que o campo dos numeros complexos e o dos quatérnios sao
campos normalizados.
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Exercicio 355 -

Verifique que entre os campos hipercomplexos candnicos de uma unica unidade ima-
gindria, o unico normalizado € o que nao tem divisores de zero.

O teorema a seguir é devido a Weierstrass:

Teorema 11.11 (Segundo Teorema Final da Aritmética) -

Eziste apenas um campo normalizado de mimeros hipercomplezos cuja
multiplicacdo é associativa, comutativa e ndo tem divisores de zero.
Este campo é o dos numeros complezos.

Prova:

Ja sabemos que o resultado vale para o caso dos campos com apenas uma unidade
imagindria. Assim, resta examinarmos os casos onde temos duas, ou mais, unidades
imagindrias.

a). Caso de campo com 2 unidades imagindrias

Os nimeros de um tal campo podem ser escritos na forma a+bj+ck, onde a, b, c € R,
e as duas unidades imagindrias verificam 5% = k? = —1.

Escrevamos o produto jk na forma oficial: j& = a + bj + ck. Multiplicando essa
igualdade por j, e usando as propriedades usuais da adicao —bem como a associa-
tividade, distributividade e comutatividade da multiplicacdo, que estamos supondo
validas—, obtemos:
—k=jjk =aj — b+ cjk
=aj— b+ cla+bj + ck)
= (=b+ac) + (a +bc)j + 2k,
ou seja,
—k = (=b+ac) + (a+be)j + 2k,
o que implica termos as igualdades:
—b+ac=0

a+bc=0
2 =—1.
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Ora, esse sistema nao tem solucdo, pois é impossivel um ntmero real ¢ verificar
2
cc=—1.

b). Caso de campo com 3 unidades imagindrias

Agora, os nimeros do campo tém a forma: a + bj + ck + dl, com a,b, c,d reais.
Consequentemente, os produtos jk, kl,[j podem ser escritos como:

jk =ay + blj +Clk +dll

kl:a2+b2j+62k+dgl (11.1)

lj:a3+b3j+63k+d3l.
Como ja fizemos no caso de 2 unidades, mostraremos que essas igualdades sao incoe-
rentes com as propriedades supostas para a adicao e multiplicacdo dos nimeros de
um tal campo. Como novidade, os detalhes serdao mais extensos e, agora, também
precisaremos usar que nao é permitido que um produto de fatores nao nulos seja

nulo. O inicio da prova é semelhante ao caso anterior: multiplicaremos cada uma
das trés igualdades em (11.1) por j, k, [, respectivamente. Vejamos.

Multiplicando a primeira igualdade por j:
—k = jjk
= jlay + b1j + a1k + dil)
=a1j — by +cijk +dyjl
=a1j — b1+ ci(ar + b1j + c1k + dil)
+ di(ag + bsj + csk + dsl)
= (—=by + a1c1 + azdy) + j(ar + bicy + bzdy)
+ E(c? + e3dy) + Uerdy + dids),
0 que nos leva as equacoes:
0= —b1 +aic1 +azdy
0 =a; +bicy + bsdy

—1 = C% + 03d1
0= Cldl + d1d3 .

Multiplicando a segunda igualdade de (11.1) por k:
—1 = kkl = K(a + baj + cok + dal) = agk + byjk — c3 + dykl
= ask + bo(ar + b1j + c1k + dil) — o + do(as + boj + ok + dol)
= (a1by — ¢g + agds) + j(b1b2 + bads)
+ k(ag + byey + cada) + 1(bady + d3),
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0 que nos leva as equagoes:

0= a1b2 —Cco + agdg
0 = b1by + bads

0= as + bQCl + CQdQ
—1 = body + d% .

Multiplicando a terceira igualdade de (11.1) por I:

—j = 11§ = l(az + bsj + csk + d3l) = agl + bslj + c3kl — d
= a3l + by(az + bsj + csk + dsl) + c3(as + boj + ok + dol) — d3
= (a3bs + ascs — d3) + j(b3 + bacs)
+ k(bzcs + cac3) + l(ag + bsds + c3d2),

0 que nos leva as equacoes:

0= agbg + agcy — d3
—1= bg + bocs

0= 6303 + coc3

0 = a3 + bsydz + c3do .

Desses trés conjuntos de quatro equacoes, nos bastara tomar as equagoes que tenham
duas parcelas no membro direito. Elas estao agrupadas a seguir:
—1= C% + CSdl 0= Cldl + d1d3
~1=d3+bydy  0=byby+ bado (11.2)
—1= bg + bocs 0 = bgeg + cocy -
Para atingirmos o nosso objetivo, passaremos a simplificar as equagoes desse sis-
tema. Inicialmente, iremos simplificar as equages da segunda coluna de (11.2) (as
equagoes que tém zero como membro esquerdo). Para isso, basta observar que como

o quadrado de um nimero real nunca pode ser negativo, as equagoes da primeira
coluna do sistema (11.2) nos dizem que, respectivamente:

c3dy # 0, bady # 0, bacg #0,

de modo que by # 0,¢3 # 0,d; # 0, e isso nos permite dizer que as equacges do
sistema (11.2) podem ser simplificadas para:

0=c +ds
0=0b,+dy (11.3)
0:b3+627
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ou seja:
c1 = —dz, by = —do, b3 = —co.

Passemos & simplificacdo das equagdes da primeira coluna do sistema (11.2) (as que
tém membro esquerdo igual a —1). Para conseguirmos isso, a ideia serda montar
igualdades deduzidas das varias maneiras de calcularmos o produto jkl.

Nesse sentido, dada a comutatividade e associatividade do produto, temos trés pos-
sibilidades de reescrita:

(R = (k1)
(k) = k()
(kl)j = k(1)

- No caso (jk)I = j(kl), temos:

(k) = (a1 + bij + c1k + dil)l = agl + bijl + ekl — dy
= —dy + a1l + by (a3 + bsj + csk + dsl) + c1(ag + baj + cok + dal)
= (—dy + asby + c1a3) + j(b1bs + c1b2)
+ k(bics + c1c9) + U(ag + bids + ¢1da),

j(kl) = j(GQ + bog + cok + dgl) = ag9j — ba + cogk + daly
= agj — by + ca(ay + b1j + c1k + dil) + da(as + bsj + c3k + dsl)
= (—bg + coa + d2a3) ~|—j(a2 + coby + dgbg)
+ k(cacq + dacs) + U(cady + dads).

Comparando os coeficientes de ambos os membros da igualdade (jk)I = j(kl), vemos
que o mais promissor de analisar é o coeficiente de k, o qual nos permite escrever

bics + cico = cac1 + docs,

de onde tiramos c3(b; — dy) = 0.

Ora, ja sabemos que c3 # 0, de modo que by — dy = 0, ou by = dy. Mas, as equacgoes
de (11.3) nos dizem que by = —ds. Consequentemente, pela simultaneidade de
b1 = dy e by = —do, somos forcados a concluir que by = dy = 0.
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— No caso (jk)l = k(lj), faremos anélogo:

k(17) = k(az + byj + esk + dsl) = ak + bajk — c3 + dzki
= —c3 + ask + by(a1 + b1j + e1k + dil) + dz(as + boj + ok + dal)
= (—c3 + bgay + dzaz) + j(bsby + dsbs) + k(as + bscy + d3cs)
+ U(bydy + dda).

Comparando os membros de (jk)! = k(lj), vemos que o tinico coeficiente que é dado
por apenas duas parcelas, em ambos os membros, é o coeficiente de j. Trabalhando
com ele, temos,

blbg + Clbg = bgbl + d3b2,

ou by(c; —ds) = 0. Ora, ja sabemos que by # 0, de modo que ¢y —d3z = 0, ou ¢y = ds .
Por outro lado, a primeira equacao de «ag nos diz que ¢; = —ds. Consequentemente:
Cl1 = d3 = 0.

— Resta examinar o caso (kl)j = k(lj).

Ambos esses produtos ja foram calculados anteriormente, tendo sido obtido:

(kl)j = j(kl) = (=bg + c2a1 + daa3z) + j(ag + c2by + dabs)
+ k(coc1 + dacs) + l(cady + dads),

k(lj) = (—C3 + bgay + d3a2) + j(bgbl + d3b2)
+ k(a3 + bscy + dsca) + 1(bsdy + dsds).

Comparando os membros de (kl)j = k(lj), novamente vemos que hd sé um coefi-
ciente que é dado por apenas duas parcelas, em ambos os membros, que é o coeficiente
de [. Trabalhando com ele, temos

02d1 + d2d3 = bgdl + d3d2 ,

de onde di(co — b3) = 0. Como ja sabemos que dy # 0, concluimos que ¢y — b3 = 0,
ou by = co. Por outro lado, a terceira equacido de (11.3) nos diz que by = —co.
Consequentemente, somos obrigados a concluir que b3 = ¢o = 0.

Resumindo, temos que

b1:d2261:d3:b3262:0.
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Essas nulidades nos permitem, finalmente, simplificar as equagoes da primeira coluna
do sistema (11.2), obtendo:

—1= 63d1
—1 = body
—1= b2C3 .

Se multiplicarmos entre si essas trés igualdades, obteremos, finalmente:
—1 = (b263d1)2,

0 que é uma impossibilidade para nimeros reais.

¢). Caso de campo com > 4 unidades imagindrias

Dado o aumento do grau de complexidade da prova ocorrido ao passarmos de 2 para
3 unidades imaginarias, é de se esperar que, para campos com > 4 unidades ima-
gindrias, a demonstragao fique muito mais complicada. Assim, nos contentaremos
em remeter o leitor interessado nessas provas para o trabalho de E. Study e Llie
Cartan, mencionado na bibliografia. CQD.

Exercicio 356 -

Ezamine novamente a demonstracao do Segundo Teorema Final da Aritmética,
agora, procurando ver onde se usou que o produto de reais ndao nulos nunca pode
ser zero.

Observacao 11.12 -

A importancia do Segundo Teorema Final da Aritmética estd no fato de que ele nos
diz que, se insistirmos na obediéncia ao Principio da Permanéncia de Hankel, a
extensdo do campo dos numeros reais para um campo envolvendo um numero finito
de unidades 1magindarias inicia e termina com o dos numeros complezros.

Embutida nessa “terminalidade” do campo dos nimeros complexos estd a proibicao
de existirem divisores de zero. Essa proibi¢do € tao forte que mesmo que abrissemos
mao de outras propriedades algébricas basicas, tais como a associatividade e co-
mutatividade da multiplicacdo, consequiriamos muito poucos campos hipercomplexos
além de C. Com efeito, em 1957, os matemdticos John Milnor, Raull Bott e Michel
Kervaire mostraram que:
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mesmo que nao exijamos a associatividade e a comutatividade da multi-
plicacao, os unicos possiveis campos de numeros hipercomplexos norma-
lizados ocorrerao para n =1 (nimeros complexos), n =3 (quatérnios) e
n =71 (octénios).

11.4  Polinomios e equacdes nos hipercomplexos

O objetivo desta se¢ao é mostrar que a comutatividade e a integridade da multi-
plicacdo (ou seja: a inexisténcia de divisores de zero) em um campo de nimeros
hipercomplexos sao decisivas na validade de propriedades basicas dos polinomios e
equacoes associadas. Mostraremos isso usando exemplos envolvendo equacoes co-
muns de encontrarmos em problemas praticos. Na secao seguinte, reexaminaremos
a situacdo sob o ponto de vista do Teorema Fundamental da Algebra.

Visando nosso objetivo, a primeira coisa a ser observada é que poderiamos dizer que
nao ha mais nada realmente interessante a dizer sobre polindmios. Com efeito, os
mesmos foram definidos sobre um corpo numérico, e o Segundo Teorema Final da
Aritmética diz que nao existem campos hipercomplexos (normalizados) que tenham
estrutura de corpo, além de C.

Contudo, de maneira igual & feita em cursos de Algebra Abstrata, podemos esten-
der a nocao de polinémio para os casos em que seus coeficientes estao num campo
onde valham as propriedades caracteristicas dos corpos, com ezxce¢cao da comutati-
vidade e da integridade da multiplicacao, bem como nao se garanta a existéncia do
reciproco dos niimeros nio nulos.? A adicdo e multiplicacio desses tipos mais gerais
de polinémios sao definidas do mesmo modo como fizemos para o caso classico de
polinémios sobre um corpo numérico (vide Defini¢ao 10.15, no capitulo anterior). E
sob essa convencao que iremos trabalhar, no que segue.

— A importancia da comutatividade da multiplicacao

O mais conhecido e importante campo de hipercomplexos no qual a multiplicacao
ndo é comutativa é o campo dos quatérnios (vide Exemplo 11.4). Assim, considere-
mos nesse campo a equacao quadratica z2 + 1 = 0.

?Na terminologia da Algebra7 um campo com essas propriedades é chamado de anel. No
Capitulo 2, quando caracterizamos a estrutura algébrica dos inteiros, mostramos que eles formam
um anel de integridade, ou seja: um anel no qual a multiplicacao é comutativa e tem integridade.
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Primeira surpresa:
a equacio z2 + 1 = 0 tem infinitas raizes no campo dos quatérnios.

Com efeito, por exemplo, todos os niimeros da forma x = aj + bk, onde a® + b = 1,
sd0 raizes, pois nos quatérnios vale (aj+bk)? = —a?—b?, como o leitor pode verificar
imediatamente. Em particular, x = j, x = —j, * = k e x = —k sao quatro dessas
infinitas raizes.

Vejamos outro fato surpreendente. Como z = j é raiz, deveriamos esperar ser
verdadeira uma fatoracdo da forma (sendo @ um nimero dos quatérnios):

X2+ 1= (X —j)qX) = (X —j)(X +a).

Mostremos que ela efetivamente existe. Para isso, recordemos que pela definicao de
produto de polinémios, mesmo que o campo dos coeficientes a e b nao seja comuta-
tivo, temos:

(X +a)(X +b) = X*>+ (a+b)X +ab,.

Consequentemente, (X — 5)(X +a) = X? + (=j + @)X + (—j)a. Disso segue:
X241l = (X—)q¢(X) = (X—j) (X +a) <= X24+0X+1 = X*+(—j+a) X +(—j)a.

Ouseja: 0 = —j+a el =(—j)a. Ora, é imediato verificar que o = j é a solucao
dessas equagoes. Resumindo, temos a igualdade polinomial:

XP+1=(X—j)q(X) = (X)X +j).

Apesar disso, compare com:

Segunda surpresa:
a igualdade polinomial sobre os quatérnios X2 + 1 = (X — 5)(X + j)
nao se traduz numa identidade numérica, ou seja:

é falso que 2 + 1 = (z — j)(z + j), Vz € quatérnios.

Com efeito, vendo z como um numero quatérnio, e ndo como uma indeterminada,
como a multiplicagao de quatérnios nao é comutativa:

(z—j)(z+7) =2*+zj+ (—j)z —j> =2+ [zj + (—j)z] + 1,
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de modo que a identidade numérica mencionada é equivalente a dizer que zj = jz,
para todo = dos quatérnios. Evidentemente, isso é falso: basta tomar =z = k.

Exercicio 357 -
Encontrar infinitos ezemplos de nimeros quatérnios para os quais € falsa a igualdade
numérica: 2 +1 = (v — j)(z + j).
Vale a pena resumir:
e como produto de polinomios sobre o campo dos quatérnios, temos:
(X=X +j) =X+ (—j+ )X - =X"+0X +1=X*+1;
e como produto de expressoes analiticas temos, para x niimero quatérnio:

em geral

(@—j)e+j) =a® +aj+ (=j)e - =2 +[zj+ (=jz] +1  # 2> +1.

Exercicio 358 -

i). Mostre que mesmo em campos hipercomplexos cuja multiplica¢do nao seja co-
mutativa, vale a identidade polinomial:

X" _ " = (X_a)(Xn—l +aXn—2_}_a2Xn—3+"'+an—2X+an—1)‘

i1). Mostre que em tais campos ndo comutativos, a identidade polinomial acima
nao se traduz em uma identidade numérica.

Exercicio 359 -

Seja p(X) um polinomio (nao nulo) sobre um campo de hipercomplezxos, e suponha-
mos que a equagao p(x) = 0 tenha uma raiz a neste campo. Mostre que pode ocorrer
que ndo exista um polinémio q(X) sobre este campo e para a qual valha a identidade
numérica:

p(z) = (z — a)q(x), Yz € ao campo.

Exercicio 360 -

Em campos hipercomplexos, a multiplicagao de polindomios seque regras distintas das
da multiplicagcao de expressoes polinomiais? Responda, justificando.
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— Importancia da inexisténcia de divisores de zero

J4 muito enfatizamos que em todo corpo numérico a multiplicagao tem integridade.
Ou seja: um corpo nunca tem divisores de zero, o que significa que, sendo « e 8
numeros deste corpo:

a8 =0 = ao menos um dos fatores serd nulo.

Contudo, muitos campos de hipercomplexos tém divisores de zero. Isso ja ocorre
com campos de uma tnica unidade imaginaria, como é o caso dos numeros duais.
Entre os campos com duas unidades imagindrias, um dos mais interessantes é o
campo dos numeros biduais, que passamos a definir.

Definicao 11.13 -

Os nidmeros biduais sdo os nimeros hipercomplexos da forma z = a + bj + ck (onde
a,b,c € R), tais que as unidades imagindrias verificam as relagdes

2=k’ =jk=kj=0. (11.4)

As relagbes 11.4 mostram que a multiplicagdo de biduais ndo tem integridade. Elas
também estao declarando que o produto das unidades é comutativo, com o que é
imediato vermos que o produto de biduais quaisquer é comutativo.

Tendo exemplos de campos hipercomplexos nos quais a multiplicacdo nao tem inte-
gridade, passemos a examinar as consequéncias disto.

Iniciamos verificando se os defeitos (as surpresas 1 e 2) que identificamos no caso
dos campos onde a multiplicacdo nao é comutativa ainda continuam existindo.

Primeira surpresa (versao campo sem integridade):
a equacdo z2 — 2z + 1 = 0 tem infinitas raizes no campo dos biduais.

Com efeito, como esse campo é comutativo na multiplicacao, a equacao pode ser
escrita na forma: (z — 1)2 = 0. Isto mostra que = 1 é uma raiz. Mas existem
infinitas outras, todas as da forma x = 1 + bj + ck, com quaisquer b, c € R, pois:

(10.4)

22 =2z +1=(x—1)2 = (bj + ck)? = b%5% + bejk + cbkj + k> 0.
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Segunda surpresa (versdo campo sem integridade):

no campo dos biduais — bem como em qualquer campo hipercomplexo
sem integridade, mas com multiplicacdo comutativa — continua valendo
que toda igualdade polinomial se traduz numa identidade numérica em
todo o campo.

Passemos, finalmente, a investigar o principal incomodo provocado por uma multi-
plicacao sem integridade: a falta de unicidade em fatoracoes. Vejamos o que isso
significa e porque ocorre. Tomemos dois divisores de zero, a e b; ou seja: nenhum
deles é o elemento zero do campo, mas ab = 0. Assim sendo, teremos que cada ele-
mento a’ do campo nos permite construir um outro elemento a”, de modo a termos
a'b = a"b. Com efeito, definindo a” = a + a':

a'b=(a+ad)b=ab+db=0+db=ad'b.

Isso nos leva a crer que, num campo sem integridade, fatoragoes p(X) = (X —a)q(X)
possam nao ser unicas. Com efeito, isto realmente pode ocorrer:

Terceira surpresa:
em campos hipercomplexos sem integridade (como no campo dos
numeros biduais), fixado «, podem existir infinitos fatores ¢(X) para

p(X) = (X = a)g(X).

Quarta surpresa:

em campos hipercomplexos sem integridade, como no campo dos
ntmeros biduais, nao sao quaisquer duas raizes, o e [ da equagao
z? — 2z + 1 = 0 que nos permitem obter a fatoracio:

X2 -2X +1=(X —a)(X —-p).

Com efeito, existem muitas maneiras de (X — a)(X — ) nao ser igual ao polindémio
associado a equacgao, mesmo no caso de « e [ serem duas raizes:

(X —1—0j)(X —1—ck)=X*— (2+bj +ck)X + (1 +bj + ck)
=X?2-2X+1 <= bj+ck=0< b=c=0,
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como também existem infinitas maneiras desta igualdade polinomial se verificar, por
exemplo, para todos os reais b:

(X —1-bj)(X —1+bj) = X% —2X — (1 +0bj)(—=1+bj)
= X2 2X — (-1+0b**) =X?—-2X +1.

— Resumindo:

e num campo hipercomplexo onde a multiplicacao nao é comutativa ou ndo tem
integridade, podemos encontrar equagoes polinomiais com infinitas raizes;

e em todo campo hipercomplexo vale o Teorema da Fatoracao:
p(X) = (X — a)q(X),

porém, se a multiplicagdo ndo for comutativa, esta igualdade polinomial nao
precisa se transformar numa identidade numérica p(z) = (z — a)q(z), valida
para todos os nimeros £ do campo;

e num campo hipercomplexo sem integridade, o conhecimento de n raizes
(a1, ag, ... ,ap) de uma equacao polinomial

anz™ + -+ +aszx’ + a1z +ag =0
nao implica que seja valida a fatoracao:

an X"+t aX tauXta=a,(X —a)(X —aw) - (X —ay).

Exercicio 361 -

Determine a quantidade de raizes da equacdo z> +1=10:

i). em cada um dos corpos numéricos cldssicos: Q,R,C;
ii). mo campo hipercomplezo ndo comutativo dos quatérnios;

ii1). mo campo hipercomplezo sem integridade dos nimeros biduais.

Exercicio 362 -

Estude a equagio 2> + 1 = 0 nos campos hipercomplezos de uma unidade ima-
gindria. Em particular, mostre que nos trés campos canonicos — complexos, duais e
hiperbolicos — ela tem raizes apenas no campo dos niumeros complezos.
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11.5  Revisitando o Teorema Fundamental da Algebra

Iniciemos recordando que vimos trés versoes do Teorema Fundamental da Algebra
(TFA), para uma equacdo polinomial, p(z) = 0, sobre o corpo dos ntimeros comple-
XO08:

— o TFA-existencial (que garante a existéncia de raiz para toda equagao polino-
mial neste corpo);

— 0 TFA-enumerativo (que da o niimero exato de raizes de uma tal equagao);

— o TFA-fatora¢ao (que mostra que o polindémio associado p(X) pode ser obtido
pelo produto dos fatores X — «, com « raiz da tal equacgio).

Observemos, ademais, que essas trés versoes do TFA foram estabelecidas na seguinte
ordem légica:

TFA-existencial = TFA-enumerativo = TFA-fatoracao.

Também precisamos observar que a prova do TFA-existencial nao é estritamente
algébrica, pois usa crucialmente a continuidade topoldgica de C. Por sua vez, os
outros TFA dependem do resultado do primeiro, mas usam um argumento algébrico,
baseado em identidades polinomiais e identidades numeéricas associadas.

Questio 1:
podemos generalizar o TFA—existencial para campos hipercomplexos?

Resposta simples: ndo para todos esses campos! Pois, por exemplo, 22 +1 = 0 é
uma equacao sem nenhuma raiz no campo dos nimeros hiperbdlicos e nem no dos
ntmeros duais.

Resposta mais sofisticada: nada vimos, por enquanto, que possa impedir de valer
esse TFA em algum campo hipercomplexo. Com efeito, Ivan Niven mostrou que esse
teorema vale no campo dos quatérnios (vide seu artigo: “Equations in quaternions”,
Amer. Math. Monthly, vol. 48 (1941), pp. 654-661).

Questdo 2:
podemos generalizar o TFA—enumerativo para campos hipercomplexos?

Como este teorema é obtido a partir do TFA—existencial, mais identidades polino-
miais e respectivas identidades numéricas, precisamos examinar a validade destas
em campos hipercomplexos. Ora, como o Segundo Teorema Final da Aritmética diz
que existe apenas um campo de niimeros hipercomplexos normalizado, comutativo e
sem divisores de zero — o dos niimeros complexos —, segue que precisamos examinar
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a validade de tais identidades em campos onde nao houver comutatividade ou nao
houver integridade da multiplicacao.

Ora, na secao anterior, vimos que basta ndo valer uma propriedade dentre a inte-
gridade e comutatividade da multiplicacao para que tenhamos equacoes polinomiais
com infinitas raizes. Isso tira a possibilidade de expressarmos a quantidade de raizes
de uma equacdo polinomial, num tal campo, em termos do grau da equacao.

Questdo 3:
podemos generalizar o TFA—fatoracdo para campos hipercomplexos?

Este teorema depende crucialmente das igualdades polinomiais da forma p(X) =
(X —a)q(X), as quais vimos que nao se traduzem em termos de identidades numéricas
p(z) = (z — a)g(x), se a multiplicagdo do campo nao for comutativa ou nao tiver
integridade.

Com efeito, mais uma vez, tomemos a equacio z> — 2z + 1 = 0, no campo hipercom-
plexo dos niimeros biduais, a qual admite x = 1 4+ bj + ck como raizes, Vb,c € R.
No caso, podemos fatorar o polinémio associado de infinitas maneiras:

(X —1-b0)(X —14+bj)=X>—2X — (-1 +0**) =X?>-2X +1,VbeR.

Mas, também ocorre que o conhecimento de suas duas raizes nao produza uma
fatoracao:

(X —1—b5)(X —1—ck)=X%— (24+bj +ck)X + (1 +bj + ck)
=X?-2X+1 <= bj+ck=0 = b=c=0.
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Capitulo 1.

Ezxercicio 1.

Um possivel padrao é “Para qualquer natural impar n, tem-se n> —n = (n —1)? +
(n—1)". Esta afirmacao é verdadeira, e uma demonstragao para ela pode ser obtida
apenas desenvolvendo-se a expresao (n — 1)2 + (n — 1).

A mesma demonstracio serve para o padrio “Para qualquer natural n, tem-se n” —
n=m-172+Mn-1)".

Ezxercicio 2.

Um possivel padrao é “Para qualquer natural n, tem-se (10n + 25)? = 1000n + 25.
Esta afirmacfo, é no entanto, falsa. Uma maneira de comprovar isto é apresentando
um contraexemplo: para n = 1, temos 352 = 1225 # 1025.

Ezercicio 3.
Lembre que um niimero par é da forma 2 X inteiro, e um ntimero impar é da forma
par + 1.

Ezercicio 4.
Divida em dois casos: n par e n impar.

Ezxercicio 7.

Escreva z na forma x = a/b, com a,b € Z e b > 0; para uma prova por contraposicao,
sugere-se utilizar a seguinte propriedade valida para inteiros ¢ e d quaisquer: se
c>d>0,entdo & > d°.
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FEzxercicio 8.

i)V ii) F.
FEzercicio 9.
FEzercicios 10 e 11.

Imite o procedimento do Exemplo 1.55.

Exercicio 12.
Expresse todos os termos da PG em funcdao do primeiro termo e da razao.

Ezxercicios 13, 14, 15.
Verifique cuidadosamente se todos os passos de uma prova por inducao estao bem
enunciados.

Exercicio 16.
Vocé deve usar que 169 = 132.

Capitulo 2.

Ezercicio 17.
Por exemplo, para A = Z:
VeeA,z>0¢6F, JzecAxz>06V;, ArcAz>06F;, fzcAxz>06F.

Ezxercicio 18.
Use a defini¢ao de subtracao e as propriedades ja provadas da adicao.

Ezercicio 21.
i) Use duas vezes a compatibilidade da ordem com a adicdo. 4i) Use duas vezes a
compatibilidade da ordem com a multiplicagao.

Ezercicio 22.
Basta encontrar um contraexemplo.

Ezercicio 23.
i1) Use a defini¢ao de divisor em cada uma das hipéteses.

Ezercicio 24.
Use a definicao de divisor.

Exercicio 25.
F. Encontre um contraexemplo.
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FEzxercicio 26.
Conte o nuimero de divisores de 0 e de £1 e tente contar o nimero de divisores de
qualquer outro inteiro.

Ezercicio 28.

Levando em conta que os livros-texto do Ensino Fundamental apresentam a defini¢ao
de niimero primo quando o universo numérico do aluno é apenas N, reflita e responda:
existe alguma deficiéncia numa defini¢ao diferente da que foi aqui apresentada?

Ezercicio 29.

i) Escreva a forma de dois impares consecutivos e prove a afirmacdo por absurdo.
ii) Basta que nao sejam multiplos de 3 (prove isto!). ii7) Nao. Encontre um con-
traexemplo.

Ezercicio 30.
Prove por inducao que, para todo n natural nao nulo, 10™ — 4 é multiplo de 6.

Ezercicio 31.
O mdc é igual a 1. Sim (Sugere-se que, mais do que um exemplo, Vocé encontre
uma condigao genérica que nos garanta isto).

Ezercicio 32.
i) Use a definicdo de mdc, suas propriedades e a transitividade da divisibilidade. i)
Leve em conta a transitividade da divisibilidade.

FEzxercicio 34.
1 =289 x 389 + (—191) x 167.

Ezercicio 35.
Faca uso da combinacao linear que expressa o mdc entre os ntimeros dados.

Exercicio 36.
Prove que mdc (ac, be) = |¢| mdc (a,b). Aqui pode ser util o Exercicio 35.

Ezxercicio 38.
Use inducao sobre o ntimero de fatores.

Ezercicios 39 e 40.
Basta apresentar um contraexemplo.

Ezxercicio 41.
Compare essa afirmacao com o Teorema 2.55.
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Ezercicio 42.

Use a definicdo de mdc e as propriedades da divisibilidade. Dica: prove por contra-
posicio, e considere um divisor primo do mdc (a + b, ab).

Para o outro caso (mdc (a — b,ab) = 1), raciocine de forma andloga.

FEzxercicio 45.
Use o Teorema Fundamental da Artimética.

Exercicio 46.
i) 1, ii) qualquer conjunto de niimeros primos positivos.

Ezercicio 47.

A (a fatoracao de a) x (a fatoracdo de b) é sem divida uma fatoracdo para ab. Como
ela é s6 formada por fatores primos, pela unicidade de fatoracao em primos, basta
agrupé-los e reordené-los para obtermos a fatoracao de ab.

Ezercicio 48.
A fatoracao apresentada é uma possivel fatoracao para o nimero 78 em fatores
primos; portanto, estd correta (veja quadro apds o Teorema 2.59).

Ezercicios 50, 51, 52, 53.
Leve em conta o Corolario 2.61.

Ezercicio 4.
i) Divida em casos os miltiplos de 4: +4, +8 e os diferentes destes; ii) parta do
estudo da soma 4k = 2k + 2k; 74i) Leve em conta a discussao feita no Exemplo 1.27.

Capitulo 3.

Ezercicio 55.
Lembre que fracao irredutivel é uma fracdo a/b com mdc (a,b) = 1.

Ezercicio 56.
i) Deveria existir um inteiro a, tal que 24a = 560 x 13.

Ezercicio 58.

Nos itens (i) e (ii), a maioria dos alunos responde simplesmente 2n/3n e 14n/49n ,
com n € N* ou n € Z*, o que esta correto. No entanto, no item (i7) também esta
correto 2n/7n, com n € N* . Dai, quem em (7i) respondeu 2n/7n, com n € N* | a
resposta para (iv) é sim; para quem respondeu 14n/49n, com n € N* | a resposta
para (iv) é ndo, pois em sua lista ndo aparece a fracado ordindria 2/7.

Para (v), deve ser demonstrado que na/nb, com n € N* | expressa todas as repre-
sentacoes do racional a/b se, e s6 se, mdc (a,b) = 1.
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FEzercicio 59.

A resolucao esta correta. O aluno simplesmente nao fez uso do menor denominador

possivel.

Ezercicios 60, 61, 62, 63 e 64.
Faca uso do Corolério 2.61.

FEzercicio 65.
O inteiro bd deve ser um divisor de ac.

Exercicio 66.
Faca uso do Corolario 2.61.

FEzercicio 67.

Verdadeiro. Faga uso do Corolario 2.61.

Exercicio 68.
Faca uso do Corolario 2.61.

FEzercicio 69.
O inteiro be deve ser um divisor de ad.

FEzercicio 70.

O numerador de tal fracao deve ser um divisor do inteiro dado.

FEzercicio T2.

Para provar, por exemplo, que o simétrico é tinico, suponha que r’ e r” sao simétricos

do racional 7, e deduza que r’ = 1" .

FEzercicio T4.

(#1) Quando um denominador comum é muito ficil de ser encontrado, o critério

mencionado nao precisa ser aplicado.

FEzercicio 75 e T76.

Escreva os racionais na forma de fracao, aplique o critério estabelecido na tltima

Definicao e faca uso da Proposicao 2.5.

Ezercicio T7.
Utilize duas vezes a proposicao.

FEzercicio 78.

Utilize o Exercicio 77 com escolhas convenientes para r, s, r’, s'.
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Ezercicio 79.

Para (i): n = 6; para (ii), representando os racionais envolvidos por fragoes de
mesmo denominador, vé-se que n deve ser o inteiro tal que (n — 1)b < 2a < nb, ou
seja: o (Unico) inteiro que satisfaz 27“ <n< 27“ +1.

Ezercicio 80.

Para (i) m = 19; (ii) m = 191; (iii) m = 1914; (iv) m = 19142; (v) m deve ser tal
que &74 x10"—=1<m < # x 10™. Um tal inteiro sempre existe porque os racionais
&74 x 10" — 1 e 134 % 10" diferem em uma unidade. Em cada item o valor de m é

7
unico.

Ezercicio 81.

Para (i) m = 1; (ii) m = 18; (i11) m = 187; (iv) m = 1874 ou 1875; (v) a partir de
n=3, m=1875x 10" "3 ou m = 1875 x 103 — 1, ndo sendo, portanto, o valor de
m Unico.

Exercicio 83.
Repita aqui a justificativa dada apds o Teorema 3.37.

Ezercicio 84.
Para (i): ndo, pois entre 2/4 e 3/4 nao existe nenhum elemento desse conjunto. (7i)
Sim, e para provar isso basta utilizar o Exercicio 83. (4ii) Sim.

FEzxercicio 85.
Utilize o Exercicio 83.

Ezercicio 87.
Para (ii), por exemplo, comece em 2 e siga somando 1/2" a 1, em cada etapa. Ou
seja, considere a sequéncia g =2, z, =1 + 2% (paramn >1).

Exercicio 88.
Adapte a ideia apresentada em (ii) do Exercicio 87 para o caso de sequéncia cres-
cente.

Ezxercicio 89.
Encontre um contraexemplo para tal propriedade.

Capitulo 4.

FEzxercicio 90.
V.

Exercicio 91.
Raciocine por absurdo.
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Ezxercicio 92.
2/6 e 12/7 nao sao representaveis por fracao decimal.

Ezxercicio 93.
Suponha a/b=m/10", com m € Z e n € N. Entao, reescreva a igualdade na forma
a X 10" = b x m e use o Teorema Fundamental da Aritmética.

Ezercicio 94.
(i) Existem infinitas fracdes decimais que representam 3/50. A fracdo ordindria
3% 20 x5°/50 x 26 x 5° = 3 x 26 x 5°/107 é uma delas. (i) Idem (i): 3 x 22 x 5°/10°
é uma delas.

Ezercicio 95.

(1) Represente os dois racionais por fragoes de mesmo denominador. A seguir, consi-
dere para denominador uma poténcia de dez que seja maior do que este denominador
comum, ficando assim encontrado um valor para n. Agora, basta encontrar m.

Exercicio 96.
Utilize inducao sobre n .

Ezercicio 97.
Faca uso do Exercicio 96, e prove por inducao sobre m.

Exercicio 98.
(i) Faca uso das igualdades expressas no Teorema 2.45.

Ezercicio 99.
(1) Faga uso do Exercicio 98.

Ezercicio 102.
Sim, pois determinar a parte inteira de um racional nada mais é do que fazer a
divisao euclidiana do numerador pelo denominador.

Ezercicio 103.

Basta aplicar a Definicao 4.25.

Ezercicio 104.

Recomenda-se aqui que Vocé tente imitar a prova do Teorema 4.28, até o ponto em
que nio possa mais seguir as mesmas ideias. Ai Vocé encontrard a resposta para
essa questao.

Ezercicio 106.
Se o resto da divisdo de 107 por 17 fosse 1, j4 teriamos na primeira linha a deter-
minagao do periodo. Como este resto é igual a 5, foi necessario escrever a segunda
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linha. Se o resto da divisio de 5 x 107 por 17 fosse 1 ou 5, ja terfamos com a
primeira e a segunda linhas a determinacao do periodo. Note que, com a terceira
linha, realmente repetiu-se um resto, de modo que com essas trés linhas, de fato,
conseguimos extrair o periodo da expansao decimal de 1/17.

Ezercicio 108.
(i) Aplique a Proposicdo 4.30 para chegar na resposta 41152/333333 . (ii) Aplique
a Proposigao 4.7 para chegar na resposta 1707 817/333 333.

Egercicio 109.
(i) Substitua 999 por 1000 — 1. (i) Aplique o Exercicio 96.

FEzercicio 112.

(i) 1010287/8333325; (ii) 42676912/8 333325 .

FEzercicio 113.

(i) 5/900, 48/99000, 12/99900 .

Ezercicio 115.

Sim, vale sempre: aplique o Teorema 4.33 nos dois casos e mostre que as geratrizes
obtidas sdo iguais. (Note que no enunciado do Teorema 4.33 nao foi afirmado que
C1...¢, denota o periodo; portanto, podemos de fato aplicd-lo nos dois casos.)

Ezercicio 116.
A regra de recuperacao da geratriz é, afinal, uma sé.
a dada pelo Teorema 4.33.

Ezercicio 117.

Muitos livros nao chamam a atencao para o fato de que periodo sé formado por 9’s
nunca ocorre. Dali gera-se um erro quando se questiona “Que fracdo da origem a
representacao decimal 0,999 ... 77, por exemplo.

FEzercicio 118.

(73) Aplique aqui também o Teorema Fundamental de Aritmética.

Ezercicio 119.
Mostre que a “dizima candidata” a resto é, de fato, a expansao decimal do resto
entre 1 e a fragdo geratriz de r.

Capitulo 6.

Exercicio 123.
Utilize a Proposicao 6.1.
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Ezercicio 124.
Utilize as Proposicoes 6.1 e 6.2.

Ezercicio 125.
(#4i) Utilize inducdo. Aqui, Vocé vai precisar refletir sobre como se faz indugio
apenas para m par.

Ezercicio 126.
Nao! Construa um contraexemplo.

Exercicio 127.
Sao eles os pontos da forma P (m/1000), com m € N.

Ezxercicio 128.
(i) Sim: P(s) = P (3%): (i) Sim: P(35) = P (3%);
(i11) Sim: P(

(155) = P (:3%+) ; (iv) Existem nove, uma vez que P({tk) = P (1%]%’}21)

10n
m+1 10(m+1) 10m+10Y .
10™ ) < 10n+1 P 10n+1 ) )

FEzxercicio 129.
Verdadeiro: P ({g%) = P (118;_’&) .

e P(

Ezercicio 130.

P (S5t) P () -

FEzxercicio 131.

P (157) P (Fo) -

Ezercicio 132.

Prove que cada nova rede de graduacao inclui varios novos pontos entre os pontos
dados. Deduza dai que existem, na verdade, infinitos pontos graduados entre dois
quaisquer pontos graduados distintos.

Exercicio 133
|OP(1§x)| = . Argumente pensando em como chegamos ao ponto P (157 ) -

Ezercicio 134.
Verdadeiro. P(m) e P(m+1) sao pontos consecutivos da rede de graduacao unitéria;
portanto, sdo extremos de um segmento de medida |[OU| =1.

Exercicio 135.
Falso. P(1) e P(™kL) sdo pontos consecutivos da rede de graduagao decimal;
portanto, sao extremos de um segmento de medida |5OU| = 35
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FEzercicio 136.

Considere P(q5r) e P(35z) como pontos de uma mesma rede de graduagao, e

encontre-a!

Ezercicio 137.

(i) Por exemplo, construa inicialmente o segmento 20U e depois, usando a técnica
do Capitulo 5, divida 20U em trés partes iguais e considere o segmento de extremo
O (ii) Comece calculando |OP|.

Ezercicio 138.

(i) |OP| = % = \11(%OU)|, de modo que basta dividir OU em 35 partes iguais
e emendar 11 delas; (7i) Se P fosse um ponto graduado a medida de OP seria
expressa por uma fracdo decimal. Prove que, no entanto, o racional 11/35 nao pode
ser expresso por uma fracdo decimal.

Ezercicio 139.

(i) O método da medicdo aproximada com a régua escolar de 30 cm é capaz de medir
qualquer segmento de reta de comprimento menor ou igual a 30 cm, desde que seja
a cota de erro exigida nao seja mmenor do que 1 mm.

Ezxercicio 140.
Faca uso do método da medigao aproximada, recorrendo a rede de graduagao 1/ 10%.

Ezercicio 141.
Faca uso do método da medicio aproximada, recorrendo & rede de graduacio 1/102.

FEzercicio 142.

Faca uso do método da medicio aproximada, recorrendo & rede de graduacao 1/103.

Ezercicio 143.
(i) O argumento resume-se a provar que se OP é congruente a essa diagonal, entdo
P nao é um ponto graduado; (7i) e (iii): raciocine geometricamente.

FEzxercicio 145.
5,43000... e 5,42999... .

FEzercicio 146.
(i) 3,95000... e 3,94999... ;(ii) 3,59000... e 3,58999... .

FEzxercicio 147.
3,599000... e 3,599999... .

Ezxercicio 148.
(i) Com erro menor do que 1: qualquer racional entre 13 e 14; com erro menor do
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que 1/10: qualquer racional entre 13 e 13,1 = 131/10. (%) e (iii): como 1/25 =
4/100 > 1/100, basta encontrar um racional que aproxime a medida com erro menor
do que 1/100, para termos um exemplo de racional que aproxime a medida com erro
menor do que 1/25.

FEzercicio 149.

Raciocine por absurdo ou utilize o Teorema, 6.28.

Ezercicio 150.
Sendo a lista periddica, temos que a medida de OP é o niimero racional 32213/9 990 ,
ou seja, |OP| =32213/9990 , ou ainda, 9990 |OP| = 32213 0U .

FEzercicio 151.

|0Q| = 161/80.

FEzercicio 155.
Imite o exemplo anterior.

Ezercicio 156.
Dica: releia o Exemplo 6.35.

Capitulo 7.

Egercicio 158.
i) e 11) Construa um exemplo.

Ezxercicio 159.
Nao! E possivel construir nimeros irracionais que nao acmulem 3 digitos repetidos.

Ezercicio 160.
i) e ii) Simplesmente porque nao satisfazem o primeiro requisito da defini¢ao. Por
exemplo, 0,999... =1,000... .

Ezercicio 161.
i) Os ntimeros dados diferem no décimo digito. Como 0 < 1, temos que o primeiro
numero é o maior; %i) o segundo.

Ezercicio 162.
O menor ab possivel é ab = 49.

FEzercicio 163.
9/4 <22/9 < 2,54 <2,55.
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Ezxercicio 164.
Como —10 = —10,000... , temos que —10 é o maior.

FEzercicio 166.

Considere o0s casos z e y positivos, z e y negativos e x e y de sinais contrarios.

Ezercicio 167.
Vocé pode utilizar o Exercicio 157.

FEzercicio 168.

Basta usar a Defini¢ao 7.34.

FEzxercicios 169 e 170:
Use o Teorema Fundamental da Geometria Analitica.

Ezercicio 171.
Note que na defini¢ao de intervalo fechado cabem intervalos do tipo [a,a], os quais
denotam o conjunto unitério {a} .

FEzercicio 172.

Lembre que um Q-intervalo é formado exclusivamente por niimeros racionais.

Ezxercicio 174.
i) Verdadeiro; ii) Falso.

Ezercicio 175.

Note que um erro menor do que 1/10° para a soma pode ser obtido quando conse-
guirmos um erro menor do que 2/10°. Isto nos sugere utilizar aproximacdes para z
e y com erro menor do que 1/10%. Assim, a resposta é qualquer niimero do intervalo
[16,62775 ; 16,62777].

Ezercicio 176.
Mostre que o processo anteriormente citado vai, de fato, produzir uma lista periédica;
portanto, a soma é um numero racional. Recupere o racional a partir dessa lista e

mostre que ele é igual a (32;950_032) + (2 + %)

FEzxercicio 177.
Temos | + m,a1a0a3 < | +x < |+ m,a1asa3 + %, ou ainda, | +m + % <

I+z <Il+m+ 9283 4 2 de modo que, pondo t = m + I, podemos j4 afirmar
que £ +y = t,a1a9 ... . (Se quisermos determinar o préximo digito, entao devemos

fazer uso de melhores aproximacoes para x .)

Ezxercicio 179.
(i) Faga uso da Definicao 7.37; (ii) Qualquer nimero do intervalo [—16, 6279, —16, 6277].
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Ezercicio 182.
No item (i) é possivel fazer um raciocinio genérico (como fizemos no Exemplo 7.46)
e concluir que os resultados sao efetivamente iguais.

Ezercicio 183.
A prova para o caso geral é por inducao sobre n. Para resolver a multiplicacao por
10, use o Teorema 7.54.

Ezercicio 186.
Encontre um contraexemplo.

Ezercicio 187.

Geralmente, quando queremos mostrar unicidade, supomos x e y com a tal proprie-
dade (que, no caso é “ser raiz quadrada aritmética de 2a?”) e deduzimos, a partir
dela, que = = y. Para a segunda parte, faca uso da unicidade.

Ezercicio 190.
Para i) utilize duas vezes a propriedade (i) enunciada no Corolério 7.70, escolhendo,
cada vez, um c conveniente.

Ezercicio 191.
Para i) utilize duas vezes a propriedade (ii) enunciada no Corolario 7.70, escolhendo,
cada vez, um c conveniente.

Ezercicio 192.
Uma maneira é simplificar para o caso em que os reais sao 0 e m,ajasas..., €
resolver o exercicio apenas para este caso. Pense nisso!

Ezercicio 193.
i) E aqui que é preciso utilizar a propriedade arquimediana. ii) Pensar geometrica-
mente aqui ajuda! Esse 1/n estd relacionado com o item anterior.

Ezercicio 194.
Basta observar que o termo geral da sequéncia é 2+1/10" , e que 1/10™ tende a zero
quando n — oc.

Ezercicio 196.
A n-ésima soma parcial é s, = n, e ela tende a infinito quando n — oo.

FEzxercicio 197.
Notar que t, = bs,,, onde s, = ay; +as+---+a, e t, =bla; +---+ay), e usar o
Exercicio 195.
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FEzercicio 198.
Sendo ¢, = s, — a:

sn—>a<d26f> (Ve > 0) (Ing) (n > ng = |sp —al <¢)
< (Ve) (3ng) (n > ng = |tn] <e) <= t, — 0.

Ezercicio 199.

Se r =1, entdo a soma da PG é uma soma de unidades; logo, obviamente, diverge.

FEzercicio 200.
Usando a soma dos n-termos de uma PG tem-se:

1.1
NS S S 116 ol S S S
1 10" 9 %—1 9 9.10"
Ezxercicio 202.
Suponha z = M,aq.... Se z > 0, entao
1 1
[—x}n:—M,al...an—W——[ac]n—ﬁ;
se £ < 0, entao
1 1 1
[—x}n:—M,al...an:—(M,al...an—w>—W:—[aﬂn—ﬁ.

Ezxercicio 205.
Dica: sendo I, e J; sequéncias de intervalos encaixantes e evanescentes em torno
de a, dado k existem nj e ngy tais que I, C Ji (para todo n > ny) e J, C I (para
todo n > ng).

Ezercicio 207.

Suponha que z(n) converge a o de acordo com a definicdo dada na Secdo 7.11. Seja
I, uma sequéncia de intervalos encaixantes e evanescentes contendo a. Dado € > 0,
existe m tal que I, C (o — ¢, + ¢) bem como existe ng tal que z(n) € I, (para
todo n > ng). Logo, z(n) € (o — e, + ¢) (para todo n > ng). Reciprocamente,
supondo que z(n) converge a a de acordo com definigao dada na Segao 7.10, basta
tomar I, = (o« — 1/n,a + 1/n).

Ezxercicio 208.
Da definicao de convergéncia de séries, definindo s, = M + a1/10 + -+ + a,, /10™,
teremos =z = lim s,,.

Ezercicio 209.
Basta notar que se < 0, entao —z > 0. Logo, y é tal que z(—y) = (—x)y = 1.
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Ezercicio 210.

), z4y=z+z=>(—z)+(x+y)=(—z)+(r+2) = (—z+2)+y=(—2+2)+=2
=20+y=0+2z=>y==z
ii). Sendo w o inverso multiplicativo de z, temos:

zy =2z = w(zy) = w(rz) = (wr)y = (wr)z =y = 2.
Capitulo 8.

FEzxercicio 211.
Nao, da mesma forma que “probabilidade zero” nao é sinénimo de “impossivel”.
)

Ezercicio 212.
(1) Utilize indugao sobre n. (7i) Tente intuir exemplos. (i73) n + 1 é um quadrado
perfeito; (iv) a) Infinitas; b) Nenhuma; ¢) Infinitas.

Ezercicio 213.

x Y T+Yy | XYy
€EQ | eQ|eQ | €Q
€EQ|¢Q|¢Q |¢QsereQ
¢Q | €Q|¢Q |¢Q sexe@
¢ Q| ¢ Q | varia | varia

A subtracao e a divisao podem ser encaradas como especiais adicao e multiplicacao,
respectivamente; portanto, suas propriedades sao as mesmas da adicdo e multi-
plicagao, respectivamente.

FEzxercicio 214.

m:2\/§ey:3\/§.

Ezercicio 215.

m:2\/§ey:\/§.

Exzercicio 216.
(i) Por exemplo: a = 2v/2, b= —2v/2; (4) Some nos dois lados o simétrico de a.

Ezercicio 217.

Utilize a defini¢ao de comensurabilidade.

Ezercicio 218.

Basta trabalhar aproximagcdes de v/2 e de v/3, com erro menor do que 1/103.
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Ezercicio 219.
(i) e (i1) E irracional. Prove por absurdo (desnecessario usar expansao decimal).

Ezercicio 222.

a) Por exemplo, o inverso de a + bv/2 é a—bv2 .

aZ+b2

b) Cada elemento a + by/2 é a soma de a com o produto de y/2 por b; para mostrar
a reciproca, mostre que adigao/subtracao/multiplicacao/divisao de um elemento da
forma (um racional) 4+ (um produto de um racional por poténcia de v/2) por outro
elemento desta forma (nao nulo, se a operagao for de divisao) dd como resultado
sempre um nimero da forma a + bv/2, com a,b € Q;

¢) Veja item (a); d) Prove por absurdo.

Ezercicio 223.
Nao: racionalizando por etapas vamos chegar a % + @ — @, que nao pertence a
[Q,v/2,V/3]; portanto, este conjunto nio é um corpo.

Ezxercicio 224.
(i) Inicialmente observe que, qualquer que seja o real z, temos z* + 22 4+1 > 0 e

100110019

também =z > (0. Dai, conclua que toda raiz da equacdo dada é positiva.

(11) E aqui que usamos a observacao feita: comece fazendo x =1 e x = 2.
(iii) Faca z = 1,1.

Ezercicio 225.
Utilize para u poténcias de dez.

FEzxercicio 226.
(i) Utilize indugdo sobre n.

Ezercicio 227.
(a) Falso. (b) Falso. (c¢) Falso. (d) Verdadeira. (e) Falso.

FEzxercicio 228.

A {inica resposta correta é a segunda.

Ezercicio 229.
Uma possivel resposta é

2
1, se n = 3£ para algum k € N*;
ap = 2 /
0, caso contrario.

FEzercicio 230.

Nao, pois a frequéncia do digito 5 seria zero.
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FEzercicio 231.
Por exemplo, 0,010010001000001 ... , mas também 1,1234112341112341111234.... .

Ezercicio 232.
Verdadeiro, e um tal niimero nunca serd normal. Exemplo: 6,22234334333433334 ... .

Exercicio 233.
Verdadeiro, porque o bloco 88, por exemplo, nunca vai aparecer em sua expansao
decimal.

Exercicio 234:

i) 0,1234567890;

i) 0,12;

ii1) Nao, por exemplo: 0,123456789011223344556677889900111222333 ... .

Ezercicio 235.
(i) Falso. Ja se sabe que 7 nao é um racional; (i) Verdadeiro.

FEzercicio 236.

(a) Imite o raciocinio utilizado no Exercicio 255; (b) Falso.

FEzercicio 237.

Basta substituir z por a na equagao dada.

FEzercicio 238.

Basta isolar z na equacao dada e provar que tais valores de z sao, de fato, irracionais.

FEzercicio 239.

Para mostrar a unicidade basta resolver a equacao.

Exercicio 240.
Fazendo y = [ — =, da proporcao recaia numa equacao do segundo grau em z.

FEzercicio 241.
Utilize inducao.

Ezercicio 242.
Prove que (veja figura a seguir) os triangulos APB e ABC sao semelhantes. Utilize
o exercicio 240 e o fato que o triangulo ABQ é isésceles.
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Ezercicio 243.
Inicialmente, observe que, para termos raizes racionais, é preciso que b’ — 4c seja
um quadrado perfeito. Dai considere os casos em que b é par e em que b é impar.

Egercicio 244.
a) Nao: basta tomar v2e —v/2; b) Sim: se ar?+br+c =0, entdo ¢ (1)?+b1+a =0.

Ezercicio 246.
(i) Faca x = 1 e x = 2; (i) Denote por a a raiz real determinada em (i), e calcule
q(X). A seguir, mostre que ¢(X) nao tem raizes reais.

Ezercicio 247.

(a) Prove por absurdo, escrevendo a raiz como uma fra¢ao ja na forma irredutivel;
(b) equagao de grau um com coeficientes inteiros sempre tem uma sé raiz, e ela é
racional.

Ezercicio 249.
Pove por absurdo que v/2 nio é uma irracionalidade quadrética.
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Exercicio 250.
Verdadeiro. Note que az? + bz + ¢ =2*(a+ b1 + ¢ I—lz) .

FEzxercicio 251.
Verdadeiro. Generalize a ideia do Exercicio 250.

Ezercicio 252.

Faca x = V2 4+ /3 e trabalhe com a igualdade x — V2 =1/3.

FEzxercicio 253.
Faca z = a + bv/2 e trabalhe com a igualdade V2= I;a .

Ezercicio 255.
Elimine o denominador comum dos coeficientes do polinémio com coeficientes racio-
nais.

Ezercicio 256.

Coloque em evidéncia r"™ na expressao de grau n em r que é nula.

Exercicio 257.
Faca uso de parcelas da forma =4(—1)7.

Ezercicio 258.

Substitua r por o na expressao em r que é nula, onde o = {/7.

Exercicio 259.
i) V; ii) F. Ache um contraexemplo!

Ezercicio 260.
(i) Prove por absurdo; (i) Utilize ().

Exercicio 261.
(i) v/v/2 é um real algébrico; (ii) Prove por absurdo.

Capitulo 9.

Ezercicio 263.

Ampliacio da propriedade vab = Va Vb, para reais positivos a e b; ampliacio
da propriedade (a + b)?® = a® + 3a®b + 3ab® + b3, para reais a e b, e a hipdtese
(vV—1)2 = —1; ampliacio da propriedade Va3 = a, para todo real a.

Ezercicio 264.
(a) i) Sim; i1) Sim; i77) Nao; (b) i) Chamando de z( a raiz real obtida em (a),
temos que as demais raizes sdo também reais, pois —3a? + 12 > 0, e sdo dadas por
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— \/—3a2 .. ~ . , .
w; (b) ii) Nao existem outras raizes reais.

Ezercicio 265.

Escrevendo X3 — 15X —4 = (X —4)-q(X), obtemos ¢(X) = X2 +4X + 1. Entdo,
basta usar Bhaskara, para encontrar as raizes de ¢(z) = 0, que serao também raizes
de 73 — 150 — 4 = 0 (por qué?).

Ezercicio 266.

’

E importante que o leitor tenha se dado conta que quando definimos a adicao de
complexos (que aqui vamos representar diferenciadamente por +¢ ), fizemos uso da
adicao de reais (que aqui vamos representar por +r ). Confira:

(@ + bi) +c (c+ di) = (a +r ¢) + (b +r d)i.
Agora, se r e s s20 numeros reais, (r + 0i) +¢ (s +0i) =r +r s.

FEzxercicio 267.
Faca i1 = (0 4 1¢)(0 + 1z).

Ezercicio 268.
Basta identificar o niimero real 0 com o complexo 0 4+ 07, como no exercicio 266, e
realizar a multiplicacdo de complexos.

Ezercicio 269.
Suponha (a + bi)(c +di) = 0 e que a + bi # 0 (ou seja, a® + b* # 0) . Entdo, mostre
que necessariamente tem-se c =d = 0.

Ezercicio 270.
A resolugao deste exercicio é a mesma em qualquer corpo.

Ezercicio 271.
Escreva, i*"t% = ()" . 3%, para cada k € {0,1,2,3}.

Exercicio 272.
Comece isolando (1+)™ e considere os diferentes restos da divisao de n por 4. Note
que (1 +4)? = 2i. A resposta é: nenhum valor de n satisfaz a igualdade.

Ezercicio 273.
Utilize o Exercicio 271.

Exercicio 274.
Utilize a Proposicao 9.12.

Ezercicio 275.
i) ITmite o argumento de Bombelli quando teve a “ideia louca” de operar com as
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expressoes da forma a 4+ by/—1 como se fossem nuimeros reais; ii) Raciocine por
absurdo; iii) (c+dd)~t =1 — %6.

c

FEzxercicio 276.
Sim.
Ezercicio 277.

Escreva a?+b% = (a+bi)(c+di), o mesmo para c¢?+d? ; a seguir, use a comutatividade.

Exercicio 278.
Utilize inducao sobre n.

Ezercicio 279
Considerando todas as possibilidades de restos na divisao de a e b por 4, supondo
que a? + b?> = 4n + 3, chegue num absurdo.

Ezercicio 280.
Para 2):

(a,b) (ac—f—bd —ad+bc)
(c,d)  \2+d?’ 2+ d?

Ezercicio 281.
Denote por |r|r 0 médulo do nimero real 7, e por |r|c 0 médulo do nimero complexo
r =1+ 0i. Agora, mostre que |r|g = |r + 0i|c.

Ezercicio 282.

Basta usar a definicdo de médulo.

Ezercicio 283.
Basta imitar as outras demonstracoes feitas na prova do teorema.

Ezercicio 284.
Os vetores soma e diferenca sao precisamente as duas diagonais do paralelogramo
formado pelos vetores que representam z e w.

Ezercicio 285.
i) Essa é a interpretacao geométrica do Exercicio 284 ;7i) Utilize o Teorema de
Pythagoras numa representacao geométrica da diferenca.

Ezercicio 286.

O lugar geométrico é o circulo de centro em (0,1) e raio 2.

Ezercicio 287.

AN B é a intersecao do disco de centro (1,0) e raio 3 com o disco de centro em (0,2)
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e raio 2.

Ezercicio 289.
Este exercicio serve como motivacao para o Exercicio 290.

Ezxercicio 290.
Sao triangulos retangulos, isésceles; portanto, semelhantes.

Ezercicio 291.
Suponha z = a+ bi e w = ¢+ di, e calcule os comprimentos de todos os lados.

Ezercicio 292.

Os quatro elementos do conjunto {i" z | n € N} sdo os pontos do circulo centrado
na origem e de raio |z| que estdo na intersec¢io deste com a reta passando por z e
a origem, e com a perpendicular a esta ultima.

Egercicio 293.
Trabalhando com a igualdade (1/w)w = 1, imite a interpretacdo geométrica do
produto.

FEzxercicio 294.
Utilize o Exercicio 291.

Ezercicio 295.
Utilize duas vezes a defini¢cao de conjugado.

Ezercicio 296.
Utilize as definicoes de conjugado e de adicao de complexos.

Ezercicio 297.
Obtenha (iv) a partir da igualdade z = w.(z/w) e de (iii) ja demonstrada.

Ezercicio 298.
Utilize inducéo sobre n e, para a base de inducao, use (7i) da iltima Proposicio 9.38.

Ezercicio 299.
Este fato nada tem a ver com o corolario anterior, pois o polinémio em questao nao
se encaixa nas hipéteses do mesmo.

Ezercicio 300.
Utilize o Corolario 9.39.

Ezercicio 301.
Utilize as definicoes de conjugado e de multiplicacao de complexos.
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Ezercicio 304.
Dividir por um nimero complexo nao real é muito mais complicado do que dividir
por um nimero real.

Ezercicio 305.
Determine geometricamente o conjugado w. Dai, basta dividir esse complexo por
|w|, o que geometricamente também ¢é ficil de fazer.

Ezercicio 306.
Aplique a ideia do Exercicio 305.

Ezercicio 307.
Repare como aqui a prova ficou mais rapida e simples.

Ezercicio 308.

O conjunto é formado por todos os niimeros a + bi , para os quais (a + 5)? +b* > 16
(ou seja, pelos nimeros cuja representagao no plano cartesiano se encontram fora
do circulo de centro em (—5,0) e raio 4).

Ezercicio 309.

Escreva z = a + bi, w = ¢+ di, e mostre que |z — w| = |1 — Zw| se, e s6 se,
(a—c)?+ (b—d)? = (1 —ac — bd)? + (bc — ad)?. Dai, considere os casos |z| = 1 e
|lw| = 1.

Exzercicio 310.
a) Lembre que z +Z = 2Re(z) e z —Z = 21Im(z).

Ezercicio 311.

Os valores sao =+ (4 1++v5+ @2 \/—l—i—\/g).

Ezercicio 312.
i) Aqui é importante prestar atencdo no “exatamente”.

Ezercicio 313.

Dado w > 0, se z = a + bi € P verificar 22 = w, entdo w = a? — b? e (2ab = 0, com
a>0ebeR),ouw=a?—-b?e (2ab=0, com a=0eb>0). Resta mostrar que
apenas a primeira alternativa serve.

Ezercicio 317.
O erro foi causado pela ambiguidade da expressao /—1.

Ezercicio 319.

z =1 ¢é a Unica solugao.
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Ezercicio 320: 14i) Utilize (i) para concluir que z; e 29 sao raizes de uma equagao
polinomial com coeficientes reais. Dali, utilize o Corolario 9.40.

Capitulo 10.

Ezercicio 325.

Uma maneira é examinar os valores do quociente p(z)/q(z) a medida que z vai cres-
cendo ao infinito. Use o computador ou uma maquina de calcular. Outra maneira
de se convencer é vendo que

p(z) = 2? (1

e, portanto, p(z) = 22 quando z for muito grande; com efeito, para tais valores de

z, temos % =0e ‘%0 = (0, comparados com 1.

1000 500
+—+—2),

xz xz

Ezercicio 326.

i) ulz,y) = z? — y2 + 1, v(z,y) = 2zy;

ii) A curva v(z,y) = 0 é a unido das reta z = 0 e y = 0, enquanto que a curva
u(z,y) = 0 estd esbocada na figura, com assintotas y = +z.

Ezercicio 328.
Utilize as Definicoes 10.4 e 10.15.

Ezercicio 330.
Prove por absurdo, utilizando indugao sobre o grau de p(X).
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Ezercicio 331.

A ideia aqui é que qualquer uma das propriedades sobre os polindémios vai requerer
que sejam vélidas as mesmas propriedades sobre os coeficientes. Como tais coefi-
cientes estao num corpo, tais propriedades sobre os coeficientes sao, de fato, validas.

Ezercicio 333.

Utiliza inducao sobre n.

Ezercicio 334.
Pelo teorema, a unica equacao polinomial que tem mais raizes do que o seu grau é
a proveniente do polinémio nulo.

Ezercicio 335.

Simplificar, aqui, significa “dividir por”; mas nao podemos dividir por zero, de modo
que o erro estd precisamente em dizer que vale b = d + ex (para todos os valores
de z), e fazer novamente x = 0, tnico valor que z ficou proibido de assumir.

Ezercicio 336.

A expressao dada é igual a 1.

FEzxercicio 338.
A multiplicidade é 4:

" —112°% +492° — 115" +1602° — 15222 + 1122 — 48 = (z — 2)* (2 — 322 + 2 — 3),

e o polinémio ¢(X) = X3 — 3X% + X — 3 ndo tem 2 como zero.

Ezercicio 340.
Inicie observando que, quando calculamos p(a) para qualquer niimero a, estamos
somando uma PG. Isto nos permite concluir que p(X) tem (X2 + 1)(X + 1) para
fatoracao real.

Ezercicio 342.
Supondo que a, b e a + b sejam as raizes da equacao dada, desenvolva a expressao
(x —a)(x —b)(x—a—0).

FEzxercicio 343.

Prove por contraposicao.

Ezercicio 344.

Desenvolva a expressao (z—r1)(x—ry)(z—r3)(x—1r4) e convenga-se que 0 = r1+r9+
3414, @ =TT FTIT3+T1T4FTors+ToT 41374, B = Tor3Ty+ 117374+ T1T9T4+T1T9T3
e v = ryror3ry . Dai, obtenha u = —3/y e v = (5% — ay)/7*.
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Ezercicio 345.

Das equagoes dadas, obtenha todos os coeficientes do polindmio de grau trés que tem
T, y e z como raizes; entdo, resolva a correspondente equacio z3 — 2>+ —1=0,
obtendo as solugoes 1,7 e —1i.

Capitulo 11.

Ezercicio 348.

Por absurdo, suponha que a é inversivel e divisor de zero, simultaneamente; entao,
existem b e ¢, tais que ab =1 =ba, ac = 0 e ¢ # 0. Agora, usando associatividade,
calcule bac de duas maneiras distintas.

Ezercicio 349.
Mostre que o inverso de a+bi+cj+dk é o quatérnio (a—bi—cj—dk)/(a?+b*+c?+d?).
Entao, use o Exercicio 348.

Ezercicio 351.

campo numérico tem inverso multiplicativo?
1/1 1/(141)
complexos (I? = —1) | sim sim
duais (I? = 0) nao sim
hiperbdlicos (I? = 1) | sim nao

Ezercicio 353.
Ouz=0,0uz2 =0, ou z tem a forma z = i, e 2’ = B, para quaisquer o, 3 € R.

Egercicio 362.
Desenvolva a expressao —1 = (a + bi)? em cada caso.
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