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“Matemdtica, vista de maneira correta, possui nao so a verdade

como suprema beleza.”.

- Bertrand Russel.
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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos uma técnica de aceleracao para o cal-
culo da equacao do transporte particulas sob condigoes de pico avangado. Neste
caso, assumimos que as particulas tem um livre caminho médio curto e uma se¢ao
de choque de espalhamento quase singular na direcao frontal. Nestas condigoes a
técnica de iteragao de fonte (SI) converge muito lentamente. Introduzimos entao um
passo adicional dando origem a técnica de aceleragao sintética (SA). Esta técnica
envolve resolver uma segunda equacao diferencial que aproxime a equagao original
porém que possua mais baixa ordem, tal como a equagao da difusao (DSA). Porém,
para as condigoes do problema que estamos tratando, tanto SI quanto DSA sao len-
tos. Introduzimos entao a técnica de aceleragao sintética por Fokker-Planck (FPSA)
que é capaz de aproximar momentos de Legendre do fluxo angular com alta ordem,
condicao que leva a uma grande aceleragao de problemas com pico avancado. De-
monstramos isto através da solu¢ao numérica de um problema de placa homogénea
sob condig¢oes de pico avangando, comparamos tanto técnicas nao-aceleradas quanto
a técnica DSA com a técnica FPSA, onde podemos ver com clareza a superioridade

da aceleracao para problemas de pico avancado através do uso do FPSA.

Palavras-chave: Reatores nucleares. Pico Avancado. Aceleracao Sintética. Fokker-

Planck.
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ABSTRACT

In this work, we present an acceleration technique for solving the par-
ticle transport equation under forward-peaked conditions. In this case, we assume
that the particles have a short mean free path and an almost singular scattering
cross-section in the forward direction. Under these conditions, the source iteration
(SI) technique converges very slowly. We then introduce an additional step, giving
rise to the synthetic acceleration (SA) technique. This technique involves solving a
secondary differential equation that approximates the original equation but with a
lower order, such as the diffusion equation (DSA). However, for the conditions of
the problem we are dealing with, both SI and DSA are slow. We then introduce the
Fokker-Planck synthetic acceleration (FPSA) technique, which is capable of appro-
ximating the Legendre moments of the angular flux with high order, a condition that
leads to a significant acceleration of forward-peaked problems. We demonstrate this
through the numerical solution of a homogeneous slab problem under forward-peaked
conditions, comparing both non-accelerated techniques and the DSA technique with
the FPSA technique, where we can clearly see the superiority of the acceleration for

forward-peaked problems using FPSA.

Keywords: Nuclear reactors. Forward-Peak. Synthetic Acceleration. Fokker-Planck.

xiil



1 INTRODUCAO

No final do século XIX, cientistas como Henri Becquerel, Marie Curie
e Pierre Curie fizeram descobertas revolucionarias ao identificar o fenémeno da ra-
dioatividade, o que permitiu uma nova compreensao do comportamento de certos
elementos e abriu caminho para suas possiveis aplicacoes tanto cientificas quanto

tecnologicas. Essas descobertas formaram a base para a fisica nuclear moderna.

Em 1905, Albert Einstein publicou sua famosa equacao, E = mc? , que
revolucionou a fisica ao demonstrar a equivaléncia entre massa e energia. Essa des-
coberta foi fundamental para os avancos subsequentes em fisica nuclear, fornecendo
a base tedrica para entender como pequenas quantidades de matéria poderiam ser

convertidas em enormes quantidades de energia.

No inicio do século XX, o desenvolvimento da mecanica quantica e os
modelos atomicos, como o de Niels Bohr, foram essenciais para descrever e prever o
comportamento das particulas subatomicas dentro do niicleo atomico. Esses avangos
tedricos deram origem a uma nova forma de compreender as interagoes nucleares,

permitindo uma anéalise mais profunda da estrutura e dos processos nucleares.

A descoberta da fissao nuclear, realizada em 1938 pelos fisicos Otto
Hahn, Fritz Strassmann e pela fisica Lise Meitner, teve um impacto monumental,
pois demonstrou que era possivel dividir o nicleo de um atomo, liberando grandes
quantidades de energia. Essa descoberta levou diretamente ao desenvolvimento de
armas nucleares e, posteriormente, a utilizagao da energia nuclear para fins pacificos,

como a geracao de eletricidade.

Durante a década de 1940, o Projeto Manhattan reuniu cientistas de
véarias partes do mundo, em plena Segunda Guerra Mundial, para desenvolver as

primeiras bombas atomicas. O teste bem-sucedido dessas armas em 1945 marcou



um ponto de virada crucial, nao s6 na aplicacao militar, mas também na percepcao

global sobre os riscos e o potencial da energia nuclear.

No periodo poés-Segunda Guerra Mundial, houve um movimento sig-
nificativo em dire¢ao ao uso pacifico da energia nuclear. As poténcias mundiais
comegaram a explorar sua aplicacao em reatores nucleares para a geracao de eletri-
cidade e em outras areas da ciéncia e tecnologia, buscando formas de aproveitar essa

poderosa fonte de energia de maneira controlada e segura.

Uma das ferramentas matemaéticas essenciais para a area de energia
nuclear é a equacao do transporte de particulas, que descreve a movimentacao e a
interacao de particulas subatdémicas, como néutrons e fétons, dentro de um reator
nuclear ou em outros meios. Essa equacao considera a distribuicao espacial, a dire-
¢ao, a energia e o tempo de deslocamento das particulas, permitindo prever como
elas se propagam e se comportam ao interagir com os materiais do reator. A equagao
do transporte de particulas é crucial para otimizar o design e a operagao de reatores
nucleares, garantindo que a reagao em cadeia ocorra de maneira controlada e que a
energia seja liberada e captada de forma eficiente. Ela também ajuda a identificar
e minimizar os riscos de acidentes nucleares, ao prever cenarios em que as particu-
las poderiam se comportar de maneira inesperada. Por isso, o desenvolvimento de
métodos para resolver essa equacao € um elemento central na engenharia nuclear e
na fisica de reatores, contribuindo diretamente para o uso seguro e eficaz da energia

nuclear [33].

Problemas modelados pela equacao de transporte do particulas com pi-
cos avancgados e anisotropia forte sao comuns em diversas areas, como a fisica nuclear,
astrofisica e a simulagao de plasmas [9]. Nesses contextos, as particulas interagem de
maneira complexa com o meio, resultando em livres caminhos médios extremamente
pequenos e se¢oes de choque de espalhamento quase singulares na direcao frontal,
conhecidas como picos avancados. A anisotropia forte ocorre quando as particulas

apresentam uma distribui¢ao angular significativamente desigual, o que complica a



modelagem e a solucao numérica desses problemas. Esse comportamento direcional
pode ser induzido por campos externos, como eletromagnéticos, ou por interagoes
especificas com o material, e resulta em dificuldades adicionais na discretizacao e na
convergéncia dos métodos numéricos. Usualmente o método das ordenadas discretas
¢ acurado quanto a modelagem deste tipo de fenomeno [21|, porém as caracteris-
ticas do mesmo geram dificuldades quanto ao uso de métodos iterativos classicos,

podendo deixa-los extremamente lentos [40].

Problemas de transporte de particulas com espalhamento anisotrépico
fortemente direcionado, também conhecidos como forward-peaked scattering, apre-
sentam dificuldades significativas quando se trata de acelerar a convergéncia das
solugoes numéricas. As técnicas convencionais de aceleragao, como a Aceleragao
Sintética de Difusao (DSA) [2, 3] e a Aceleracao Nao Linear de Difusdo (NDA)
[8, 41|, mostram-se ineficazes para esses problemas devido a sua incapacidade de
modelar com precisao os momentos de erro de ordem superior, que podem ter mag-
nitudes significativas. Ao aplicar a DSA a esses problemas, assume-se que qualquer
momento de erro acima do primeiro momento é zero, mesmo que esse Nao seja o caso
na realidade. Como resultado, a aceleracao dos momentos de ordem superior é ne-
gligenciada, tornando essas abordagens inadequadas para lidar com a complexidade

do espalhamento altamente anisotropico [18, 26].

A aceleracao sintética padrao, como a DSA, decompode a solucao em
uma varredura de transporte de ordem superior e uma correcao de erro de ordem
inferior. Em alguns casos, essa abordagem é segmentada em miltiplos estagios, onde
a primeira etapa envolve a varredura de transporte de ordem superior, e a correcao
de erro é dividida em subetapas. No entanto, para problemas com espalhamento ani-
sotropico, a performance dessas técnicas degrada significativamente, uma vez que a
aceleragao baseada na difusao nao consegue capturar os momentos angulares de or-
dem superior, que desempenham um papel crucial em problemas com espalhamento

direcionado .



Para superar essas limitacoes, foram desenvolvidas técnicas de acelera-
¢ao baseadas em aproximagoes assintoticas, como a Fokker-Planck Synthetic Acce-
leration (FPSA) [18, 26], que usa uma aproximagao de ordem inferior com base na
aproximacao assintotica. A aproximacao de Fokker-Planck (FP), que corresponde a
um limite assintotico da equagao de Boltzmann [29], quando o dngulo de espalha-
mento e a perda de energia se tornam pequenos, caracterizando o chamado limite de
Fokker-Planck. Nesse contexto, técnicas de renormalizagao podem ser aplicadas para
obter aproximagoes de ordem superior estaveis, resultando nas chamadas equacoes

de Fokker-Planck generalizadas (GFP) [30].

Essas abordagens visam melhorar a convergéncia em problemas onde a
DSA e outras técnicas de aceleracgao tradicionais falham. Além disso, outras técnicas,
como o Método de Diferengas Finitas em Malha Grossa (CMFD) [38, 44|, tém sido
aplicadas para acelerar problemas de difusao em transportes transientes de néutrons

e demonstraram ser simples e eficazes.

Solucoes alternativas tém sido propostas para lidar com esses desafios.
Por exemplo, a aceleracao PL, que utiliza momentos modificados da se¢ao de choque
de espalhamento, tem sido explorada para melhorar a convergéncia de problemas de
transporte anisotropico. Além disso, as equagoes Simplified PN (SPN) tém mostrado
resultados promissores quando aplicadas a problemas com espalhamento anisotro-
pico elevado [43|. Essas abordagens indicam um caminho promissor para superar as
limitagoes das técnicas de aceleragao baseadas em difusao em problemas com picos

avancados e anisotropia forte.

Este trabalho tem como objetivos principais introduzir as ferramentas
matemaéticas necessérias para a implementacao do método de aceleragao pela aproxi-
magao de Fokker-Planck (FPSA) desenvolvida por [26] e, posteriormente, expandida
por 18] para incorporar problemas multi fisicos, bem como apresentar as metodolo-
gias complementares que serao comparadas com o FPSA. O enfoque central reside

na implementacao computacional do método, adotando uma formulacao matricial

4



completa que permita sua aplicagao eficiente em problemas de grande escala. Para
tanto, serao descritos em detalhes os algoritmos envolvidos, desde a discretizagao
das equacgoOes até a solucdo numérica, garantindo clareza e reprodutibilidade. Além
disso, serao abordadas as ferramentas matemaéticas e computacionais necessérias
para a implementacao dos métodos comparativos, assegurando uma analise justa e
robusta do desempenho do FPSA em relacao as abordagens existentes. A elaboragao
de uma estrutura computacional eficiente e a analise detalhada dos algoritmos visam
nao apenas facilitar a aplicacao pratica do método, mas também contribuir para o

avango teodrico e pratico na area de otimizagao e aceleracao de métodos numéricos.



2 EQUACAO DO TRANSPORTE

A equacao de Boltzmann originalmente foi derivada para ser usada na
teoria cinética dos gases [5], se tratando de uma equagao nao linear. Quando conside-
ramos esta equacao sob a hipotese de auséncia de interagoes entre as particulas que
formam o gas, damos origem a Equacgao Linear de Boltzmann, ou também chamada
de equacao do transporte de particulas. A equagao do transporte de particulas foi
derivada a mais de um século por Ludwig Boltzmann para descrever o comporta-
mento de gases rarefeitos em um meio assim como para descrever outras particulas
que possuem a propriedade de nao interacao entre si como, por exemplo, fétons, pro-
tons, elétrons e néutrons [6]. Isto é, a equagao do transporte de particulas fornece
uma descri¢ao quantitativa da distribuicao espacial, energética, direcional e tempo-
ral das particulas dentro de um meio material. Esta equacao pode ser usada para
descrever a difusao de néutrons através do ntcleo de reatores nucleares, ou a difusao
de fotons através da atmosfera terrestre, ou ainda para descrever o transporte de

gases rarefeitos dentro de plasma, entre outras aplicagoes [4, 5, 7, 10, 24].

Dentro deste contexto, nosso objetivo é derivar a expressao para a equa-
¢ao do transporte de particulas em geometria de placa (ou slab geometry), monoe-

nergética e em estado estacionario, que sera o objeto de estudo deste trabalho.

2.1 Variaveis do problema

Para um problema tridimensional, a equagao consistira de sete variaveis
independentes. Trés para representar o vetor posigao da particula r = (x,y, 2), um
vetor contendo dois angulos para representar a direcao de viagem das particulas
2 = (A,w), a energia cinética da particula E e o tempo t. Podemos observar um

diagrama representando essas variaveis na Figura (2.1).



Figura 2.1: Representacao das variaveis do problema.

Em termos de coordenadas cartesianas, o vetor posicao é da forma
r=uxt+yj+ zk, (2.1)
com i, j e k vetores ortonormais.

Para o vetor que descreve a direcao de viagem das particulas, dado que
¢ um vetor unitario pelo fato de termos decomposto a vetor velocidade da particula
(supondo uma particula classica) em um sentido de viagem e energia cinética, é
conveniente descrevé-lo em termos de duas variaveis angulares que denotaremos por
(0,w), onde 6, o angulo polar, é medido a partir do eixo = e w, o angulo azimutal, é
medido a partir do eixo y. Ainda, definimos p = cos(#). Em termos de coordenadas
cartesianas temos

Q= Q.0 + Q7 + Qk, (2.2)

com
(

Q, = pu = cos(h),
Q, =+/1— p?cos(w),
Q, = /1 — p?sin(w).

\



Se incrementarmos as variaveis angulares por quantidades infinitesimais

dp e dw o incremento no angulo solido df2 é descrito da seguinte forma
dQ) = sin(#)dOdw = dpdw. (2.3)

Note que o sinal negativo na equagao (2.3) foi omitido pois um incremento em g

tem sentido oposto a um incremento em w.

Seja v = (vg, vy, V,) 0 vetor velocidade da particula e 2 = % o vetor com

lv|

a direcao de viagem da particula. Neste caso, as componentes do vetor velocidade v

Sao

vy = V|, (2.4)
vy = |V|Qy, (2.5)
vy = |v|Qs, (2.6)

com |v| = /22 a velocidade nao-relativistica da particula e m a massa da particula.

2.2 Definicoes

Definidas as variaveis do espaco de fase que representam o estado das
particulas, precisamos definir certas quantidades que representam a fisica de inte-
racao das particulas com o meio. Considere uma situagao como ilustrada na Figura
(2.2). Dado um ponto no espago tridimensional r no tempo ¢, levamos em conta as
particulas que estao dentro de um volume diferencial dV no espago, viajando dentro
angulo solido df2 no sentido do vetor €2, tendo energias entre F e ' + dFE, veja na
Figura (2.2). Definimos a densidade angular N(r,Q, E,t) como o valor médio da

densidade de particulas de forma que

N(r,Q, E, t)dVdQdE = Valor esperado de particulas em (r, 2, E,t)



Figura 2.2: Espaco de fase.

dentro do volume do espaco de fase dVdQdE. (2.7)

Definimos agora aquilo que é chamado de o fluxo angular de particulas,

que descreve o fluxo de particulas através de uma area, como

U(r, QB t) = [vIN(r,Q, E, t). (2.8)

O fluxo escalar de particulas é obtido integrando €2 em todo o dominio

o(r, B t) = W(r, Q, B, t)dS. (2.9)

A

Como discutido anteriormente, estamos considerando que as interagoes
entre as particulas sao negligenciaveis, mas nao é possivel fazer o mesmo com as
interagoes das particulas com o meio material nas quais se encontram (interagoes
atomicas). Estas interagoes ocorrem de duas maneiras: colisdes do tipo absor¢do e
colisoes do tipo espalhamento, a direcao de viagem das particulas {2, para ambos os
casos, nao incide influéncias nos fenémenos. Nestas condigoes, para colisoes do tipo
absorcao, precisamos levar em conta a probabilidade das particulas serem absorvidas

apo6s viajar uma distancia incremental ds no espago. Definimos entao,

o.(r, E,t)ds = probabilidade da particula ser absorvida



ao viajar uma distancia incremental ds. (2.10)

Com o, é chamado de secao de choque de absorcao.Para colistes do tipo
espalhamento, as particulas enfrentam interacoes de natureza diferente da anterior.
A interagao resultante de um espalhamento, a priori, pode causar uma mudanca
de diregao de viagem das particulas que estao com direcao €) e passaram a ter, pos
interacao, uma diregcao 2 que denotaremos por 2 — €2’ e uma mudanca de energia

saindo de F e indo para E’' que denotaremos por £ — E’. Definimos entao,

os(r,QQ —= Q' FE — E' t)dQYdE'ds = probabilidade da particula
espalhar de Q@ = Q' e £ — F'

ao viajar uma distancia ds. (2.11)

Se supormos que o problema é rotacionalmente invariante, isto é, a
probabilidade de espalhamento depende apenas do produto interno entre 2 e €
entao definimos o termo de espalhamento usando o cosseno do angulo entre €2 e €

da seguinte forma
os(r,Q—=Q F—= E t)=0,r,Q-Q E— Et). (2.12)

Integrando (2.12) sobre todos os angulos e todo o dominio de energia,

obtemos a se¢ao de choque de espalhamento macroscopica

os(r, E,t) = / / os(r,Q-Q E — E' [ t)dQYdE'. (2.13)
0 4w

Ainda, dizemos que

os(r, E,t)ds = probabilidade da particula espalhar

ao percorrer uma distancia incremental ds. (2.14)

Finalmente, definimos a secao de choque macroscopica total simples-

mente como a soma das se¢oes de choque de absorcao e espalhamento nas equagoes
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(2.10) e (2.14), respectivamente. Ou seja,

ou(r, B t) = o4(r, E,t) + o4(r, E, t). (2.15)

De forma que as particulas viajando uma distancia incremental ds tem

uma probabilidade de enfrentar qualquer tipo de interacao dado por

oi(r,Q-Q E — E' t)dE'dQ ds. (2.16)

2.3 Derivando a Equagao do Transporte

A equacao do transporte de particulas neutras, ou simplesmente, equa-
¢ao do transporte como chamaremos a partir de agora, ¢ derivada da lei de conser-
vacao de massa, o total de particulas dentro de um volume diferencial do espago de
fase é igual ao ganho de particulas menos o total de perda de particulas. Considere
entao o volume do espago de fase definido por Aa = ArAyAzAwApAE. O nimero
de particulas neste volume no tempo ¢ ¢ dado por AaN (r, Q, E,t). Assim, podemos
definir a variagao temporal da quantidade de particulas no volume do espaco de fase

Ao como

Taxa de Variacao ‘: Aa%/\/’(z,y, z, 1w, B t). (2.17)

No que tange as diferentes maneiras que as particulas pode entrar ou
sair do volume A« temos cinco mecanismos possiveis: quantidade absoluta de parti-
culas que deixam o sistema, absor¢ao, espalhamento para fora do volume no espaco
de fase Aa (outscattering), espalhamento para dentro de A« (inscattering) e pro-

dugao espontéanea de particulas em Aa.

As particulas podem escapar do volume A« através de qualquer uma
das dimensoes que o mesmo engloba. Nesse caso, considere um cubo perpendicular

ao eixo x. A quantidade de vazamento através da face perpendicular ao eixo x é

11



dada por

(Vazamento), | = v, N (r,Q,, E, )22 AyAzApAw. (2.18)

Tomando Az — dx obtemos

(Vazamento), | = aﬁ%/\/’(r, O, E t)Aa. (2.19)
T

Podemos repetir o mesmo raciocinio para as demais faces do cubo e
generalizar o conceito de vetor velocidade v para compreender todo o espaco de
fase. Obtemos o valor total de particulas que escaparam do volume A« através da

expressao:

[Vamento)] = ( Lo+ 5o+ 3w+ Gpve + gt 5o ) N 9. .o

(2.20)

Ainda, para particulas neutras, o vazamento ocorre sem variagao de
energia (vg = 0) e a trajetoria entre interagoes segue sem perturbagoes do meio
(v, = v, = 0). Isto ocorre devido a auséncia de interagdes de néutrons com campo
eletromagnético e também pelo fato de estarmos considerando particulas que se
deslocaram livremente pelo meio entre interacoes, sem sofrer interagoes de nenhuma
natureza dentro deste intervalo de espaco, conservando energia e direcao de deslo-

camento. Nesse caso,

_ (a%” N %yy i %Vz) NGO, B, 1)Aa

=v-VN(r,Q, E t)A«. (2.21)

A taxa com que as particulas sao absorvidas é dado por
= |v|oa(r, E,t)N (r,Q, E,t) Aa. (2.22)

Similarmente, a taxa com que ocorre um espalhamento para dentro

(inscattering) ou para fora (outscattering) no volume A« é dada por

[inscatiering| = Ao [ [ ]ou(r ¥ - 0. B < BON(r 0, B 0dAE, (229
0 4
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para as particulas que espalharam para dentro de A«

outscattem'ng‘ = Aa/ lv|os(r, Q- E — E' ON(r,Q, E;t)dYdE', (2.24)
0 4

para as particulas que espalharam para fora de Aa.

Note que as fungoes que estao sendo integradas na equagao (2.24) nao

dependem das variaveis de integracao, portanto,

outscattermg‘ = |v|os(r, E,t)N (r,Q, E, t)Aa. (2.25)

Por ultimo, o termo fonte, que leva em consideram a produgao espon-

tanea de particulas,

= Q(r,Q, E,t)Ac. (2.26)

Combinando agora as equagoes (2.21), (2.22), (2.23), (2.24) e (2.26)

obtemos uma expressao para a taxa de variagao

Taxa de Variagéo‘ = + | Fonte

+ [Tucatering

— ’ Outscattem’ng‘ (2.27)
-
- o]

Observe que a equagao (2.27) reflete na sua formulagao o assunto discutindo anteri-

ormente sobre a lei de conservacao de massa. Isto é, a variacao temporal de particulas
dentro de A« deve respeitar particulas removidas e incluidas dentro deste volume
durante uma variagao no tempo. Podemos, ainda, unificar o valor absoluto da velo-
cidade das particulas, |v| com a fun¢ao de densidade de particulas N e definir o que

é chamado de fluxo angular de particulas dependente do tempo
P(r,Q, Et) = |vIN(r,Q, E,t). (2.28)
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Temos, a partir da equagdo (2.27), finalmente, a equagao do transporte
de particulas na sua forma geral

1960, B, 1)
V] ot

= / / os(r, QY - QE" — E t))(r, Y, E' t)dYdE + Q(r,Q, E, t). (2.29)
0 A7

+Q-V(r,Q, E t) + oy(r, E; t)(r,Q, E, t)

Condicoes de contorno espaciais e condi¢ao inicial temporal sao neces-

sarias para determinar unicamente a solu¢ao de (2.29). Sejam elas entao:
W(re, Q, B t) =1.(Q,E t), n-Q <0, (2.30)

com 7, um ponto no contorno do dominio espacial, n é o vetor normal apontando

para fora da superficie do contorno espacial e 1. uma funcao especificada.
w(r797E70) = %(7”,9,5’), (231)

com 1y uma funcao especificada para a condicao inicial do sistema.

2.4 Hipo6teses Adicionais: Estado Estacionario, Geometria

de Placa e Particulas Monoenergéticas

Sob certas hipdteses do problema podemos simplificar a equagao (2.29).
Isto é, no problema que consideraremos neste trabalho vamos tomar a condigao de
t — 0o que corresponde a considerar que um tempo suficiente se passou para que nao
haja mais variacao temporal do fluxo de particulas. Podemos descartar também a
dependéncia em energia da equagao (2.29) levando em conta a contribuigao de todos
os valores de energia possiveis para as particulas do problema. Ainda, sob certas
condicoes de simetria espacial para o problema, a dependéncia espacial se resume a
uma dependéncia unidimensional, também chamada de geometria de placa ou slab

geometry. Com efeito, vamos tomar
P, 0, 1) = / (., E,1)dE, (2.32)
0
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e nas condigoes de contorno

(e, O, 1) = / " ol QB0 dE. (2.33)

Com ¢(z, €, t) sendo o fluxo angular de particulas monoenergéticas de-
pendentes do tempo. Isto €, consideramos a contribuicao de todos os valores possiveis
de energia assumidos pelas particulas do sistema. Aplicando a (2.32) a (2.29) obte-

mos a expressao para o fluxo de particulas monoenergéticas dependente do tempo:

ia¢(x7 Qv t)
4 ot

:/ AV (2, - ), Yo t) + Qlar, 0 8), (2.34)
47

+ Q- Vi(x, Q1) + or(x)(x, Q1)

com condigoes de contorno espaciais

W, Q1) = h(Qt), n-Q >0, (2.35)
Y(rrQ,t) = .(2,t), n-Q <O0. (2.36)

Note que nas equagoes (2.34) e (2.35) estamos usando x ao invés de r, pois agora
o problema esta sendo tratado como unidimensional. Isto ocorre, assumindo uma
simetria azimutal na direcao x, isto €, o fluxo angular independe das direcoes y e z.
O problema é tomado como tendo dominio infinito no plano formado pelas diregoes
espaciais y e z e um dominio finito na dire¢ao espacial x, sendo chamado de problema
em geometria de placa, ou ainda, slab geometry. Isto nos permite tomar Q = (u,w),

o que resulta em:

Y(z, Qt) = (x, pw,t) (2.37)

A equagao (2.34) fica

1 H@mwt) Y@ pmwt)
v ot P o

1 27
[ [ o s s e i + Qi) (239
—-1J0

+ Ut(x7 t)@/)(l’, Hy W, t)

onde og(z, ' — pu,w) denota a segdo de choque de espalhamento para as particulas

que espalharam de uma direcao u' para a direcao p no ponto x e no angulo azimutal
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w. Podemos eliminar a dependéncia azimutal do problema integrando w em 0 < w <

2m. De forma a obter a seguinte expressao para o fluxo angular

27
W(x, p,t) = /0 U(z, pyw, t)dw. (2.39)

Substituindo a expressao de (2.39) em (2.38) obtemos a equagao do

transporte em geometria de placa dependente do tempo

1 W pmt) | #aw(:v,u, t)

+ oz, t)(x, p, t)

4 ot Ox
1
— [ s = bl i+ QL) (2.40)
com
27
Qont) = [ Qo) (2.41)
0

As condigoes de contorno agora sao

%U(iEL,Mat) = ¢Z(M7t)7 > 0, (242)

¢(9CR7M: t) = 77b7"(lu’7 t>’ p<0. (243>

para o problema no intervalo espacial compacto [z, zg]. A condigao inicial é tomada

como

(@, 1,0) = Yo(z, p). (2.44)

Podemos ir adiante e consideramos se passou tempo suficiente para que

o sistema atinja um estado o equilibrio, isto é, definimos

@/}(%,p) = tlirgo@b(xvﬂat)' (245)

Dessa forma, a equagao (2.40) vira a equagao do transporte de particulas

em estado estacionario, em geometria de placa e monoenergética da forma:

“awg By oo ) = /_1 o,y = (e, pw)dy’ + Qw, ). (2.46)
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Onde as condigoes de contorno em (2.42) e (2.43) se tornam

U(wp, p) = Yr(p), p>0, (2.47)

(xR, 1) = Yr(p), p <0, (2.48)

com 1y e v, fungoes especificadas nos contornos do problema.
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3 RESOLVENDO A EQUACAO DO
TRANSPORTE

A equagao do transporte de particulas cobre uma variedade muito
grande de fenémenos fisicos que em geral requerem um método iterativo computaci-
onalmente intensivo [1, 2, 18, 20, 21, 26, 39| para serem resolvidos, visto que solugoes
analiticas funcionam apenas para um nimero restrito de casos [5]. Entre os métodos
numéricos para equagao do transporte temos os métodos estocésticos [9, 15, 17| e os
métodos deterministicos que serao nosso foco neste trabalho. Comecaremos discu-
tindo algumas aproximagoes para a equagao do transporte [5, 12, 13, 23] e logo apos
discutiremos alguns métodos iterativos que utilizaram as aproximacgoes discutidas

para resolver a equagao do transporte.

3.1 Aproximacoes para a Equagao do Transporte

Iremos discutir trés aproximacoes para equacao do transporte de parti-
culas na equagao (2.46), a aproximacao da difusao que se trata de assumirmos que
o fluxo angular e o termo de espalhamento sao linearmente anisotropicos, a aproxi-
macao por Fokker-Planck que se trata de uma aproximacao para quando o termo de
espalhamento tem uma forte anisotropia na direcao frontal e também a aproximagao
por ordenadas discretas Sy que se trata de tomar os pontos na malha para a variavel

angular como sendo as raizes do polinémio de Legendre Py.

3.1.1 Aproximacao por Difusao

A equacao da difusao é uma aproximacgao da equacgao do transporte de

particulas onde consideramos apenas os dois primeiros momentos de Legendre do
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fluxo [5]. X
= /_lw(ﬂc,u)du (3.1)

1
o) = [ it (32
-1
sao o fluxo total e a corrente liquida, respectivamente.

Integrando a equagao (2.46) sobre sobre todo o dominio angular, isto

é, sobre pu € [—1,1] e usando a relagao das equagoes (3.1) e (3.2) obtemos

d@y) +01(x)po() = /_1/_1 oo, 1 — u)¢(x,u’)du’du+/_162(x,u)- (3.3)

Podemos agora expandir o termo o4(x, i/ — p) usando polindémios de

Legendre para obter

20+ 1
oulw = ) =Y 0@ AW — p)
1=0

=2 2l2;1Us,z(fv)Pz(u)Pz(/wt’), (3.4)

com o,,(z) sendo os momentos de Legendre da segdo de choque de espalhamento.
Substituindo a expressao (3.4) no termo de espalhamento para a equagao do trans-

porte (3.3) obtemos

/ /_1 o5, p, ), ' )dp' dp = / /_ 2l+1037,(;1:)131(@13[(#')@@(3;7ul)d//du

=0

ZQHl%l )u(x )/_ Bi(p)dp, (3.5)

-0 1

com

mw:/ﬂwwmmw' (3.6)

1

os momentos de Legendre do fluxo angular.

Assumiremos a seguir que a secao de choque de espalhamento pode ser

aproximada de maneira satisfatoria linearmente para que possamos reter apenas os
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dois primeiros termos do somatério na expressao (3.5)

1

> @) / Bi(p)dp

-1

— soeal@én(@) [ R+ Soale)ona) [ Pl
= 57e0la) [ u()i+ Gata) [ e

= 050(2)do(x), (3.7)

pois Py(n) =1 e Pi(p) = p. Finalmente, juntando tudo que fizemos até agora

dﬁi}i@ + ov(x)do(x) = os0(x)Po(x) + Qo(z), (3.8)

com

Qolx) = / Qe (3.9)

Agora, consideramos o momento de primeira ordem da equagao (2.46)

e integrando a expressao para todo o dominio angular multiplicado por pu, isto é,
integrando da forma: f_ll p(+)dp. Ainda, seguindo passos andlogos aos anteriores
obtemos
d [
dr J_,

3 1 1

(e p)detou(w)on(2) = Soa@en(o) [ wdut [ @i (310
—1 -1

Para proceder, é necessario assumir que o fluxo angular é linearmente

anisotropico. Nesse caso, procedemos semelhantemente ao caso da se¢ao de choque

de espalhamento em que o fluxo é expandido em angulo e retemos os dois primeiros

termos da expansao obtendo

O, 1) = 500(x) + St (x). (3.11)

Inserindo a relagao (3.11) em (3.10) e simplificando a expressao obtemos

1

%%%(m) + o(2)p1(x) = 051 (2)P1(2) + /1 pQ(, p)dp. (3.12)
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Note que assumimos que a aproximacao por difusao é estacionaria. Além disso,
geralmente a fonte é tomada como isotropica, ou seja,

Q)

Qla,p) = =,

(3.13)

com @Q(z) o termo fonte isotropico. Como tomamos a fonte como sendo isotropica,

a expressao envolvendo a fonte na equagao (3.14) é nula, levando entao a expressao

1d
g%%(ﬂf) + 0191 (2) = o1 (2)P1(2). (3.14)
ou ainda, isolando o termo ¢;(z),

B 1 doo(x)
) = S o) dr (3.15)

Substituindo agora a expressao para ¢;(x) da equagado (3.15) na equagao

(3.8), obtemos a equagao da difusdo de neutrons

1 d2¢0<$)
3(os1(x) —or(z))  da?

+0a(2)o(x) = Q(x), (3.16)

onde g,(x) que aparece na expressao vem da definigdo da segao de choque total dada

m (2.15)

3.1.2 Aproximacao por Fokker-Planck

A aproximagao por Fokker-Planck [18, 26, 28, 31| é obtida quando to-
mamos o angulo médio de espalhamento p — 1, isto é, os valores do ntcleo de
espalhamento nao sao significativos para valores distantes de 1. A equagao que é

obtida dessa aproximacao é chamada de equagao de Fokker-Planck.

Considere a equagao do transporte (2.46) com o termo de espalhamento
aproximado pela quadratura de Gauss-Legendre da seguinte forma

Nﬁw(% /1)

X

Fode) =3 2 (@) P () — ou( (e, ) + Qe ),
- (3.17)
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Note que expandimos o termo o4(x) = 0,(z) + o5(x). Com ¢ (x) tendo a mesma
defini¢ao que em (3.6) e

n.@) = [ oo min (3.18)

1

Além disso, introduzimos a seguinte defini¢ao

Z it 1051 Pi(p)éi(x) — os(x)(@, 1), (3.19)

=0

isto é,

Z @) [ RGOC = 0. (a). (3.20)

Dai, substituindo a definicdo em (3.19) em (3.17) obtemos

pPPEL) | o i ) = S0 (o) + Q). (3.21)

Agora, vamos direcionar nossa aten¢ao em tratar do termo Si(x, 1)
na equagao (3.21). Normalizamos os momentos de Legendre da se¢ao de choque de

espalhamento da seguinte forma

osi(x) = 0s(x) fi(), (3.22)

com
1

filr) = » [, ) Pr(p)dp (3.23)

Substituindo a definigao de (3.22) em (3.17) obtemos

L oor41

S, ) = ayfa) Y =5

=0

Bi(p) flz)éi(x) — os(x) (2, 1) (3.24)

No caso de pico avancando, f(z,u) é significativo apenas para valores
de 4 — 1, ou seja, a equacao (3.23) decresce rapidamente para valores distantes
de p = 1. Neste caso, podemos expandir P;(u) em sua série de Taylor em torno de

i =1 e reter apenas os dois primeiros termos da expansao

dP(p) (1= )

F(p) =1~ W
pn=1
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—1- (1), (3.25)
Inserindo (3.25) em (3.23) obtemos
fw =1~ Da g, (3.26)
em que i ¢ definido por X
@) = [ st (3.27)

Note que as se¢oes de choque de espalhamento com pico avancado sa-

tisfazem 1 — i < 1, pois, em média, i — 1. Inserindo (3.26) em (3.24) obtemos

S0, ) = 04(a) 3 2L Blp)nt) (3.25)
- IS E U DR ~ e, (829
() = 0,(2) (1~ (), (3.30)

sendo a secao de choque de transferéncia de momento. Além disso, note que usando

a equagao diferencial que da origem aos polinomios de Legendre [10], temos que

OPF (1)
o

(1 —p?)

% FU(l+1)B(p) = 0. (3.31)

Isto nos permite eliminar o termo /({4 1) P,(x) da equagao (3.28) e apos

alguma manipulagao algébrica obter

St(x, ) = o5(x 12 2l 1Pz (1) Pi(p ) (e, ') dp!
T 1=0
o () y
— Us ; L d
ot + 25220 [
L
l
DI e (3.32)
=0
com
9, 9,
L) = 5045 (3.33)



Usando agora a relacao

ZQlHPz(M)Pz(M’) =6(p—p) (3.34)

na equagao (3.32) obtemos, finalmente,

S0 ) ~ Lot ) = 0 LGy,
Cowl®) 0
= T (== (3.35)

onde Lppt)(x, ) é conhecido como aproximagao de Fokker-Planck. Dessa forma, a

equacao de Fokker-Planck fica

OY(z, 1)

m o Uf?“(x) 0 (1 _u2)6¢(x7u)

2 o o + Q(z, ). (3.36)

+0a(2)P(z, p) =

3.1.3 Aproximacao por Ordenadas Discretas Sy

A aproximagao por ordenadas discretas teve sua origem nos métodos de
transporte radiativo em atmosferas de estrelas [21]. O método trata de aplicarmos
uma quadratura ao termo de espalhamento e escolhermos um conjunto discreto ade-
quado de pontos para a variavel angular p [5]. Comegamos aplicando a quadratura

de Gauss-Legendre ao termo de espalhamento na (2.46). Nesse caso,

M—awgc’ ) +o(2)Y(x, p) = Z 2 ;— 10571(.7:)]31(@@(:5) + Q(z, p), (3.37)

com os momentos de Legendre do fluxo dados pela expressao

mm:[awwmmwt (3.38)

1

Vale ressaltar ainda que

Po(x) = /_ 1 U, p1)dy (3.39)
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é chamado de fluxo total ou fluxo escalar. Note que truncamos os termos do somato-
rio a partir do termo (L + 1), assumindo, portanto, que os termos até L aproximam

de maneira satisfatoria o termo de espalhamento.

Com a escolha de N raizes distintas do polinémio de Legendre de ordem
N, Py, obtemos um sistema de equagoes diferenciais, vindos da equagao (3.37), que

sao denominadas equacgoes Sy, ou ainda, aproximacao Sy, ou método Sy. Sao elas,

81/)(1‘, Mn)

20+ 1
=g ===+ (@) (T, p1n) Z 051(2) Py (1tn) 01 (2)+Q (2, 1), n=1,...,N.

- (3.40)

Usualmente, ¥ (z, p1,,) € escrito como 1, (z) para simplificar a notagao.
A escolha dos p, € feita de forma a aproximar os momentos de Legendre ¢;(x) pela

formula de quadratura dada a seguir. Para a equacao (3.38) temos a expressao

N
= % Z wnPl(Nn)qu)n(x) (3‘41)
n=1
e para (3.39) temos
N
= % Z Wy (). (3.42)
n=1

Os pesos w,, sao dados por

2
dpP,
(1—2) (#

com condi¢ao de normalizacao dada por

(3.43)

Wy =

2
N:Nn)

N
> w, =2. (3.44)
n=1

Além disso, p, é a n-ésima raiz do polinémio de Legendre Py. Os po-
linémios de Legendre sao as autofungoes da solu¢ao de uma equagao diferencial [10],

porém podem ser extraidos da seguinte recursao, chamada de recursao de Bonnet

[36]
Po(pn) =0, (3.45)
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Pi(ptn) = fin, (3.46)
(n+ 1)Poi1(pn) = 2n + Dy Po(ptn) — nPp_1(ptn), n=2,...,N. (3.47)

3.2 Resolvendo a Equacao do Transporte

Solucoes eficientes para a equacao do transporte de particulas sao um
desafio computacional devido a natureza complexa do problema, que envolve o aco-
plamento entre varidveis espaciais e angulares como na equagao (2.46). Para en-
frentar este desafio, métodos numeéricos iterativos sao amplamente utilizados. Para
0s casos em que temos uma equagao nao linear acoplada, utilizamos métodos nao
lineares como Non-Linear Diffusion Acceleration (NDA) [41]. Para o problema que
estaremos tratando neste trabalho, usaremos métodos lineares iterativos para resol-
ver a equagao do transporte de particulas. Discutiremos a seguir alguns métodos
iterativos lineares como: Iteragdo de Fonte (SI) e Aceleragao Sintética (SA) que é
um método desenvolvido para acelerar o método SI quando o mesmo converge len-
tamente. Discutiremos o uso da aproximagao pela equacao da difusdao (DSA) e pela
equacao de Fokker-Planck (FPSA) como alternativas de aproximagbes para serem

usadas no método SA.

3.2.1 Tteragao de Fonte (SI)

A partir da formula¢@o na equagao (3.37), antes de aproximarmos ¢;(x)
pelo método Sy, podemos definir a formulagao operacional da equagao do transporte

da seguinte forma:

(1) = (ua% ; at<:c>) bl ) (3.48)

St 1) = (Z @ p | le(u)(-)du> b (3.49)

=0
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Dessa forma, é possivel escrever a equagao (3.37) na forma operacional

Lo, 1) = S, 1) + Qa, p). (3.50)

Note que na forma operacional da equagao (3.50), tanto o operador £ quanto o
operador S, sao operadores lineares de dimensao infinita. Ap6s uma discretizagao
angular, utilizando a aproximacao Sy e uma discretizacao espacial, ambos se tor-
nam operadores lineares de dimensao finita, portanto possuindo uma representagao

matricial.

O método da Iteragao de Fonte ou Source Iteration (SI), consiste em
atrasar o termo de espalhamento Sv(z, ) por uma iteragao, obtendo o seguinte

esquema iterativo:

@ZJ(O)(%M) = ¢0(%H)a (351)
LY (@, 1) = SO (@, 1) + Q, (3.52)

com 9y (x, 1) uma estimativa inicial para o fluxo angular (em geral tomamos ¥y (x, 1) =
0). O esquema SI funciona da seguinte maneira: uma estimativa para os momentos
do fluxo é encontrada a partir da suposicao inicial do fluxo angular e da relagao mos-
trada na Equacdo (3.51). Em seguida, a equagdo (3.52) é resolvida para 1+ (z, u)
invertendo o operador £ para obter a proxima estimativa do fluxo angular. O fluxo
angular da iteracao ¢ + 1 é utilizado para encontrar o valor de ¢;(z) na equagao
(3.38), este valor entdo ¢ usado para computar S) da préxima iteracdo. Este pro-
cesso iterativo é repetido até que algum critério de convergéncia seja atingido. Para
problemas com baixo espalhamento e alta fuga, o método SI converge rapidamente
[1]. No entanto, para problemas opticamente densos e altamente dispersivos, o SI se

torna ineficiente e dispendioso, levando a uma convergéncia lenta [26].

27



3.2.2  Aceleracao Sintética (SA)

Em um esfor¢o de buscar métodos iterativos mais eficientes, desenvolveu-

se uma técnica chamada Aceleragao Sintética ou Synthetic Acceleration (SA) [19]. O

método introduz um segundo passo ao método SI que é denominado passo corretor.

Comecamos executando uma iteracao de fonte que estimara um valor intermediario
() (2, p)

Lo, 1)\ 2) = 59O (2, 1) + Q(a, ). (3.53)

1
Usamos o célculo do passo intermediério @D(“?) para calcular o valor de
P no passo de correcdo, a ideia é que a aproximacao na iteracio £+ 1 serd mais
acurada do que quando executamos apenas a Iteracao de Fonte. Para chegarmos na

formulagao do método SA, primeiramente, subtraimos (3.52) de (3.50) para obter

£ (e, ) =6l p) = 8 (bl ) = O (@, )
= $ (la, ) = v (@, ) (3.54)
+5 (0D @) — v O@ ). (359)

Podemos rearranjar os termos da equagao (3.55) para obter

(£ =) (. ) =B (@) = 5 (U @ 0) = 6O ), (350

e assim, chegamos, explicitamente, a uma expressao para ¥ (x, 1)

vl p) = 0D @)+ (£ =978 (U @) - 0@, ). (357)

Note que na equagao (3.57) obtivemos o valor exato para ¢ (x, u1). Po-
rém, precisamos avaliar o operador do transporte completo (£ — S)~! mas, neste
caso, poderiamos resolver o problema original simplesmente avaliando a expressao
Y(x, ) = (L —S5)'Q(z, 1) a partir da equagao (3.50). Entao, vamos tomar P de
forma que

PrL-S, (3.58)
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com a condi¢ao de que P~! seja mais facil de avaliar que (£—S)~!. Aqui, a expressao
'mais facil de avaliar’ estd sendo usada no sentido de que, apos discretizarmos o
problema nas variaveis angular e espacial, o sistema linear resultante de P é menos

computacionalmente custoso do que o sistema linear resultante de £ — S.

A expressao completa para o método de aceleracao sintética SA é dada

pela seguinte iteragao:

Predigao: L@/)(”%)(x, ) = SO (x, 1) + Qx, ), (3.59)
Correcao: D (z, ) = ¢(£+%)(:c,u) +P1S (w(“%)(x, 1) — O (z, u)) . (3.60)

Aqui, P ~ L — S é qualquer aproximagao para o operador completo
do transporte £ — S, isto é, para qualquer que seja P desde que o esquema SA
nas equagoes (3.59) e (3.60) convirjam para alguma solugdo, esta solugao é uma
aproximagao para a solugdo do problema original [1]. O método ¢ iterado até que

algum critério de convergéncia escolhido seja alcancado.

Como um exemplo, podemos tomar P na equagao (3.60) como a apro-

ximagao da difusd@o como visto na equacao (3.16). Isto é,

p— (md‘l—; + aa) /_j(-)dﬂ. (3.61)

O método de Aceleracdo Sintética por Difusdo (3.61) é um dos mais
amplamente usados e foi a primeira aproximacao a ser tomada para o operador
P por Kopp [19]. Depois destes resultados iniciais usando a equacao da difusao
como aproximagcao, [2] mostrou que o uso da aproximagao por difusdo no método
SA é um algoritmo que converge rapidamente para malhas espaciais grossas e cu-
nhou o termo Aceleragao Sintética por Difusao, ou Diffusion Synthetic Acceleration.
Ainda, também é possivel tomar outras aproximacoes como Aceleracao Sintética por
Transporte, ou Transport Synthetic Acceleration (TSA) [1]. O método SA consiste

em aplicar uma iteracao de fonte, passo preditor (3.59), e em seguida corrigimos
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acrescentando uma corre¢do como na equagao (3.60). Para alguns casos, embora
tenhamos aumentado a complexidade de cada iteracao, o nimero de iteragoes é
significativamente reduzido caso tenhamos escolhido uma aproximacao P adequada
para o problema, levando a uma aceleragao na convergéncia significativa em relagao

a0 método nao acelerado SI.

3.2.3 Aceleracdo Sintética por Fokker-Planck (FPSA)

O método de aceleracao sintética por Fokker-Planck vem recebendo
recente atengao [18, 26, 27|, consistindo em usar a aproximacao de Fokker-Planck
(3.36) como operador P na equagao (3.60). Ainda, [18] aborda o uso de um termo de
consisténcia no método (FPSA) dando origem ao método modificado de aceleragao
sintética por Fokker-Planck ou ainda modified Fokker-Planck synthetic acceleration
(MFPA) que permite o acoplamento de uma equacao ao problema de transporte
de particulas, permitindo o tratamento de problemas multifisicos. A vantagem do
método (FSPA) é que a aproximagao de Fokker-Planck é uma aproximagao para
problemas anisotrépicos de pico avangando, quando p — 1, sendo entao um bom
candidato a aproximacao P do operador completo do transporte quando estamos

considerando um problema nestas condigoes.

A partir da equagao (3.36) podemos definir P como sendo

O'tr(aj) 0 0

5 @(1 — M)@. (3.62)

0
P = P + o4(x) —

Agora, substituindo (3.62) em (3.60) obtemos o esquema completo de
aceleragao sintética por Fokker-Planck (FPSA)

Predicio: £o("2) (z, ) = 50O (x, ) + Q(z, ), (3.63)

Correcao: Y (z, ) = (42 (a, )
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(3.64)

O método FPSA ¢é executado de maneira similar aquela que foi discutida
para o método DSA nas equagoes (3.59) e (3.60). Executamos uma iteragao de
fonte resolvendo (3.63). Logo apds, corrigimos o resultado obtido acrescentando um
termo como na equagao (3.64), que consiste em resolver a equagao da aproximagcao de
Fokker-Planck. As iteragoes ocorrem até que algum critério de convergéncia escolhido

seja atingido.
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4 DISCRETIZACAO

Vamos apresentar neste capitulo a discretizacao espacial e angular da
equacao do transporte bem como da equacao de Fokker-Planck. A discretizagao
espacial sera feita através de Elementos Finitos Descontinuos [25], que divide o
dominio espacial em uma série de células espaciais. J& na discretizacao angular
podemos usar o método moment preserving discretization (MPD) que preserva até
N — 1 momentos da versao discreta da equagao de Fokker-Planck pela aproximagcao
Sy, com N sendo a ordem do método Sy [18, 26, 27]. No nosso caso, usamos o
MPD para a discretizacao angular da equacao de Fokker-Planck. Fornecemos uma
formulacao matricial completa, incorporando as discretizagoes espaciais e angular
em um Unico sistema matricial. Além disso, fornecemos também algoritmos para a
implementagao dos métodos de Iteragdo de Fonte (SI) e Aceleragao Sintética por

Fokker-Planck (FPSA).

4.1 Discretizacao Espacial

Para a discretizagao espacial das equacoes Sy usaremos o método dos
Elementos Finitos Descontinuos [18, 22, 25, 26, 37]. Dividiremos o dominio espacial
[, zg] em uma sequéncia de células espaciais (zF, z2) parai=1,..., K de forma

que z¥ =z e % = zp. Vamos definir
U = (@ pin)- (4.2)

Observe que a notacao deixa implicito que o fluxo angular esta sendo
avaliado no angulo u,,, quando nao for o caso, enunciaremos com o angulo em ques-

tao.
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Ainda, introduzimos a seguinte aproximacao para o fluxo angular em
cada uma das i-células como uma combinagao linear de uma base de fungoes defini-

das em = da seguinte forma

vi(x) =¥y By (z) + ;" Bi' (x), (4.3)
com
ol —x
Biw) =T (4.4
R _ - l’zL
Bi'(z) = Az, (4.5)
com
Az, = ot — ot (4.6)

Note que as funcoes da base sao definidas de maneira a respeitar a

seguinte relacao

B (zf) = 1, (4.7)
B (x}') = 0, (4.8)
Bfi(x}) =0, (4.9)
Bf(zF) =1 (4.10)

Vamos construir os residuos ponderados a partir da equagao (3.40). Isto
é, rearranjamos os termos da equagao (3.40) de forma que a equagao seja nula. Con-
siderando a equagao (3.40) restrita ao dominio espacial da i-ésima célula, podemos
aproximar ¥ (z, i,) por ¥;(x) da equagao (4.3). A partir dai, obtemos duas equa-
¢oes, uma delas multiplicando a equagao (3.40) rearranja e aproximada por (4.3)

pela funcao da base BX(x) e a outra multiplicando pela funcao da base Bf(z). Por

fim, integramos ambas as funcdes no dominio (z¥, %) . Temos entao,
R L
i di; () 20+ 1
L i } : _
LL Bz’ (x) (Mn dx + O—twi(x) - o 9 Us,lpl(,un)¢l<x) - Q(x:ﬂn)> dr = 07

(4.11)
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L

/ j Bj(x) (u d%fc %) 4 ouila Z

=0

assz (kn ) @1() — Q(:v,un)) dx =0
(4.12)

paran =1,..., N. Note que, nas equagdes (4.11) e (4.12), retiramos a dependéncia
em z dos termos o; e gy, isto foi feito para facilitar na notagao a seguir, visto que o
problema que trataremos mais adiante ¢ homogéneo em x. Porém, esta dependéncia
em x pode ser carregada nas equagoes que seguiram, lembrando de tomar o;(xl) e
os(zF) quando estivermos tratando do lado esquerdo da célula espacial e o;(zf) e

o:(x) quando estivermos tratando do lado direito da célula espacial.

Seguimos inserindo a defini¢ao (4.3) nas equagoes (4.11) e (4.12) e cal-
culando as integrais. As direg¢oes, ou ainda, os sinais de p, definem duas equagoes
a partir de (4.11), uma para u, > 0 e outra para p, < 0. Da mesma forma, temos

duas equagoes a partir de (4.12), com p,, > 0 e u, < 0.

Para por p,, > 0 avaliar as integrais em (4.11) e (4.12), resulta em duas
equacoes, respectivamente,

P oAz, L P oAz, R
(3252 <2+ )

L

= P (1) Z 0uiPin) (SE0(aE) + S0 ) + Q) (0.13)
e -
(oo (555
Sy 2 B (So6h+ Sha6h) +Qftn) (@)
com -
Ho) = | BH(@)Q(, ), (4.15)
B = [ BR()Q(w, ) . (4.16)



Na forma matricial,

,u?n + ot?zi Bn O't%a:i ¢L
—lpegn pgegu| of
L Ax; Ax; L L
pnthity 21+ 1 Lo Al gy (a] QL (1,
— Z CTS lPl ,un) A?;- Ai_ ( R) + R( ) . (417)
1=0 6 S| ) Qi* (1)

Para i, > 0, ¥F e 9 sdo avaliados a partir de 17 |, ou seja, varremos

o dominio espacial da esquerda para a direita, até atingirmos a K-ésima célula

espacial.
Para p,, < 0, obtemos as seguintes expressoes avaliando as integrais em
(4.11) e (4.12), respectivamente,
oAz, n O Axl
e e KO
2 2
L Ax; Ax;
=3 ounn) (Sl + Shal) Q) (419
1=0
e

_bn 0BT (e OAT g
(2+ 6>¢i+(2+ 3)%

- Az Az
= it + 3 2 ) (St + B0l ) + Q). (@19)
=0

com forma matricial

_MTn + Utéxi Pn + at%xi wL
—hppegs hppagu| |yf
0 L Ax; Azx; ¢l xZL QZL L,
= Z O'slPl Mn) A?’x- Ai' ( R) + R( )
:unz/}z—i-l =0 61 TZ gbl(‘rz ) Qz (:U”ﬂ>
(4.20)

L R o - : R :
Para ju,, < 0, 9; e 9;* sao avaliados a partir de 1;% |, ou seja, varremos
o dominio espacial da direita para a esquerda, até atingirmos a primeira célula

espacial.

35



Vamos agora calcular os residuos ponderados para a equacao de Fokker-
Planck (3.36). Analogamente as equagoes (4.11) e (4.12), temos as seguintes equagoes

para cada célula espacial i

/ " Bl (un WD) | () — 20920 (x) ~ Qo m) dr=0, (421)

i

/j B{(x) <“n d@/; 5:) +ogi(1) — ZEV24(z) — Q(a, Mn)) dr =0.  (4.22)

Da mesma forma que antes, os sinais de p,, definem duas equagoes para
cada uma das equagoes (4.21) e (4.22). Resolvendo as integrais em (4.21) e (4.22)

e rearranjando os resultando, podemos escrever uma equagao matricial como (4.17)

para p, > 0 da seguinte forma

n O’aA:B,L' n O'tA{L'i 1 2 1 2 L
n oo Ax; n ot Az, 2 12 1v72 R '
AR T sVn 3Val|/) Vi
R L
0 Qf (1n)
e para [, <0
n O'aA 7 n ot A 7 1 1
n oo Ax; n gt Ax; 2 1 1 R ’
B A Ve 3Val/) ¥
0 L
_ | @) (4.26)

_,unsz-&-l Qﬁ(ﬂn)

Note que as equagdes matriciais em (4.23) e (4.25) sdo semelhantes
aquelas em (4.17) e (4.20). Portanto, o processo descrito para resolver (4.17) e (4.20)

também se aplica aqui.

4.2 Discretizagao Angular

No que se trata da discretizacao da equacao de Fokker-Planck para os

angulos, [42] desenvolveu uma técnica de discretizagao chamada Moments Preserving
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discretization (MPD) que preserva até N momentos de Legendre do fluxo angular
para a equagao de Fokker-Planck sendo uma técnica adequada para problemas de

pico avancado e alto espalhamento.

Para abordarmos o método (MPD) comegamos lembrando da equagao

(3.31) que nos garante que P(u) é uma autofun¢do do operador de Fokker-Planck

ﬁFp, isto é,
0 N
LP(p) = @(1 — W )@Pz(u)
= —I(1+ 1)P(p). (4.27)

Dessa forma, como o operador £ é auto adjunto [11], dado uma fungao

f(p) temos que

| estdi= [ 12 fGds

1 1

—1+1) [ PGS (4.28)

1

Usando a quadratura de Gauss-Legendre, podemos tomar f(u) = ¥(z, p,)

em (4.28) e obter a seguinte expressao

N N
> wa Pipn) V(@ ) = =11+ 1) wn P(pn)¥ (2, 1), 1=0,1,2...N —1,
= "~ (4.29)

com
0 0
vie Yol
8u< “)au -

sendo chamado de operador de Fokker-Planck discreto, ou versao discreta do ope-

. n=1,2,...,N, (4.30)

rador angular de Laplace avaliado no n-ésimo angulo. Note que, da equagao (4.29)

podemos montar um sistema matricial da seguinte forma

_ wiPo(pn)  waePo(pe) -+ wnPo(p) - -Vfw(ffa f11) -
wiPr(pa)  waPi(pe) oo wyPi(pw) Vb (x, )
_w1PN71(M1) w2PN71(/L2> ce UJNPNA(/LN)_ _V%vw(% Nn)_
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00+ 1) wiR)  wR(e) ey |
_ wiPy(p)  waPi(pe) - wnPi(pw)
—N(N +1) w1 Py_1(p1) waPyoi(p2) - wyPyoi(pn)|

(4.31)

Ou ainda, podemos definir as seguintes matrizes, com dimensoes N X IV,

Vij = w;iPia(p) (4.32)
e
D;;=—i(i+1). (4.33)
comi,j=1,...,N. Além dos vetores,
Y =[x, w))", i=1,...,N (4.34)

o vetor com as componentes do fluxo angular, e
V= Vi, )", i=1,...,N (4.35)

o vetor com as componentes do operador de Fokker-Planck discreto aplicado no
n-ésimo fluxo angular. Desta forma, podemos determinar o vetor V21 da seguinte

forma

V2 = V= IDV. (4.36)

Agora, podemos escrever a equagao de Fokker-Planck (3.36) na sua

forma matricial para a variavel angular

o (T)

0
H%w + Ua(l')w — TV2¢ = Q, (437)

com

H = diag(p;), i=1,...,N (4.38)
uma matriz diagonal com as raizes p; do polindémio de Legendre de ordem N e
Q=[Qx,u)]", i=1,...,N. (4.39)
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Resolver a equagao (4.37) nos garante que N momentos de Legendre do
fluxo angular serao preservados. Em [26] é discutido, usando Anélise de Fourier, como
a preservacao dos N momentos de Legendre do fluxo angular afeta a convergéncia

do problema.

4.3 Formulacao Matricial e Algoritmos

Vimos até o momento como tratar ambas as discretizacoes de maneira
separada, isto ¢, dado x descrevemos a discretizacao angular em p,. Da mesma
forma, dado p, descrevemos como efetuar a discretizagao da i-ésima célula espacial
(xf, 2F). Vamos agora unificar estas ideias e tratar de uma discretizagao conjunta
tanto em x quanto em . Na forma operacional da equagao (3.50) temos um operador
linear de dimensao infinita. Ao efetuarmos as discretizagoes em = e p obtemos um
operador linear de dimensao finita que tem, portanto, uma representacao matricial.

Neste caso, usando a mesma notacao, definimos a expressao
LY =5+ Q (4.40)

como sendo a forma discreta do operador linear em (3.50), com % sendo o vetor
contendo os ¥(x¥, p,) e ¥(zE, p,), @ sendo o vetor com os termos da fonte Q(z;, i, ).
Estamos, neste caso, interessados em discutir como obtemos as matrizes £ e S da

equagao (4.40).
Comegamos reescrevendo a expressao em (4.40) da seguinte forma

L = MM, SDv + Q. (4.41)

Note que na equagao (4.41), decompomos a matriz que representa o
operador S em uma série de matrizes, com D sendo a matriz que converte o vetor
de fluxos angulares em um vetor de momentos do fluxo angular, ¥ é a matriz que

contém os momentos da se¢cao de choque de espalhamento que sao relevantes, M,, é
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a chamada matriz de massa que surge da discretizacao espacial em elementos finitos
descontinuos da equacao Sy e M é a matriz que transforma o vetor de momentos

do fluxo angular em um vetor com fluxos angulares.

4.3.1 Formulagao da Matriz de Vazamento e Absorg¢ao

Vamos comecar discutindo a formulacao da matriz £ do lado esquerdo
da equagao (4.41). Esta matriz representa o operador de linear que descreve as

particulas que vazaram ou foram absorvidas.

Estamos considerando um problema bidimensional, com o dominio es-

pacial [z, 2] subdivido em células espaciais (X, 2%) com i = 1,..., K e um con-
junto de {u,}"=, n = 1...N, com cada p, sendo uma raiz do polinémio de Le-

gendre Py. Para que possamos preencher a matriz £ em (4.41), vamos definir uma

enumerac¢ao da malha composta pelos valores discretos de x e u da seguinte forma

j=2N(i—-1+n, i=1,....,K, n=1,...,N. (4.42)

A partir desta enumeracao, o vetor dos fluxos angulares 1) tem a seguinte

forma:

ID - (w(xfa Ml)a st 7w(xf7MN>’ w(xfa :ul)a s 71/)(va :uN)7 SRR (443>

’l/)(l'%{, :ul)v s 7w(x%(7 /I’N)a ’l/}(xﬁa ,ul)a s ;w(l’?}, /'LN))Ty

com 2N funcoes para cada célula espacial, N para o lado esquerdo da célula espacial

R

i

em zF e N para o lado direito da célula espacial em x

Com isso, seja L = [L;,,] a matriz da equacao (4.41) com tamanho

2KN x 2K N e elementos L;,,. Para i, >0

Lis=5+—50on (4.44)
Ljjn = % + =0 (4.45)



Ljyng = o T (4.46)

Ljinjin = % + 3 O (4.47)

Ljj-N = —bn (4.48)

ety <0
pn | Az,

Ljj = 5 T 3 % (4.49)

Ljjen = % + 5 o (4.50)

Ljyng = —% + 5 v (4.51)

Lijynjtn = —% + 3 o (4.52)

Ljinjian = pin. (4.53)

Os demais elementos da matriz £ sdo nulos. As equagoes (4.44)-(4.47)
incorporam na matriz £ os termos da matriz do lado esquerdo da equagao (4.17) e
(4.48) incorpora o termo que aparece do lado direito da equagao (4.17) multiplicando
¥E | (u,). De forma anéloga, (4.49)-(4.52) incorporam a matriz do lado esquerdo da

equagao (4.20) e (4.53) incorpora o termo que multiplica ¢ | (i)

Considere uma instancia do problema onde N = 2 a ordem da equagao
Sy e K = 3 como sendo o ntimero de células espaciais. Neste caso, temos a seguinte
representacao grafica da matriz £ discutidas anteriormente, onde cada quadrado em
azul representa um ntmero real nao nulo na matriz, as posi¢oes onde nao ha um

quadrado azul sao nulas.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

o+l L | B Nao nulo

10 n |
11 ] O

Figura 4.1: Elementos nao nulos da matriz £ para N =2 e K = 3.

4.3.2 Formulacao da Matriz de Espalhamento

Com a finalidade de montarmos as matrizes da decomposi¢ao do ope-
rador S vamos considerar as seguintes matrizes que serviram como blocos de cons-

trucdo para as matrizes da decomposigao do operador S em (4.41).
Sy = diag (0;)i =0 " (4.54)

com 0, sendo os momentos do secao de choque de espalhamento da aproximagao
Sy definido na equagao (3.22). Note que deixamos de lado a dependéncia em z, aqui

tratamos o, ; constante.

Dy, = [wapi (i) g™ (4.55)

com w, sendo o n-ésimo peso da quadratura de Gauss-Legendre e u, sendo a n-
ésima raiz associada ao polinémio de Legendre Py e p; é o [-ésimo polinomio de

Legendre.
n=N,l=N—-1

pz(ﬂn)] (4.56)

n=1,1=0

20+1
2

-]
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com p; e f, sendo da mesma forma que na equagao (4.55).

v |diag(SF)EY diag(S)iny (457)
mk — . ] i .
diag(SE)ZY  diag(SE)iZY

A matriz em (4.57) é uma matriz em blocos formada por quatro matrizes
diagonais de dimensoes N x N. Esta matriz esta relacionada as termos contendo os
intervalos da malha, Ax;, que podem ser encontrados do lado direito das equagoes

(4.17) e (4.20).

Definimos agora as matrizes I. e [,, ambas matrizes sao matrizes iden-
tidade com I. tendo dimensao K x K, com K sendo o nimero de células espaciais
do problema e I, uma matriz 2 X 2 que corresponde ao niimero de vértices em cada
célula espacial. Considere agora A ® B como denotando o Produto de Kronecker

entre as matrizes A e B. Considere agora,
Icv = Ic X Iv~ (458)

A matriz I, tem dimensao 2K x 2K e a estrutura necessaria para que possamos,
juntamente com Xy, Dy, M, e M,,;, formar as matrizes da decomposicao do operador

S em (4.41).

Juntando aquilo que desenvolvemos até agora, podemos escrever as ma-

trizes da decomposi¢ao do operador S da equagao (4.41) simplesmente como

5= I, ® 5, (4.59)
D=1, Dy, (4.60)
M = I, ® Mj, (4.61)
My, = I @ My, (4.62)

As representacoes gréficas para as matrizes discutidas anteriormente,
utilizando o mesmo exemplo anterior com parametros N = 2 e K = 3 sao as

seguintes:
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
o+l B nNionulo o4ill-H B Naonulo
1 ] 1+
21 n 2 1 L
3 ] 3 | B
a- n 4 L
51 n 51 "n
6 - ] 6 1 | ]

74 ] 71 | =

8 1 ] 81 nn

5 ™ 91 nn

10 » 10 | ]
114 ] 11+ nn
Figura 4.2: Elementos nao nulos da ma- Figura 4.3: Elementos nao nulos da ma-
triz ¥ para N =2 e K = 3. triz D para N =2 e K = 3.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
o+l B N&o nulo o+l | B Naonulo
1M | 14— n
24 ] 21l |
31 ne 3si+— 1
41 nn 4 "=
5 L 5 | u
6 1 nn 61 " =n
74 L 71 L |
8 1 L 81 | u
91 L 91 L

10 nn 10 A | n

11 1 L 11 1 n u
Figura 4.4: Elementos nao nulos da ma- Figura 4.5: Elementos nao nulos da ma-
triz M para N =2e¢ K = 3. triz M,, para N =2 e K = 3.

Podemos também olhar para o produto de todas estas matrizes que

compdes o operador S na equagao (4.41)
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ol N

O B Naonulo
IES = B B
2+l mn
RS B B B
4 L o B B
5 L m B
6 HEENR
7 L B B B
8 1 | = B B |
91 | & B B
10 = B B
11 L B B B

Figura 4.6: Elementos nao nulos da matriz S = M M,, XD para N =2 ¢ K = 3.

4.3.3 Matrizes Para Aproximacao de Fokker-Planck

A partir da equagao (4.37), vamos definir os seguintes operadores line-

ares:
Lrp = H3 +o (4.63)
FP — 833 a .
Frp = %vﬂ. (4.64)

Neste caso, Lpp representa o gradiente espacial e absor¢ao e Frp re-
presenta o operador angular de Legendre multiplicado por %*. Agora, podemos

reescrever a equagao em (4.37) como
Lrpp — Fppp = Q. (4.65)
Estamos interessados agora na formulagao de ambas as matrizes Lpp e
F FP.

Vamos comegar pela matriz Lpp. A matriz Lpp na equagdo (4.63) tem

expressao muito semelhante a matriz £ na equagao (4.40) a tncia diferenga é que
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no lugar de o; colocamos o, como pode ser observado nas equagoes (4.23) e (4.25).

Neste caso, seja Lpp = [L{'F'] amatriz Lpp com elementos L{}F. Temos, para p,, > 0

Fp_ M | A
e =t 2, (4.67)
2 6
Lih, =ty 2l (4.68)
2 6
Ll jin = By Zo, (4.69)
2 3
LI v = —pin. (4.70)
E, para u, <0,
FP _  Hn Ax;
L;i = Y + 3 e (4.71)
pn Az
ij]:-N = 7 + Taa, (472)
Liing = 5 T %W (4.73)
P Hn Axi
L/ NN = 5 5 % (4.74)
Lf—fN,j—‘rQN = Hn- (4.75)

Os demais elementos da matriz Lrp sao nulos.

Agora que ja temos a formulagao da matriz L£rp vamos focar em formu-
lar a matriz Frp na equacao (4.65). Esta matriz representa o operador de Fokker-

Planck discreto ou também chamado de versao discreta do operador de Laplace.

Da equagao (4.36) temos que o operador de Fokker-Planck discreto tem
a seguinte expressao:

Vi=V"'DV. (4.76)

Queremos montar a matriz Fpp que ird representar a matriz V2 para

o problema de uma maneira geral, isto ¢, para todos os pontos da malha espacial.
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Para isso, podemos usar uma abordagem semelhante aquela que foi usada para para

a montagem do operador S decomposto na equagao (4.41).

Comecamos definindo a seguinte matriz:

, |diag(3)i=Y  diag(3)i=Y (4.77)
mk di 1yi=N di 1y)i=N ‘
@ag(6)z:1 Zag(g)z:l
e a matriz
M, = [,@ M., (4.78)

com I. tendo a mesma defini¢ado que na equagao (4.58).

Note que a matriz na equagao (4.77) é semelhante a matriz M, na
equacao (4.57), porém no lugar de Ax; temos 1. Esta matriz incorpora os escalares
que multiplicam os termos V2 na matriz do operador de Fokker-Planck do lado

esquerdo das equagoes (4.23) e (4.25).
Definida a matriz M , escrevemos a matriz Frp da seguinte forma:
/ Otr —2
Frp =M, (]cv & 7V ) ) (4.79)

com I, tendo a mesma formulagdo que na equacdo (4.58). Esta matriz segue uma
formulagao semelhante aquelas para as equagoes (4.60) e (4.62) e incorpora o ope-

rador de Fokker-Planck discreto para todos os pontos espaciais da malha.

Da mesma forma que fizemos nos casos anteriores, considere uma ins-
tancia do problema com parametros N = 2 e K = 3. Vamos olhar para as represen-

tagoes graficas das matrizes Lrp e Frp.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

o1l n B Nao nulo (B8 B | B Nao nulo

1+— u 1+

21 n | 2 L o

31 [l n 3 nn

41 | n 4- L B

5 ] | O 5 nu

6 | | | 6 .

74 L] L 74 nn

8 | n 8 L B |

9 | | m} 9 | B

10 - L] n 10 1 nn
11 A n O 11 nn
Figura 4.7: Elementos nao nulos da ma- Figura 4.8: Elementos nao nulos da ma-
triz Lpp para N =2 e K = 3. triz Fpp para N =2 e K = 3.

4.3.4 Algoritmos

Agora que ja temos as formulagoes de todas as matrizes de interesse
para o problema, vamos tratar de como usamos estas matrizes para implementar os
métodos iterativos da Iteragao de Fonte (SI) das equagdes (3.51) e (??) bem como o
método iterativo de aceleragao para o esquema SI, chamado de Aceleracao Sintética

por Fokker-Planck (FPSA) nas equagoes (3.63) e (3.64).

O algoritmo para o método SI é da seguinte forma:
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Algoritmo 1: Algoritmo para Iteragao de Fonte (SI)

Input: iy, (nimero méximo de iterades),
M, M,,, S, L, D (matrizes),

0 ..
¢Lr_sr (valor inicial para o fluxo escalar),

Q (fonte),

tol (tolerancia para o critério de parada)

Output: ¢rr s (solugao aproximada)

1 Inicializagdo;

N

OLR SI ¢OLRSIQ

3 Iteragdo de Fonte;

4 for i + 1 to i,,,, do

5 b= M-My-S-¢rr s1+Q;
6 W L7 b;

7 | ¢rr s1 < D -y

[|1D-Y—dLr sill2
(D42 ’

9 if err < tol then

8 e1r <—

10 break;
11 end
12 end

Agora, o algoritmo para o método FPSA ¢ da seguinte forma:
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Algoritmo 2: Algoritmo para Aceleragdo Sintética

Fokker-Planck (FPSA)

por

1

2

3

4

(S

10

11

12

13

14

15

16

17

18

Input: 4., (nimero méaximo de iteragoes),
M, M,,, S, L, D (matrizes),

Lrp, Frp (matrizes para a corregao FPSA),
¢k rpsa (valor inicial para o fluxo escalar),
Q (fonte),

tol (tolerancia para o critério de parada)

Output: ¢ r ppsa (solucao aproximada)
Pré-céalculo;

T« DL -M-S-M,:

feD- L7 Q;

GLR_FPsA < OLr ppsai

Iteragdo FPSA;

for i < 1 to i, do

Passo SI;
Y < QLR FPSA;
¢Lr_Fpsa < T -y + f;
Passo de corregdo FPSA;
r4=M-S-My-(drr rPPsa —Y);
¢« D-(Lpp— Fpp) '3
PLR FPSA < QLR FPsA +
orT ||¢LR7|I|7‘yP"|52‘A_yH2;
if err < tol then

break;
end

end

20



Com ambos os algoritmos acima, podemos computar as aproximacgoes

para o fluxo escalar.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo introduziremos os resultados numéricos comparando o
método FPSA contra métodos nao acelerados como SI e GMRES [35] e também com
o método acelerado DSA. Aqui, escolhemos o GMRES como um método de compa-
racao que nao acelera os momentos do fluxo, servindo entao como uma comparagao

de um método que nao tem sua origem derivada do método SI.

Todos os métodos foram computados usando a linguagem de programa-
¢ao Python 3.10, os tempos de execugao de cada método foram computados usando
a fungao time.time () da biblioteca time. Foram usadas técnicas de armazenamento
de matrizes esparsas através da biblioteca scipy.sparse, porém apenas os tempos
de execuc¢ao dos métodos foram computados, nao incluindo o tempo de inicializagao
das matrizes. Utilizamos o método GMRES também da biblioteca scipy.sparce

para resolver sistemas esparsos, cujo critério de convergéncia é dado por:

|Ib — Azi||>

tol 51
oL (5:1)

para um sistema linear Az = b.

O computador utilizado foi um MacBook Air de 2022, o mesmo possui

um processador Apple M1 @ 3.4 Ghz com 8GB de memoéria RAM LPDDRA.

A fim de compararmos o método FPSA com os métodos DSA, SI e
GMRES, consideramos o problema de uma placa homogénea no dominio [0, X],
com fonte constante Q(z) = 0.5 e condi¢oes homogéneas nos contornos ¥ (0, i) = 0

para ;> 0 e W(X,u) =0 para u < 0.

Resolveremos o problema nessas condigoes para trés diferentes se¢oes de
choque de espalhamento ou nucleos de espalhamento, sao elas: Screened Rutherford

Kernel (SRK) [34] , Ezponencial Kernel (EK) [32] e Henyey-Greenstein Kernel
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(HGK) [14]. Vamos agora a uma discussao mais detalhada destes nicleos, bem como

as tabelas de valores utilizadas para cada nicleo.

5.1 Secoes de Choque de Espalhamento

Durante o espalhamento, as particulas incidentes (elétrons, néutrons
etc) colidem ou interagem com os atomos, resultando em uma mudanga na dire-
¢ao e/ou energia das particulas incidentes. Este processo é descrito na equagao do
transporte através do termo o(z, ' — p) na equacao (2.46). Desta forma, para
resolvermos o problema na forma da equagao (3.37), precisamos definir quais sao os

termos o ().

Neste caso, para comprarmos o método FPSA com os demais, tomamos
para cada um dos nicleos SRK, EK e HGK trés diferentes conjuntos de valores para
0s1(x) variando os pardmetros dos mesmos. Ainda, como se trata de um problema
homogéneo, o niicleo de espalhamento é constante ao longo de todo dominio espacial.
Aqui, dois dos niicleos que trataremos. SRK e EK, possuem limites de Fokker-Planck
validos, isto é, estes nucleos satisfazem as condi¢oes de pico avancado o suficiente
para que a aproximacao de Fokker-Planck seja valida [26]. Vejamos em mais detalhes

o que representam cada um dos nticleos e quais sao os valores que foram usados.

5.1.1 Screened Rutherford Kernel (SRK)

O nucleo de espalhamento de Rutherford com blindagem SRK [34] é
uma adaptacao do modelo cléssico de espalhamento de Rutherford que leva em con-
sideracao os efeitos da blindagem devido aos elétrons do 4tomo. No modelo classico
de Rutherford, o espalhamento de particulas carregadas, como particulas alfa, é des-
crito pela interacao coulombiana pura entre a particula incidente e o nicleo alvo.

Esse modelo assume que a forca eletrostatica entre a particula carregada e o ntcleo
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diminui com o quadrado da distancia entre elas, sem considerar a influéncia dos

elétrons circundantes.

No entanto, em um material real, os elétrons ao redor do ntcleo criam
um efeito de blindagem que modifica a interacao coulombiana, especialmente em
distancias maiores. O niticleo de espalhamento de Rutherford com blindagem ajusta
a descricao da forca de interacao para incorporar essa blindagem, proporcionando

uma representagao mais realista das interagoes de espalhamento [9, 18, 26].

A expressao para os momentos de Legendre do SRK depende do termo

n e tem um limite de Fokker-Planck valido quando n — 0 |26, 27].

1
+1)
oSRK 05/ P 1) dp. 5.2
sl . I(M)(1+277_M)2 I ( )

Para nossas simulagoes, usamos os valores para n € {107°,107%, 1077}

como podem ser vistos na Tabela (5.1).
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s n=10"" n=10"6 n=10"°

20 0.5 0.5 0.5

os1 || 0.4999984881902637 | 0.4999871844746265 | 0.4998948694940573
0s2 || 0.4999957645698841 | 0.4999645533469864 | 0.4997146021743414
0s3 || 0.4999919291371969 | 0.499933106478293 | 0.4994691869248763
054 || 0.4999870485565143 | 0.4998935103411987 | 0.4991652751543127
os5 || 0.4999811728248328 | 0.4998462646906273 | 0.4988078478784902
os6 || 0.4999743419385311 | 0.4997917692335063 | 0.4984008826928098
os7 || 0.4999665892267273 | 0.4997303569645318 | 0.497947687347766
osg || 0.4999579432560612 | 0.4996623132158051 | 0.4974510904257452
0s9 || 0.4999484290211878 | 0.4995878875633187 | 0.4969135605598148
05,10 || 0.4999380687384428 | 0.4995073017649702 | 0.4963372859480047
0511 || 0.4999268824014123 | 0.4994207553174542 | 0.4957242300410234
0512 || 0.4999148881849843 | 0.4993284294978682 | 0.4950761720648456
0513 || 0.4999021027483907 | 0.4992304903951062 | 0.4943947374311556
0514 || 0.4998885414683172 | 0.499127091241861 | 0.4936814211455058
05,15 || 0.4998742186220628 | 0.4990183742470478 | 0.4929376062126142

Tabela 5.1: Valores do Nicleo de Rutherford para diferentes valores de n [18].

5.1.2  Exponential Kernel (EK)

O nucleo de espalhamento EK [28], é um nticleo com forma exponencial
de teste criado para satisfazer o limite de Fokker-Planck. E um nicleo de um tnico
parametro criado para satisfazer as condigoes de espalhamento de pico avancado cuja
expansao em polinomios de Legendre satisfaz uma relagdo de recorréncia simples

26, 18].
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Este nucleo é dado em termos do paradmetro ¢ na forma

O'EK

EK — s —(1—p)/é 5.3
05 (ILL) 27_[_6(1 _ 6_2/5) € ( )

Normalizando a equagao (5.3) temos

1
2%/ oM (w)dp = o (54)

1

Podemos mostrar que

(lsim os(p) = UEKM (5.5)

—0 5 2T

com &(u) a fungao delta de Dirac. Neste caso, podemos observar que ¢ mede o quao

avancado é o pico. A féormula de recorréncia para o nicleo EK é dada por

ol =0l (1-0), (5.6)
ol = ol (1 — 30 + 367%), (5.7)
oty = ol — ol (216 + 6) para | > 2. (5.8)

Trés valores diferentes para d foram usados nas simulacoes, sendo eles,

§ € {107°,107%,107"} na Tabela (5.2).
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Oul §=10"" § =106 §=10"

e 0.5 0.5 0.5

o1 0.49999995 0.4999995 0.499995

e || 0.499999850000015 |  0.4999985000015 0.49998500015
o3 || 0.499999650000035 |  0.4999965000035 0.49996500035
o4 || 0.499999500000135 |  0.4999950000135 | 0.4999500013499865
o5 || 0.4999993000004 0.49999300004 | 0.4999300039999615
o6 || 0.499999000000685 | 0.4999900000684998 | 0.4999000068498245
o7 || 0.499998750001185 | 0.4999875001184994 | 0.4998750118493865
oes || 0.4999984500021 | 0.4999845002099988 | 0.499845020998797
oeo || 0.49999805000306 | 0.4999805003059975 | 0.4998050305975731
e10 || 0.49999770000444 | 0.499977000443995 | 0.4997700443949768
oe11 || 0.499997300006585 | 0.4999730006584918 | 0.4997300658417596
o1z || 0.49999680000881 | 0.4999680008809864 | 0.4996800880864744
0e13 || 0.49999635001173 | 0.4999635011729772 | 0.4996351172771995
Oe1a || 0.499995850015865 | 0.4999585015864663 | 0.4995851586162145
a5 || 0.499995250020125 | 0.49995250201245 | 0.4995252012001185

Tabela 5.2: Valores do Nucleo Exponencial para diferentes valores de ¢ [18].

5.1.3  Henyey-Greenstein Kernel (HGK)

O nucleo de Henyey-Greenstein [16] é usado em transporte de fotons

em nuvens. Este niicleo depende de um parametro de anisotropia g tal que

nucleo altamente anisotrépico. O nicleo HGK nao possui um limite de Fokker-

l
Os1 = 053 .

o7

Para ¢ — 0 temos um nicleo anisotrépico e para g — 1 temos um




Planck vélido [18, 26, 29|. Trés valores foram usados para o parametro g, sendo eles,

g € {0.9,0.95,0.99} como mostrados na Tabela (5.3).

Os)l g = 0.99 g =0.95 g=10.9

05,0 1 1 1

Os.1 0.99 0.95 0.9

Os,2 0.9801 0.9025 0.8100000000000001
05,3 0.970299 0.857375 0.729

0s4 | 0.9605960099999999 0.81450625 0.6561

Os5 0.9509900499 0.7737809375 0.59049

Os.6 0.9414801494 0.7350918906 0.5314410000000001
Os,7 0.9320653479 0.6983372960999999 0.4782969

05,8 0.9227446944 0.6634204312999999 0.43046721

05,9 0.9135172475 0.6302494097 0.387420489
Ts.10 0.904382075 0.5987369392 0.3486784401
Os,11 0.8953382543 0.5688000922999999 0.3138105961
05,12 0.8863848717 0.5403600877 0.2824295365
0513 0.877521023 0.5133420833 0.2541865828
0514 0.8687458128 0.4876749791 0.2287679245
05,15 0.8600583546 0.4632912302 0.2058911321

Tabela 5.3: Valores do Nucleo de Hanyey-Greenstein para diferentes valores de g [18].
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5.2 Formulagao do Problema e Simulagoes

A fim de comparar os métodos, vamos tomar a espessura da placa ho-
mogénea como sendo X = 400 ¢m, além disso, tomamos o, = 0 e 0, = 0. Dividire-
mos a placa em K = 200 células espaciais e tomaremos N, a ordem de discretizagao

do método Sy, variavel. Este problema é semelhantes a um problema tratado por

[18, 26].

As simulagbes consistem em inserirmos os valores dos nicleos SRK,
EK e HGK para diferentes parametros dos mesmos, no problema em geometria de
placa descrito anteriormente. Para cada um dos nicleos, resolveremos o problema
utilizando os métodos SI, GMRES, DSA e FPSA para trés ordens diferentes do
método Sy, sendo elas N € {4,816} e compararemos os tempos de execugao e

numero de iteragoes.

5.2.1 Nucleo SRK

Para N = 4 temos os seguintes resultados na Tabela (5.4)
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Parametro do Kernel 1 | Método | Iteragoes | Tempo de Execugao (s)

le-5 SI 2792 1.5171
GMRES 1646 1.1078

DSA 5187 6.1943

FPSA 9 0.0501

le-6 SI 1912 1.0807
GMRES 1280 0.8037

DSA 3623 4.2408

FPSA 5 0.0299

le-7 SI 1547 0.8729
GMRES 955 0.5981

DSA 3176 3.6862

FPSA 4 0.0252

Tabela 5.4: Iteracoes e Tempo de execucao para diferentes parametros do ntcleo

SRK com N = 4.

Agora, para N = 8 temos os seguintes resultados na Tabela (5.5)
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Parametro do Kernel 1 | Método | Iteragoes | Tempo de Execugao (s)

le-5 SI 6914 8.2421
GMRES 3753 9.3746

DSA 3194 7.6416

FPSA 17 0.3280

le-6 SI 4652 5.5842
GMRES 2797 7.0885

DSA 4652 11.0584

FPSA 8 0.1639

le-7 SI 3194 3.8326
GMRES 2006 5.0007

DSA 6914 16.6734

FPSA 5 0.1094

Tabela 5.5: Iteracoes e Tempo de execucao para diferentes parametros do ntcleo

SRK com N = 8.

Finalmente, para N = 16 temos os seguintes resultados na Tabela (5.6)

61



Parametro do Kernel 1 | Método | Iteragoes | Tempo de Execugao (s)

le-5 SI 9263 34.1754
GMRES 4720 56.9927

DSA 5229 50.6984

FPSA 38 1.0759

le-6 SI 12365 50.7039
GMRES 6991 84.5661

DSA 5229 50.7266

FPSA 15 0.4428

le-7 SI 8155 34.0169
GMRES 4858 37.4580

DSA 5229 51.0530

FPSA 8 0.2515

Tabela 5.6: Iteracoes e Tempo de execucao para diferentes parametros do ntcleo

SRK com N = 16.

Vamos analisar os resultados obtidos para o niicleo de espalhamento de
Rutherford com blindagem (SRK) que se trata de uma extensao do modelo cléssico
de espalhamento de Rutherford, incorporando os efeitos da blindagem causada pelos

elétrons que orbitam o ntcleo.

Para nossas simulagoes utilizamos n € {107°,107%,1077}, este parame-
tro desempenha um papel critico na modelagem do nicleo SRK. A medida que 7
aumenta, os valores de o,; divergem de 0.5 que é o valor ideal para que o nicleo res-
peite o limite de Fokker-Planck. Este processo de aumento de 7 representa um efeito
crescente de blindagem no ntcleo SRK. Observamos que para todos os valores de
N testados o método FPSA apresenta uma superioridade muito grande em relagao
aos demais métodos, tanto em ntmero de iteracoes quanto em tempo de execucao,

ficando na ordem de algumas dezenas de itera¢oes para N = 16 na Tabela (5.6), por
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exemplo, e tempos da ordem de um segundo ou menos, enquanto os demais métodos
estao na ordem de milhares de iteracoes e dezenas de segundos. Para os métodos nao
acelerados, ST e GMRES, o GMRES mostrou-se com um menor niimero de iteragoes,
porém com tempos piores que o método SI, exceto para N = 4 na Tabela (5.4) onde
os tempos foram melhores. O método de aceleracao DSA mostrou-se o mais lento de
todos e com maior nimero de iteragoes, sendo aquele com piores resultados dentro
de todos os métodos testados, refletindo o fato de que este método acelera apenas
para os dois primeiros momentos de Legendre do fluxo angular, diferentemente do
método FPSA com discretizagao MPD que acelera até N momentos de Legendre.
De modo geral, o método FPSA foi o melhor para todos os valores de N testados
bem como para todas as diferentes condi¢oes de blindagem do niicleo SRK repre-
sentadas pelos diferentes valores do parametro n. Na Figura (5.1), temos o grafico

com a solugao do problema.

m— O]
740 | ..mo‘._“ GMRES
X L

DSA
+ FPSA

735 A

ml o f '\\

725 fi \Q

Fluxo Escalar

720 -

T ] T T T T T T
] 50 100 150 200 250 300 350 400
Comprimento (cm)

Figura 5.1: Resultados do nticleo SRK com pardametro n = 10~7 para os métodos SI,

GMRES, DSA e FPSA.

63



5H.2.2 Nucleo EK

Para N = 4 temos os seguintes resultados na Tabela (5.7)

Parametro do Kernel § | Método | Iteragoes | Tempo de Execugao (s)

le-5 SI 1733 0.9712
GMRES 1149 0.7233

DSA 3605 4.2670

FPSA 5 0.0300

le-6 ST 1345 0.7834
GMRES 956 0.6179

DSA 2691 3.1344

FPSA 3 0.0203

le-7 ST 1209 0.7133
GMRES 787 0.5112

DSA 2562 3.0173

FPSA 3 0.0206

Tabela 5.7: Iteracoes e Tempo de execugao para diferentes parametros do nicleo EK

com N = 4.

Agora, para N = 8 temos os seguintes resultados na Tabela (5.8)
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Parametro do Kernel § | Método | Iteracoes | Tempo de Execugao (s)

le-5 SI 3999 4.8483
GMRES 2373 5.9282

DSA 3999 9.5379

FPSA 7 0.1464

le-6 SI 2993 3.6218
GMRES 1881 4.8031

DSA 2993 7.6114

FPSA 4 0.0930

le-7 SI 2236 2.6797
GMRES 1535 3.8453

DSA 2236 5.4278

FPSA 3 0.0735

Tabela 5.8: Iteracoes e Tempo de execugao para diferentes parametros do nicleo EK

com N = 8.

Finalmente, para N = 16 temos os seguintes resultados na Tabela (5.9)
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Parametro do Kernel § | Método | Iteracoes | Tempo de Execugao (s)

le-5 SI 10900 43.8999
GMRES 6198 75.0211
DSA 10900 105.8664

FPSA 14 0.4136

le-6 SI 6898 28.2243
GMRES 4315 54.0644

DSA 6898 67.1032

FPSA 6 0.1965

le-7 SI 5229 20.9942
GMRES 3306 40.4968

DSA 5229 50.7913

FPSA 4 0.1385

Tabela 5.9: Iteracoes e Tempo de execugao para diferentes parametros do nicleo EK

com N = 16.

O nucleo EK (Ezponential Kernel) apresenta uma formulagao voltada
para descrever o espalhamento avancado em sistemas anisotropicos com uma forte
dependéncia direcional. A forma exponencial do ntcleo, controlada pelo parametro
0, permite ajustar o grau de anisotropia do espalhamento. Valores menores de &
indicam espalhamento mais concentrado no angulo de avanco, conforme indicado
pela formula de normalizacdo e os valores obtidos na Tabela (5.2). Para nossas
simulacoes, consideraremos trés valores para o nicleo EK dados pelo parametro

§ € {1075,1075,10"7}.

Em relagao aos métodos nao acelerados, SI e GMRES, o SI apresenta um
desempenho significativamente inferior em termos de niimero de itera¢oes em relagao
ao método GMRES para todos os valores de N testados e em relacao a todos os

valores do parametro 4, isto ocorre devido a concentracao do espalhamento angular

66



em p = 1, causando uma desaceleracao na convergéncia do método SI, discutido
teoricamente em [1]. Ja os tempos de execugao para o método SI sdo melhores que
os tempos do método GMRES, exceto para N = 4 na Tabela (5.7). O método
DSA, embora seja uma alternativa acelerada, apresenta os piores resultados entre
todos os métodos discutidos, mesmo quando consideramos valores de N pequenos,
isto se deve ao fato de estarmos executando correcao por difusao custosas a cada
iteragdo do método. J4 o método FPSA mostra os melhores resultados entre todos
os métodos, tanto em nimero de iteracoes quanto em tempo de execucao tendo até
trés ordens de magnitude de diferenca em ntmero de iteracoes e tempos de execugao
para o caso N = 16, por exemplo. Isto se deve ao fato do nicleo EK ter um forte
espalhamento anisotrépico na diregao frontal . = 1, o que satisfaz muito de perto o
limite de Fokker-Planck. De modo geral, o método FPSA foi o melhor entre todos os
métodos discutidos, tanto acelerados quanto nao acelerados, apresentando diferencas
que chegam a trés ordens de magnitude tanto em ntimero de iteragoes quanto em

tempos de execugao. Na Figura (5.2) temos o grafico com a solu¢ao do problema.
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Figura 5.2: Resultados do niicleo EK com parametro § = 1077 para os métodos SI,

GMRES, DSA e FPSA.

5.2.3 Nucleo HGK

Para N = 4 temos os seguintes resultados na Tabela (5.10)

68



Parametro do Kernel g | Método | Iteracoes | Tempo de Execugao (s)

0.90 SI 75304 43.1185
GMRES D776 3.6376

DSA 66494 201.3017

FPSA 8847 43.6240

0.95 SI 41877 23.4761
GMRES 5282 3.2941

DSA 36989 111.6189

FPSA 2660 13.2252

0.99 SI 13687 7.6621
GMRES 4774 2.9843

DSA 12055 36.2598

FPSA 201 0.9963

Tabela 5.10: Iteracoes e Tempo de execucao para diferentes parametros do ntucleo

HGK com N = 4.

Agora, para N = 8 temos os seguintes resultados na Tabela (5.11)
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Parametro do Kernel g | Método | Iteracoes | Tempo de Execugao (s)

0.90 SI 75390 90.6735
GMRES 4396 11.0375

DSA 72434 371.5474

FPSA 22549 416.5037

0.95 SI 41974 52.1460
GMRES 4596 11.6318

DSA 40347 205.8368

FPSA 7447 137.0792

0.99 SI 13836 16.7701
GMRES 3556 8.9424

DSA 13397 68.4588

FPSA 604 11.0304

Tabela 5.11: Iteracoes e Tempo de execucao para diferentes parametros do ntucleo

HGK com N = 8.

Finalmente, para N = 16 temos os seguintes resultados na Tabela (5.12)
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Parametro do Kernel g | Método | Iteracoes | Tempo de Execugao (s)
0.90 SI 75404 379.9395
GMRES 6000 39.3911
DSA 74581 1339.4682
FPSA 45642 2572.1940
0.95 SI 41989 211.1077
GMRES 3923 25.8431
DSA 41538 740.6849
FPSA 18274 1029.2945
0.99 SI 13859 69.7517
GMRES 3262 21.9307
DSA 13749 245.5161
FPSA 1907 107.4429

Tabela 5.12: Iteracoes e Tempo de execucao para diferentes parametros do ntucleo

HGK com N = 16.

O nucleo HGK é amplamente utilizado para modelagem de transporte
radiativo devido a sua versatilidade na modelagem de meios anisotropicos. Quando
o parametro ¢ — 0 temos um ntucleo anisotrépico que pode variar até um nucleo
altamente anisotrépico quando g — 1. Para nossas simulagoes, consideramos trés

valores para o parametro g, sendo eles g € {0.9.0.95,0.99}.

Para o nicleo HGK encontramos um cenario diferente daqueles que
foram encontrados nos niicleos SRK e EK, uma vez que o ntcleo HGK nao satisfaz o
limite de Fokker-Planck [26]. O método SI apresentou nimero de iteragoes e tempos
de execugao elevados dentre os métodos nao acelerados, ja o GMRES apresentou
os melhores tempos e menores nimeros de iteragoes para todos os valores de N
e todos os valores do parametro g, exceto no caso N = 4 e g = 0.99 na Tabela

(5.10), quando comparando com todos os métodos, tanto acelerados quanto nao
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acelerados, isto se deve ao fato do GMRES ser eficiente para resolugao de problemas
com alta anisotropia. J4 o método DSA apresentou nimero de iteragoes competitivos
com o método SI, porém com tempos maiores de execucao devido ao célculo de
correcao de difusao custoso que é executado a cada iteracao. Mesmo assim, o método
DSA apresentou tempos de execucao melhores que o método FPSA para N = 16 e
parametros do nticleo g = 0.9 ¢ g = 0.95 na Tabela (5.12). O método FPSA teve
ntmero de iteragoes e tempos de execucao competitivos para N = 4, tendo inclusive
um tempo de execugao melhor que o GMRES para g = 0.99 na Tabela (5.10). Porém,
rapidamente, para os demais valores de N sua performance é degradada, tendo os
piores resultados para N = 16 na Tabela (5.12). De maneira geral, o método FPSA
nao é um método adequado para acelerar problemas onde o nucleo de espalhamento
nao possui um limite de Fokker-Planck valido, como é o caso do nicleo HGK, onde
é possivel notar que o método FPSA tem uma performance ruim tanto em nimero
de iteragoes quanto em tempo de execugao, principalmente quando tomamos valores

altos de N. Na Figura (5.3) temos o grafico com a solu¢do do problema.
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Figura 5.3: Resultados do nicleo HGK com parametro g = 0.99 para os métodos SI,
GMRES, DSA e FPSA.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo, faremos um breve resumo de todos os tépicos discuti-
dos neste trabalho. Incluiremos as conclusoes que obtivemos sobre o uso do método
FPSA como um método adequado para acelerar o método SI sobre certas condigoes
do ntucleo de espalhamento, através dos resultados obtidos com as simulacoes reali-
zadas utilizando trés diferentes nicleos de espalhamento, dois deles satisfazendo a

condigao de pico avancando e um deles nao satisfazendo esta condigao.

Discutiremos também os caminhos futuros a partir daquilo que foi dis-
cutido neste trabalho, caminhos estes que podem levar a trabalhos futuros no uso

da técnica de aceleracao sintética.

6.1 Conclusao

Neste trabalho comecamos introduzindo a equagao do transporte de
particulas, tratamos das variaveis da equagao e logo apés introduzimos as definigoes
necessarias que representam o problema fisico, para entao, come¢armos a montar os
termos que vao compor a equacao, representando as particulas que vazam de um
volume diferencial dV, aquelas que entram neste volume através de espalhamento,
aquelas que sao absorvidas e aquelas que sao produzidas por uma fonte interna ou
externa. Com isso, através da lei de conservacao de massa, definimos a equagao
completa com todas as suas variaveis independentes. Discutimos sobre hipdteses
adicionais feitas sobre a equagao e chegamos a equacao do transporte de particulas
mono energética, em estado estacionario e geometria de placa, que foi a equagao

usada neste trabalho.

Apos isto, tratamos de como resolver a equagao do transporte nas con-

digoes descritas acima. Comegamos por introduzir algumas aproximagoes que seriam
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uteis, sendo elas: A aproximacao por difusao, onde aplicamos uma quadratura ao
termo de espalhamento da equacao e retemos apenas os dois primeiros momentos
de Legendre do fluxo angular. A aproximagao pela equacao de Fokker-Planck, que
trata de uma hipotese adicional sobre o problema onde consideramos que o espa-
lhamento das particulas so é significativo para p — 1, levando a uma aproximagao
para o termo de espalhamento que envolve uma equagao diferencial ao invés de uma
integral. A aproximagao por ordenadas discretas (Sy) que trata de tomarmos uma
quadratura adequada para o termo de espalhamento e uma discretizacao da varia-
vel angular como sendo as raizes de polindmio de Legendre de ordem N, Py. Tendo
estas aproximagoes, discutimos os métodos lineares para resolver a equacao do trans-
porte, comecando pelo método SI, que é um método iterativo muito tradicional na
literatura, porém este método apresenta algumas dificuldades computacionais para
certas condi¢oes do problema em questao. Como solugao para o problema do mé-
todo SI, apresentamos a técnica de aceleragao sintética (SA), que adiciona um passo
corretor a cada iteracao do método SI, esta correcao surge de resolvermos uma nova
equagao diferencial que aproxima a equagao do transporte original, porém com uma
ordem menor. Demos o exemplo de usar a equacao da difusao como uma aproxima-
¢ao e também apresentamos a equacao de Fokker-Planck como uma alternativa de

aproximacao.

Tendo discutido as aproximacoes e os métodos lineares para resolver
a equacao do transporte, descrevemos como a discretizacao da equacao foi feita: A
discretizagao espacial foi feita através do método de elementos finitos descontinuos
sobre as equagoes Sy, que trata de dividir o dominio espacial em varias células,
onde encontramos os valores da funcao em ambos os extremos das células, e para os
pontos dentro das células usamos uma funcao afim para aproximar a solugao. Para a
discretizagao angular, usamos o método moments preserving discretization (MPD),
que preserva até N momentos de Legendre do fluxo angular. Juntamos ambas as
discretizagoes, espacial e angular, em uma formulagao matricial unificada, descre-

vemos a formulacao de cada uma das matrizes necesséarias para formar o sistema
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linear que seré resolvido. Além disso, apresentamos uma representacao algoritmica
dos métodos iterativos SI e FPSA, onde usamos a formulagao matricial discutida

anteriormente para resolver a equacao do transporte.

Por tltimo, apresentamos o uso das ferramentas desenvolvidas até o mo-
mento para resolver um problema concreto em geometria de placa homogénea com
fonte constante. Nosso objetivo neste capitulo foi comparar o método de aceleragao
FPSA com métodos nao acelerados como SI e GMRES e também com o método ace-
lerado DSA. Para isto, consideramos trés diferentes nicleos de espalhamento para o
problema, sendo eles: Screened Rutherford Kernel (SRK), Exponencial Kernel (EK)
e Henyey-Greenstein Kernel (HGK). Nossas simulages inclufam testar estes nticleos
com trés diferentes ordens para a aproximacgao Sy, sendo elas N € {4,8,16}. Du-
rante as simulagoes, encontramos que o método FPSA é uma excelente alternativa
para acelerar os casos onde o ntucleo de espalhamento possui as condi¢oes de pico
avancado para todas as ordens do Sy, como nos casos do niucleo SRK e EK, onde o
método FPSA apresentou uma reducao de até trés ordens de magnitude tanto em
nimero de iteracoes quanto em tempo de execucao em relagao aos demais métodos
testados. J& para o nicleo HGK, que nao satisfaz as condi¢oes de pico avancado, o
método FPSA nao se sobressaiu aos demais métodos tanto em ntimero de iteragoes
quanto em tempos de execucao, tendo tido o melhor resultado em tempo de exe-
cugao apenas para o caso onde o parametro do nticleo era ¢ = 0.99 e N = 4, nao
apresentando entao uma vantagem consistente para tratar ntcleos que nao tenham

a natureza de pico avancado.

6.2 Trabalhos Futuros

Neste trabalho, mostramos resultados promissores para o uso do método
FPSA como uma alternativa para acelerar problemas de transporte de particulas nas

condicoes de pico avancado, porém as simulacoes tratadas neste trabalho se limitam
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a um caso de geometria de placa homogénea. No futuro, podemos incorporar a
dependéncia em multiplos grupos de energia, problemas em mais dimensoes espaciais
e também problemas com anisotropia espacial. Ainda, aplicar o método a um caso
fisico realista seria uma boa maneira de testar como esta aceleragao se traduz para
casos reais aplicados a fisica, engenharia, etc. A implementacao de um método de
resolucao eficiente dedicado a resolver a equagao de Fokker-Planck em si, tornaria o
método muito atraente, principalmente se considerarmos problemas em dimensoes
maiores. Por fim, podemos considerar uma extensao da equagao de Fokker-Planck
chamada Generalized Fokker-Planck (GFP) [30], que estende a equagao de Fokker-
Planck para casos onde a secao de choque de espalhamento nao possui um pico
avancado o suficiente para que a equacao de Fokker-Planck seja véalida. Poderiamos
usar a aproximacao GFP na aceleracao sintética para cobrir casos onde o método
FPSA tem seu desempenho degradado devido & condigao de pico avangado nao ser

satisfeita.
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